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(tab. 28), welche zu C. spinosa L. (tab. 26, 27) gehören; ferner. 
C. terniflora DC. (tab. 39), wie schon oben p. 372 erwähnt,' 
zu C. horrida L. f. (tab. 38, 39) gehörig. [t

Weggeblieben ist die früher von Y  e s q u e (Ann. sc. n., 
p. 102, n. 47) in Betracht gezogene Capparis petiolaris H7 
B. K., wie es auf Tab. L. heisst „ob specimen pessmr' 
servatum“, und aus anderen C a p p a r e e n - G a t t u n g e n :  
Morisonia multiflora Tr. et PI. (Ann. p. 58, n. 2) und' 
Boyäsia suaveolens Roxb. (Ann. p. 127, n. 1 „Hort, bot: 
Assam.; Anderson“). Das Uebergehen dieser beiden Pflanzen' 
erklärt sich durch den Umstand, dass sie von Vesque schon ; 
früher (1. c.) als in ihren anatomischen Charakteren nur; 
unerheblich verschieden von den dargestellten Arten der - 
gleichen Gattungen M . americana L. und R. parviflora < i riff. 
bezeichnet worden sind.

Nur scheinbar, d. h. nur im Register ist weggeblieben 
Oadaba rotundifolia Forsk. (sieh Tab. XVIII.).

- Es mag mir gestattet sein, am Schlüsse dieser M it-1 
theilung meiner besonderen Freude darüber Ausdruck zu 
geben, dass die anatomische Methode,  welche die von,* 
ihr gehegten, an anderem Orte1) ausgesprochenen Erwar
tungen schon weit übertroffen hat, sowohl was ihre Leistungen.: 
als was die Gewinnung von Anhängern betrifft, in Herrn' 
Vesque einen so eifrigen und geschickten Förderer gefunden ■ 
hat, wie er in den zu dieser Mittheilung Veranlassung ge-4 
wordenen Abhandlungen sich darstellt. Möge er die Wissen»; 
schaft bald mit neuen solchen Arbeiten bereichern!

1) Sieh U a d lk o fe r :  Ueber die Methoden in der botanischen 
Systematik, insbesondere die anatomische Methode. Akademische* 
Festrede. München 1883.
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Ueber die für eine homogene lineare Differentialgleichung 
dritter Ordnung zwischen den Fundamentalintegralen und 
deren Ableitungen stattfindenden algebraischen Beziehungen.

Ich erlaube mir im Folgenden die wesentlichsten Resultate 
aus einer demnächst im Journal für Mathematik erscheinenden 
ausführlicheren Arbeit über die Bedingungen mitzutheilen, 
unter denen für eine lineare homogene Differentialgleichung 
dritter Ordnung irgend welche algebraische Beziehungen 
zwischen den Fundamentalintegralen und deren Ableitungen 
bestehen, und welche zugleich die allgemeine Form dieser 
algebraischen Beziehungen feststellen.

Um zunächst gewisse specielle Formen solcher Beziehungen 
in’s Auge zu fassen, schicke ich einige allgemeine Bemerk
ungen voraus, die auch für die Theorie der algebraischen 
Differentialgleichungen beliebiger Ordnung von Interesse sind. 
Aus dem Satze, dass, wenn für eine algebraische Differential
gleichung mter Ordnung

zwischen zwei Integralen j i und y2, von denen das erstere 
nicht schon einer Differentialgleichung niederer Ordnung 
Genüge leistet, eine algebraische Beziehung

Von Leo K ö n i g s b e r g e r  in Heidelberg, 

( Eingelaufen 6. November,)

(m—1)
)
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besteht, diese erhalten bleibt, wenn für yl ein willkührliches 
anderes und für y2 ein passendes anderes Integral derselben 
Differentialgleichung substituirt wird, ergiebt sich in bekannter 
Bezeichnung iterirter Functionen das folgende Theorein:

W e n n  f ü r  e ine  a l g e b r a i s c h e  D i f f e r e n t i a l 
g l e i c h u n g  e in  I n t e g r a l  e ine  a l g e b r a i s c h e  Func 
t i on  oj e ines a nd e re n  I n t e g r a l e s  ft, dessen .Ab?  
1 ei . tungen und der  u n a b h ä n g i g e n  V a r i a b e i n  ist,, 
so lassen s i ch  di e  unend l i ch  v i e l e n  In t eg ra l e ,  
der D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  in G r u p p e n  von der 
Fo rm ordnen

' f t , «  f a V n V i , -  ••),"* (x,Vv  '/n-O, ••••

(A ) . . w* (x’ % ’ Vt •

d ie  im  A l l g e m e i n e n  unend l i ch  v i e l e  E l ement e ,  
en tha l t en  we r de n ;  i s t d i e D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n . g  
i r reduc- t ibe l ,  so werden  die G r uppe n  entweder ,  
d i e  F o r m  (A)  haben,  oder,  wenn die A n z a h l  der. 
E l e m e n t e  einer Gruppe  e i n e  end l i che  ist -  die 
Ges t a l t

ft,  co (x, ft,  V , «■»* (x. ft, ''in - •■)>••• v'u  • •) ’ *f
worin füd (x, ft , ij'j , . . . )  =  ft 

f t , co (x, f t , t)\ ,..), w2 (x, ft , i?'8 (x, ft , r/2,..) 
worinw<5(x,ft,?/2,. . )  =  ft  

%, w(x, f t , • ■ •), (x, ft , j/3, ..), • • ßxS-^x, f t , r/3, ..) 

worin w5(x, ft, »/3 , . . ) = f t

w o be i  j ed e  Gr up pe  g l e i c h  v i e l  und u n t e r  ein 
ander  v e r s c h i e d e n e  E l e m e n t e  en thä l t ,  und di  
A n z a h l  der Gruppen se lbst  u n e n d l i c h  g ross  is



Daraus wird gefolgert,
dass für  e i n e  h o m o g e n e  l i n e a r e  i r r e d u c t i b l e  

D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  mterOrdnung,  von we l ch e r  
ein I n t e g r a l  e ine  a l g e b r a i s c h e  F u n c t i o n  e ines  
anderen und dessen A b l e i t u n g e n  ist ,  s i ch  die 
I n t e g r a l e  de r a r t  in e i ne  e n d l i c h e  A n z a h l  von 
Gruppen

h ,  " ( * ,  ft , Vn ••),•••• ^ ~ \ x , iju ij\ ,...)

(*.7*17*1 ■■)........ 7«,

rja, to (x, ty, t/a,. . ) , . . . .  1¡d, tj'd, ...)

v e r t h e i l e n  lassen,  dass <?<m, d ie  E l e m e n t e  e i ne r  
Gruppe  l i n e a r  von e i n a n d e r  u n ab h ä n g i g  sind 
und e ine  höhe r e  I t e r i r u n g  als die X — l te nur 
e i ne  l i n e a r e  F un c t i o n  der  E l e m e n t e  d e r s e l b en  
G r u p p e l i e f e r t .

Diese Sätze werden auf einige spezielle Fälle angewandt, 
und die Sätze von A b e l  über die algebraische Auflösbar
keit von Gleichungen in Analogie gebracht mit der Zurück
führbarkeit der linearen homogenen Diiferentialgleiehungen 
auf solche der F u ch s ’schen Klasse.1)

Ich gehe sodann dazu über, die oben aufgeworfene Frage 
ganz allgemein anzugreifen. Zunächst wird der folgende 
Satz bewiesen, welcher der ganzen weiteren Untersuchung 
zu Grunde gelegt wird:

W e n n  für  e ine  l i n e a r e  h o m o g e n e  D i f f e r e n 
t i a l g l e i c h u n g  d r i t t e r  O r dnu ng ,  in w e l c h e r  de r  
C o e f f i c i e n t  der z we i t en  A b l e i t u n g  N u l l  ist, e i ne  
a l g e b r a i s c h e  Be z i ehung  z w i schen  dre i  F u n d a 
m e n t a l i n t e g r a l e n  de r s e l b e n  und de r en  A b l e i t 
ungen b e s t e h t ,  so e x i s t i r t  ausser  d e r j e n i g e n ,

1) Vergl. eine demnächst in den mathematischen Annalen er̂  
scheinende Arbeit.
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w e l c h e  stets  die D e t e r m i n a n t e  e ines  Funda-  
menta l syst e ins  e i n e r  Cons tant en g l e i c h  macht ,  
immer  noch e i ne  von d i esen be iden u na b h ä n g i g e  
a l g e b r a i s c h e  R e l a t i o n  z w i sche n  eben di esen 
Grössen,  i
und aus diesem lässst sich schliessen, ^

dass, wenn  für  e ine  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  > 
d r i t t e r  Ordnung  der a n g e g e b e n e n  Ar t  e ine  so l che  ] 
a l g e b r a i s c h e  B e z i eh u ng  besteht ,  n o t h w e n d i g  * 
auch für  di e  mi t  Hü l f e  e ines d i eser  I n t e g r a l e  j 
a b g e l e i t e t e  l i n e a r e  homogene Di f f erent i a l g l e i ch-  % 
ung z w e i t e r  Ordnung  (in der  N o r m a l f o r m )  eine * 
a l g e b r a i s c h e  R e l a t i o n  e x i s t i r t  z w i s chen  zwei   ̂
F u n d a m e n t a l i n t e g r a l e n  u-nd de ren A b l e i t u n g e n  J 
mi t  A d j u n g i r u n g  j e n e s  e inen zu H ü l f e  g eno m-  i  
menen I n t e g r a l e s  und dessen A b l e i t u n g e n ;

die Eigenschaft dieser letzteren Beziehung, wenn nur 
drei Fundamentalintegrale der Differentialgleichung dritter l 
Ordnung algebraisch homogen unter einander verbunden sind, 1 
ist leicht festzustellen.

Es bleibt nun die Frage zu erörtern, unter weichen- 
Bedingungen für die lineare homogene Differentialgleichung „ 
zweiter Ordnung (in der Normalform) eine Beziehung der,., 
angegebenen Art stattfinden kann und wenn nicht — einei" 
eingehende Untersuchung lässt erkennen,

dass,  wenn y j ,y2, . . .  I n t e g r a l e  a l gebra i sche ' ^  ‘ 
D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  b e l i e b i g e r  Ordnung be
deut en ,  f ü r  e ine l i neare  homog e ne  D i f f e r e n t i a l ^ ’ 
g l e i c h u n g  z w e i t e r  O r dn u ng  in der N o r m a l f o r i i i  
mi t  a l g e b r a i s c h  aus der  u n a b h ä n g i g e n  V a r i 4? 
a be i n ,  den I n t e g r a l e n  v1,y21... und deren Ab  leit  
ungen zus ammeng e se t z t e n  C o e f f i c i e n t en  nie autt 
mit Zuziehung der eben bezeichneten Grössen eit£ 
algebraischer Zusammenhang zwischen zwei  Fu
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damental integral en und deren Able i tungen statt 
f inden kann, wenn die Di f f erent i a l g l e i chung eine 
mit  Adjungi rung j ener  Grössen irreduct ible ist, 
und die Verbindung mit dem oben ausgesprochenen Theorem 
liefert den Satz,

dass für eine l ineare homogene Di f f e r ent i a l 
gle i chung dri tter Ordnung in der Normal f om nur 
dann eine algebraische Beziehung zwischen drei 
Fundamental integralen derselben und deren Ab l e i t 
ungen bestehen kann, wenn die mit Hül fe eines dieser 
Integral e  abgele i tete l ineare homogene Di f f e rent i a l 
gle i chung zwei ter  Ordnung (in der Normal form)  
eine mit Adjungi rung jenes Integrales und dessen 
Abl e i tungen reductible ist.1)

Da sich aber auch die Umkehrung dieses Satzes leicht 
erweisen liess, so ergab sich der folgende Satz:

Die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass für eine homogene l ineare Di f f erent i a l 
gle i chung dri tter Ordnung in der Normal form ausser 
der Determinantenbeziehung noch eine algebraische 
Relat ion zwischen der unabhängigen Variabein,  drei 
Fundamental integralen und deren Abl e i tungen be
steht, ist die, dass die mit  Hü l f e  eines dieser I n t e 
grale abgele i tete l ineare homogene Di f f e rent i a l 
g le i chung zwei ter  Ordnung in der Normal form mit 
Adj .ungirung dieses Integral es und dessen Abl e i t 
ungen reduct ibel  ist — und die gesuchten R e l a 
t ionen sind bekannt,  wenn man die algebraischen 
D i f f e r ent i a l g l e i chungen erster Ordnung aufstel len 
kann, denen die Integra l e  j ener  Di f f e r ent i a l g l e i ch
ung zwe i t e r  Ordnung genügen.

I) Die Irreductibilität einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung zieht auch stets die Irreductibilität der auf die Normalform 
gebrachten Differentialgleichung derselben Ordnung nach sich.



Mit Hülfe aller dieser Sätze lässt sich nun aber auch 
für lineare Differentialgleichungen dritter Ordnung, die nicht 
in der Normalform gegeben sind, das nachfolgende Theorem 
herleiten:

D ie  n o t h w e n d i g e  und h i n r e i c h e n d e  B e d i n g 
ung  d a f ü r ,  dass für  e ine  h o m o g e n e  l i n e a r e  
D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  d r i t t e r  Or dnu ng  e ine  al 
g eb ra i s c he  R e l a t i o n  z w i s c h e n  der u n a b h ä n g i g e n  
Y a r i a b e l n ,  dre i  F u n d a m e n t a l i n t e g r a l e n  und 
de r en  A b l e i t u n g e n  bes t eht ,  ist die,  dass die 
mi t  H ü l f e  e i ne r  d i e s e r  I n t e g r a l e  a b g e l e i t e t e  
l i n e a r e  homogene D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  zwei ter  
O r d n u n g  in der N o r m a l f o r m  mi t  A d j u n g i r u n g  
dieses I n t e g r a l e s ,  dessen A b l e i t u n g e n  und der 
E x p o n e n t i a l f u n c t i o n ,  de ren E x p o n e n t  dur ch  die, 
Quadra tur  über  den e r s t en  C o e f f i c i e n t e n  der 
D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  d r i t t e r  O r dn u ng  d a r g e 
s t e l l t  w i rd ,  r e d u c t i b e l  ist, — und di e  g e s uc h t e n  
R e l a t i o n e n  s ind bekannt ,  wenn  man die D i f f e r e n 
t i a l g l e i c h u n g  e r s t e r  Or dnu ng  a u f s t e l l e n  kann,  
denen di e  I n t e g r a l e  j ene r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h 
ung  z w e i t e r  O r dnu ng  genügen .

Nachdem nun alles auf die Untersuchung der Irreduc
ti bilitätsbedingungeri einer linearen homogenen Differential
gleichung zweiter Ordnung zurückgeführt worden, untersuchen 
wir die Eigenschaften einer solchen Differentialgleichung, 
deren Coefficienten algebraische Functionen von Integralen 
beliebiger Differentialgleichungen sind und die mit Adjun
girung eben dieser Grössen reductibel sein sollen, wobei wir- 
zum Zwecke der Untersuchung die drei Fälle von einander- 
trennen, in denen die Differentialgleichung dadurch reductibel 
wird, dass sie ein in den adjungirten Grössen algebraisch^ 
Integral hat, oder zwei ihrer Integrale in einer mit Adjujjr 
girung dieser Grössen algebraischen Beziehung zu einander'

428 Sitzung der math.-pJiys. Glasse vom 5. November 1887.



Königsberger: Integrdlbeziehungen von Differentialgleichungen. 429

stehen oder endlich die Reduetibilität statthat, ohne dass die 
Differentialgleichung eine dieser beiden Eigenschaften besitzt. 
Ich beschränke mich an dieser Stelle darauf, aus der in 
meiner Arbeit angestellten ausführlichen Untersuchung nur 
den Schlusssatz anzuführen:

Wenn eine l ineare homogene Di f f erent ia l g l e i ch
ung zwei ter  Ordnung, deren Coef f icienten algebra
isch aus der unabhängigen Var iabe in,  In t egra l en  
algebraischer  D i f f e r en t i a l g l e i chu ngen  und deren 
Ab l e i tungen zusammengesetzt  sind, reductibel ist, 
so hat dieselbe entweder  ein in diesen Grössen alge
braisch zusammengesetztes Integral ,  oder, wenn dies 
nicht der Fal l  ist, g ibt  es entweder zwei  und nur 
zwei  part iculäre Fundamental integrale,  wel che l ine
aren homogenen Di f f erent ia l g l e i chungen erster Ord
nung mit g l e i chart i g  zusammengesetzten Coe f f i c i 
enten genügen und zwar  dann und nur dann, wenn 
zwei  particuläre Integra l e  der Di f f erent ia l g l e i chung 
zwei ter  Ordnung in einer mit  Adjungi rung der be- 
zeichneten Grössen algebraischen Bez i ehung zu ein
ander stehen, wobei  al le anderen Integral e  g l e i ch
art igen Di f f erent ia l g l e i chungen erster Ordnung aber 
höheren Grades genügen,  oder es leisten, wenn eine 
solche al gebraische Beziehung ausgeschlossen ist, 
s ämmt l i c he  I n t e g r a l e  der Di f f erent ia l g l e i chung 
zwei ter  Ordnung l inearen homogenen D i f f e r en t i a l 
glei chungen erster Ordnung Genüge,

und zu gleicher Zeit folgt

als n o t h w e n d i g e  und h i n r e i c h e n d e  B e d i n g 
ung  da für ,  dass di e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g

■ z " = 9 ( x , y i , y 1, . . y>,y, ' , . . . ) . z

r e d uc t i b e l  i st ,  die,  dass die D i f f e r e n t i a l g l e i c h 
ung e r s t e r  O r dnu ng
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t' =  ta — gp (x ,y„y1' , . . . y i ,yf .

ein a l g e b r a i s c h e s  I n t e g r a l  bes i t z t ,  u n d z w a r h a t  
die D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  z w e i t e r  Or dnung  ein 
und nur ein a l g e b r a i s c h e s  I n t e g r a l ,  wenn die D i f 
f e r e n t i a l g l e i c h u n g  e r s t e r  O r dn u ng  nur ein a l g e 
br a i s c hes  I n t e g r a l  b e s i t z t ,  und es st ehen zwe i  
F u n d a m e n t a l  i n t e g r a l e  in a l g e b r a i s c h  er  B e z i e h 
ung z ue i nan de r ,  wenn  di e  l e t z t e r e  D i f f e r e n t i a l 
g l e i c h u n g  durch zwei  und nur zwei a l g e b r a i s c h e  
I n t e g r a l e  b e f r i e d i g t  wird,  währ end  für den Fal l ,  
dass die D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  e r s t e r  Ordnung  
nur  a l g e b r a i s c h e  I n t e g r a l e  be s i t z t ,  R e du c t i b i -  
l i t ä t  der D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  z w e i t e r  Ordnung 
ohne  E x i s t e n z  a l g e b r a i s c h e r  B e z i e h u n g e n  z w i 
schen den I n t e g r a l e n  se lbs t  s t a t t f i n d e t .

Werden nun die oben für die Differentialgleichung 
dritter Ordnung ausgesprochenen Sätze mit den eben gefun
denen zusammengestellt, so erhalten wir das folgende Theorem:

Di e  n o t h w e n d i g e  und h i n r e i c he n d e  B e d i n g 
ung  da für ,  dass für  e ine  h o m o g e n e  l i n e a r e  D i f 
f e r e n t i a l g l e i c h u n g  d r i t t e r  Ordnung  e ine  a l g e 
b r a i sche  Re l a t i o n  z w i s c h e n  der  u n a b h ä n g i g e n  
Var iabe in,  drei Fundamental integra l en und deren 
A b l e i t u n g e n  bes t eht ,  i st  die,  dass die mit H ü l f e  
e ines  d i eser  I n t e g r a l e  a b g e l e i t e t e  l ineare homo
g ene  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  z w e i t e r  Ordnung  
e n t w e d e r  ein mit A d j u n g i r u n g  dieses In t e g r a l e s ,  
dessen A b l e i t u n g e n  und der  E x p o n e n t i a l f u n c r  
t i o n ,  d e r en  E x p o n e n t  durch  d i e  Quadra t ur  über 
den e rs t en  C o e f f i c i e n t e n  der D i f f e r e n t i a l g l e i c h 
ung d r i t t e r  Or dnu ng  d a r g e s t e l l t  w i rd ,  a l g e b ra *  
i sch es I n t e g r a l  be s i t z t ,  ode r  dass z w e i  und nur* 
z w e i  F u n d a m e n t a l i n t e g r a l e  derselben mit Adjun*
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g i rung  j e n e r  Grössen g l e i c h a r t i g en  l inearen h o 
m ogene n  D i f f e r en t i a l g l e i c hu nge n  erster Ordnung  
genügen ,  oder  dass endl i ch al le ihre  I n t e g r a l e  
D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  der l e t z t g e n a n n t e n  
A r t  angehör en .

Nachdem nun die Bedingungen gefunden, unter denen 
für eine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung eine 
algebraische Beziehung zwischen ihren Fundamentalintegralen 
und deren Ableitungen stattfindet, lässt sich auch mit Hülfe 
der oben für die reductibeln Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung aufgestellten Sätze die Form derselben angeben, und 
wir finden,

dass, wenn die r ed u c i r t e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h 
ung z w e i t e r  O r dn u ng  der i r r e d u c t i b e l n  D i f 
f e r e n t  i . a l g l e i chung  d r i t t e r  Or dn u ng  dadurch 
r ed u c t i b e l  wi rd,  dass sie ein mi t  A d ju n g i r u n g  
eines Integrales der letzteren Di f f erent ia l g l e i chung 
und dessen Able i tungen algebraisches Int egra l  
besi tzt ,  die Able i tungen dre ier  Fundamental inte
gral e  sich als algebraische Funct ionen eben dieser 
dre i  I nt egra l e  oder die zu einem I n t eg ra l e  g e 
hör i gen Fundamental integra l e  sich durch dieses 
Integra l  und dessen Ab l e i tungen a lgebraisch aas
drücken lassen, während in al len anderen Fäl l en 
die Re lat i onen die Form haben

J i J i ' — y .y ,"= F j (y iy* '— y * y /)v j i  y i / 7
und

y L y 3 " - y 3 y x ' ' = F2 ( ^ ^ ^ ( y i y ' a - y « ^ » )

worin y , , y2,y3, d i e  drei  Fundamental integra l e  der 
Di f f e r ent i a l g l e i chung  dr i t ter  Ordnung und Fv  Fs 
a lgebrai sche Funct ionen bedeuten.
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