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Sitzung vom 6. Juli 1889.

1) Herr Aurel Voss hielt einen Vortrag: ,Ueber die
mit einer bilinearen Form vertauschbaren bilinearen
Formen*.

2) Herr C. v. Von machte eine Mittheilung Uber eine
in seinem Laboratorium von Herrn Prof. Dr. Erwin Voit
ausgefilhrte Untersuchung: ,Ueber den geringsten Ei-
weissbedarf in der Nahrung“. Dieselbe soll anderweitig
veroffentlicht werden.

Ueber die mit einer bilinearen Form vertausch-
baren bilinearen Formen.
Von A. Vo08s.
(Kingflau/m 6. Juli.)

Nach Herrn Weierstrass ist es bekanntlich fur die
Aequivalenz zweier linearen Schaaren A — rB und Ax—rBt
von bilinearen Formen A, B; At, B n nothwendig und hin-
reichend, dass die beiden Determinanten

\A—rB\, |A,—rB, \

die namlichen Elementartheiler besitzen, vorausgesetzt,
dass dieselben bei willktrlichem r nicht identisch verschwinden.

Unter dieser Annahme liefert das von Herrn Weier-
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strass] auseinandergesetzte Verfahren zwei Substitutionen
P und Q der x und y von nicht verschwindender Deter-
minante, vermoge welcher

PAQ = A,

PBQ = Bt,
wird. Man kann noch voraussetzen, worin keine Beschrankung
liegt, dass die Determinante von B nicht verschwindet. Diese
Formen P und Q mdgen die Weierstrass’schen Substitutionen
heissen. Ausser diesen gibt es aber noch andere Formen

Pi, derselben Eigenschaft. Ist namlich auch
PiAQ~"™NA»
PiB Qx= Bt,

so folgt

PiAQx=PAQ,
P.PQAPBQ;

oder, wenn man den aus der zweiten dieser letzteren Glei-
chungen folgenden Werth

Qx=B-'PrPBQ
in die erstere einsetzt,
PIAB-'P-'PBQ = PAQ;

oder, wenn der Factor Q von nicht verschwindender Deter-
minante fortgelassen wird,

P-lpxAB-' = AB-]P-1rPx
Setzt man also
p-ipi= W,
so ist WAB-'= AB“1W ;

d. h. die Form W ist mit AB -1 vertauschbar. Und um-
gekehrt sind, wenn W irgend eine mit A B * 1 vertauschbare
Form von nicht verschwindender Determinante ist,

1) MonaUber. <l iierl. Akad. 1868.
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1) PX= P W,
2) Qx= B-'W-'P~'PBQ = B-1TT*1PO

zwei Substitutionen, fur welche
PXAQX= PWAP-1W-'BQ = PAQ = A,,
PiBQ1= PwBP”1WiPg= PPg==P1

wird. Es giebt daher genau so viel von einander linear
unabhangige Formen P,, Qx, welche die Schaar A —rP
in Ax— rP, transformiren, als es Formen dieser Art giebt,
die mit A B ~ Xvertauschbar sind, und deren Determinante
nicht Null ist. Denn unter dieser Voraussetzung sind die
aus 1) und 2) folgenden Formen linear von einander un-
abhangig.

Ueber die mit einer Form A vertauschbaren Formen P
hat zuerst, soviel mir bekannt, Herr Frobenius) ohne Be-
weis einige Satze mitgetheilt, von denen der auf die Anzahl
der linear unabhangigen Formen dieser Art bezigliche der
wichtigste zu sein scheint. Diese Zahl ist sodann von Herrn
L. Maurer? auf einem Wege hergeleitet worden, auf dem
gleichzeitig das Problem der Aequivalenz zweier Formen er-
ledigt wird. Da aber die wirkliche Ermittelung der ver-
tauschbaren Formen sich hierbei verhéltnissmassig umstandlich
gestaltet, andererseits gerade dieses Problem bei vielen Unter-
suchungen Uber cogrediente und conjugirte Transformationen
von Bilinearformen in sich selbst3 eine fundamentale Rolle
spielt, so schien es mir winschenswerth, einen anderen Weg
einzuschlagen, der die Bildung sammtlicher Formen auf einen
Ubersichtlicheren Process zuruckfuhrt, welcher zugleich die

1) Frobenius, Ueber lineare Substitutionen und bilineare
Formen, Borchardt's Journal, Bd.. 84.
2) L. Maurer, Zur Theorie der linearen Substitutionen, Jnau-
g'uraldissert&tion, Strassburg, 1887.
3) Vgl. meine Mittheilung in diesen Sitzungsberichten, Juni 1889.
1889. Math -pbj- CI. S 19
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Untersuchung der characteristischen Function der
mit einer gegebenen Form vertauschbaren Formen
gestattet. Indem ich im Folgenden einen solchen bezeichne,
moge nur noch bemerkt werden, dass sich derselbe unmittel-
bar an die von Herrn Frobenius dargelegte Symbolik der
bilinearen Formen anschliesst.

§ 1

Die Grundlage des Folgenden bildet der von Herrn
Frobenius bewiesene Satz:])

»,Sind in der Gleichung
PA = BP
die characteristischen Functionen von A und B theilerfremd,
so ist P identisch Null.“
In der Gleichung
1) PA = AP,

welche ausdruckt, dass die Form Ay uUber deren Deter-
minante nichts vorausgesetzt sein soll, mit der Form P ver-
tauschbar ist, sei nunmehr A zerlegbar in die Theile

A= Ai+Ai,
von denen der erste nur die Variabeinpaare XxXyx. .. Xoyx
der zweite nur die Variabeinpaare ye+\ . .. xnyH ent-

enthalt. Bezeichnet man die Formen

durch Ev und 2%, so folgt aus der Gleichung 1)

P(At+ A ,)-U t+At)P,

durch das Verfahren der associativen und distributiven Multipli-
cation

1) a. a. 0. S. 28.
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U, PAt= AtPET,
EIPAt= AIiPEP
EtPAt= AtPE
EtP At= AtPEt.

Schreibt man hierflr

ExPE1A] = AIE1PETt,
EiPEtAi= AIE1PETt,
EtPEIAlI= AtEIPEI,
EtPEtAi= AtEtPETt;

und setzt
E, PEt= P,, EIPEI

EtPEt=B, EtPEt

9

so ist
P.AMA, P,
PtA,=AtPt,
R Ak= AYR,
Q A% A XQ

Sind daher die characteristischen Functionen von A X
und A x theilerfremd, so folgt
Q= R= o
mithin
P = (Ex+ E,)P{EX+ Et)= P%+ Pt.

Man hat also folgenden Satz:

Ist die Form A zerlegbar in Formen, deren
characteristische Functionen unter einander theiler-
fremd sind, so ist jede mit A vertauschbare Form P
in derselben Weise zerlegbar.)

Man schreibe nun die Gleichung 1) in der Form

WP w-'" WA W-'"= WAW-]WP W-\

1) Zwei Formen heissen in gleicher Weise zerlegbar,
wenn jedem Bestandtheil der einen ein (modglicherweise auch identisch
verschwindender) von den n&mlichen Variabeinpaaren abhangiger

Bestandtheil der anderen entspricht.
19+
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Bezeichnet man dann die Elementartheiler der characte-
ristischen Function von A durch — a*a’', wobei die Zahlen
a, a in beliebiger Weise unter einander gleich sein kénnen,
so hat die Normalform

X =(*! Vi+ - ai+ (N y*F4- -l W
dieselben Elementartheiler wie -4. Demnach existirt eine
Form W von nicht verschwindender Determinante, fur welche

WA TF 1= N
wird. Bezeichnet man endlich
WP W~]
durch Pi so ist die Aufgabe auf die Behandlung der Gleichung
2) PN = Np

zurlckgefuhrt.  Unter W sei dabei etwa die Wreier-
strass’'sche Substitution verstanden. Man zerlege nun die
Form N in die Summe der Formen

deren characteristische Functionen je fir sich nur eine einzige
vielfache Wurzel, jedoch mit beliebigen Elementartheilern
besitzen. Nach dem eben bewiesenen Satze kommt die
Losung der Gleichung 2) dann zuriuck auf die Losung des
Systemes der Gleichungen

3) PiNt= NiPi;

§ 2.
Die Lésungen der Gleichungen 3), § 1) lassen sich aber

unmittelbar hinschreiben.
Es sei Q eine w, = v-fache Wurzel der characteristischen

1) Weierstrass, a a. O.
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Function von A, deren zugehorige Elementartheiler die Ex-
ponenten

> 6> a3... > a*> o
haben. Der zugehoérige Bestandtheil Ni der Normalform N
ist dann

1) Ni= QIiEy -f Oi y%-f .. ab]
+ - M-
+ o+ - iyl
+
+ £l

wenn zur Abkilrzung

«1 + a%t+ ..o«* = ¥
«l =*n

ff, + «t = "8l

ai + a2+ 8= *3

aj “Fa>*h .. = i
mithin auch

h= vi

4 + <1 = M
gesetzt wird. Bezeichnet man den in 1) eingeklammerten
Theil durch Wj, so ist demnach die von den Variabein

X\VI' - - abhéngige Bilinearform p, so zu bestimmen,
dass

2) Pi Wi = WiPi
wird.

Das Gleichungssystem 2) aber lautet, wenn die Coeffi-
cienten von Pi mit pa bezeichnet werden, so dass

pi = 2xtykptk

ist, folgendermassen
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2xm(pnnyt + - pm”~-i Wi)

+ -*»> (pWENMH Yyt + - y'x+1)
+ 2xm(pmtfl+1 + .- Py»* -{ytfi+1) *

+ —Xm (pmt +i yt +2 + - -Pmtv-\ yt\
@ V_I N v—t yy>

= ~ym (pimXt ~t - mmptim Xti-i )

+ sy»> (PAM2 mMXx+l + - - - at] xtj+j) *

+ -ym (Pl,t+#2 mxt{i+' + - - Ptft+i m«si/(+])

+ 2ym{/ptv-tll> ui Xtv-i;li + ..pt, th*

und muss fur alle Werthe des Index m= 1, 2 . . v identisch
bestehen. Vergleicht man nun die Coefficienten von

V IV 2. % +1" w7+,

in den beiden durch einen * bezeichneten Theilen,]) so er-
geben sich die folgenden a® Systeme von je Glei-
chungen, wenn noch zur Abkiurzung statt pn einfach t, &
gesetzt wird:

Erstes System:

O— h+ 2" fit+ 1<
tx-)- 1, ift-]- 1=~ + 2, tp 2,

1) Diese Coeficienten sind im folgenden als ,,zur Gruppe [A A
gehdrig” bezeichnet.

2™ Nur das letzte, a * , te System enthélt eine (ileichung weniger,
was an der betreffenden Stelle durch einen * kenntlich gemacht ist,
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h + 22 = N+ 2, 1,
h+ IpA1= h+ 2
Zweites System:

o= N+ 3, th-f- 1,

N+ o2, N+ 1= N+ 3, thf- 2,

h+ 2 t~ 2= tx-f 3 1,
h+ 2 t~tl= tx+ 3, "N+I;

Cl— 14 System;
o— <+i, M+ 1,

SAL N+ 1= Mp Kt o2,

1 YHSA ~ N VA
Nl AL A+l A= A+T faty

ajj, System:
o= [+ 1,
o— <+lI, tt+ 2,

O~ X+ Vh 1.

*

Hieraus ergeben sich sofort die zur Gruppe [A, ji] ge-
hoérigen Werthe der Coefficienten von p. Es ist namlich

einerseits:

0= --A, Ml = A+ AFliop 2=

= % h-j-2, \p-~3= .. = ti-{ ofi-Hi ~f“h 1, ;
fur h= 2,3 ...a",;

und dabei ist ~ + 9 gleich Null zu setzen, sobald der Index Q
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die Zahl Uberschreitet. Es sind demnach im Ganzen

«H-i K+i — «/'+") + («A*+i — 1)
Coeffieienten gleich Null.
Andererseits aber findet man

h4“11h+ a= h+ h + Q+ *” 1

far A= 1,2 ... wenn dabei jedesmal der Index q die
Werthe

1,2 .. — h 1
durchlauft; also noch weitere

i /<t (/< + 1) — «/<H
Gleichungen. Es bleiben demnach nur die ctfi+i Coeffieienten

tx+ 1, th qg= 1,2,...a"i
willkdrlich.

Die Coeffieienten />*, welche zur Gruppe [A /Zi];
A</i, ax™>afl gehdren, bilden hiernach ein Eie menten-
system von Vertical- und Horizontalreihen.
Die ersten a”j — an+i Verticalreihen enthalten nur
der Null gleiche Elemente; in den letzten
Verticalreihen, die mitden Horizontalreihen ein
quadratisches Elementensystem bilden, sind die-
jenigen Elemente von Null verschieden und unter
einander gleich, welche der Hauptdiagonale parallel
angeordnet sind. Dies mdge durch das Schema

X<fl
¢ afl+1 <Vh
00..0 11..11
00..0 01..11

“li+]

0o..0 00..01
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kenntlich gemacht sein, in welchem diejenigen Symbole 1,
welche der Hauptdiagonale parallel angeordnet sind, jedes-
mal durch ein und denselben willkurlichen Parameter zu er-
setzen sind. Ebenso erhalt man fur k™ p die durch das

folgende Schema

«©1+1
11..11
“a+i.01. . 11
00..01
00..00
00..00O0
’i+r
00..00

angezeigte Vertheilung der Coefficientenwerthe.

Es gehdéren mithin zur Gruppe [A, ], &<Ta*;
genau a™+i vollkommen willkurliche Parameter, und dabei
durchlaufen die Zahlen A /u selbst die Werthe

0,1,2... v— 1

Es entsprechen daher dem Schema der sdmmtlichen

Gruppen

[0,0], [0,1] .. [0, v— 2], [0,v— 1];
[1,0], [1,1] o[, -2, [1,*-11;
\Wwv— 1,0], Ww—21,1] . . [v— 1L v—2], [v— 1 v— 1],

die zugehorigen Anzahlen willkUrlicher Parameter

«l. «3 * . ar-li
a8, at, a8 . . a*_h ak;
«31 a3i 03 coar-ii

ffx, f*? ff* . . «*, o*.
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deren Summe My sich leicht ermitteln lasst. Fuhrt man
nadmlich statt der Exponenten der Elementartheiler die Ord-
nung des grossten gemeinsamen Theilers der 0*®, @1, 2°&, . .
Unterdeterminantensysteme

0K o* ... *
ein, so ergiebt sich, zufolge der Gleichungen
ah= h-\ — h
My = 10 2 [/A-f 1%+ ... i*-i]
sowie man das Schema der a nach Diagonalreihen addirt.

Damit ist aber der von Herrn Frobenius gegebene Satzl)
bewiesen:

Ist in der characteristischen Determinante einer
Form der grosste gemeinsame Theiler der Unter-
determinanteu n—A-Grades vom Grade t?* so ist

IMy = n+ 2 (nL4" w* 4* .. .) = n4- 2 vd
die Anzahl der linear unabhéangigen Formen, die

mit der Form vertauschbar sind.

Ich gehe nun zu einer Betrachtung der Determinante
der Form P oder p uUber. Sie zerfallt sofort in das Pro-
duct der Determinanten der Formen pi. Hat nun z. B. die
Form Ni die Elementartheiler mit den Exponenten

4, 3, 2, 2

so bilde man nach der vorhin% augegebenen Regel das
Schema der Coefficienten:

1) a a. O. S. 29.
2) Seite 292.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 Bxorei

1 1112131411516 17 1819 110 111

2 0111213 0 1516 0 18 o 110 4
3 0O 0 11 12 0O 0 15 0O O 10 0

4 0O 0 0 11 0O 0 O 0O O 1 o 0

5 0 525354 555657 5859 510 511

6 0 0 5253 0 65 56 0 58 0 5,10 3
7 0 0 0 52 0O 0 55 00 0 0

8 0O 0 8384 0 8687 8889 810 811 5
9 0O 0O 0 83 0O O 86 0 88 0 8,10

10 0 010,3 104 010,6 10,7 10,810,9 10,10 10,11 o
11 0O 0 0 1083 O O 106 O 108 O 1010

Exponent 4 3 C) i (1

dessen Anordnung wohl keiner weiteren Erlauterung bedarf;
jeder Coefficient p& ist gleich demjenigen vollkommen will-
kurlichen Parameter, der sich in der Kreuzungsstelle der
itn Vertical- und der kien Horizontalreihe befindet; gleiche
Parameter sind dabei durch gleiche Ziffernpaare bezeichnet.
Aus der besonderen Form dieser Determinante ergeben sich
folgende Bemerkungen. Dabei mdgen von jetzt an die Ex-
ponenten der Elementartheiler der characteristischen Function
der Form A durch
M1
bezeichnet werden.
1) Die Determinante der mit N vertauschbaren Form p

enthéalt der Hauptdiagonale entsprechend das Glied

*0 *. . ff

wahrend in allen anderen Gliedern niedrigere Potenzen der
vollig willkdrlichen Parameter g Vorkommen. Wie man also
auch die 2w Coefficienten von p wahlen mag, die den un-
gleichen Indices entsprechen, man wird immer die Ubrigen
n unabhéangig von diesen und von einander noch so annehmen
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konnen, dass diese Determinante nicht verschwindet. Daraus
folgt:

Es gibt genau n-f- 2w mit A vertauschbare linear
von einander unabhéangige Formen, deren Deter-
minante nicht verschwindet.

2) Die characteristische Function der allge-
meinsten mit A vertausch baren Form P, d. h der-
jenigen aus der jede andere durch geeignete Spezia-
lisirung der willkGrlichen Parameter abgeleitet
werden kann, ist

0 —ro°@e—r,) ' m..(e—rkt
wo die r, vollig willkdrliche Grbdssen bedeuten.)

Der Beweis dieses Satzes beruht auf der Zerlegung
der Determinante A der Form p, in ein Product
von Factoren. Sind namlich die Exponenten der ersten
m Elementartheiler von N4 (nach ihrer Grésse geordnet)
unter einander gleich und etwa gleich a, so kann man in
den ersten Horizontalreihen von A (man vergleiche das
Schema auf Seite 295) die Elemente in allen auf die

Verticalreine folgenden Verticalreihen, soweit sie zu
diesen Horizontalreihen gehéren, durch geignete Subtraction
der ersten ma Reihen in Null verwandeln. Demnach tritt
aus der Determinante A als Factor die Partialdeterminante
vom Grade ma heraus, deren Werth durch

1,1 1,¢4-1... I, (w-1)«fla
a+ 1,1 a+l,a+l... a+ 1,(m—lja+ 1= ja
(ro-l)a-f 1,1 (m— 1) a-[-l,aH-l... (m - )a + 1, (ro— l)a +1

1) Da hei willktrlicher Wahl der Parameter schon die ersten
Unterdeterminanten der characteristischen Function fir g = rt nicht
mehr sammtlich Null sind, so sind die Zahlen e zugleich die
ExponentenderElementartheilerdercharacteristischen
Function von P.
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gegeben ist. Mithin ist
A = 06aAi.

Nun Uberzeugt man sich leicht davon, dass erstens
Aj wieder dieselbe Form besitzt wie A selbst, und dass in
A A zweitens diejenigen Elemente bei dem angegebenen
Processe der Subtraction unverédndert bleiben, aus denen
die weiteren aus Aj auszusondernden Factoren zu
bilden sind. Sind daher die nachsten mxElementartheiler-
exponenten alle gleich < a, die m% folgenden gleich
a%< ax u. s. w., so ergibt sich

A=< dp-

WO nun jedes eine Determinante »w* (mO= m)- Grades
bedeutet, welche nik willkUrliche Wurzeln besitzt, wenn man
zur characteristischen Function Ubergenht. Damit ist aber
der genannte Satz erwiesen.y

Sind insbesondere die Exponenten der zur Wurzel Q
gehdrigen Elementartheiler alle ungleich, so sind alle Deter-
minanten d vom ersten Grade; d. h. die Determinante
der Form ptist gleich dem Product der in der Haupt-
diagonale stehenden Glieder. Sind andererseits diese
Exponenten alle gleich eins, so ist diese Determinante gleich
der ersten Potenz einer Determinante von n? = V2 willktr-
lichen Elementen.

§ 3.

Im Anschluss an die letzten Bemerkungen Uber die
characteristische Function der mit einer Form vertauschbaren
Formen gebe ich noch den Beweis eines Satzes, den Herr
Frobenius ebenfalls mitgetheilt hat.

1) Die Determinante des auf S. 295 angefuhrten Schema's von
Elementen wird so gleich
(1,2)* (5,53 [8,8. 10,10-8,10. 10,812
da der Exponent 2 zweimal vorkommt.
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»,Sind die Formen A und B vertauschbar, so kdénnen
die Wurzeln ihrer characteristischen Gleichungen einander
so zugeordnet worden, dass jede Wurzel der characteristischen
Gleichung von AB das Product von zwei entsprechenden
Wurzeln jener Gleichung ist.”

Man hat namlich identisch
(A -qE)(B—oE)+ g(B -oE)+ o(A—cdE)= AB—qoE,

und hieraus, wenn die Formen A und B vertauschbar sind

1) (AB - goE)~1[E + g(4 —gE)~' + a(B — a£)-']
= (B- oE)~I(A- qE)-'

Man bezeichne nun die Determinante

\A — qE
durch | | und setze

der Index 0 soll ausdriicken, dass alle \A\ mit ihren sammt-
lichen ersten Unterdeterminanten von gemeinsamen Factoren
entfernt sind. Demnach ist ;A°] vom Grade ti — a in 3; a0
eine Form, deren Coetficienten q hochstens im Grade fi— o — 1
enthalten. Ebenso mdgen die Bezeichnungen

(B- ad)--= |f-: (C- tE)-1= -7fr
~ol
gelten, wobei
AB = C, qo= t
zu nehmen ist, also BO und .CO; Functionen « — b. resp.

fl — c. Grades in < x sind.

Man setze nun A als willkurlich voraus, B jedoch zu-
nachst so, dass keine der Wurzeln der characteristischen
Function von B verschwindet. Hat alsdann C — tE eine
Wurzel r= 0, somuss auch A — gE. fur £= 0 verschwinden.
Ist aber r, eine nicht verschwindende Wurzel, § irgend eine
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der Wurzeln von |J2f], und setzt man

so verschwinden in der aus 1) folgenden Gleichung
2) YONAG\\BO\+ g K y0O |BO\+ o (ROyQ \AO1l= [|CO1{or0RO
die beiden Determinanten \OO\ und \BO\ also muss auch

020 Y "ol
Null sein. Nun kann die Form (B0OYQ nicht bei beliebigem
o verschwinden. Denn die Determinante g7 verschwindet
Uberhaupt nicht identisch, also auch nicht die Determinante
der Coefficienten von 30. Daher kdnnte diese Form nur dann
verschwinden, wenn alle Coefficienten von yOfur t = t,- Null
waren, was der Voraussetzung widerspricht. Da nun jene
Form der Bezug auf a hochstens vom Grade n— b — 1 ist,
wahrend pDj fur n— b Wurzelwerthe verschwindet, so muss
mindestens fur einen Wurzelwerth GO auch \AO\ ver-
schwinden, d. h. es ist

Ti = °jo ?70i
wo @7 QO entsprechende Wurzeln der zu den vertauschbaren
Formen A und B gehdrigen characteristischen Functionen
sind. Hat demnach ¥ nur verschwindende Wurzeln, so
kann auch |C] nur verschwindende Wurzeln haben, wie auch
B gewahlt sein mag.

Aus bekannten Ueberlegungen aber geht endlich hervor,
dass, wenn die Parameter in B irgendwie specialisirt werden,
die nachgewiesene Beziehung zwischen den Wurzeln von \A\%
|72, \C\ erhalten bleiben muss.

Diese Betrachtung gestattet indessen nicht unmittelbar
einen Schluss auf die Vielfachheit, in welcher die Wurzeln
von \G\ auftreten. Letztere ergiebt sich indessen leicht aus
den Bemerkungen des § 2).

Es sei B die allgemeinste mit A vertauschbare Form.
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Dann hat die characteristische Function von i?, wie gezeigt,
die Wurzelfactoren

e- rone-*-,)'m--- (e—rty*

wahrend die characteristische Function von A aus den Factoren

(Q—?0"0 — e (? =
besteht. Und die characteristische Function von A B = C
besitzt dann die Wurzelfactoren

(r _ — ta)« ... (r - iKk*k,
wo allgemein

xi = QiU
zZu setzen ist. Aus diesem Satze kann man durch Speciali-
sirung der Form B leicht fur jeden vorliegenden Fall
die vervolistandigte Ausdrucksweise herleiten, welche dem
Theorem von Herrn Frobenius gegeben werden kann.
Der Beweis dieses letzteren Satzes beruht auf der Be-

merkung, dass wenn B mit A vertauschbar ist, auch AB
mit A vertauschbar ist. Die Determinante von AB hat da-
her dieselbe Anordnung wie die in § 2 characterisirte, und
man Uberzeugt sich leicht, dass auch die Wurzeln der
characteristischen Function dabei in der angegebenen Weise
gepaart werden.
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