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Ueber einen Satz ans der Theorie der 
Determinanten.

Von A. Voss .
{Eingelaufen 2 . November.)

Im 86. Bande des B o rc h a rd t’schen Jouraals hat Herr 
S t ic k e lb e r g e r  den folgenden Satz ausgesprochen:

,Is t die Determinante w der Schaar bilinearer Formen 
C =  2cik x%yk =  * A  — B  nicht identisch Null, und bestimmt 
man in den Determinanten
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die Constanten v]a (a  =  1, 2 . . . w) so, dass w durch 
keine höhere Potenz des Linearfactors r  — r 0 der Deter
minante w theilbar ist, als alle Coeffizienten der bilinearen 
Form W , a ls d a n n  die Constanten M“, t^so, dass wt durch 
keine höhere Potenz von r  — r 0 theilbar ist, als alle Coeffi- 
cienten von W x u. s. w .; so ist Wu durch keine höhere 
Potenz von r  — r0 theilbar, als sämmtliche k*** Unterdeter
minanten von w.*

Herr S tic k e lb e rg e r  hat diesen, zunächst für die 
Theorie der bilinearen Formen wichtigen Satz durch eine 
eigentüm liche Betrachtung bewiesen, welche auf der W e ie r -  
s tra sssch e n  Reduction der Schaar auf ihre Normalform be
ruht, und sich daher namentlich nicht auf den Fall an wenden 
lässt, wo die c,* nicht mehr l in e a r e  Functionen eines P ara
meters r, sondern überhaupt r a t io n a le  g a n z e  F u n c t io n e n  
e in e s  so lc h e n , resp. a n a ly t is c h e  F u n c tio n e n  s in d ,  
d ie  in  d e r N ä h e  von r 0 s ä m m tlic h  den C h a ra c te r  e in e r  
g an z en  r a t io n a le n  F u n c tio n  h ab en .

Ich beabsichtige im folgenden zu zeigen, w ie d e r 
B ew eis d ieses S a tz e s  a u f  e in e  id e n tis c h e  D e te r 
m in a n te n re la t io n  g e g rü n d e t  w erd en  k a n n ,1) und damit 
sowohl eine Schwierigkeit zu beseitigen, die Herr S t i c k e l 
b e rg e r  besonders nachdrücklich hervorgehoben hat (a. a. 0 .
S. 22) als auch das Theorem selbst von der genannten 
Einschränkung zu befreien, und in einen allgemeinen Satz 
der Determinantentheorie zu verwandeln.

Diese Relation leitet man leicht aus einem bekannten 
Satze der Determinantentheorie ab. Bezeichnet man die mit

1) Einen aut ganz anderen Grundlagen beruhenden Beweis der 
genannten Sätze deutet Herr F r o b e n i u s ,  Journal v. B o r ch a rd t  
Bd. 88, S. 116, kurz an, doch ist es vielleicht nicht überflüssig, die* 
selben, abgesehen von der im Texte gegebenen Verallgemeinerung, 
unabhängig von der Theorie der J a co b i’schen Normalformen her
zulei ton.
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&-G rössenreihen w®, v*a; s =  1, 2 . . . k; a =  1, 2 . . . n 
geränderte Determinante der Elemente <v*, welche irgend 
welche rationale ganze Functionen eines Parameters r  oder 
auch solche Functionen sind , die in der Nähe irgend einer 
Nullstelle r 0 von w oder auch der Unterdeterminanten von w 
nach Potenzen von r  — r 0 mit ganzen positiven Exponenten 
entwickelbar sind, durch

(u l u1 . . uk~2 uk~ l 
Vv1 v2 . .  vk~~2 v*~] vk)

oder auch durch:
iu k~r . .  w*~2 uk~ l 
\i^~ r . . vk~2 i^—1 v* /

r =  k — 1, k — 2, . . .  0,

sodass im letzteren Falle nur die Symbole der letzten 
r -f- 1-Reihen angedeutet werden, so ist

/ uk~2\ /uk~ l uk\ _ iu k~~2uk\ (u k~2a k\
1) \  r*~2/  v*/ vk)  Vv*“2 W

(u k~2uk~‘x\ (u k~2uk \

Setzt man in dieser bekannten Identität zuerst

=  ff|; i ~  1, 2 . . . w,

wo die a, beliebige Grössen bedeuten, so ist

( u*~2\ ( u*~2 a uk \ _ (u k~2a \ /uk~2uk\
2j \ t^ “ 2/  r* / \vk“'2 vk )

fu k~2a \ (u k~2uk \
~  U ' 2W  \vk~2 V*"1/  ’

vertauscht man nun u) mit t**“ 1, so wird aus 2)



Multiplicirt man die Identitäten 2) und 3) respective mit

/ uk ~2 uk~x \ ( uk~2 u* \
V “ 2 1^ -2

und subtrahirt dieselben dann, so wird

(uk~2a fuk~2auk~l \ fuk~2uk \1
v t * - * )  I V - v - 1 t k) /  U *-2**-1 W w - 2v * - ')\

__ (u k~2 a \ r/w *_2w*\ (u k~2 uk~l\
~  \ v*-2v*~l )  [ \ r *“ 2 v * )  \ t^ “ 2 v*“v

(uk~2 u*" (uk~2 uk \  1
~ \ v * - * v *  )  \ v * -2v * - ' ) J '

oder, wenn man den Ausdruck rechts nach 1) ersetzt und 
den beiderseits auftretenden Factor fortlässt:

(u*~2au* \  / uk~2 a u*~l\ /uk~2 u* \
j  Vt̂ - 2 \r* -*  vk- 1)  ~  \v*-2v * -1 vk)  Vi·*“ 2

_ (uk~2a \ /u*“ 2uk~l w*\
“  W - 2vk- ' )  Vr*“ 2̂ *“ 1 v* y

welche Identität auch dann bestehen bleibt, wenn der in
1. 2. 3. linkerhand auftretende Factor identisch verschwinden 
sollte.

Um aas I noch eine weitere Identität abzuleiten, setze 
man in dieser Relation der Reihe nach
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also, wenn man die erste Gleichung mit

die zweite mit
/ uk~2 a tt*-1 \

multiplicirt und subtrahirt, und mit Hülfe von I reducirt

__ / uk~2 ß uk \  / uh~2 a m*“ 1̂  / tik~2 ß / uk~2 auk \
—2̂ /c—i vkJ ^^k-2 t^ - l  vk J  ^ * - 2^-1 ^ ^ * - 2̂ *—1 J*

Von dieser Identität wird indess im folgenden kein Ge
brauch gemacht werden.

Der Exponent, mit welchem ein Wurzelfactor r  — r 0 =  £ 
der Determinante der c# in einer i-fach  geränderten Deter
minante

enthalten ist, heisse der G h a ra c te r  derselben in Bezug auf 
den Modul §.*) Werden die Grössen m, v sämmtlich als 
völlig willkürlich vorausgesetzt, so ist der Character zu
gleich der Exponent des grössten gemeinsamen Wurzelfactors 
£ der sämmtlichen kUn Unterdeterminanten, welcher durch 
Z* bezeichnet werden mag. Ersetzt man einige oder alle 
der Grössen w, v durch bestimmt gewählte Grössen, so kann 
sich der Charakter erhöhen oder ungeändert bleiben. Ist 
das letztere der F all, so heisse die Determinante der ur-

1) Sind die Elemente ca ganze Zahlen, mit welchem Falle sich 
auch namentlich Herr F rob en iu s  a. a. 0 . Bd. 86 und 88, sowie 
Herr St. H. J. S m i t h ,  Phil. Trans. Vol. 151; Proc. of the London 
Math. Society, Vol. IV, beschäftigt haben, so hat man unter £ eine 
Primzahl zu verstehen, wenn die folgenden Betrachtungen gültig 
bleiben sollen.

1889. lUth.-phya. OL 8. 22
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sprünglichen c o n g ru e n t ,  und es mag dies durch das 
Zeichen =  ausgedrückt werden.

Es seien nun t**“ 1 und u) willkürliche Variabele, und 
nach Potenzen von $ entwickelt

334 Sitzung der mathrphys. Classe vom 2. November 1889.

nicht verschwinden und die Exponenten t]\ i f  gleich oder 
grösser als Null sind. Setzt man diese Entwickelungen in
I ein, so wird

-|— Ajk—i -f- «y' Xk +  * * - i  +  tfm
a A £ + . . =  (ckak-i — c*_i ak) | +  . .  ,

und aus dieser Identität folgt, dass

sein muss. In dem besonderen Falle, wo 17' =  0, ist daher 
auch ij* =  0, und zugleich

Ckdk— 1 — Ck— 1 Oft

von Null verschieden.

/ tt*“ 2 tt**“1 _ . Jk
l y - 2 ^ -1  vk j  — A b

r*—2 f/fc—1 sjk'

wo die von £ freien Coefficienten

■4i Ö» Os —], (Z&,
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Dies liefert den Satz:
1) A e n d e r t  d ie  E r s e tz u n g  d e r w i l lk ü r l ic h e n  

G rö ssen  w*” 1 d u rc h  irg e n d  w e lch e  b e s tim m te  G rö ssen  a 
den C h a ra c te r  Xk-i n ic h t ,  so w ird  a u c h  k e in e r  d e r  
C h a ra c te re  A > £ ,  g e ä n d e r t ,  fa lls  d ie w*, w*+1, . .  
a ls  v o llk o m m en  w i l lk ü r l ic h  an g e se h e n  w erden .

Hieraus folgt sogleich:
2) B r in g t  d ie je w e il ig e  E r s e tz u n g  d e r w i l lk ü r 

l ic h e n  G rö ssen  uk~ l , re s p e c t iv e  d e r  G rössen  v*“ 1, 
d u rc h  irg e n d  w e lc h e  G rössen  a, ß k e in e  A e n d e ru n g  
des C h a ra c te r s  h e r v o r ,  so f in d e t  e in e  A e n d e ru n g  
a u c h  bei g le ic h z e i t ig e r  E r s e tz u n g  d e r u ,  v d u rc h  
d ie  a, ß in  k e in e r  d e r  h ö h e r  g e r ä n d e r te n  D e te r 
m in a n te n  s t a t t ,  f a l l s  die w*, t/*; w*+1, v*+! , . . a ls  
v o llk o m m en  w i l lk ü r l ic h  a n g e se h e n  w erd en .

Es seien nämlich die Grössen a, ß so gewählt, dass 

«> ( f )  -(£ ■ >  
wobei in der ersten Congruenz die w*“ 1, in der zweiten die 
t^“ 1 vollkommen willkürlich gedacht sind. Dann ist nach 
dem oben bewiesenen Satze

(a  uk \ __ / t**“ 1 uk\ (u k~ l t**\__(u k~ l uk\
v t* - , W  =  U *-1« * /5 V ß * )  =

und die erste Congruenz gilt für jedes auch specielle System 
der Vk. Setzt man daher in derselben

#* =  /?; vk~ l =  vki
so wird

(auk\ __(uk~x uk\
\ ß + )  =  \ ß W ’

welcher Ausdruck nach der zweiten Congruenz eben mit

/w*“ 1 uk\
V ^ - 1 V k)

22*
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congruent w ird , wie gezeigt werden sollte. Insbesondere 
folgt aus der Voraussetzung

*> ©  -  ($-<)·
auch

( a u k\ __ (u k~l uk\
\ß W  ~~ U - 1

denn aus 5) ergeben sich die beiden Voraussetzungen 4), 
während umgekehrt von 4) nicht auf 5) geschlossen werden 
kann. Aus 4) folgt mithin

(a  uk . . \  __/ M*_1 uk «**+* . . \
\ß i t v 1* 1 —  I t * -1

welches eben der Satz 2) ist.
Aus diesem letzteren Satze ergiebt sich nun sofort ein 

Beweis des S t ic k e lb e rg e r ’schen Satzes. Es seien zunächst 
(unter w, v jetzt willkürliche Grössen verstanden) die Grossen 
a, ß so gewählt, dass 

6 >

wird. Dann ist nach Satz 2)

7v /flt(2 tt3 . . \ __ Zu1 u2 ti3. . \
\ß v2 t;3 . 7  =  W  v2 v3 .

Nun seien ai, ßv wieder so gewählt, dass

wird. Dann ist nicht allein nach 7)

1) Hierbei hat man unter die einfach mit u1, r1 geränderte 
iMcrrninante C der Cik zu verstehen, falls dieselbe nicht identisch 
verschwindet. Im entgegengesetzten Falle muss man C erst mit so 
mili'ii K«*iln*n rändern, dass nunmehr (jjj) von Null verschieden ist.
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sondern auch nach Satz 2)

qs (a  öj uz\ /a u2 w3\  fu l u2 t*3\
ßi W  \ß v2 v*)  vv1 v3/ ’

und überhaupt

Qv / a  a , fi3 w4 . (a  u2 u3 t*4 . / wl w2 m3 m4 .
'  V/$ f t  t;3 t;4 . . /  V/i v2 r3 t;4 . . /  Vv1 v8 r4 . ./

W ählt mau wieder die a a, f t  so, dass

(
a ai at\ =  (a «i w3 \ __/m1 m3\
/»ft ft W “ W + tfi)

wird, so folgt ganz ebenso nach Satz 2) und 9)

(a  a. a9 w4\ __ (a  a t u3 w4\ __ i u 1u2 uz w4\
\ ß  f t  ß , «V V» ft  v* t V  —  Vt;1 v2 t;3 t;4)  U* *m W*

In dieser Weise kann man immer weiter fortfahren und 
ersieht so unmittelbar (oder auch durch Anwendung des 
Schlusses von n — 1 auf n ) , dass bei Anwendung der im 
Eingänge gegebenen Vorschrift jede mit bestimmten Grössen
reihen i-fach geränderte Determinante den Character lk hat.

Bei diesem Verfahren hat man jedesmal die Grössen a, ß 
so zu bestimmen, dass e ine  g ew isse  b i l in e a re  F o rm , 
w elch e  n ic h t  id e n t is c h  v e rs c h w in d e t,  von N u ll  v e r 
s c h ie d e n  b le ib t .  Es hat keine Schwierigkeit, andere Vor
schriften ähnlichen Characters zu bilden. Eine solche erhält 
man z. B., wenn man den Satz 2), der soeben nur in einer 
specielleren Form zur Verwendung kam, in seiner allgemeinsten 
Gestalt benutzt. Man wähle zuerst die a, ß, so dass

ist. Dann wird nach Satz 2)

( a u % w8 . _  ( u l u2 w3 .
\ß vg v% . . /  vv1 v2 t>8 . ./*

W ählt man wieder die a „  f t  so, dass



G*»)*ci)=i;i)--=fc,s)
wird, so folgt

G a ,  « V . A _/ a  i r  M5 if4 . .  i ___  / * l «* «* «f4 .
f t  e  r 4 . . /  — V  t4 r 1 r 4 . J  =  W  r  c* i* . J  

Wählt man demnach

(“»· G) - C)
<"■)· g ä ) -< ; : ) ·

iro)·
so wird jede der Determinanten

(:)■ 6 :)· <"?:*)· G.“: · ·
der Reihe nach congruent mit

(ul \ /* l iiÄ\ Zu1 m® «fs\  / ^ r i i V ^
1 r ij·  ^ r i (ij*  ^ r t r *J· l y  r* r* r 4/*

338 SU immg der (7 «f?  vom 2. Nor*mi«r 1$&.

Herr S tick e lb erger  hat darauf aufmerksam gemacht, 
das» bei seinem Verfahren die Demente der Ränder 
nicht allgemein aas symmetrischen Grössen gebildet werden 
können. wenn der Character ungeändert bleiben soll. Da
gegen lässt sich immer bei dem letzteren Verfahren be
wirken. dass jedes System der a dem entsprechenden der ß 
gleich wird. Denn, wenn die bilineare Form

Z a *K t rk =  am

nicht identisch Null ist. kann man immer erreichen, dass 
au't und Har beide gleichfalls von Null verschieden sind.

Von den mehrfachen Folgerungen, die mit Hülfe der 
erwähnten Sätze ceroijen werden kennen, seien nur noch
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die nachstehenden angeführt. Specialisirt man die Grössen
a, ß  so, dass alle in einer Reihe auftretenden bis auf eine 
einzige gleich Null gewählt werden, so folgt

1) I s t  Du e ine  Jete U n te r d e te rm in a n te  von C, 
w e lche vom  C h a ra k te r  lk i s t ,  so g ie b t  es a u c h  u n te r  
den i 1ten U n te rd e te rm in a n te n  von D* so lch e , d ie  vom 
C h a ra c te r  lk+ki s in d .1)

2) I s t  Wk e in e  U n te r d e te rm in a n te  vom C h a ra k te r
e in e  ih r e r  z w e ite n  U n te r d e te rm in a n te n  vom 

C h a ra c te r  so ergiebt sich nach der Identität, welche 
das Product Wk, +2 durch die Differenz der Producte erster 
Unterdeterminanten von Wh darstellt,

h  +  lk+2 ^  2 4-j-i
oder

h  — h+i ?  lk+i — lk+22)

3) B ild en  die E le m e n te  c* =  — c*, e in e  s c h ie fe  
D e te rm in a n te ,  so is t  d e r E x p o n e n t des 2 &teD »E le- 
m e n ta r th e i l e r s “ g le ic h  dem  des 2 & + l ten. *)

1) Vgl. Froben iu s  a. a. 0 . S. 116.
2) Sind die dk Functionen eines Parameters r, so ist

l0> h > h >  · · ·
Versteht man dagegen unter den Ok ganze Zahlen und unter f  einen 
P r i m z a h l m o d u l ,  für welchen Fall die Betrachtungen des Textes 
ebenfalls gültig bleiben, so kann natürlich auch h >  /*+1 werden.

3) Vgl. Fro b en iu s ,  Theorie der linearen Formen mit ganzen 
Coefficienten, Journal von B o r c h a r d t  Bd. 86, S. 167.
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