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Ueber die Bestimmung einer Flache durch
geodatische Messungen.

Von J. Luroth in Freiburg i. Br.

(Eingeiaufm 5. Mart)

§ 1. Eine Betrachtung, die sich an die Berechnung
einer Landesvermessung anschliesst und von der unten in
8 16 noch weiter die Rede sein wird, legte mir die Behand-
lung der folgenden Aufgabe nahe.

Gegeben sind zwei stetige Flachenstiicke F und F'.
Durch jeden ihrer Punkte sei eine Linie, die Lothlinie des
fraglichen Punktes gezogen. Der Punkt, zu dem die Loth-
linie gehort, heisse der Fusspunkt der Lothlinie. Eine
Ebene durch die Lothlinie eines Punktes werde Yertical-
ebene dieses Punktes genannt.

Keine Lothlinie, weder von F noch von F* liege in der
betreffenden Flache. Die Richtung der Lothlinien von F
und F* &ndere sich stetig mit dem Fusspunkt.

Es sei weiter eine Abbildung 21 gegeben, welche die
Flache F auf die F* so abbildet, dass deren Punkte sich
gegenseitig eindeutig entsprechen. Damit ist dann auch ein
Entsprechen der Lothlinien gegeben, indem zwei Lothlinien
entsprechend heissen sollen, wenn ihre Fusspunkte durch 21
sich zugeordnet sind.

Sind nun AB CD E ... Punkte von F, A‘ B* G4D*
E *.. . die entsprechenden Punkte von F\ st a die Loth-
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linie in A, a4 die in A\ so soll endlich 51 so beschaffen sein,
dass die beiden Ebenenbiischel a(BCDE...) und a4(B*
C'D‘E1...) projectiv sind.

Die Beziehung
a(BCDE...)xa* (B'C'D'E4...)

soll gelten, wo auch die Punkte A B CD ... auf F gelegen
sein maogen.

Es soll die Natur der Abbildung 51 bestimmt werden.

8§ 2. Aus der projectiven Beziehung folgt sofort, dass
wenn die Ebenen aB und a C zusammenfallen, auch die
a&B4und a' C' identisch sein missen und umgekehrt; also
entsprechen Punkte von F, die irgend einer Verticalebene
angehoren, Punkten einer Verticalebene von F\ Vermdge
5l kann in Folge dessen jetzt auch jeder Ebene «, die in
einem Punkte A von F Verticalebene ist, eine andere Ebene
zugeordnet werden. Denn ist B ein Punkt der Schnittcurve
von F und a entsprechen den Punkten A, B und der Loth-
linie a in A, die Punkte A4 B und die Lothlinie a‘ in A4
so kann man die Verticalebene a4B 4 der a B entsprechen
lassen. Und diese Art der Zuordnung ist dann, dem eben ge-
fundenen Resultate gemass, nicht abhangig von der Wabhl
des Punktes B auf der Schnittcurve von e mit F.

Gesetzt, es seien A und B zwei Punkte von F, deren
Lothlinien a und b sich schneiden, sei es in einem endlichen
oder in einem unendlich fernen Punkt. Sei C ein anderer
Punkt von F in der Ebene ab. Weil B und C einer Vertical-
ebene von A angehéren, liegen B4und C4 in einer Ebene
durch a4 Und weil A und C auf einer Ebene durch b sich
befinden, liegen A4 und C4 auf einer Ebene durch b4 Die
drei Punkte A 4B 4C4 gehdren folglich einer Ebene durch a4
und einer durch b* an; liegen also A4B 4C4 nicht in einer
geraden Linie, so mussen jene beiden Ebenen zusammenfallen,
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also & und b4 sich schneiden. Nehmen wir daher an, dass
weder F noch F* gerade Linien enthalten, so folgt, dass
wenn zwei Lothlinien von F sich schneiden, auch die ent-
sprechenden von F 4 sich treffen.

§ 3. Fur die weitere Untersuchung hat man nun ver-
schiedene Félle zu unterscheiden.

Es ist erstens mdoglich, dass je zwei Lothlinien von F,
und damit auch die von F 4 sich schneiden. Dann liegen
die sammtlichen Lothlinien von F entweder in einer Ebene
oder sie gehen durch einen Punkt. Der erste Fall ist aus-
geschlossen, weil er nur stattfinden kénnte, wenn F selbst
eine Ebene ware, die die sammtlichen Lothlinien enthielte,
gegen unsere Voraussetzung, dass diese nicht in F liegen
liegen sollen. Somit missen alle Lothlinien von F durch
einen Punkt A gehen und die von F* missen durch einen
Punkt A 4gehen. A sei der eine Eckpunkt xi = 0 x2= 0
#8==0 eines homogenen Tetraedercoordinatensystems; die
Kanten xx= 0 xt= 0, xx— 0 xz= 0,x2= 0x3= 0 mdgen
die Lothlinien der drei Punkte CB A von F sein. Ent-
sprechende Festsetzungen seien fur F* getroffen, indem die
Coordinaten mit x\xzx$xi bezeichnet seien. Weil die beiden
Buschel, deren Axen die Lothlinien CA und C4A4 sind,
projectiv bezogen sind, sind die Gleichungen von zwei sich
entsprechenden Ebenen dieser Buschel

Xx%— I xi und xi = clxi

FuUr einen Punkt von F und den entsprechenden von F*
muss also

X2
Xi

sein. Ebenso findet man fir jene Punkte die Gleichungen
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Diese Gleichungen definiren eine projective Beziehung
der beiden Strahlenbiindel A und A4 aufeinander. Ueber die
Natur der beiden Flachen F und F 4 aber lasst sich nichts
weiter ausmachen. Ist F gegeben, so kann F* jedes belie-
bige Flachenstick sein, das von den Strahlen des Bundels A 4
in nur je einem Punkte getroffen wird. Wenn dann 5L einem
Punkte P von F denjenigen Punkt P' von F' zuordnet,
welcher aus F 4 von dem Strahl ausgeschnitten wird, der im
Bundel A* dem Strahl P A entspricht, so sind alle oben dem
51 auferlegten Bedingungen erfulit.

8§ 4. Es kann aber zweitens der Fall sein, dass nicht
je zwei Lothlinien sich schneiden. Dann kann man zwei
Lothlinien a und b von F finden, die sich nicht treffen. Wir
nehmen a zur Axe 37=0 #2= 0, b zur Axe xs— 0 #4= 0
eines homogenen Systems von Tetraedercoordinaten, und die
a, b entsprechenden Lothlinien a4 und b4 zu den Axen X\~ 0
#2= 0 bezw. #3=0 X\ = 0 eines Systems der X[ xdxs x"

Wegen der projectiven Beziehung der Buschel mit den
Axen a und a4muss der Ebene, deren Gleichung ist x 2—Xxx”0
die Ebene % — Aj)#l = 0 entsprechen. Fir Punkte von F
und ihre entsprechenden ist also

Xi &
x[ ~xl

was wir, p = = gesetzt, in die beiden Gleichungen

X\ — It A& i — 182 %2
auflosen konnen.
Ganz ahnlich ergeben sich die Beziehungen 1)

Xz= ma3xs Xi = ma4x+.

Seien nun ¢ und c4 eine dritte, von a und b verschiedene,
Lothlinie von F und ihre entsprechende von F*. Durch ¢
legen wir die beiden von einander verschiedenen Vertical-
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ebenen a, B und durch c4 die a', B\ die so gewahlt seien,
dass a* der a, R4der B entspricht. Die Gleichungen der
Ebenen a4 und R4 seien bezw.

a4... . a\x{ -f* abx2-j- a3xXz -f- = a4{x =0
+ Bix* + Bz*z+ ft = b1l(«0 = O,

die von a und B seien a (#)=0 B {x) = 0. Wegen der pro-
jectiven Beziehung der Blschel mit den Axen c¢ und & muss
dann

a (x') __ra(x)
B'(x)~sBIx)
sein. Setzt man hier die Werthe ans 1) ein und bezeichnet

a[ at xt-f aiat xt = A (X) «3a3x, + <lai — A. (tf)
Bi «i xi + Bsaixi= B (x) BRk«3x, + Biad = B (v)
so kommt

IA(X) -\ m”™4.{x) r a(x
m B (x) s B (x)
I{5A{X)R(x)—ra[XB X)} =m{ra(x)B {X) —sB(x)"4(x)}-
Mit Hilfe der Zeichen

S= ra(x) B(x) —sB (x) A (x)
T=5sA(x)B(x) —ra((x)B (x)

kann man also
1= gS m= qT

schreiben und findet dann in

X\= g8x1

xk = QS xt

f xs= qT xs
= QT

die Beziehung der Flache F 4 auf F, wie sie durch die Ab-
bildung 21 gegeben ist. Diese Formeln sind aber auf Punkte
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von F beschrankt. Sie stellen, allgemein betrachtet, eine
birationale Raumtransformation vor, wie sie von Clifford,
Cremona und No6ther untersucht worden sind, und zwar
geben sie diejenige specielle Umformung, die Noéther auf
Seite 570 seiner Arbeit im 3. Bande der Math. Annalen
auffuhrt.

§ 5. Diese Formeln konnen illusorisch werden, wenn
S oder T fur die Punkte von F, oder gar identisch, ver-
schwinden.

Wenn S identisch Null ist, so ist entweder ~4(x)~0
B (#)= 0. Dann waren, weil a3 und a4 nicht Null sein
kénnen, «3, aj, ft, ft alle Null und es enthielten die Fun-
ctionen a' (#'), B* (x4 nur x[ und X2, so dass c4 mit a* zu-
sammenfiele und dann auch ¢ mit a. Oder es ist

r a(x) w
also, weil B(x) zu a(x) prim ist, ~4{x) durch a(x) theilbar,

dL (x) = cO0a(x) und B(x)= ~ cOR (x), wo cO constant.

Dann wirJden a und B fir x*—0, #4=0 verschwinden,
d. h. c fiele mit b zusammen, gegen die Annahme. Also
kann S nicht identisch = 0 sein. Wenn es aber bedingt,
fur die Punkte von i 7 verschwindet, so ist F ein Stick der
Flache zweiter Ordnung S, deren Gleichung S = 0 ist
Wiuirde S nicht zerfallen, so ware sie durch F vollstandig
bestimmt und kénnte von der Wahl der Lothlinien a, 6, ¢
nicht abhangen. Weil aber fur c die Functionen a und R Null
sind, liegt ¢ auf der Flache A, und weil ¢ ganz beliebig ist,
muissten dann alle Lothlinien der Flache 8 angehdren, was
nicht maoglich ist, weil die Lothlinien eines Flachentheils
einen Rauratheil erfillen und S dann identisch Null ware.
Wenn aber S zerfiele, so kdénnte es nur aus zwei Ebenen
bestehen, und F ware ein Stick von einer derselben, was
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auch ausgeschlossen ist. Daher ist S nicht = 0; Aehnliches
gilt fur T, das auch weder identisch noch bedingt Null sein
kann. Die durch die Gleichungen | dargestellte Abbildung
kann folglich nicht illusorisch werden.

§ 6. Es empfiehlt sich jetzt, zuerst den Fall zu be-
trachten, dass man ¢ so annehmeu kann, dass es sowohl a
wie b schneidet. Dann kann man fiir die beiden Ebenen
a= 0 und B =0 die ac und bc nehmen, und deren Gleich-
ungen bezw.

Xi— 0 #3=0
schreiben. Diesen beiden Ebenen entsprechen dann die beiden
a4c4und V ¢', so dass man

a'= x[ B= xz
setzen kann. Damit wird
A(X)= alxl B(x) =0 ™M (%®W=0 B (x) = a3x3
S«=rasxxx3 T= saixlxs

und die Formeln | des & 4 geben, wenn man o= q%lx3
nimmt,

X[= orazxx, x2= arasx2, &= JsaAt3, x\=o0saJIxA

Diese Formeln stellen eine projective Transformation vor.
Kann man also drei Lothlinien finden, von wel-

chen zwei die dritte schneiden, ohne in einer Ebene

zu liegen, so ist die Abbildung 2L eine projective.

§ 7- Im Folgenden nehmen wir nun, 5l sei nicht
projectiv und zeigen, dass diese Annahme auf unzulassige
Resultate fuhrt.

Wenn es nicht mdoglich ist, ¢ so zu finden, dass es
beide Lothlinien, a und b trifft, so gibt es entweder gar
keine Lothlinie, die a oder b trifft, oder es gibt Lothlinien®
die eine dieser beiden schneiden. In diesem letzten Falle

kénnen nun entweder je zwei der Lothlinien, die a begegnen,
1892. Matli.-phys. CI. 1 3
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auch sich gegenseitig schneiden, oder es gibt Paare, deren
Linien a schneiden, ohne sich zu treffen.

Wenn diese letztere Mdglichkeit eintrafe, so ware nach
8 6 2L projectiv. Im ersten Falle missten a und alle Loth-
linien, die a treffen, entweder in einer Ebene liegen, oder
durch einen Punkt gehen. Der Ort G der Fusspunkte wéare
also ein Curvenstiick oder hdéchstens ein Flachentheil, der von
F verschieden ist, wenn wir den in 8§ 3 absolvirten Fall
ausschliessen.  Aehnliche Verhéltnisse treten bei b ein. Der
Ort H der Fusspunkte der Lothlinien, die b treffen, ist auch
eine Curve oder hochstens ein Flachentheil, wenn nicht die
Abbildung 2L projectiv istt. Wenn G und H zusammen F
ausfiullten, wirde, weil a und b sich nicht schneiden, nicht
an allen Punkten, wo G und H aneinander grenzen, Stetig-
keit in der Richtung der Lothlinien stattfinden kénnen. Da
wir diese angenommen haben, muss es sicher auch einen
Flachentheil K von F geben, dessen Punkte weder G noch
H angehodren. Die Lothlinien, deren Fusspunkte auf K liegen,
schneiden dann weder a noch b. Aus ihnen sei nun die in
den Formeln | § 4 benutzte Lothlinie ¢ gewahlt; dann mussen
a (#), wie B(x) jedenfalls mindestens eine Variable des Paares
xi X2 und mindestens eine des Paares x3XxA enthalten, weil
sonst ¢ die Linie b bezw. a schneiden wirde.

Unter den Lothlinien, deren Fusspunkte K angehdren,
gibt es unendlich viele, die ¢ nicht treffen. Denn eine Ueber-
legung, die der im Anfang des § angestellten analog ist,
zeigt, dass die Fusspunkte der c¢ schneidenden Lothlinien
einen Flachentheil L hochstens erflllen kénnen und dass sie
durch einen Punkt gehen mussen, wenn .21 nicht projectiv
istt. Wenn L mit K identisch wéare, hatten wir an den
Grenzen von K und 6r, sowie von K und H Unstetigkeiten
der Richtungen der Lothlinien. Daher muss nach Abzug
von L aus K noch ein Flachentheil M Ubrig bleiben, dessen
Lothlinien c nicht treffen.
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§ 8. Die weitere Untersuchung zerféllt in mehrere
Theile.

Die Abbildung 9 der Flache F auf F* kann von der
besonderen Wahl des Coordinatensystems und besonders der
Lothlinie ¢ nicht abhangen. Nehmen wir also fir ¢ eine
andere Lothlinie d, die ebenfalls weder a noch b trifft, so
werden sich die Functionen S und T in andere U und V
verwandeln und die Formeln

x[= qlJJa?A X2= g U#2, #3= qg'Fa?, xt= q'V x4

werden also ebenfalls die Abbildung 5l darstellen mussen,
d. h. sie werden fur die Punkte von F dasselbe geben mussen,
wie die Formeln I. Dies verlangt, dass

1. D= UT-VS =0

sei fur die Punkte von F. Der Ausdruck O kann aber auch
identisch Null sein.

§ 9. Betrachten wir zuerst diesen Fall. Dann muss,
da ja ein identisches Verschwinden von S und T, wie auch
von U und V nach 8 5 ausgeschlossen ist,

m. r=n

ganz sein. Ist T prim zu S, so muss U durch 8 theilbar
und der Quotient, weil TJund 8 von gleicher Dimension —

der zweiten — sind, constant = k sein. Dann hat man also
U= 2S, V= 2T. Wie S und T fiur die Lothlinie ¢ ver-
schwinden, werden U und V fir d zu Null. Den letzten

Gleichungen zu Folge wirde aber die Linie d gleichzeitig
auch den beiden Flachen S= 0 und T = 0 angehdren, die
schon ¢ gemein haben. Da aber diese beiden Flachen von
der zweiten Ordnung sind, kdnnen sie, wenn sie nicht einen
Flachentheil gemein haben — und dann wéren S und T
nicht theilerfremd — hdchstens noch in einer Geraden sich
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schneiden, die ¢ nicht trifft und die nattrlich von a, b und
¢ abhangen wird. Da aber (§ 7) d noch unter unendlich
vielen Lothlinien gewédhlt werden kann, die ¢ nicht treffen,
kann man sie immer von jener Linie verschieden annehmen.
Somit ist der Fall nicht mdglich; die Gleichung Il kann
nicht identisch bestehen, wenn S und T theilerfremd sind,
sondern hdochstens, wenn sie einen gemeinsamen Theiler haben.

§ 10. Sind 8 und T nicht relativ prim, so kénnen sie
einen Factor ersten oder einen zweiten Grades gemein haben.
Im letzten Falle muss T = p S sein, wo fi eine Constante.
Dann aber geben die Formeln 1

X[ — QS'Xt X2= QS-X2 x$— gS -[*x3 xi= gS-/ux4,

die eine projective Transformation liefern.

Es konnen aber S und T auch einen gemeinsamen
Factor ersten Grades x haben, so dass S =tS1 T= tT1
ist. Dann mussten die beiden Functionen S und T zerfallen.
Soll S zerfallen, so muss, weil 4 und B nur x3 und x4 ent-
halten, einer der beiden Factoren eine Function nur von
diesen beiden Variabein sein, die wir mx8— Ix+ setzen wollen.
Dann muisste S fiir xs= | xx— m verschwinden, oder, wenn

wir (i,my= g, B Zm)= f setzen

rf(«! 14+ «2x2+ las+ m ai) =s90*L «1lmp+ + IR» + MR )i

somit auch

**/m(«i + «2”72)= sg(B1x1l+ B%*2)
sein. Nach einer Bemerkung in § 7 kénnen die beiden hier
vorkommenden Functionen nicht Null sein. Ist nun weder
f noch g Null, so folgt, dass fir ~ = 0®, x2— —alLx3=0
x4= 0 die Functionen a(x) und R (x) verschwinden, dass
also ¢ und b sich schneiden. Ware f= 0, so musste auch
g= 0 sein, weil BixJ+ R2x2 nicht identisch Null sein kann.
Danach ist jene Gleichung mdglich, wenn f und g gleich-
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zeitig Null sind, in welchem Falle B sich nur durch einen
constanten Factor von ~A unterscheiden kajm, so dass es
= ~4.h gesetzt werden kann. Damit wird

= Na(rha —sBR).

In ahnlicher Weise kann T nur zerfallen, wenn B{x)

= KA(x) also

T= A(sB—rka)
ist. Beide muissen aber einen Factor gemein haben. Dass
er in d. und A aufgehe, ist ausgeschlossen, weil diese Func-

tionen verschiedene Variabein enthalten. Dass ™. mit si
— rka proportional ist oder A mit rha—sRB ist auch un-
moglich, weil sonst ¢ die Linie b oder die a schneiden wurde.
Also wéare nur moglich, dass rha— sl durch s —rak
theilbar ist; der Quotient muss dann — 1, und h= k sein.
Dann ware also

S=A(rha-sRB)

T— — A (rha — sR).
Die Gleichung 11l in § 9 wirde
v = - d"A
A

verlangen. Da A und d. theilerfremd sind, missen U und
V ebenfalls einen gemeinsamen Factor ersten Grades haben.
Wenn man die vorigen Ueberlegungen nun auf U und V
anwendet, so zeigt sich, dass diese Functionen die Formen
TJI=r(tny —ud)
\Y = — G{tny — ud)

haben missen und dass dann

sein muss, wobei y= 0 d— 0 zwei Ebenen durch d darstellen
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und (7, r an die Stelle von A und d. treten, wenn man c
durch d ersetzt. Die letzte Gleichung gibt aber

r=vaA C=vA>
wo VvV ein constanter Factor. Aus der ersten dieser beiden
yiazx3+ y[ad4ad= v(«sasx3+ «iadxA

folgt aber ys”aiv, yi= a\v und aus der zweiten Y\ = a[v,
y2= d2V- Beide zusammen ergeben daher 1

y4(x*) (<.

Es ist aber y'(#) = 0 eine Ebene durch die Linie d\ a*(x*)
= 0 eine Ebene durch ¢ daher sagt die letzte Gleichung
aus, dass & und d\ also auch ¢ und d sich schneiden, was
durch Wahl von d nach § 8 stets vermieden werden kann.

Die Gleichung Il kann also auch dann nicht identisch
bestehen, wenn S und T einen Factor ersten Grades haben.
Haben sie einen Factor zweiten Grades, ist also 9l projectiv,
so ist die Betrachtung jener Gleichung Uberhaupt unnéthig.

§ 11. Die Gleichung Il kann aber vielleicht nur be-
dingt, fur die Punkte von i 1 bestehen.

Ist 0 = 0 die Gleichung einer unzerlegbaren Flache
vierter Ordnung (& so ist sie durch das Flachenstiuck F voll-
standig bestimmt und kann von der Wahl der Lothlinien
ah cd nicht abhadngen. Da aber S und T fir ¢, 17und
V fur d, S und U fur 6, T und V fur a verschwinden, so
gehoren diese Linien 0 an. Die Betrachtung von § 7 zeigt
Jedoch, dass die Lothlinie a ganz beliebig gewahlt werden
kann. L&age sie auf <5 so mussten alle Lothlinien auf O
liegen. Dann aber musste die Function <Z gegen die hier
gemachte Annahme, identisch Null sein, weil die Lothlinien
eines Flachentheils einen Raumtheil erfullen. Daher muss
die Function 0 zerfallen, entweder in einen Factor dritten
Grades <8, der nicht weiter zerfallt, und einen Factor ersten



Luroth: Ucber die Bestimmung einer Flache etc. 39

Grades 0 ¥ oder in einen unzerlegbaren Factor zweiten Grades
<2 und einen andern Factor zweiten Grades <2

Im ersten Falle muss jF, weil es nicht Theil einer Ebene
sein soll, der Flache dritter Ordnung (Z8= 0 angehdren, die
durch F vollstdndig bestimmt ist, weil sie unzerlegbar sein
soll, und von der Wahl der Linien a b ¢ d nicht ab-
hdngen kann. Jede Linie, die auf O liegt, muss nun ent-
weder auf der Flache dritter Ordnung oder auf der Ebene
liegen. L&ge a auf <8, so wirden, weil a beliebig, alle
Lothlinien dieser Flache angehdren, also 0 identisch Null
sein. Daher muss a auf <ZA liegen. Die Lothlinie b kann
aber auch nicht auf 8 liegen. Denn ihr Fusspunkt kann
(8 7) jeder Punkt des Flachentheils G* sein, der Ubrig bleibt,
wenn man G von F wegnimmt. Wenn b auf (& lage, so
mussten alle Lothlinien von G* auf 0S liegen, daher die
Function <8 und damit auch 0 identisch Null sein.

Die beiden Lothlinien a und b kénnen aber auch nicht
auf 0t liegen, weil sie sich nicht schneiden. Daher ist
ein Zerfallen von 0 in dieser Weise nicht mdglich.
Zerfallt es aber in zwei Factoren zweiten Grades, so ist nur
der Fall zu betrachten, dass F dem irreducibelen Factor (2
angehort, der dann von der Wahl der Lothlinien a b
c d nicht abh&ngen koénnte. L&agen nun c oder d auf

so musste, weil ¢ und d beliebige Lothlinien aus K sind,
alle Lothlinien dieses Flachentheils auf 02 liegen, und dies
ist nicht moglich. Daher kénnen jene beiden Lothlinien nur
auf 02 liegen. Keine der Lothlinien a oder b kann aber
(2 angehdren. Lage a auf <&, so lagen alle Lothlinien
auf dieser Flache; lage b auf ihr, so wirde das Gleiche von
allen Lothlinien von G4 gelten. Somit liegen die vier Loth-
linien a b ¢ d auf einer und derselben Flache zweiter Ord-
nung <Z2= 0, die nicht zerfallen kann, weil sonst ¢ sicher
a oder b treffen misste. Daher gehdéren je zwei Lothlinien
von K mit a und b derselben Flache zweiter Ordnung an.
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Sind d, e f, g ... . andere Lothlinien, deren Fusspunkte auf
2T liegen, so gehdren also ab cd, abce, abcf, abcg,
je derselben Flache zweiter Ordnung an. Weil diese aber
die drei windschiefen Geraden abc gemein haben, fallen sie
zusammen, so dass alle Lothlinien aus K der namlichen
Flache zweiter Ordnung angehdéren missten, was nicht ein-
treten kann. Folglich kann die Gleichung Il auch
nicht bedingt, fur die Punkte von F, erfullt sein.
Ueberblickt man die gefundenen Resultate, so zeigt sich,
dass keine Mdglichkeit bleibt, als dass die Abbil-
dung 5l projectiv ist.

§ 12. Diese projective Umformung gilt zunadchst nur
fur die Punkte von F. Man kann sie aber auch auf die
Punkte, Geraden und Ebenen im Raume anwenden und in
dieser allgemeineren Weise sei sie mit & bezeichnet. Dann
ist 2l= £ zunachst nur fur die Punkte von F.

Sei nun e eine Verticalebene von F; A, B, G drei in
ihr gelegene Punkte von F. Dann gehen diese durch 21
oder £ in A4 B4 C4uber, die in der Ebene 2le gelegen
sind, die e durch 2L nach § 1 zugeordnet ist. Da aber ver-
moge E aus e wieder eine Ebene SEe hervorgeht, welche
die drei Punkte A4 B4 G4 enthalten muss, so muss %e
— 21s sein, weil ja nach unserer Annahme F 4 keine geraden
Linien enthalten soll. Da weiter zwei Yerfcicalebenen des-
selben Punktes sich in der Lothlinie des Punktes schneiden,
so folgt, dass auch die Lothlinien von F durch die Trans-
formation X in die von F 4 Ubergehen, so dass also Punkte,
Ebenen und Geraden, die sich vermdge 2L entsprechen, auch
durch & aus einander hervorgehen.

§ 13- Nimmt man an, man hétte durch ein gehorig
dichtes Netz von Messungen auf einer unbekannten Flache
F 4 mit einem nicht bekannten System von Lothlinie 21 die
Ueberzeugung gewonnen, dass sie sich auf einer bekannten
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Flache F in der im § 1 geschilderten Art abbilden lasse,
wenn man die Lothlinien von F, deren System 2 sei, passend
annimmt, so kann man also schliessen, dass F4 und 2 durch
projective Umformung aus F und 2 hervorgeht. Da aber
die gegenseitige Lage der Punkte und Lothlinien von F4
nicht bekannt ist, ist man auch nicht im Stande, die Be-
ziehung Evon F auf F* zu finden. Es kann vielmehr F4
jede Flache sein, die durch irgend eine derartige Umform-
ung der F entspricht, so dass sich Uber die Gestalt von F*
nichts weiter aussagen lasst, wenn Uber die Art der projec-
tiven Beziehung zwischen entsprechenden Buscheln von Ver-
ticalebenen nichts weiter bekannt ist.

§ 14. Anders gestaltet sich dies in dem speciellen Falle,
den wir von jetzt ab in's Auge fassen wollen.

Die Abbildung 5l erftulle die Bedinguugen des § 1 mit
der Modification, dass der Winkel zwischen zwei be-
liebigen Verticalebenen irgend eines Punktes von
F, dem Winkel zwischen den entsprechenden Ver-
ticalebenen von F*‘ gleich sei. Diese Voraussetzung
schliesst die in § 1 gemachte Uber die projective Beziehung
entsprechender Buschel von Verticalebenen ein. Die Trans-
formation % lasst sich dann finden, wenn man die Lothlinien
von F zu Hilfe nimmt. Denn sei a eine Lothlinie von F,
seien a, B, y, d, e.. . Ebenen durch a, a4 die entsprechende
Lothlinie von F4 und a‘,R', /, d, e ... die entsprechenden
Verticalebenen. Ist ferner oo der unendlich ferne Kugelkreis
und sind A fi die beiden durch a an to zu legenden Tan-
gentenebenen, die wir die Hauptebenen der Linie nennen
wollen, \N* die Hauptebenen von a', so ist der Winkel

zwischen a und R gegeben durch I(X af) und der

zwischen a4und/?' durch ~ | (X4\ida489 , wo ein Symbol wie

(uByd) das Doppelverhéltniss der vier Ebenen aByd be-
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zeichnet. Wegen der Gleichheit der Winkel zwischen ent-
sprechenden Ebenen muss dann (Xp aR) = (X'p4adR4 sein.
Weiter erfordert die Winkelgleichheit die Gleichungen (Xp
ay) = (X4pda'y'), (XI* a8) =(X* p4a'd')..., die zusammen

X@iaBy8...-x XU/i*adl¥*y484...

liefern. Da & projectiv ist, ist es auch die umgekehrte
Transformation &“ 1, wenn man diese auf X (ida*3*... an-
wendet und X -1X= Xx, E 1(x4= jU setzt, folgt, dass X*fx4
adldy484... 'K XIfjiJaBR y8... und also auch 'xXixaRyd...
sein muss. Daher mussen die Ebenen Xl[al mit X[i iden-
tisch sein. Da aber X4fi* die von a4 an ® zu legenden Tan-
gentenebenen sind und a4 durch in a Ubergeht, werden
A fitx die beiden Taugentenebenen sein, welche man von a
aus an den Kegelschnitt & legen kann, der aus o durch die
Umformung E_1 hervorgeht. Die Lothlinie a hat somit die
Eigenschaft, dass von ihr zwei Ebenen ausgehen, die gleich-
zeitig © und X~]a = £i berthren (Vgl. Sturm Math. An-
nalen Bd. 28 Seite 263/64 Nr. 5). Ist demnach !'£ gegeben,
so ist auch die Richtung der Lothlinie in jedem Punkte von
F bestimmt (und zwar zweideutig). Nur dann ist diese
Richtung willkirlich, wenn £i= o ist, was eintritt, wenn &
eine Aehnlichkeitstransformation ist.

8 15. Umgekehrt, wenn in den Punkten von F die
Lothlinien bekannt sind, so ist EEbestimmt. Denn die Haupt-
ebenen der Lothlinien missen einen Kegelschnitt £i berihren,
und da F 4 in der Eingangs erwahnten Beziehung zu F steht,
muss auch ein solcher Kegelschnitt existiren, der freilich ent-
weder o selbst ist, oder von o verschieden sein kann. Man
habe nun entweder I. gefunden, dass die sammtlichen Haupt-
ebenen der Lothlinien keinen anderen Kegelschnitt als o be-
rihren, oder Il. erkannt, dass sie einen anderen berUhren
und diesen bestimmt.
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Im Falle I ist Si= $ 1= co, daher & eine Aehnlich-
keitstransformation, F* ist zu F &hnlich.

Im Falle Il nehmen wir eine Lothlinie a zur Axe
xX= 0 x2— 0 eines homogenen rechtwinkeligen Systems,
den Fusspunkt A von a zum Ursprung. Die entsprechenden
Gebilde A\ & nehmen wir zum Ursprung und zur Axe
x[ ss 0 #2 = 0 eines zweiten homogenen rechtwinkeligen Sy-
stems, dessen Ebenen #1=0 x*= 0 den = 0 x2= 0
bezw. entsprechen mdgen. Bezeichnen wir die homogenen
Ebenencoordinaten des ersten Systems mit uiu2u3w4, die
des zweiten mit u\ui Uswj, beachten, dass £ eine Ebene
durch A in eine durch A* Uberfuhrt, und, wegen der Win-
kelgleichheit, die Ebene x%= Xxx in die = XX[ tiber-
gehen muss, so erhalten wir die Gleichungen:

qgu = a + yu3+ d
= au%t+ eu3+ t

qu3= # w3-f Aw4
QU+ = X W4,

Die Gleichung von o im ersten System ist
ui -j- wr4" = 0
und im zweiten
u\ u\+ ul= 0.
Daher ist die Gleichung von ii“1w= £i

0= a2(ul+ ul) + (y*+ foc+ W) ul + (d*+ ? + >f)u\
+ 2ctyuJu3d+ 2 2 aeu2tis-j- 2a£u2uA
+ 2(y<J-(-eC+5'i?)MsM.

Man kann stets a= 1 setzen. Ist Q gefunden und
~aikuiuk ~ ® seine Gleichung, so missen die von a aus-
gehenden Hauptebenen, deren Coordinaten ux= i u2= 1
w3= w4=0 und ut= — i u2= 1 u3= uA= 0 sind, diese
Gleichung erfullen, woraus all= a22, <«J2= 0 sich ergibt.
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Nimmt man an, es sei all= a28= | gemacht, so gibt die
Vergleichung der Coefficienten

y= ai3 6= &4 6= &3
= «3]— aB— «M
i?72= a44 — a”— oJ4

&tl= a34 algal4 aa8o24

Die letzte Gleichung bestimmt die Combination der Zeichen
von # und tj; sie ist erfullt, denn sie driuckt aus, wie man
leicht sieht, dass die Determinante von £2 Null ist. Man hat
also zwei Médoglichkeiten, je nachdem man, unter o ein
Werthsystem von #, tj verstanden,

QR= ~N0u3+ rowa
oder

Q= —#0% — % W
nimmt. Die zweite Formel geht in die erste Uber, wenn man
den Sinn der Axe umkehrt, was mit einer Spiegelung an
der Ebene #3 = 0 Ubereinkommt. Abgesehen von dieser Spie-
gelung ist also £ durch £ eindeutig bestimmt und folglich
kann man dann F4und 2' aus F und 2 ableiten.

§ 16. Man kénnte von dem gewonnenen Resul-
tate, wenigstens der ldee nach, eine Anwendung
machen auf die Bestimmung der Gestalt eines
Theiles der Erdoberfldache aus geodatischen Mess-
ungen. In der That liefern ja diese, von Basismessungen
abgesehen, die Winkel zwischen den Verticalebenen eines
Punktes. Wenn man dann, etwa durch Probiren, ein Modell
F hergestellt hatte mit einem System 2 von Lothlinien, fur
das die Winkel der Verticalebenen ebenso gross wéren, wie
die auf der Erde beobachteten, so ware man im Stande, die
Beziehung der Gestalt der Erde zu diesem Modell anzugeben.

In der Praxis freilich geht dies nicht an. Bei der ge-
ringen Neigung gegen einander, welche die Lothlinien von
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Punkten haben, die noch gegenseitig sichtbar sind, erweisen
sich die unvermeidlichen Beobachtungsfehler, insbesondere
auch die von der Seitenrefraction herrihrenden, als von zu
bedeutendem Einfluss.

Man benutzt daher die gemessenen Winkel in anderer
Weise. Man projicirt die Orte von der physischen Erdober-
flache auf die mathematische Erdoberflache, das Geoid, durch
Linien, welche Normalen zur Geoidflache sind, und berechnet
dann aus den beobachteten Winkeln zwischen den Yertical-
ebenen der physischen Erdoberflache, die Winkel, die die
Normalebenen des Geoids zeigen wuirden, indem man die
Hohen der Punkte Uber dem Geoid anderweitig, etwa nivel-
litisch, bestimmt. Als Lothlinien der Geoidflache benltzt
man dann ihre Normalen und bildet sie auf eine , Referenz-
flache* — gewohnlich das Bessel’'sche oder Clarke’sche
Ellipsoid — ab, indem man als Lothlinien der Referenzflache
deren Normalen verwendet. Man bestimmt namlich die Co-
ordinaten der Punkte auf der Referenzflache so, ndtigen-
falls mit Benutzung der Methode der kleinsten Quadrate, dass
die Horizontalwinkel auf der Referenzflache, d. h. die Winkel
zwischen deren Normalschnitten, mit den beobachteten und
auf das Geoid reducirten Horizontalwinkeln mdglichst Uber-
einstimmen. Und da zeigt es sich, dass, wenn die Ausdeh-
nung des betrachteten Theils des Geoids ein Paar Hundert
Kilometer nicht Uberschreitet, die Differenzen zwischen den
Horizontalwinkeln auf dem Geoid und auf der Referenzflache
so gering sind, dass man sie den Beobachtungsfehlern zu-
schreiben kann.

§ 17. Nehmen wir nun an, die genannte Abbildung
erfulle die im § 14 aufgestellte Bedingung strenge.

Indem wir unter F ein beliebiges Flachenstlick ver-
stehen und als Lothlinien ihre Normalen annehmen, sowie
Gleiches von F* voraussetzen, wollen wir nun die Art der
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Abbildung X in diesem Falle weiter studieren. Diese muss
hier noch eine Bedingung erfullen. Da sie die Lothlinien
von F, in die Lothlinien von F* die Normalen dieser Flache
sein sollen, Uberfuhren muss, so muss X aus einer beliebigen
Normalen n von F, eine ri von F, hervorgehen lassen.
Ist x die Tangentenebene von F im Fusspunkte von n, x1
die von F* im Fusspunkt von w, die vermége X der x ent-
spricht, so geht n durch den Pol von x in Bezug auf w,
und n4 durch den Pol von x* in Bezug auf o). Wendet man
S=* an und beachtet, dass eine projective Umformung das
Yerhaltniss von Pol und Polarebene nicht andert, so folgt,
dass X~1n4 durch den Pol von X*' x4 in Bezug auf J* 1w,
somit n durch den Pol von x in Bezug auf £ gehen muss.
Die Normale n muss daher die Pole von x in Bezug auf io
und £2 enthalten.

Die Transformation Xmfuhrt also in unserem Falle die
Flache F mit ihrem Normalensystem in eine andere Flache
mit ihrem Normalensystem Uber und bildet zugleich F con-
form ab. Man koénnte somit die vorliegende Aufgabe ldsen,
indem man zu einer gegebenen Transformation X die Flachen
bestimmte, welche die erste Eigenschaft haben und die mit
der zweiten Eigenschaft und nun diejenige Beschaffenheit von
& suchte, fur welche es Flachen gibt, die beiden Systemen
gemeinsam sind. Die Flachen zu finden, welche durch X
conform abgebildet werden, ist mir nicht gelungen. Dagegen
gestaltet sich die Behandlung der &andern Aufgabe einfach,
indem man die Flachen sucht, fur welche die Pole einer
Tangentenebene x in Bezug auf w und £ mit dem Berih-
rungspunkt in einer Geraden liegen.

Ist namlich F(ulu2wdwd) = 0 die Gleichung der Flache
in homogenen Ebenencoordinaten (sie brauchen nicht recht-
winkelig zu sein) und sind xxx%zx4 die Coordinaten von r,
bezeichnet man ferner bei einer homogenen Function f der
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sind die Coordinaten des Beriihrungspunktes von t F.(¥)
(i, wie immer = 1, 2, 3, 4), die des Poles von % in Bezug
auf o) und £2 bezw. (o~t) und fi.(r), wenn co—Q und B =0
die Gleichungen dieser Kegelschnitte in den homogenen Ebenen
coordinaten sind. Somit muss sein
2n)== A W.(r) + fcR((T)
woraus folgt, weil F (tt) = 0 ist,
0= ho(z) -f- X2 (*),
so dass

wird. Bestimmt man nun die Differentiale d % so, dass die
Gleichung F = 0 erfullt bleibt, dass also F(r,dx) = 0 ist,
so folgt, dass

0= 0 d¥ — (=>dT)

oder dass d 0 ist. Fur die Flache F ist folglich

() ~
®jQ constant, d. h. ihre Gleichung ist

i0(«) — CE2 (W) = O.
Diese Gleichung definirt eine Schaar confocaler Flachen

zweiter Klasse, welche die Curve £2 zur imaginaren Focal-
curve haben.

§ 18. Wenn man die beiden Anforderungen, die an
( gestellt werden, combinirt, bestimmt es sich in folgender
Weise.

Die Normale n muss durch die Pole von % in Bezug
0j und £2 gehen, deren Gleichungen
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ome =0 flwe=0
sind. Sind ferner X und fx zwei durch n gehende reelle
Ebenen, X und fx ihre Coordinaten, so verlangt die Forde-
rung, dass durch N zwei Ebenen gehen, welche O) und fl
gleichzeitig berthren (§ 14), dass

R(AA) = cw(l), £2(Xix) = ctofifi), £ 2 =

sei. Da die Ebenen X und fx durch n gehen, ist die Beding-
ung daftr, dass n die Pole von % in Bezug auf o und £
enthalte, durch die vier Gleichungen

io(Xt) = o(kr)= £2Xt) = fl(fxe)y= 0
gegeben.
Setzen wir £2(u) — cco W) = W (w), so ist auch

W (XX - W{X(x) -=W fi) -W(XT) W (fiT) = 0.

Ist o eine Ebene, die nicht durch den Schnitt von X p und
x geht, und solche gibt es, da diese drei Ebenen nicht die-
selbe Gerade enthalten, und multiplicirt man die Hesse’sche
Determinante von W zweimal mit 2 -J- Xt r8a4, so ent-
steht Null. Daher ist W eine Grenzflache nach der Be-
zeichnung von Hesse (Anal. Geom. des Raumes 3. Auflage
Seite 173). Aus den drei ersten der letzten Gleichungen
folgt noch

Wfi + pfi,l+pfi) =0
fur beliebige p, also gehen durch den Schnitt von X und fx
unendlich viele Tangentenebenen der Grenzflache, so dass n
Tangente eines Kegelschnitts ist, wenn die Grenzflache W
nicht zerfallt. Da aber in dem Buschel fl —cw, wenn nicht
alle Flachen Grenzflachen sind, hochstens zwei Grenzflachen
vorhanden sind — o und fl selbst sind unbrauchbar, weil
sie imaginare Kegelschnitte enthalten — so liegen, wenn
jene zwei Grenzflachen nicht zerfallen, ihre Tangenten, also
die Normalen von F' in zwei Ebenen, was nicht mdglich ist.
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Also muss [} so beschaffen sein, dass jenes Buschel zerfallende
Grenzflachen enthalt. Eine Grenzflache zweiter Klasse kann
aber entweder in wei Punkte zerfallen oder aus einem ein-
zigen Punkte bestehen. Sei im ersten Falle

W (u) = r(u)-s (U
so muss demnach

r*)s=r0)sO)m=r (X)s(fi)+ r(fi)sX=10
sein. Wenn n durch keinen der beiden Punkte r oder s
ginge, kénnte man X und so annehmen, dass keine der
vier Grossen r (A), s(A), r(ju), s @ Null ware. Daher muss
n etwa durch r gehen. Legen wir dann fi noch durch 5,
so ist r(A)=r(ju)=s(ju) = 0, s(A) nicht 0. Dann muss sein

0= WXe)= s@r(t), also r(t) = 0,

es muss somit t durch r gehen. Alle Normalen gingen folg-
lich durch einen Punkt, der auch in allen Tangentenebenen
enthalten ware, was nicht méglich ist. Ebenso ist es, wenn
n durch s geht.

Also kann W nur ein Quadrat = r (W)2 sein. Dann
missen die Gleichungen bestehen

r(A)2= r (fi)2=r(X)r (fi)= r(X)r (x)= r(t)r (r)= 0,

welchen zufolge n jede Linie durch den Punkt r sein kann.
In diesem Falle gehen folglich alle Normalen durch einen
Punkt. Die beiden letzten Gleichungen sind dann fir jedes
t erfullt, so dass t aus w(Xt) = 0 w(juzr) = 0 bestimmt
werden muss.

Wenn nicht alle Flachen des Buschels Grenzflachen
sind, so kann es unter den Functionen [ — c oo hdchstens
zwei geben, die Quadrate sind, so dass die Normalen zwei
Strahlenbiindel bilden koénnten.

§ 19. Sollen alle Flachen des Biischels Grenzflachen

sein, so muss entweder die Ebene von B Tangentenebene
1892. Math.-phys. Cl. 1 4
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von io sein oder umgekehrt oder die Ebenen von o und £
missen zusammenfallen. Da die Transformation & reell ist
und die Ebene von o ebenfalls, so ist es auch die von £
und somit ist der erste Fall nicht moglich. Im zweiten ist
L affin, weil die unendlich ferne Ebene sich selbst ent-
spricht.

Wenn dann (0 und £2 nicht identisch sind, bilden die
Ebenen, welche beide beriihren, je nach der Lage von £
gegen w, 4, 3, 2 oder 1 Ebenenbischel, deren Axen die
gemeinsamen Tangenten beider Kegelschnitte sind und in
der unendlich fernen Ebene liegen. Die Normalen sind also
dann Schnitte von zwei Ebenen aus zwei verschiedenen
Buscheln. Die Tangentialebene ¢ muss den vier Gleichungen

OAwW) =0 tofuuy=0 £2(kuy=0 £ u=0

gentigen, welche die Berihrungspunkte der Ebenen A und ju
mit o) und £2 vorstellen. Sie ist also die unendlich ferne
Ebene, wenn die Zahl der Beriihrungspunkte mindestens drei
ist. Einen brauchbaren Fall erhalten wir daher nur, wenn
die gewahlten beiden Bischel zusammen nur zwei Berih-
rungspunkte haben. Dies tritt weder ein, wenn o und £
vier gemeinsame Tangenten besitzen, noch wenn sie deren
drei haben. Haben sie dagegen nur zwei Tangenten gemein,
so konnen diese drei oder zwei Beruhrungspunkte haben.
Nur den letzten Fall kénnen wir benutzen, in dem sich
dann oo und £2 doppelt berihren. Die BerUhrungssehne der
beiden Tangenten ist dann Axe eines Ebenenbischels, dessen
Ebenen Tangentenebenen sein kénnen. Die Ebenen aus beiden
Buscheln, deren Axen die gemeinsamen Tangenten sind,
schneiden sich aber in einem unendlich fernen Punkte,
d. h. alle Normalen sind parallel. Haben o und £2 nur eine
Tangente gemein, so waren A und (jt aus dem Buschel
zu wahlen, dessen Axe sie ist und n ware eine unendlich
ferne Gerade.
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§ 20. Also bleibt nur Ubrig, dass die beiden Kegel-
schnitte o) und B zusammenfallen oder dass alle Normalen
durch einen oder zwei, endliche oder unendlich ferne, Punkte
gehen. Der erste Fall liefert eine Aehnlichkeits-
transformation.

Gehen alle Normalen durch einen endlichen Punkt, so
nehmen wir ihn zum Ursprung eines rechtwinkeligen Systems.
Dann muss sein

X+ O%%(’\d\ ¥-‘l-0§-y=: 0
oder

X%4- [I* + = Constante;

die Flache F ist Theil einer Kugelflache.
Schneiden sich die Normalen in einem unendlich fernen
Punkt der 2 Axe, so verlangt dies
32
N =
dX

2_
y
also 2 constant, wobei F eine Ebene ware.

Dass alle Normalen zwei Bindel bilden, ist ausge-
schlossen durch unsere Annahme, dass die Lothlinien, folg-
lich hier die Normalen, ihre Richtung stetig @ndern.

Ist F Stick einer Kugel, so muss auch F* ein Kugel-
stick sein und folglich ist auch hier die Abbildung von F1
auf F eine &hnliche. Eine Abbildung einer Kugel auf eine
Ebene ist offenbar unter der Bedingung der 88 14 und 17
nicht moéglich, wegen der Winkelsumme im Dreieck. Da-
gegen lassen sich zwei Ebenen selbstverstandlich &hnlich
aufeinander abbilden.

Sind also die Lothlinien Normalen und findet
Gleichheit der Horizontalwinkel statt, so sind die
beiden Flachen F und F* in allen Féallen einander
ahnlich.

Da wie in § 16 erwahnt ein massig grosser Bezirk der
4*

d
08-0
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Geoidflache sich in der angegebenen Weise auf ein Rotations-
ellipsoid abbilden l&sst, so kdnnte man schliessen, dass das
betreffende Geoidstock einem Sticke eines Rotationsellipsoids
ahnlich ware, wenigstens mit einer gewissen Ann&herung.
Freilich musste nach unseren Resultaten auch-die relative
Lage der Lothlinien beider Flachen die namliche sein. So-
lange nur geodatische Messungen vorliegen, lasst sich die
Richtigkeit dieser Folgerung nicht prifen. Sind aber, wie
gewdhnlich, auch astronomische Beobachtungen uber die
Richtung der Lothlinie auf der Erde gemacht, wenn auch
nur in beschrankter Zahl, so kann man diese mit den Nor-
malen des Ellipsoids vergleichen. Wie bekannt zeigen sich
dann kleine Differenzen, die Lothabweichungen. Zum Theil
sind sie dadurch bedingt, dass man ja auf der physischen
Erdoberflache beobachtet, wéhrend man die Lothriehtungen
auf dem Geoid mit jenen auf dem Ellipsoid vergleichen musste.
Wenn man die Wirkung der Uber dem Geoid liegenden
Massen auf die Lothrichtung berechnet und diese danach
corrigirt, kann man, wenigstens gendhert, die Lothrichtung
auf dem Geoid bestimmen. Wenn auch dann noch Lothab-
weichungen Ubrig bleiben, so ist dies ein Zeichen, dass das
Ellipsoid dem Geoid nicht genau genug &ahnlich ist. Man
kann dann, wenn genug Lothabweichungen bekannt sind,
das Ellipsoid durch eine andere von ihm wenig verschiedene
Flache ersetzen, deren Normalen keine Abweichungen mehrl
zeigen, wahrend die Unterschiede der gemessenen und cor-
rigirten Horizontalwinkel von denen auf der Bildflache noch
in den Grenzen der Beobachtungsfehler bleiben. Die so ent-
standene Flache ist dann dem Geoid mit geniigender Genauig-
keit &ahnlich.
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