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Zur
Theorie der Taylor’schen Reihe und der analytischen 

Functionen mit beschränktem Existenzbereich.

Im 15. Bande der A cta  M athem atica1) theilt Herr 
M itta g -L e ffle r  die folgende von Herrn Fredholm  auf­
gefundene Reihe:

als erstes Beispiel einer Function mit, welche über einen 
gewissen Bereich (den Einheitskreis um den Nullpunkt) nicht 
analytisch fortgesetzt werden kann, d. h. für keine Stelle 
auf der Grenze dieses Bereiches nach der Taylor’schen Reihe 
entwickelbar ist, obschon sie daselbst mit säm m tlichen 
A b le itu n gen  stetig ist.

Die Reihe ist in der That wegen ihrer ausserordent­
lichen Einfachheit bemerkenswerth: dagegen scheint mir 
dieselbe keineswegs etwas p rin cip ie ll neues darzubieten 
und in dieser Hinsicht von Herrn M itta g -L e ffle r  einiger-

1) „Sur une transcendante remarquable trouvee par M. Fredholm.“ 
A. a. 0. p. 279.

Von Alfred P ringsheim . 

(Eingelanfen 7. Mai.)
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maassen überschätzt zu werden. Denn abgesehen davon, 
dass wohl Niemand, der sich mit der Theorie der Taylor’­
schen Reihe etwas näher beschäftigt hat, an der Existenz 
derartiger Functionen den geringsten Zweifel haben konnte, 
so möchte ich Herrn M itta g -L e ffle r  nicht einmal darin 
beistimmen, dass solche Functionen bisher überhaupt noch 
nicht studirt worden seien.1)

Die p rin cip ie lle  Frage, um die es sich hierbei einzig 
und a lle in  handelt, ist doch lediglich die: Giebt es Func­
tionen, die auch nur an irgend einer e in zig en  Stelle 
endliche Differentialquotienten2) jeder endlichen Ordnung 
besitzen und dennoch nicht nach der Taylor’schen Reihe 
entwickelbar sind? Denn aus einer Function, die eine der­
artige Singularität an einer Stelle besitzt, lassen sich ja 
dann nach bekannten Methoden — etwa mit Hilfe des von 
Herrn Cantor angegebenen Condensations - Principes3) — 
leicht solche bilden, bei denen die nämliche Singularität in 
allen Punkten einer beliebigen abzählbaren unendlichen Menge 
auftritt.

Nun hat aber im Gegensatz zu L a g  range, welcher 
geradezu die Ansicht aussprach,4) dass die Endlichkeit von 
/*W (x) für jedes endliche v die Gültigkeit der Entwicklung:

1) Es heisst a. a. 0 .: Autant que je sache, tou tes les fonctions 
qui n’existent que dans un certain domaine du plan et qu i ont été 
étudiées ju s q u ’ ic i , cessent d ’ ex ister , parce que les fonctions 
elles mêmes ou leurs dérivées deviennent d iscon tin u es  sur la 
frontière.

2) Selbstverständlich handelt es sich hierbei im Falle einer com* 
plexen Variabein nicht um Differentialquotienten nach a lle n  mög­
lich en  Richtungen, sondern nur nach einem Theil dieser Richtungen.

3) Math. Ann. Bd. XIX. p. 588.
4) Théorie des Fonctions. Chap. V. Art. 30 (Oeuvres complètes, 

T. IX p. 65). — Leçons sur le Calcul des Fonctions. Leç. III. 
(Oeuvres compl. T. X. p. 72.)
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(und damit eo ipso auch die C onvergenz der betreffenden 
Reihe) nach sich ziehe, Cauchy schon in seinen ersten 
„L eçons sur le Calcul in fin itésim a l“ vom Jahre 1823 
ausdrücklich die Bemerkung gemacht,1) dass nicht einmal 
die C onvergenz der Taylor’schen Reihe hinreiche, nm da­
raus die Gültigkeit der obigen Beziehung zu folgern. Und 
obschon sich gegen das einzige zum Belege seiner Behaup­
tung angeführte B eispiel gewisse, nicht recht zu wider­
legende Einwände erheben lassen (wovon weiter unten noch 
die Rede sein wird), so ist doch die sach lich e  R ic h t ig ­
keit jener Cauchy’schen Bemerkung, die sich auch in zahl­
reichen besseren Compendien der Differentialrechnung repro- 
ducirt findet,*) meines Wissens von neueren Mathematikern 
niemals bestritten  worden,3) mag dieselbe auch diesem 
oder jenem mathematischen Schriftsteller vielleicht gänzlich 
entgangen sein.4)

1) a. a. 0. p. 152. Auch in den „Leçons sur le C alcu l d if­
fé re n t ie l“ vom Jahre 1826: p. 105, und den „Leçons sur le Cal­
cu l d iffé re n tie l et in té g ra l“ von C auchy-M o ign o : T. I. p. 71.

2) z.B. H erm ite, Cours d ’ A n a ly se , T.I. p. 203. — Serret- 
H arnack, D iffe re n tia l-  und In teg ra l-R ech n u n g , T.I. p,152.
— H ouël, C alcu l in fin ité s im a l, T. I. p. 286.

3) Nur der Vollständigkeit halber möchte ich als einzig mir be­
kannte Ausnahme ein Buch mit dem viel versprechenden Titel: „Le 
C alcu l in fin ité s im a l fondé sur des P rin cip es ra tion n e ls“ 
von P. H. F leu ry  (Paris 1879) anführen. Was aber der Verfasser 
dort auf p. 234—236 vorbringt, enthält nur ein Körnchen Wahrheit, 
soweit er sich gegen die besondere Form des Cauchy’sehen B eisp ie ls  
wendet. Alles übrige sind theils nichtssagende, theils geradezu ab­
surde Redensarten.

4) z. B. H ankel, der in seiner bekannten Abhandlung über die 
unend:ich oft unstetigen Functionen (1870) gelegentlich noch ganz 
den Lagr a n g e ’sehen Standpunkt vertritt: cf. Math. Ann. Bd. XX. 
p. 102.



Immerhin bin auch ich der Ansicht, dass jenes C a u cliy ’- 
sche Beispiel nicht ausreicht, um die Existenz einer nicht 
entwickelbaren Function mit lauter stetigen Differential- 
Quotienten schlechthin evident zu machen. Dies wird nun 
aber thatsächlich vollständig geleistet durch ein von Du 
Bois Reym ond im Jahre 1876 publicirtes Beispiel einer 
Function,1) welche an einer gewissen Stelle endliche und 
stetige Differentialquotienten jeder endlichen Ordnung besitzt, 
während die mit diesen Differentialquotienten gebildete Tay-

00 rv rx \
lor’sche Reihe > -------hv für jedes noch so kleine h di-

o v ·
v e rg ir t , woraus dann mit Leichtigkeit folgt, dass 
in der Umgebung dieser Stelle x überhaupt nicht nach Po­
tenzen von h entwickelt werden kann. Und da Du Bois 
Reym ond es auch unternommen hat, aus dieser Function 
durch „Condensation“ eine andere abzuleiten, welche die frag­
liche Eigenschaft in unendlich vielen, überall dicht liegenden 
Punkten einer Linie hat, so scheint mir eben die oben citirte 
Bemerkung des Herrn M itta g -L e ffle r  nicht recht zutreffend.

Auf der anderen Seite hätte ich gegen die von ihm 
mitgetheilte Reihe des Herrn F redholm , deren elegante 
Einfachheit ich nochmals ausdrücklich anerkenne, vom di­
daktischen Standpunkte mancherlei einzuwenden. Zunächst 
scheint mir schon der Beweis dafür, dass jene Reihe die 
fragliche Eigenschaft besitzt, nicht elementar genug: er be­
ruht auf einem, keineswegs mehr den Elementen der Func- 
tionen-Theorie angehörigen K ow a lew sk i’schen Satze über 
die Integrale partieller Differential-Gleichungen. Zweitens 
aber bietet diese Methode der Herleitung den grossen Nach­
theil, dass wir von der Art und Weise des Zustandekommens 
einer solchen, doch immerhin merkwürdigen Singularität 
auch nicht die geringste Anschauung erhalten.

1) In den Abh. der b. Akad. Desgl. Bd. XXI dieser Zeitschrift, 
p. 109 ff.
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Da mir dies nun aber gerade wünsebenswerth erschien, 
so habe ich vor allem versucht, die schon von Du Bois 
Reym ond befolgte Methode, die in mancher Beziehung der 
E rgänzung geradezu bedarf, in anderer der E rw eiterung 
fäh ig  ist, derartig zu vervollkommnen, dass es möglich wird, 
auf dem Wege einer zielbewussten Synthese völlig einwand­
freie Beispiele von Functionen der gedachten Art zu erzeugen.

Zu diesem Behufe untersuche ich zunächst nochmals 
genau die Möglichkeiten, unter denen trotz der Endlichkeit 
aller Ableitungen von endlicher Ordnung die Entwickelbar- 
keit nach der Taylor’sehen Reihe für eine bestimmte Stelle 
ausgeschlossen erscheint, und belege dieselben durch einfache, 
vermittelst directer Rechnung zu controlirende Beispiele (§ 1). 
Sodann werden allgemeine Bedingungen aufgestellt, unter denen 
es möglich ist, derartige singuläre Stellen in unendlicher 
Anzahl beliebig zu condensiren, ohne fürchten zu müssen, 
dass dieselben sich etwa gegenseitig in ihrer Wirkung auf- 
heben könnten (§ 2). Auf Grund dieser Bedingungen werden 
darauf Reihen construirt, welche die verlangte Eigenschaft 
besitzen, auf dem Einheitskreise durchweg beliebig oft diffe- 
renzirbar und daselbst dennoch nirgends entwickelbar zu sein.

Die auf diese Weise erzeugten Reihen sind natürlich 
minder einfach als die von Herrn M itta g -L e ffle r  mitge- 
theilte, aber sie geben uns, wie gesagt, offenbar eine deut­
liche Vorstellung von einer der Möglichkeiten, wie derartige 
Singularitäten zu Stande kommen können.

Im übrigen aber bin ich auch, abgesehen von diesen 
Betrachtungen, im Stande, Reihen von ganz ähnlicher 
E in fa ch h e it  wie die des Herrn Fredholm  anzugeben, bei 
denen sich die fragliche Eigenschaft ganz elem entar be­
weisen lässt, indem man durch einfache Rechnung erkennen 
kann, dass die Taylor’sche Entwickelung für unendlich viele, 
überall dicht liegende Stellen auf dem Einheitskreise diver- 
g iren  muss (§ 4).
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§ 1.
Für das Innere eines gewissen Bereichs der complexen 

Variablen x sei f(x) mit sämmtlichen Ableitungen fW(x) 
(n =  1, 2, 3 , . . . )  durch irgendwelche analytische Ausdrücke 
als eindeutige reguläre analytische Function definirt —  z. B. 
durch gleichmässig convergirende Reihen von der Form 
-5* fv (x) bezw. 2  (#), wo die fv (x) in dem gedachten Be­
reiche reguläre algebraische oder transscendente Functionen 
bedeuten.

Auf der B egrenzung dieses Bereiches befinde sich 
eine Stelle a, für welche f(x) mit sämmtlichen Ableitungen 
fW (,x) für jedes endliche n noch eindeutig bestimmt, endlich 
und stetig sei. Wenn dann eine für irgendwelche Umgebung 
von x =  a convergirende Potenzreihe (x— a) existirt, der­
gestalt dass die Beziehung:

(1) f  (*) — ¥ (*  — <*)

besteht für denjenigen Theil des Convergenz-Bezirkes von
(x — a), welcher in den ursprünglichen Definitions-Bereich 

von f(x ) hineinfällt, so hat dieselbe sicher die Form:

(2) $  (x -  « )  =  2 '  ~  (*  -  « ) ’'·
ü

Daraus folgt aber, dass unter den bezüglich der Beschaffen­
heit von f(x) im Punkte a gemachten Voraussetzungen zwei 
und nur zwei Möglichkeiten denkbar sind, unter denen 
keine Potenzreihe $  (x — a) von der gedachten Beschaffen­
heit existiren  kann, nämlich:

1. Wenn die Reihe ^  ̂ (x —  « )v für \x — a | <  e

d iv erg irt, wie klein man auch die positive Grösse e 
annehmen möge.



fW (a)
2. Wenn die Reihe v) {x —  aY zwar für irgend

welche Umgebung der Stelle a con v erg irt, aber ihre 
Summe nicht den Werth f(x) hat, dort, wo ihr Con- 
vergenz-ßezirk noch in den Definitions-Bereich von 
f{x) hineinfällt.

Die erste dieser beiden Möglichkeiten bietet für unsere 
Vorstellung auch nicht die geringste Schwierigkeit dar. Da 
nämlich fW (a) , wenn auch für jedes endliche n endlich, 
mit unendlich wachsendem n geradezu in der R egel 
gleichfalls in ’ s U nendliche wachsen wird1) (andernfalls

/  /  V

würde ja die Reihe y t (# — <0* beständig  conver-
giren, also ihre Summe eine ganze transscendente Function 
darstellen, was doch nur ein ganz specieller Fall wäre; das 
gleiche findet selbst dann noch statt, wenn fW (a) mit n so 
unendlich wird, wie die Potenz einer beliebig grossen 
endlichen Zahl), so liegt absolut keine Veranlassung dazu 
vor, an der Existenz von Functionen zu zweifeln, bei welchen 
für irgend welche Werthe x =  a die Zunahme von fM(a) für

V “! (®0wachsende n so stark ist, dass die Reihe 7 , ■■ .v— (x — aY 
für keinen noch so kleinen Werth von \x — a | convergirt.

1) Dieser Umstand ist thatsächlich von manchen mathematischen 
Autoren völlig übersehen worden, indem sie die für die Existenz der 
Taylor’schen Reihe nothwendige Bedingung von der „E n dlich k eit 
säm m tlicher A b le itu n g en “ dahin missverstanden, als müsse 
f n (a) für jedes noch so grosse n unter einer festen  en d lich en  
G renze bleiben. Auf diesem Missverständnisse beruht z. B. eine 
völlig irrthümliche Bemerkung des Herrn M ansion über den Rest 
der Taylor’schen Reihe und speciell über das oben erwähnte Beispiel 
von Du Bois R eym ond. (Note sur quelques principes fondamentaux 
d’analyse“ Art. III. — Annales de la Société scientifique de Bru­
xelles, 1879.) Desgleichen ein unzulänglicher Beweis des Taylor’schen 
Satzes von F. K önig. (Nouvelle démonstration du théorème de Taylor. 
Nouv. Annales, 2de Série, T. XIII p. 270.)
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Und es lassen sich auch mit Leichtigkeit h inreichende 
Bedingungen für die Art des Unendlichwerdens von /W  (a) 
für n =  oo aufstellen, welche die C onvergenz der obigen 
Reihe für jede noch so kleine Umgebung der Stelle a de­
fin itiv  ausschliessen.

So folgt z. B. aus dem C auchy’sehen Fundamental- 
Kriterium zweiter Art, dass die Reihe für kein noch so 
kleines | x — a | convergiren kann, wenn für v =  oo

wird, oder anders geschrieben:

/• " • 'w  I V , .
/<"-'> (o)| f

eine Bedingung, die sicher erfüllt ist, wenn von einer be­
liebigen Stelle ab:

fM(a)
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(3) =  V - ijl (?)(a)

ist, wo i}> (?) eine positive Grösse bedeutet, die mit v — 
wenn auch be lieb ig  langsam  in’s Unendliche wächst. 

Geht man, statt von dem Cauchy’sehen Kriterium, von
f  M  ( « )

der Bemerkung aus, dass die Reihe — -— {x— a)v sicher

beständig divergirt, wenn für jedes noch so kleine positive s 
und für v ^>n die Beziehung besteht:

lü ife )J v > iv !

so gelangt man statt der Bedingung (3) zu der folgenden:

l / ,(v)(«) 
v !

welche, wegen r ! <  j*', a fortiori erfüllt ist, falls für v̂ >jv.
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(5) (« )!.> (* '· </'(»'))’'
>  ev {igv +  q>{v)}

wobei cp (v) =  lg ift (v) gleichfalls eine mit v beliebig langsam 
in’s Unendliche wachsende positive Grösse bedeutet.

Ich will nun zunächst ein überaus einfaches und, wie 
ich glaube, in jeder Hinsicht tadelfreies Beispiel1) einer 
Function mit der eben besprochenen Eigenschaft angeben. 
Es werde gesetzt:

(6) f  (x )= y > .
—  v\ -J- x

wo a eine positive Zahl >  1 bedeutet. Diese Reihe con- 
vergirt unbedingt und gleichmässig für die ganze #-Ebene 
mit Ausschluss einer beliebig kleinen Umgebung der Stellen 
x =  — a°, — a — a " 2 · · ·. Sie convergirt insbesondere 
auch noch für x  =  0 und zwar g leichm ässig  für jeden

1) Bei der a. a. 0. von Du B oisR eym on d  angegebenen Reihe 
die mit der hier betrachteten formal sehr verwandt ist, nämlich:

4 -1 <«»>! « ·+ « ,*
(wobei 0, lim av — 0) sind, wie man auf den ersten Blick er­
kennt, die Differential-Quotienten nter Ordnung so complicirt, dass 
ihre explicite Aufstellung äusserst umständlich erscheint. Diese wird 
nun a. a. 0. in der That auch gar nicht geliefert, vielmehr wird nur 
gezeigt, dass |/*^(^) | für jedes endliche n unter einer gewissen mit 
n endlich bleibenden Grenze liegt. Zur Bildung von f  ̂  (0) wird 
sodann die gliedweise Entwickelung der obigen Reihe nach Potenzen 
von x  benützt, was einerseits eine unnöthige Weitläufigkeit der Rech­
nung zur Folge hat, andererseits aber auch den Nachtheil mit sich 
bringt, dass die S te t ig k e it  von (x) an der kritischen Stelle 
x =  o wohl aus allgemeinen Principien geschlossen, aber nicht ad 
oculos demonstrirt werden kann, wie es doch bei einem derartigen 
Beispiele wünschenswerth erscheint.
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Bereich, welcher den Punkt x = 0  auf der Begrenzung ent­
hält e in sch liesslich  dieser B egren zu n g , sofern nur 
keine weitere Stelle der Strecke 0 (— 1) im Innern oder auf 
der Begrenzung jenes Bereiches liegt. Denn in der That 
wird für alle solchen Werthe x der absolute Betrag von

_ y\ — eine Grösse von der Form X-av (wo X endlich)
CL "j" X

nicht übersteigen, woraus dann ohne Weiteres die gleich- 
mässige Convergenz der Reihe in dem behaupteten Umfange 
resultirt.

Das gleiche gilt von jeder Reihe, die sich durch n ma­
lige Differentiation aus der obigen ergiebt, sodass also auch:

(7) / ,(">Qc) =  (— 1)» --------\------
'  V  '''•(a~v+x)*+'

gesetzt werden kann. Daraus folgt aber für x — 0 :

a o ) = S ’’ 7 - y = e a ü

/<”> (0) = ( - 1)" - w! 2  TT 0,,("+ 1 ) = 1 )” · ” ! ca"+1

(8)

also für hinlänglich grosse Werthe von n sicher:

w!

woraus auf Grund der oben aufgestellten Bedingung (4) so-
f t *  (0)fort erkannt wird, dass die Reihe ;  , ■ ■ xv für jedes

noch so kleine x d iv erg irt , obschon f(x) für x =  0 mit 
sämmtlichen Ableitungen von jeder endlichen Ordnung end­
lich und ausser in der Richtung der negativen reellen Axe 
auch durchweg stetig ist.

Man bemerkt, dass bei der eben betrachteten Reihe die 
auf der negativen reellen Axe gelegenen Punkte — a°, — a“ 1,
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— a” 2 · · ·, welche die Häufungs-Stelle 0 haben, singuläre 
Stellen für die einzelnen Glieder sind. Verlegt man diese 
Stellen in die negative oder positive imaginäre Axe, indem 
man in (6) a~v durch ersetzt, so kann man durch
Vereinigung der conjugirten Glieder auch eine Function mit 
durchweg reellen Coefficienten hersteilen, welche mit allen 
Ableitungen in der Umgebung der Nullstelle auf der reellen 
Axe vorwärts und rü ckw ärts stetig ist, und für welche 
die Mac Laurin’sche Reihe dennoch divergirt. Man erhält 
auf diese Weise:

(9) * ü v 'Va i-\-x a t— x)
OD

=2>„  ' !a -* r+ a f·  
also:

=  ( - ! ) " ■  « i S ” TT 7 -
ffn (*)

! (a-2’'+ «* )"+ ' 
w o:

9n 0*0 =  ^  { ( «  +  a~v *)n+1 -  (* — a~y *)"+’ }

Da hier:

( 11) I /-i2·»-1) (0) I — 0 I P ”·) (0) I =  (2 m) ! (— l)"*e°2m+1 
so erkennt man wiederum ganz direct (also ohne irgendwie 
functionentheoretische Gesichtspunkte zu Hülfe zu nehmen) 
dass die Mac Laurin’sche Reihe für jedes noch so kleine x 
divergirt, und es dürfte daher dieses Beispiel insbesondere 
geeignet sein, auch im Rahmen einer gewöhnlichen Vorlesung 
über Differential-Rechnung die Möglichkeit dieses Vorkomm­
nisses zu illustriren.

1892. Math.-phys. CI. 2. 15
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Was nun die zw eite der oben erwähnten Eventualitäten
_ — j (v)

betrifft, dass nämlich die Reihe -y — (x —  a)v zwar con-

vergiren, aber ihre Summe von f(x ) verschieden sein könne, 
So scheint man, soviel ich weiss, bis zum heutigen Tage 
nicht über das von Cauchy a. a. 0 . gegebene Beispiel:

1
f  (x) =  e **

nicht hinausgekommen zu sein. Indessen fehlt demselben 
aus zwei Gründen die rechte Beweiskraft: einmal (was auch 
Du Bois Reyniond in dem citirten Aufsatze ausdrücklich 
hervorhebt), weil hier f ( 0) und f(n) (0) nicht «eigentlich* 
definirt sind, d. h. nicht durch directes E insetzen  von 
x =  0 aus einer der Definitionen:

i oo 1 1  i /  ® 1 1 x —i
=  ( _ 1 ) V '  ^  ̂  oder: c“  =  ( 2 V 7!

berechnet werden können, sondern lediglich als lim  / ’(^ fi) 
für e =  0 eine feste Bedeutung gewinnen;1) zweitens aber 
nach meinem Dafürhalten auch deshalb, weil das so definirte 
f  (0) mit allen Ableitungen den besonderen Werth N u ll hat, 
sodass von einer con verg iren den  Mac L a u rin ’ schen 
Reihe auch wiederum nur cum grano salis die Rede sein 
kann, da dieselbe form al e igen tlich  gar n icht existirt
—  ein Mangel, der durch Einführung einer Function von

der Form f(x) =  q> (x) +  e ** (wo q>(x) entwickelbar) zwar
verdeck t, aber in seinem Wesen doch nicht g eh ob en  wird.

Man erhält nun aber völlig einwandfreie Beispiele dieser
Art, wenn man in den oben betrachteten Reihen (6) und

1 (— l ) v (9) den Coefficienten —r durch -— ;— ersetzt. Auf diese v\ v !
Weise entsteht aus (G):

1) Dieser Einwand wird auch durch das Raisonnement des Herrn 
Herrnite (Cours d1 Analyse, T. I. p. 203) nicht entkräftet.
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Hier erkennt man aber, dass die Reibe:

geradezu beständig converg irt. Dass sie aber nicht mit 
f(x) übereinstimmen kann, geht daraus hervor, dass f(x) 
wegen der in unmittelbarer Nachbarschaft der Nullstelle sich 
häufenden singulären Stellen x =  — a~v für keine noch so 
kleine Umgebung der Nullstelle nach Potenzen von x ent­
wickelt werden kann (wie sich mit aller Strenge aus den 
Betrachtungen des folgenden Paragraphen ergiebt).

Will man statt der eben betrachteten Function, welche 
bei reell veränderlichen x an der Stelle x — 0 mit sämmt- 
lichen Differentialquotienten nur vorw ärts stetig ist, wiederum 
eine solche construiren, für welche das Gleiche sowohl vor­
wärts als rückw ärts stattfindet, so braucht man nur in

1 (— l)v(9) den Coefficienten —: durch -----— zu ersetzen. Alsdannvl v\
ergiebt sich:

(12)

woraus:

und daraus:

(15) / » " - ' )  (0) =  0 (0) =  (2 tn) ! (— 1)"' ·
15*
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Die Mac Laurin’sche Reihe würde auch hier wiederum be­
ständig convergiren, stellt aber nicht die Function f(x) dar. 
Bezeichnet man ihre Summe mit S(x), sodass also:

so stimmt S (,x), Sin) (x) nur für x =  0 mit /*(#), / Xw) (x) 
überein. Bildet man daher:

so liefert dieselbe ein Beispiel —  und, wie ich glaube, das 
erste bekannte Beispiel —  einer Function, welche für alle 
endlichen reellen x incl. x =  0 mit säram tlichen A blei­
tungen endlich  und ste tig  und auch noch für x =  0 
e ig en tlich  definirt ist, dabei aber (gleichwie die für x = 0

n ich t e igen tlich  definirte Function e”"**) die Eigenschaft 
besitzt, in beliebiger Nähe der Nullstelle n ich t zu ver­
schwinden, obschon sie für x — 0 mit säm m tlich en  Ab­
le itungen  verschw indet. Damit erscheint aber die von 
L agrange im 5. Capitel seiner T h eorie  des F on ction s1) 
geäusserte Ansicht, dass eine stetige Function, welche für 
irgend einen Werth der Variablen mit sämmtlichen Ablei­
tungen verschwindet, identisch  verschw inden  müsse, 
nunmehr endgültig widerlegt.

Der allgemeine Typus der im vorigen Paragraphen be­
trachteten Reihen lautet offenbar:

2V+1
(16)

(17) F ( z ) - f { z ) - S ( x )
1 a-v 
v ! a~2v -j- x*

§ 2.

00

1) Oeuvres complètes, T. IX, p. 63.



wo a0, at, af - · - eine abzahlbare Punktmenge bedeutet,1) 
welche (mindestens) einen nicht zur Menge gehörigen Grenz­
punkt a besitzt: gerade dadurch, dass die Stelle x =  a für 
kein einzelnes Glied der f(x) definirenden Reihe eine sin- 
läre ist, entsteht an der Stelle x =  a für f  (x) jene beson­
dere Singularität, welche f  (x) und fW (x) endlich und nach 
allen Richtungen stetig sein lässt, in denen nicht unendlich 
viele Punkte der Menge (ar) liegen. Es fragt sich aber, 
ob auch wirklich in diesem Falle a stets eine singuläre Stelle 
für f(x) sein muss. Dies ist nämlich keineswegs selbstver­
ständlich: denn wenn auch in jeder noch so kleinen Um­
gebung von a unendlich viele Punkte av liegen, welche für 
je  ein G lied der obigen Reihe singuläre Stellen sind, so 
wäre es gerade wegen der Unbegrenztheit ihrer Anzahl 
möglich, dass sie sich zusammengenommen in ihrer Wirkung 
annulliren.*)

1) Ich bemerke, dass die folgenden Betrachtungen auch Gültig­
keit behalten für Reihen von der etwas allgemeinen Form:
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wo die mv auch n ega tiv  gebroch en e  oder b e lie b ig e  ra tion a le  
p o s it iv e  Zahlen bedeuten.

2) Gerade in dieser Hinsicht enthält der oben erwähnte Versuch 
von Du Bois R eym ond , durch Condensation eine Function der 
fraglichen Art herzustellen eine Beweislücke. Es wird nämlich eigent­
lich nur gezeigt, dass man eine Function bilden kann, welche die 
betreffende Singularität in einer beliebig grossen en d lich en  Anzahl 
(n) von Funkten eines gewissen Intervalles besitzt, und dass die 
Function auch noch für n =  oo einen bestimmten Sinn behält. Als­
dann aber heisst es (a. a. 0. p. 617): „Es wäre f r e i l ic h  noch  
d ir e c t  zu ze igen , dass d ie  (bei dem eben erwähnten Grenzüber- 
gange resultirende) F un ction  F{x)  n ich t en tw ick e lb a r  is t , 
doch  w ollen  w ir hier d iese R ech n u n g  n ich t a n ste llen .“ — 
Ich halte es für sehr zweifelhaft, ob sich das hier überhaupt auf dem 
Wege b losser R echn u n g erweisen lässt.
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Es sei nun irgend ein einfach zusammenhängendes von 
einer Curve C begrenztes Flächenstück gegeben, welches 
keinen Punkt der abzählbaren Menge (av) im Innern oder 
auf der Begrenzung enthält, während auf der letzteren der 
eine Grenzpunkt a (aber kein weiterer, falls solche vor­
handen) sich befinden soll. Ist dann — |cy| convergent, so 
stellt nach einem bekannten Satze des Herrn W eierstra ss 
die obige Reihe eine innerhalb G reguläre analytische Func­
tion dar. Dies gilt aber auch noch für jeden Punkt x auf 
der Curve C —  mit eventueller Ausnahme des einen Punktes a. 
Denn da nach Voraussetzung x weder der Menge (ay) an­
geboren, noch ein Grenzpunkt derselben sein kann, so exi­
stiert stets eine gewisse Umgebung von x , innerhalb deren 
kein Punkt der Menge (ay) liegt, sodass also f(x) für diese 
Umgebung wiederum regulär bleibt.

Um nun das Verhalten von f(x) für die Stelle x =  a 
zu untersuchen, bemerke man zunächst, dass allemal, wenn 
man den Punkt a durch einen der Menge selbst angehörigen 
Punkt —  etwa a0 —  ersetzt, dieser sicher eine singuläre 
Stelle für f(x) sein muss (gleichgültig, ob a0 ein Grenz­
punkt der Menge ist oder nicht). Man erkennt dies, wie 
Herr Goursat gezeigt hat,1) indem man die obige Reihe 
folgendermassen in drei Partien zerlegt:

rix) =  -<■»—  +  _ ü _  +  2 - — - -  
a0 —  x  av —  x  jÄjJ cr„ —  j

=  fl 0*0 +  fs (-*0 +  fs 0*0

QO
wo n so fixirt sein soll, dass ^|£>| =  # -c 0 ( # < 1) wird,

«+1
was in Folge der Convergenz von ~\cv\ stets möglich ist.

1) Sur les Fonctions a Espaces lacunaires. Bulletin des Sciences 
mathématiques, 1887. 2ièœe Série, T. XI. p. 109.



Alsdann ist f2 (x) regulär für eine gewisse Umgebung der 
Stelle cf0, während fi (x) in a0 eine singuläre Stelle besitzt, 
welche durch f3 (,x), wie mit Hülfe der Bedingung:

OP
2  \cv\ =  & c0 leicht zu ersehen ist, n ich t annullirt werden 
» + l 
kann.

Tritt sodann an die Stelle des einen Punktes a9 eine: 
unendliche Anzahl solcher Punkte, welche auf der Curve C 
oder irgendwelchen Bögen derselben überall dicht liegen, so 
lässt sich weiter folgern, dass jeder solche Bogen eine sin­
guläre L in ie  für f(x) sein muss, sodass also für keinen 
Punkt a eines solchen Bogens eine Reihe (x— a) existirt, 
welche innerhalb G mit f(x) übereinstimmt.

Die obige Schlussweise beruht nun aber wesentlich da-
c

rauf, dass der Term — -— w irk lich  in f(x) vorkom m t,
*  — «o

während in dem hier zu betrachtenden Falle die Existenz
ceines Gliedes von der F orm -------- gerade ausgeschlossen ist,x ö

da ja a der Menge der ay n ich t angehören sollte.
Es lässt sich indessen zeigen, dass auch in diesem Falle 

a stets eine singuläre Stelle für f(x) ist, sofern man nur 
die Menge (av) der einzigen Beschränkung unterwirft, dass 
ln jed er N ähe von a solche av vorhanden sind, die 
höchstens in L in ien  (aber nicht in Flächentheilen) oder 
überhaupt n icht ü bera ll d icht liegen .1)

Angenommen nämlich f  (x) wäre für die Stelle a re­
gulär, so müsste das Gleiche für alle Stellen innerhalb eines

1) Damit ist nicht ausgeschlossen, dass ein T h e il der Menge 
(av) in der Nähe von a auch in Flächentheilen überall dicht liegt. 
Der Beweis behält sogar noch seine Gültigkeit, wenn die Menge (av) 
in der Nähe von a a u ssch lie ss lich  aus Punkten besteht, welche 
in Flächentheilen überall dicht liegen, sofern nur irgendwo auf der 
B egrenzu n g derselben in jeder Nähe von a stets auch Punkte av 
(nicht bloss Grenzpunkte) liegen.
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gewissen um a zu beschreibenden Kreises der Fall sein. 
Dies ist aber in Folge der über die Vertheilung der av ge­
machten Voraussetzung unmöglich, da nach dem angeführten 
Satze innerhalb jenes Kreises stets singuläre Punkte oder 
Linien von f(x) liegen müssen.

Die Möglichkeit dieser Schlussweise bleibt aber unver­
ändert bestehen, wenn an die Stelle des einen Grenzpunktes 
a eine beliebige Anzahl solcher Punkte tritt, die auch auf G 
oder irgend einem Bogen von G überall dicht liegen dürfen, 
sofern nur die Punkte av in der Umgebung jed es solchen 
Punktes a der oben angegebenen Bedingung genügen, und 
es gilt somit der folgende Satz:

B efinden  sich auf der gesch lossenen  Curve C 
b e lieb ig  v ie le  G renzpunkte a der d u rch w eg  ausser­
halb des B ereiches (C) gelegenen  P unktm enge (ay), 
30 ist fü r  die innerhalb  (0 ) regu läre  analytische 
F u n ction :

00 Q er»
f  (x) =  y V ------—  (wo ' y y  \cj convergent)0 cty x Q

jed er Punkt a ein singulärer Punkt und jeder 
C urvenbogen von C, auf dem Punkte a überall 
d ich t liegen , eine singu läre L in ie, so fern  in be­
lieb ig er  Nähe jedes Punktes a stets Punkte ay 
vorhanden sind, w elche höchstens in L in ien  (nicht 
in F lächentheilen ) ü bera ll d icht liegen .
Beispiele solcher Punktmengen sind:

wo pv positiv und für jedes endliche v >  1 , dagegen

während e eine complexe Zahl mit dem absoluten Betrage 1,



aber keine Einheitswurzel sein soll, also ε =  β2*π\ wo s 
eine Irrationalzahl bedeutet. Die Punkte ev (v =  0, 1, 2 -· -  
liegen dann au f dem Einheitskreise überall dicht, während 
die Punkte av =*pv · a v =  ρμ · εν durchweg ausser­
halb  des Einheitskreises liegen, aber alle Punkte desselben 
zu Grenzpunkten haben. Dabei nähern sich mit wachsendem 
v die Punkte av — pv · ev in spiralartiger Anordnung dem 
Einheitskreise und liegen n irgen d s (auch auf keiner Linie) 
überall dicht, während die Punkte a^ v =  ρμ · ey auf allen 
um den Nullpunkt concentrischen Kreisen mit den Radien 
p (μ =  0 ,1 , 2 * · ·), aber nicht in irgendwelchen Flächen- 
theilen überall dicht liegen.

§ 3.

Auf Grund der im vorigen Paragraphen angestellten 
Betrachtung sind wir nunmehr im Stande, Reihen zu con- 
struiren, welche im Innern und auf der Begrenzung eines 
gewissen Bereiches —  etwa des Einheitskreises um den Null­
punkt —  durchweg endliche Ableitungen jeder endlichen 
Ordnung besitzen und dennoch in beliebig vielen, auch un­
endlich vielen auf dem Kreise überall dicht liegenden Punkten 
a n icht nach Potenzen von (x — a) entwickelbar sind, also 
in dem zuletzt genannten Falle eine analytische Fortsetzung 
über den Einheitskreis hinaus nicht zulassen.

Es seien also ausserhalb des Einheitskreises unendlich 
viele Punkte av gegeben, welche auf der Peripherie desselben 
beliebig viele Grenzpunkte a besitzen sollen. Man hat als­
dann für jedes endliche v: | av \ >  1 , während für v =  oo 
entweder geradezu lim | av | =  1 ist oder wenigstens die untere 
Unbestimmtheitsgrenze von av den Werth 1 haben muss (mit 
anderen Worten: es können die Punkte av auch noch ausser­
halb des Einheitskreises beliebig viele Grenzpunkte besitzen).
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In der Umgebung jedes auf dem Einheitskreise gelegenen 
Grenzpunktes a sollen die av der in dem Satze des vorigen 
Paragraphen statuirten Bedingung genügen. Bedeutet dann
— | cv | eine convergirende Reihe, so ist die Reihe:

,1)
0 v

zunächst innerhalb des Einheitskreises gleichmässig conver- 
gent und kann für diesen Bereich in die ebendaselbst con­
vergirende Potenzreihe:

(2) f (x) =  ^ A ka/· wo: =
U V av

umgeformt werden. Man kann nun aber durch eine passende 
Wahl der cv leicht erzielen, dass die Reihe (1), wie auch 
die Potenzreihe (2) auch noch auf der Peripherie des Ein­
heitskreises unbedingt und gleichmässig convergiren. Da 
nämlich für | x | <. 1 die Beziehung besteht:

I av —  *  I >  I °v I — I *  I ^  I ° > l— 1
so hat man insbesondere für alle Punkte x auf der Peripherie:

und n wird daher die Reihe (1) noch auf dem genannten 
Einheitskreise unbedingt und gleichmässig convergiren, falls

I cv Idie Reihe ~ convergirt, also für:

< v = ( K i  — i ) · « ;
wo cv das Glied einer absolut convergirenden Reihe bedeutet. 
Zugleich erkennt man, dass dann auch die Potenzreihe (2) 
auf dem Einheitskreise noch unbedingt und gleichmässig con­
vergirt, denn man hat:
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2*1 V *!, - W J ,|*! = l o u avu

1 U+ 1
s 2 > K ! S *  j l "  - 2 ' i ^ i

ii t\ v l  11 I y  |

Ferner folgt aus (1) und (2) durch n malige Differentiation:

(3) , « ( « )  =  „ !

=  l (X — 1) · · · (A — ii —}-· 1) %*~u
n

zunächst wieder für das Innere des Einheitskreises. Es werden 
aber auch diese beiden Reihen für ein bestimmtes n (und 
dann a fortiori für jedes kleinere n) noch auf dem Einheits- 
kreise unbedingt und gleichmässig convergiren und dem- 
gemäss dort auch noch die nte Ableitung von f(x) darstellen, 
wenn die cv so gewählt werden, dass die Reihe:

cv 1
K l —])"+'

convergirt, was man offenbar wiederum erzielen kann, wenn 
man setzt:

cv =  ( I av I — 1)M+1 * cv wo ~  I cv I convergirt.

Daraus folgt nämlich zunächst wieder ohne weiteres die unbe-

dingte und gleichmässige Convergenz der Reihe

für alle Punkte der Peripherie, während das Gleiche für die 
entsprechende Potenzreihe erkannt wird aus der Beziehung:
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S ä(a +  1) ( * + 2 ) · · · ( *  +  » )
ü v ' 0

V  ( K l  — 1)“+1

Nun lassen sich aber die cv geradezu so fixiren, dass die 
Reihe:

\ ' r \

nicht nur für irgend ein bestimmtes (und dann eo ipso für 
jedes kleinere) m, sondern geradezu für jedes noch so grosse 
m (ohne obere Grenze) convergirt.

Setzt man zur Abkürzung:

1
« J — 1

=  qv d .h . | öy | — 1 ~

WO qv wesentlich positiv und für v =  oo : lim qv =  oo 
oder die obere Unbestimmtheitsgrenze von qv unendlich wird, 
so hat man identisch:

(5) l= \ cv\'iv =  \cv- rv\·—

und wenn daher rv positiv und so gewählt wird, dass für 
jedes noch so grosse:



wird —  was z. B. für lim qv =  oo stets der Fall ist, wenn 
man setzt:1)

(7) rv =  l>-qv ( b <  1) 

oder auch:

(8) rv =  [lg qv~]! (wo [x] die grösste in x enthaltene
ganze Zahl)

so genügt es nach Gleichung (5) für den gewünschten Zweck 
in jedem  F a lle , wenn sodann:

(9) K l · * ;  — K l  also:
rv

genommen wird, wo | clv | das Glied einer convergenten Reihe
tn

bedeutet. Wenn aber hierbei schon —  für jedes noch so
ry

grosse m das Glied einer convergenten Reihe bildet, was 
z. B. stets der Fall ist für qv ^ v  und rv =  ebenso 
für qv ^  ay (a >  1) und rv — v !), so reicht es schon hin, 
wenn man setzt:

( 10 )  K K = 1  a l s o :  | cv | =  - J -
rv

Hiernach ergiebt sich aber in Verbindung mit dem Satze 
des § 2 das folgende Resultat:

B esitzt die durchw eg ausserhalb des E inheits­
kreises gelegene abzahlbare M enge (a„) au f dem

1) Wäre nur die obere U n bestim m th eitsgren ze  von =  
so würde man der Forderung beispielsweise genügen können, indem
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E inheitskreise  be lieb ig  v ie le  G ren zp u n k te , so 
lassen sich au f m ann igfache W eise  u n en dlich e 
Reihen von Grössen cv stets so bestim m en, dass 
die Reihen:

n ich t nur im Innern , sondern auch au f der Peri­
pherie unbedingt und g le ich inässig  con v erg iren  
und in die eben daselbst u n bed in gt und g le ich - 
m assig converg irenden  P oten zre ih en :

um geform t werden können.
Bedeutet dann a einen au f der P eripherie  

b e fin d lich en  G renzpunkt der av von so lch er  Be­
sch a ffen h eit, dass in je d e r  Nähe von a stets 
Punkte av vorhanden sind, w elche h öch sten s in 
L in ien , n icht aber in F lächentheilen , überall 
d icht liegen , so ex istirt keine P oten zreih e (#—a) 
derart dass die G leichung f(x) =  (x— a) besteht 
für Punkte in b e lieb ig er  Nähe von a, die im 
Innern oder auf der P eriph erie  des E in h eits­
kreises liegen .

W enn also solche Punkte a au f der P e r i­
pherie ü b era ll d ich t liegen  (sodass schliesslich jed er  
Punkt der Peripherie als ein Grenzpunkt der Menge (ar) 
anzusehen ist), so ex istirt fü r f(x) keine an a ly ti­
sche F ortsetzung über d ie P eripherie des Ein­
heitskreises hinaus, obschon  f(x) mit sämmt-

00 00 C.

er
f i x )

υ
on

/■(»*) ix) =  1)···(λ—η-\-)·χ?—η
η
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liehen A bleitungen  jeder endlichen  Ordnung dort 
noch en d lich  und stetig  ist.

Der Vollständigheit halber sei hierzu noch bemerkt,
^  Cy

dass der Convergenzbezirk der Reihe ^ ----------in Folge der

den Punkten av auferlegten Beschränkung mit dem Ein­
heitskreise noch nicht erschöpft sein wird, sondern je nach 
der Wahl der ay noch aus einem oder mehreren (eventuell 
auch unendlich vielen) Stücken ausserhalb des Einheits­
kreises bestehen muss. Alsdann stellt also auf Grund der 
von Herrn W eierstrass gegebenen Begriffsbestimmung der

■ »  Cy
analytische Ausdruck ~ verschiedenen Gebieten

versch iedene analytische Function dar.
Um mit Hülfe des oben ausgesprochenen allgemeinen 

Satzes bestimmte Beispiele von Functionen zu construiren, 
die trotz der Endlichkeit der Ableitungen über den Einheits­
kreis nicht fortgesetzt werden können, mögen etwa die am 
Schlüsse des vorigen Paragraphen angeführten Punktmengen 
benützt werden. Sei also:

ay = p y · ev (wo e =  e-S7l\ s eine Irrationalzahl)

! > „ > ! ,  limPy =  1

so kann man setzen:
1

'cS bpv~l

Setzt man speciell:

py =  1 +  i  ( » =  1 , 2 , 3 · · . )

so wird:
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Nimmt man pv =  e a l s o -------- =- ry v, so ergiebt sich, wenn
P v  *■V

man für ε seinen Werth einsetzt:

Diese Reihen convergiren dann auch noch gleichmässig 
für das ganze Gebiet ausserhalb des Einheitskreises mit Aus­
schluss der unmittelbaren Umgebung der Punkte ccy= p y ev̂ 
welche ausserhalb des Einheitskreises keine weiteren Grenz­
punkte besitzen. Zwischen den Werthen der Reihen f(x) 
im Innern und ausserhalb des Einheitskreises existirt jedoch 
kein „analytischer“ Zusammenhang.

Es werde ferner gesetzt:

und e gleichfalls die frühere Bedeutung hat. Bildet man 
alsdann:

so erkennt man leicht, dass die gleichmässige Convergenz 
von f(x) und ]f(w) (x) auf der Peripherie wiederum erhalten 
bleibt, wenn man etwa setzt:
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Alsdann ergiebt sich:
7 li _l_ 1/

wo:

€ U+0'
V

Der Convergenz-Bereich von f  (x) besteht hier — abgesehen 
von dem Innern des Einheitskreises — aus dem ganzen 
Ebenenstöcke ausserhalb des Kreises mit dem Radius pt 
(wobei für die oben getroffene specielle Wahl p1 — 2 bez. 
p x =  e ist), sodann aus unendlich vielen concentrischen 
Ringen, welche begrenzt werden von Kreisen mit den Radien 
Pp und (ß =  1, 2, 3 · * ·). Auf allen diesen Kreisen
liegen die Punkte a überall dicht, sodass also die Reihe 
f  (x) in diesen sämmtlichen Stücken ihres Convergenzbereiches 
lauter verschiedene analytische Functionen darstellt. Jedoch 
besitzt sie nur auf dem Einheitskreise die Eigenschaft mit 
allen Ableitungen endlicher Ordnung endlich und stetig zu 
sein, während sie auf den sämmtlichen übrigen Begrenzungen 
divergirt.

Will man Functionen construiren, welche in der einen 
Halbebene —  z. B. der oberen —  einschliesslich der reellen 
Axe mit sämmtlichen Ableitungen stetig und dennoch nicht 
analytisch fortsetzbar sind, so braucht man nur das Innere 
des Einheitskreises mit Hülfe der Substitution:

z — i

auf die obere *r-Halbebene abzubilden.
1892. Math.-phys. CI. 2. 16
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§ 4.
Ich gehe nun dazu über, einen weiteren Typus von 

Reihen anzugeben, welche auf der Grenze eines gewissen 
Bereiches noch mit allen Ableitungen endlich und stetig, 
dennoch nicht analytisch fortsetzbar sind. Obschon dieselben 
mit den Untersuchungen der beiden letzten Paragraphen 
nicht in unmittelbarem Zusammenhange stehen, so liefern 
sie doch eine sehr brauchbare Illustration zu den im § 1 
entwickelten Principien, indem sie bei ausserordentlicher 
formaler Einfachheit auf dem Wege ganz elementarer Rech­
nung deutlich erkennen lassen, warum die Entwickelbarkeit 
auf jener Grenzlinie vollständig aufhört: nämlich, weil die 
Ableitungen w*61* Ordnung für unendlich viele, überall dicht 
liegende Stellen mit n so stark zunehmen, dass die Taylor1- 
sche Reihe nicht mehr convergirt.

Es werde gesetzt:

0
wo a eine positive ganze Zahl > 2 ,  t =  t1-\- T%i eine com­
plexe Variable bedeutet. Um den Convergenzbereich dieser 
Reihe zu erkennen, hat man :

und daher für v =  oo :

i =  0 , wenn >  0
lim

ur
=  lim

•v·** r == o, 
~r~ \  = o o ,v +  1 \ =  oo, wenn %x <  0

d. li. die Reihe convergirt absolut für alle t mit nicht-nega­
tivem imaginärem Bestandtheil, also innerhalb der oberen



Halbebene einsch liesslich  der reellen  Axe. Das Gleiche 
gilt auch fiir sämmtliche Ableitungen von ip (t). Man hat 
nämlich:
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sodass also die Reihe für ip W (t) auch auf der ganzen reellen 
Axe absosut convergirt. Es stellt hiernach ip (f) für die 
obere Halbebene eine analytische Function von t dar, welche 
noch auf der Grenze dieses Bereiches, nämlich der reellen 
Axe, mit allen Ableitungen jeder endlichen Ordnung endlich 
und stetig ist.

Nichtsdestoweniger lässt sich leicht zeigen, dass (t) 
über diesen Bereich nicht analytisch fortgesetzt werden kann.

Setzt man zunächst in (2) £ =  2xtt (x =  0, J^2-· ■), 
so folgt:

und ebenso für t =  (2 x +  1) n :

ipW ((2 x +  l) 7r) | =  enH bezw. =  c“n—  2 (ersteres, wenn 
a ungerade, letzteres, wenn a gerade).

Daraus erkennt man aber zunächst, dass die Taylor’sche 
Reihe für sämmtliche Stellen t — f.irc =  0, ^  l, i  2 ■ * ■) 
divergirt (cf. § 1, Gl. (5)).

Das Gleiche findet nun aber statt für alle Stellen
Ll 7tt =  , wenn p eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. 

Setzt man nämlich ip(u) (/) in die Form:

o

und daher insbesondere für reelle t:

| (2 x 7t) | == c°n



p—1 n y Qo x»h ̂
i/A") (i) =  t». 2J5’ —j  ea,/1' -j- i”. —T ̂  U

o v - p v -
P ~ 1 nn v .. _ oo_ „w  (p + r) .

=  y v  —r c" * * +  i". , rr c“p+'' * *■
V  v! o b + * ’) !

2 x iT
so ergiebt sich zunächst für t =  (x =  -f- 1, -{- 2 · · ·):

(3) \ fl? /  o v! u +

=  *" {  6V« +  «“" }
wo:

nnv { \
c , »  =  S ' i r { « ·

Nun ist aber:
P~~2 npn__ 1

(4) \Cpt„ \ < 2 . ^ y â < 2 · — —  T < 2 - a? »
ü U L

folglich wird, wie gross man auch p annehmen mag, n stets 
so gross genommen werden können, dass der in (3) vor­
kommende Term e“w beliebig viel grösser ist als | CPtU |; dies 
gilt selbst dann noch, wenn man p über alle Grenzen wachsen 
lässt, sobald man nur nimmt. Somit folgt aus (3)
und (4), dass für unendlich wachsende n

(5) ( - ^ )  i « '

wird, und das Nämliche ergiebt sich auf analoge Weise auch 

für xpW n~ In Folge dessen muss aber die Tay-

fll TClor’sche Reihe für i// (t) an allen Stellen t =  divergiren,
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wie gross man auch p nehmen mag, und da diese Stellen 
auf der reellen Axe überall dicht liegen, so ergiebt sich in 
der That, dass ip(t) für keinen einzigen reellen Werth tQ 
nach Potenzen von t — t0 entwickelt werden kann.

Die Reihe (1) ist aber auch noch in einer weiteren Be­
ziehung lehrreich, insofern man daran erkennen kann, dass 
auch die zweite der beiden in § 1 erörterten Möglichkeiten, 
nämlich die C onvergenz der Taylor’schen Reihe

v > Ä o ) ,
jLj v\ t t - t o f

aber ohne die Gültigkeit der Beziehung

2 ^  - * « >  

geradezu in unendlich  v ielen  Punkten jedes noch  so 
k leinen  In terva lles stattfinden kann.

Angenommen nämlich, es sei jetzt speciell a eine un­
gerade Zahl von der Form 4 k -f- 3 (k — 0, 1, 2 · · -). Als­
dann bemerke man zunächst, dass alle ungeraden Potenzen 
von a gleichfalls von der Form 4 & -j- 3, dagegen alle ge­
raden von der Form 4& +  1 sind,

_ · i a 2 v x i _ , ·e =  —  % e =  1

wird. Setzt man daher in (2) t=(m-\-^)7t^ so ergiebt sich:

ip(*)(Qm 4~ 1) 7t) — in' ~~t  emaV 'n%
o v ·

. 1 anv
=  (— i)m · »"+1 (— 1)” · t t

ü
also:

(6) | ipw ((w +  |) 7t) | =  e“ aH

sodass die Taylor’sche Reihe zunächst an allen Stellen 
tQ =  (m +  n {m =  0, +  1, +  2 · · ·) für jedes noch so 
grosse (it — £0) convergirt.
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Man findet nun aber ganz analog wie oben Gl. (3), dass

(7) \ ^ ( - i J - y < G P,n +  e -^

w o:

(8) C'p,tt<ar»
und da, wie gross man auch p nehmen möge, die Reihe mit 

dem allgemeinen Gliede: j a pu- ( - e- “* Jr* für jedes noch 

so grosse r convergirt, so folgt, dass die Taylor’sche Reihe
2  {t _  toY für alle stellen to =  d. h. 

schliesslich für unendlich viele, überall dicht liegende Punkte 
der reellen Axe con v erg irt und zwar sogar beständig  
converg irt. Da aber in beliebiger Nähe jeder solchen 
Stelle andere liegen, für welche nach dem zuvor gesagten 
die Taylor’sche Reihe d iv erg irt , so kann sie nicht die 
Summe rp (t) haben.

Hieran knüpft sich naturgemäss die Frage, ob es denkbar 
wäre, dass die Taylor’sche Reihe für alle Stellen eines 
gewissen Intervalles convergirte oder genauer gesagt, ein Con- 
vergenz-Intervall besitzt, dessen Ausdehnung unter eine be­
stimmte angebbare Grösse nicht herabsinkt, und dass ihre 
Summe nichtsdestoweniger mit der erzeugenden Function nicht 
übereinstimmte ?

Diese Frage ist aber zu verneinen. Angenommen näm­
lich, es convergire die Reihe:

0
für und r < r n so hat man sicher für alle Werthe-
paare (£, r) aus dem angegebenen Bereiche:

^  (o  - ~



und daher insbesondere, wenn q die k leinere der beiden 
Grössen — t0) und r, bezeichnet:

(9) lim ^ W) (*° ~j~ 9 4L -g" =  0 ( 0 < ^ ^ 1 )
n =  oo W .

Nun gilt aber mit Benützung der L a g ra n ge ’schen Restform 
die Entwickelung:

a o ,
o v . n .

und man erkennt aus Gl. (9), dass dieses Restglied für h<.q 
mit unendlich wachsenden n verschwindet, sodass also in der 
That die Beziehung gilt:

(11 ) if, 0 # +  h) =  A ' für A <  <?.
0 V-

Damit ist also bewiesen, dass die Taylor’sche Reihe nicht 
für alle Stellen eines beliebigen kleinen Intervalles einen 
Convergenzbereich von angebbarer Grösse besitzen kann, ohne 
dort auch die betreffende Function darzustellen. Mithin gilt 
der Satz:

W enn die T a y lo r ’ sche Reihe — - - f i - hv für

irgend einen bestimmten W erth  t0 der reellen 
V ariablen  t und für h<*Q con v erg irt , ohne die 
Summe ip(t0-\-h) zu besitzen , so müssen entweder 
in jed er be lieb igen  Nähe von t0 Stellen  V ex i-

stiren , sodass ^   ̂hv für jed es noch so

kleine h d ivergirt, oder es muss zum mindesten 
die untere Grenze für die C onvergenzradien  aller

m ög lich en  R eihen : ^  B e r th e  * i n

der Nähe von t0 den W erth  N ull haben .1)
S / )  ^

----- j— hv in dem vorliegen-
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Der Satz gilt offenbar auch für den Fall einer com- 
plexen Variablen t. Denn man kann die Gesammtheit der 
Stellen, welche auf irgend einer im Punkte t0 beginnenden 
geradlinigen Strecke liegen, durch eine ganze lineare Sub­
stitution auf ein Stück der reellen Axe congruent abbilden 
und sodann wieder die oben benützte Schlussweise anwenden.

Bei dem oben betrachteten Beispiel:

( 1) ^ (0  =  2 vA eoVi’’ü v ·
tritt also —  wenn a =  4 k +  3 —  thatsächlich der Fall ein, 
dass in jedem noch so kleinen Intervalle Stellen liegen, für 
welche der Convergenz-Radius der Taylor’schen Reihe un­

endlich  gross ist (nämlich für t =  — — )> und eben­

falls solche, für welche dieselbe g le ich  N u ll ist (nämlich 
<···  ̂ m 71 ̂ für t =  ~ X

Ersetzt man in (1) t durch (— 0 , so wird die Reihe:

(12) =  2 ” TT e~aVU
U

eine analytische Function darstellen, welche nur für die 
untere Halbebene einschliesslich der reellen Axe mit sämmt- 
lichen Ableitungen existirt, und es ergeben sich durch Ad­
dition und Subtraction von ip(t) und ip (— f) (wobei, wie 
man leicht erkennt, die fraglichen Singularitäten sich nicht 
etwa herausheben können), die Reihen:

__^  sin av t

den Falle offenbar eine u n ste tig e  Function von t ist, so brauchte 
in der That keine bestim m te S te lle  t* zu existiren, wo derselbe 
wirklich =  0 wird.



als Beispiele von Functionen, welche für alle reellen t mit 
sämmtlichen Ableitungen jeder noch so grossen endlichen 
Ordnung endlich und stetig sind, und dennoch nicht in das 
complexe Gebiet der Variablen t fortgesetzt werden können.

Setzt man schliesslich in (1) noch et* =  x, so folgt, dass 
die Function:

(14) f  {x) =  'sjp * —]xaV
υ

nicht über den Einheitskreis hinaus analytisch fortgesetzt 
werden kann, obschon sie noch auf der Peripherie derselben 
mit allen Anleitungen jeder endlichen Ordnung endlich und 
stetig ist.

Der allgemeine Typus derartiger Reihen lautet offenbar:

(15) f{x) cv ■ xmv
0

wo die mv positive ganze Zahlen von der Beschaffenheit 
bezeichnen, dass der grösste gemeinsame Theiler von mVi 
mv+v v selbst in’s Unendliche wächst, während
die Coefficienten cv so beschaffen sein müssen, dass die Reihe:

c v  m v  =  S »

für jedes endliche n zwar con v erg irt, aber ihre Summe mit 
n so stark zunimmt, dass:

für jeden noch so kteinen Werth ρ d ivergirt.
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