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Zur

Theorie der Taylor'schen Reihe und der analytischen
Functionen mit beschranktem Existenzbereich.

Von Alfred Pringsheim.

(Eingelanfen 7. Mai.)

Im 15. Bande der Acta Mathematical theilt Herr
Mittag-Leffler die folgende von Herrn Fredholm auf-
gefundene Reihe:

0

als erstes Beispiel einer Function mit, welche Uber einen
gewissen Bereich (den Einheitskreis um den Nullpunkt) nicht
analytisch fortgesetzt werden kann, d. h. fur keine Stelle
auf der Grenze dieses Bereiches nach der Taylor'schen Reihe
entwickelbar ist, obschon sie daselbst mit sammtlichen
Ableitungen stetig ist.

Die Reihe ist in der That wegen ihrer ausserordent-
lichen Einfachheit bemerkenswerth: dagegen scheint mir
dieselbe keineswegs etwas principiell neues darzubieten
und in dieser Hinsicht von Herrn Mittag-Leffler einiger-

1) »Sur une transcendante remarquable trouvee par M. Fredholm.*
A. a 0. p. 279.
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maassen Uberschatzt zu werden. Denn abgesehen davon,
dass wohl Niemand, der sich mit der Theorie der Taylor'-
schen Reihe etwas naher beschaftigt hat, an der Existenz
derartiger Functionen den geringsten Zweifel haben konnte,
so mdchte ich Herrn Mittag-Leffler nicht einmal darin
beistimmen, dass solche Functionen bisher Uberhaupt noch
nicht studirt worden seien.l)

Die principielle Frage, um die es sich hierbei einzig
und allein handelt, ist doch lediglich die: Giebt es Func-
tionen, die auch nur an irgend einer einzigen Stelle
endliche Differentialquotienten?) jeder endlichen Ordnung
besitzen und dennoch nicht nach der Taylor'schen Reihe
entwickelbar sind? Denn aus einer Function, die eine der-
artige Singularitat an einer Stelle besitzt, lassen sich ja
dann nach bekannten Methoden — etwa mit Hilfe des von
Herrn Cantor angegebenen Condensations- Principesd —
leicht solche bilden, bei denen die namliche Singularitat in
allen Punkten einer beliebigen abzahlbaren unendlichen Menge
auftritt.

Nun hat aber im Gegensatz zu Lag range, welcher
geradezu die Ansicht aussprach,4) dass die Endlichkeit von

"W (x) fur jedes endliche v die Gultigkeit der Entwicklung:

1) Es heisst a. a. 0.: Autant que je sache, toutes les fonctions
qui n’existent que dans un certain domaine du plan et qui ont été
étudiées jusqu’ici, cessent d’exister, parce que les fonctions
elles mémes ou leurs dérivées deviennent discontinues sur la
frontiére.

2) Selbstverstandlich handelt es sich hierbei im Falle einer cont
plexen Variabein nicht um Differentialquotienten nach allen mdog-
lichen Richtungen, sondern nur nach einem Theil dieser Richtungen.

3) Math. Ann. Bd. XIX. p. 588.

4) Théorie des Fonctions. Chap. V. Art. 30 (Oeuvres complétes,
T. IX p. 65). — Lecons sur le Calcul des Fonctions. Lec. Il
(Ceuvres compl. T. X. p. 72)
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(und damit eo ipso auch die Convergenz der betreffenden
Reihe) nach sich ziehe, Cauchy schon in seinen ersten
,Lecons sur le Calcul infinitésimal* vom Jahre 1823
ausdricklich die Bemerkung gemacht,l) dass nicht einmal
die Convergenz der Taylor'schen Reihe hinreiche, nm da-
raus die Gultigkeit der obigen Beziehung zu folgern. Und
obschon sich gegen das einzige zum Belege seiner Behaup-
tung angefuihrte Beispiel gewisse, nicht recht zu wider-
legende Einwénde erheben lassen (wovon weiter unten noch
die Rede sein wird), so ist doch die sachliche Richtig-
keit jener Cauchy'schen Bemerkung, die sich auch in zahl-
reichen besseren Compendien der Differentialrechnung repro-
ducirt findet,*) meines Wissens von neueren Mathematikern
niemals bestritten worden,3 mag dieselbe auch diesem
oder jenem mathematischen Schriftsteller vielleicht génzlich
entgangen sein.4)

1) a a 0. p. 152. Auch in den ,Lecons sur le Calcul dif-
férentiel* vom Jahre 1826: p. 105, und den ,Lecons sur le Cal-
cul différentiel et intégral“ von Cauchy-Moigno: T.l p. 7L

2) z.B. Hermite, Cours d’'Analyse, T.l. p.203. — Serret-
Harnack, Differential- und Integral-Rechnung, T.l. p,152.
— Houél, Calcul infinitésimal, T. I. p. 286.

3) Nur der Vollstandigkeit halber méchte ich als einzig mir be-
kannte Ausnahme ein Buch mit dem viel versprechenden Titel: ,Le
Calcul infinitésimal fondé sur des Principes rationnels”
von P. H. Fleury (Paris 1879) anfiihren. Was aber der Verfasser
dort auf p. 234—236 vorbringt, enthalt nur ein Kérnchen Wahrheit,
soweit er sich gegen die besondere Form des Cauchy’'sehen Beispiels
wendet. Alles Ubrige sind theils nichtssagende, theils geradezu ab-
surde Redensarten.

4) z. B. Hankel, der in seiner bekannten Abhandlung uber die
unend:ich oft unstetigen Functionen (1870) gelegentlich noch ganz
den Lagrange’sehen Standpunkt vertritt: cf. Math. Ann. Bd. XX.
p. 102.
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Immerhin bin auch ich der Ansicht, dass jenes Caucliy’-
sche Beispiel nicht ausreicht, um die Existenz einer nicht
entwickelbaren Function mit lauter stetigen Differential-
Quotienten schlechthin evident zu machen. Dies wird nun
aber thatséchlich vollstandig geleistet durch ein von Du
Bois Reymond im Jahre 1876 publicirtes Beispiel einer
Function,l) welche an einer gewissen Stelle endliche und
stetige Differentialquotienten jeder endlichen Ordnung besitzt,
wahrend die mit diesen Differentialquotienten gebildete Tay-

@ rvrx\
lor'sche Reihe > ---- —hv fur jedes noch so kleine h di-
o Vv

vergirt, woraus dann mit Leichtigkeit folgt, dass
in der Umgebung dieser Stelle x tberhaupt nicht nach Po-
tenzen von h entwickelt werden kann. Und da Du Bois
Reymond es auch unternommen hat, aus dieser Function
durch ,Condensation” eine andere abzuleiten, welche die frag-
liche Eigenschaft in unendlich vielen, uberall dicht liegenden
Punkten einer Linie hat, so scheint mir eben die oben citirte
Bemerkung des Herrn M ittag-L effler nicht recht zutreffend.
Auf der anderen Seite héatte ich gegen die von ihm
mitgetheilte Reihe des Herrn Fredholm, deren elegante
Einfachheit ich nochmals ausdricklich anerkenne, vom di-
daktischen Standpunkte mancherlei einzuwenden. Zunéachst
scheint mir schon der Beweis daftr, dass jene Reihe die
fragliche Eigenschaft besitzt, nicht elementar genug: er be-
ruht auf einem, keineswegs mehr den Elementen der Func-
tionen-Theorie angehdrigen Kowalewski’'schen Satze Uber
die Integrale partieller Differential-Gleichungen. Zweitens
aber bietet diese Methode der Herleitung den grossen Nach-
theil, dass wir von der Art und Weise des Zustandekommens
einer solchen, doch immerhin merkwirdigen Singularitat
auch nicht die geringste Anschauung erhalten.

1) In den Abh. der b. Akad. Desgl. Bd. XXI dieser Zeitschrift,
p. 109 ff.



A. Pringsheim: Zur Theorie der Taylor*sehen Reihe. 215

Da mir dies nun aber gerade winsebenswerth erschien,
so habe ich vor allem versucht, die schon von Du Bois
Reymond befolgte Methode, die in mancher Beziehung der
Ergédnzung geradezu bedarf, in anderer der Erweiterung
fahig ist, derartig zu vervollkommnen, dass es méglich wird,
auf dem Wege einer zielbewussten Synthese véllig einwand-
freie Beispiele von Functionen der gedachten Art zu erzeugen.

Zu diesem Behufe untersuche ich zunachst nochmals
genau die Mdoglichkeiten, unter denen trotz der Endlichkeit
aller Ableitungen von endlicher Ordnung die Entwickelbar-
keit nach der Taylor'sehen Reihe fur eine bestimmte Stelle
ausgeschlossen erscheint, und belege dieselben durch einfache,
vermittelst directer Rechnung zu controlirende Beispiele (§ 1).
Sodann werden allgemeine Bedingungen aufgestellt, unter denen
es moglich ist, derartige singulare Stellen in unendlicher
Anzahl beliebig zu condensiren, ohne fiirchten zu missen,
dass dieselben sich etwa gegenseitig in ihrer Wirkung auf-
heben konnten (§ 2). Auf Grund dieser Bedingungen werden
darauf Reihen construirt, welche die verlangte Eigenschaft
besitzen, auf dem Einheitskreise durchweg beliebig oft diffe-
renzirbar und daselbst dennoch nirgends entwickelbar zu sein.

Die auf diese Weise erzeugten Reihen sind naturlich
minder einfach als die von Herrn Mittag-Leffler mitge-
theilte, aber sie geben uns, wie gesagt, offenbar eine deut-
liche Vorstellung von einer der Mdglichkeiten, wie derartige
Singularitaten zu Stande kommen kénnen.

Im dbrigen aber bin ich auch, abgesehen von diesen
Betrachtungen, im Stande, Reihen von ganz &hnlicher
Einfachheit wie die des Herrn Fredholm anzugeben, bei
denen sich die fragliche Eigenschaft ganz elementar be-
weisen lasst, indem man durch einfache Rechnung erkennen
kann, dass die Taylor'sche Entwickelung fur unendlich viele,
Uberall dicht liegende Stellen auf dem Einheitskreise diver-
giren muss (§8 4).
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§ 1
Fir das Innere eines gewissen Bereichs der complexen
Variablen x sei f(x) mit sammtlichen Ableitungen fW(x)
(n= 1,2,3,...) durch irgendwelche analytische Ausdricke
als eindeutige reguléare analytische Function definirt — z. B.
durch gleichméassig convergirende Reihen von der Form
Bfv(X) bezw. 2 (#), wo die fv(x) in dem gedachten Be-

reiche regulare algebraische oder transscendente Functionen
bedeuten.

Auf der Begrenzung dieses Bereiches befinde sich
eine Stelle a, fur welche f(x) mit sammtlichen Ableitungen
fW (X) fur jedes endliche n noch eindeutig bestimmt, endlich
und stetig sei. Wenn dann eine fur irgendwelche Umgebung
von X = a convergirende Potenzreihe (X—a) existirt, der-
gestalt dass die Beziehung:

(D f()—¥C*—9

besteht fiir denjenigen Theil des Convergenz-Bezirkes von
(x — a), welcher in den urspringlichen Definitions-Bereich
von f(x) hineinfallt, so hat dieselbe sicher die Form:

(2) $(x- Q=2  ~(- Q"
u
Daraus folgt aber, dass unter den bezlglich der Beschaffen-
heit von f(x) im Punkte a gemachten Voraussetzungen zwei
und nur zwei Mdoglichkeiten denkbar sind, unter denen
keine Potenzreihe $ (X — @ von der gedachten Beschaffen-
heit existiren kann, namlich:

1. Wenn die Reihe AN (Xx— v fur \Xx—a]< e

divergirt, wie klein man auch die positive Grosse e
annehmen mdge.
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fw (a)

2. Wenn die Reihe v) {x— aY zwar fir irgend
welche Umgebung der Stelle a convergirt, aber ihre
Summe nicht den Werth f(x) hat, dort, wo ihr Con-
vergenz-Bezirk noch in den Definitions-Bereich von
f{x) hineinfallt.

Die erste dieser beiden Mdoglichkeiten bietet fiir unsere
Vorstellung auch nicht die geringste Schwierigkeit dar. Da
namlich fW (@, wenn auch fur jedes endliche n endlich,
mit unendlich wachsendem n geradezu in der Regel

gleichfalls in’'s Unendliche wachsen wirdl) (andernfalls
/ /v

wirde ja die Reihe yt (# — <0* bestandig conver-

giren, also ihre Summe eine ganze transscendente Function
darstellen, was doch nur ein ganz specieller Fall ware; das
gleiche findet selbst dann noch statt, wenn fW (&) mit n so
unendlich wird, wie die Potenz einer beliebig grossen
endlichen Zahl), so liegt absolut keine Veranlassung dazu
vor, an der Existenz von Functionen zu zweifeln, bei welchen
far irgend welche Werthe x= a die Zunahme von fM(a) fur

wachsende n so stark ist, dass die Reihe \51 ] @(X—aY

fur keinen noch so kleinen Werth von \x — a | convergirt.

1) Dieser Umstand ist thatsachlich von manchen mathematischen
Autoren vollig Ubersehen worden, indem sie die fur die Existenz der
Taylor'schen Reihe nothwendige Bedingung von der ,Endlichkeit
sammtlicher Ableitungen® dahin missverstanden, als misse
fn(@ fur jedes noch so grosse n unter einer festen endlichen
Grenze bleiben. Auf diesem Missverstandnisse beruht z. B. eine
vollig irrthumliche Bemerkung des Herrn Mansion Uber den Rest
der Taylor'schen Reihe und speciell tber das oben erwéahnte Beispiel
von Du Bois Reymond. (Note sur quelques principes fondamentaux
d'analyse” Art. Ill. — Annales de la Société scientifique de Bru-
xelles, 1879.) Desgleichen ein unzulanglicher Beweis des Taylor’'schen
Satzes von F. Kénig. (Nouvelle démonstration du théoréme de Taylor.
Nouv. Annales, 2ce Série, T. XIII p. 270.)
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Und es lassen sich auch mit Leichtigkeit hinreichende
Bedingungen fur die Art des Unendlichwerdens von /W (a)
fir n = oo aufstellen, welche die Convergenz der obigen
Reihe fir jede noch so kleine Umgebung der Stelle a de-
finitiv ausschliessen.

So folgt z. B. aus dem Cauchy’sehen Fundamental-
Kriterium zweiter Art, dass die Reihe fir kein noch so
kleines |x — a | convergiren kann, wenn fiur v= o0

wird, oder anders geschrieben:
(N
(]
e 1Y
<> O

eine Bedingung, die sicher erflllt ist, wenn von einer be-
liebigen Stelle ab:

©) fM(a()a) = v-iit (7

ist, wo >(?) eine positive Grosse bedeutet, die mit v —
wenn auch beliebig langsam in’'s Unendliche wéchst.

Geht man, statt von dem Cauchy’sehen Kriterium, von

f™M («)
der Bemerkung aus, dass die Reihe — -—{x— a)v sicher

bestandig divergirt, wenn fur jedes noch so kleine positive s
und fur v”>n die Beziehung besteht:

lUife)dv>i
\2
so gelangt man statt der Bedingung (3) zu der folgenden:

1/,(v)(«)
V!

welche, wegen r! < j*, a fortiori erfullt ist, falls fur v>jv.
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(5 (OL>(*" <o)
> ev{igv + g{Vv)}

wobei @) = lgift(v) gleichfalls eine mit v beliebig langsam
in's Unendliche wachsende positive Grosse bedeutet.

Ich will nun zunéchst ein Uberaus einfaches und, wie
ich glaube, in jeder Hinsicht tadelfreies Beispiell) einer
Function mit der eben besprochenen Eigenschaft angeben.
Es werde gesetzt:

(6) f(x)= y > " o
wo a eine positive Zahl > 1 bedeutet. Diese Reihe con-
vergirt unbedingt und gleichmassig fiir die ganze #-Ebene
mit Ausschluss einer beliebig kleinen Umgebung der Stellen
X= —a’° —a —a"2 --. Sie convergirt insbesondere
auch noch fir x = 0 und zwar gleichmassig fir jeden

1) Bei der a. a. 0. von Du BoisReymond angegebenen Reihe
die mit der hier betrachteten formal sehr verwandt ist, namlich:

4 -1 <> «-+«,*

(wobei 0, lim av—0) sind, wie man auf den ersten Blick er-
kennt, die Differential-Quotienten nter Ordnung so complicirt, dass
ihre explicite Aufstellung ausserst umstandlich erscheint. Diese wird
nun a. a. 0. in der That auch gar nicht geliefert, vielmehr wird nur
gezeigt, dass |/*~(”) | fur jedes endliche n unter einer gewissen mit

n endlich bleibenden Grenze liegt. Zur Bildung von f~ (0) wird
sodann die gliedweise Entwickelung der obigen Reihe nach Potenzen
von X benutzt, was einerseits eine unndthige Weitlaufigkeit der Rech-
nung zur Folge hat, andererseits aber auch den Nachtheil mit sich
bringt, dass die Stetigkeit von (X) an der kritischen Stelle
X = 0 wohl aus allgemeinen Principien geschlossen, aber nicht ad
oculos demonstrirt werden kann, wie es doch bei einem derartigen
Beispiele wiinschenswerth erscheint.
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Bereich, welcher den Punkt x=0 auf der Begrenzung ent-
halt einschliesslich dieser Begrenzung, sofern nur
keine weitere Stelle der Strecke O (— 1) im Innern oder auf
der Begrenzung jenes Bereiches liegt. Denn in der That
wird far alle solchen Werthe X der absolute Betrag von

_y\j,,— eine Grosse von der Form X-av (wo X endlich)
a X

nicht Ubersteigen, woraus dann ohne Weiteres die gleich-
massige Convergenz der Reihe in dem behaupteten Umfange
resultirt.

Das gleiche gilt von jeder Reihe, die sich durch nma-
lige Differentiation aus der obigen ergiebt, sodass also auch:

(N W= (=l N
' vV Me(arwx)*+!

gesetzt werden kann. Daraus folgt aber fir x — O:

ao)=S"7-y=ea
(8) .
/<'{0) = (-D"-w!2 TT0,("+ 1)=1)-"!cd+l

also fur hinlanglich grosse Werthe von n sicher:

w!
woraus auf Grund der oben aufgestellten Bedingung (4) so-

ft*

fort erkannt wird, dass die Reihe -((va fur jedes

noch so kleine x divergirt, obschon f(x) fur x= 0 mit
sammtlichen Ableitungen von jeder endlichen Ordnung end-
lich und ausser in der Richtung der negativen reellen Axe
auch durchweg stetig ist.

Man bemerkt, dass bei der eben betrachteten Reihe die
auf der negativen reellen Axe gelegenen Punkte —a°®, —a“ ]
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—a”2- -, welche die Haufungs-Stelle 0 haben, singulare
Stellen fur die einzelnen Glieder sind. Verlegt man diese
Stellen in die negative oder positive imaginare Axe, indem
man in (6) a~Vv durch ersetzt, so kann man durch
Vereinigung der conjugirten Glieder auch eine Function mit
durchweg reellen Coefficienten hersteilen, welche mit allen
Ableitungen in der Umgebung der Nullstelle auf der reellen
Axe vorwarts und rickwarts stetig ist, und fur welche
die Mac Laurin'sche Reihe dennoch divergirt. Man erhalt
auf diese Weise:

© N

U vva i-\-x a t—x)

®
_2> 'la-*r+af-
also:

) o fin(*)
= (-)"m«i$S -|_|—!Za_-2,.+«*)--+.

ono0= ~ {(« + a~v*)rH-1- (*—a"'y*)"""}

Da hier:
(11) 1-i2»-3 (01— 0 1P ™)(0) I= 2m)! (—) " e°2mtl

so erkennt man wiederum ganz direct (also ohne irgendwie
functionentheoretische Gesichtspunkte zu Hulfe zu nehmen)
dass die Mac Laurin’'sche Reihe fur jedes noch so kleine X
divergirt, und es durfte daher dieses Beispiel insbesondere
geeignet sein, auch im Rahmen einer gewdhnlichen Vorlesung
Uber Differential-Rechnung die Méglichkeit dieses Vorkomm-

nisses zu illustriren.
1892. Math.-phys. CI. 2. 15
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Was nun die zweite der oben erwahnten Eventualitaten

_ i
betrifft, dass namlich die Reihe -y— (X— a)v zwar con-

vergiren, aber ihre Summe von f(x) verschieden sein koénne,
So scheint man, soviel ich weiss, bis zum heutigen Tage
nicht Uber das von Cauchy a. a. 0. gegebene Beispiel:
1

fx)=e =
nicht hinausgekommen zu sein. Indessen fehlt demselben
aus zwei Griunden die rechte Beweiskraft: einmal (was auch
Du Bois Reyniond in dem citirten Aufsatze ausdrucklich
hervorhebt), weil hier f(0) und () (0) nicht «eigentlich™*
definirt sind, d. h. nicht durch directes Einsetzen wvon
X = 0 aus einer der Definitionen:

i ® 11 i / ® 1 1x—i
= (v NN oder: ¢t = (2 V7!

berechnet werden kénnen, sondern lediglich als lim /'("fi)
fur e= 0 eine feste Bedeutung gewinnen;l) zweitens aber
nach meinem Daflrhalten auch deshalb, weil das so definirte
f (0) mit allen Ableitungen den besonderen Werth N ull hat,
sodass von einer convergirenden Mac Laurin’schen
Reihe auch wiederum nur cum grano salis die Rede sein
kann, da dieselbe formal eigentlich gar nicht existirt
— ein Mangel, der durch Einfuhrung einer Function von

der Form f(xX)= p(X) + e ** (wo g>(X) entwickelbar) zwar
verdeckt, aber in seinem Wesen doch nicht gehoben wird.

Man erhalt nun aber vollig einwandfreie Beispiele dieser
Art, wenn man in den oben betrachteten Reihen (6) und

1 — v
(9) den Coefficienten —r durch -— — ersetzt. Auf diése )

AN v!
Weise entsteht aus (G):

1) Dieser Einwand wird auch durch das Raisonnement des Herrn
Herrnite (Cours dWAnalyse, T. I. p. 203) nicht entkréaftet.
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(12)

woraus:

Hier erkennt man aber, dass die Reibe:

geradezu bestandig convergirt. Dass sie aber nicht mit
f(x) Ubereinstimmen kann, geht daraus hervor, dass f(x)
wegen der in unmittelbarer Nachbarschaft der Nullstelle sich
héufenden singularen Stellen x = —a~v fur keine noch so
kleine Umgebung der Nullstelle nach Potenzen von X ent-
wickelt werden kann (wie sich mit aller Strenge aus den
Betrachtungen des folgenden Paragraphen ergiebt).

Will man statt der eben betrachteten Function, welche
bei reell veranderlichen X an der Stelle X — 0 mit sdammt-
lichen Differentialquotienten nur vorwarts stetig ist, wiederum
eine solche construiren, fur welche das Gleiche sowohl vor-
warts als rickwarts stattfindet, so braucht man nur in

1 —1
(9) den Coefficienten Vf durch --—-- — ZSJ \;\l)s\étzen. Alsdann
ergiebt sich:
und daraus:
a5)/»"-") (0)= 0 o= @@m!(—1$"-

15+
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Die Mac Laurin’sche Reihe wirde auch hier wiederum be-
standig convergiren, stellt aber nicht die Function f(x) dar.

Bezeichnet man ihre Summe mit S(x), sodass also:
2wl

(16)

so stimmt S(X), SID(X) nur far x = 0 mit /*#), /XY (X)
Uberein. Bildet man daher:

(7)) F(z)-f{z)-S(x)

1 a-v

via~a/-j- x*
so liefert dieselbe ein Beispiel — und, wie ich glaube, das
erste bekannte Beispiel — einer Function, welche fur alle

endlichen reellen X incl. x = 0 mit sdramtlichen Ablei-
tungen endlich und stetig und auch noch fur x= 0
eigentlich definirt ist, dabei aber (gleichwie die fur x=0

nicht eigentlich definirte Function €"**) die Eigenschaft
besitzt, in beliebiger N&he der Nullstelle nicht zu ver-
schwinden, obschon sie fur x — 0 mit sammtlichen Ab-
leitungen verschwindet. Damit erscheint aber die von
Lagrange im 5. Capitel seiner Theorie des Fonctions)
geausserte Ansicht, dass eine stetige Function, welche fir
irgend einen Werth der Variablen mit sammtlichen Ablei-
tungen verschwindet, identisch verschwinden musse,
nunmehr endgultig widerlegt.

§ 2.

Der allgemeine Typus der im vorigen Paragraphen be-
trachteten Reihen lautet offenbar:

00

1) Oeuvres completes, T. IX, p. 63.
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wo a0, at, af - - - eine abzahlbare Punktmenge bedeutet,l)
welche (mindestens) einen nicht zur Menge gehérigen Grenz-
punkt a besitzt: gerade dadurch, dass die Stelle x = a fur
kein einzelnes Glied der f(x) definirenden Reihe eine sin-
lare ist, entsteht an der Stelle x = a fiur f (X) jene beson-
dere Singularitat, welche f (X) und fW (x) endlich und nach
allen Richtungen stetig sein lasst, in denen nicht unendlich
viele Punkte der Menge (ar) liegen. Es fragt sich aber,
ob auch wirklich in diesem Falle a stets eine singulare Stelle
fur f(x) sein muss. Dies ist namlich keineswegs selbstver-
standlich: denn wenn auch in jeder noch so kleinen Um-
gebung von a unendlich viele Punkte av liegen, welche fur
je ein Glied der obigen Reihe singulare Stellen sind, so
ware es gerade wegen der Unbegrenztheit ihrer Anzahl
mdoglich, dass sie sich zusammengenommen in ihrer Wirkung
annulliren.*)

1) Ich bemerke, dass die folgenden Betrachtungen auch Gultig-
keit behalten fur Reihen von der etwas allgemeinen Form:

wo die mv auch negativ gebrochene oder beliebige rationale
positive Zahlen bedeuten.

2) Gerade in dieser Hinsicht enthalt der oben erwéhnte Versuch
von Du Bois Reymond, durch Condensation eine Function der
fraglichen Art herzustellen eine Beweislicke. Es wird namlich eigent-
lich nur gezeigt, dass man eine Function bilden kann, welche die
betreffende Singularitat in einer beliebig grossen endlichen Anzahl
(n) von Funkten eines gewissen Intervalles besitzt, und dass die
Function auch noch fur n= oo einen bestimmten Sinn behélt. Als-
dann aber heisst es (a. a. 0. p. 617): ,Es ware freilich noch
direct zu zeigen, dass die (bei dem eben erwahnten Grenzlber-
gange resultirende) Function F{x) nicht entwickelbar ist,
doch wollen wir hier diese Rechnung nicht anstellen.” —
Ich halte es fur sehr zweifelhaft, ob sich das hier Uberhaupt auf dem
Wege blosser Rechnung erweisen lasst.
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Es sei nun irgend ein einfach zusammenhéangendes von
einer Curve C begrenztes Flachenstiick gegeben, welches
keinen Punkt der abzahlbaren Menge (av) im Innern oder

auf der Begrenzung enthalt, wahrend auf der letzteren der
eine Grenzpunkt a (aber kein weiterer, falls solche vor-
handen) sich befinden soll. Ist dann —]|cy |convergent, so
stellt nach einem bekannten Satze des Herrn Weierstrass
die obige Reihe eine innerhalb G reguldare analytische Func-
tion dar. Dies gilt aber auch noch fur jeden Punkt x auf
der Curve C — mit eventueller Ausnahme des einen Punktes a
Denn da nach Voraussetzung X weder der Menge (ay) an-

geboren, noch ein Grenzpunkt derselben sein kann, so exi-
stiert stets eine gewisse Umgebung von X, innerhalb deren
kein Punkt der Menge (ay) liegt, sodass also f(x) fur diese
Umgebung wiederum regular bleibt.

Um nun das Verhalten von f(x) fur die Stelle x = a
zu untersuchen, bemerke man zunéchst, dass allemal, wenn
man den Punkt a durch einen der Menge selbst angehérigen
Punkt — etwa a0 — ersetzt, dieser sicher eine singulare
Stelle fur f(x) sein muss (gleichgiltig, ob a0 ein Grenz-
punkt der Menge ist oder nicht). Man erkennt dies, wie
Herr Goursat gezeigt hat,) indem man die obige Reihe
folgendermassen in drei Partien zerlegt:

rix) = <m— + ua + 2 -— --
a0— x av— X JAJJ o, — ]
= fl0*0 + fs (-*0 + fs 0*0
@

wo n so fixirt sein soll, dass M| £>] = #-c0 (# < 1) wird,
«+1

was in Folge der Convergenz von ~\cv\ stets mdglich ist.

1) Sur les Fonctions a Espaces lacunaires. Bulletin des Sciences
mathématiques, 1887. 2ieoe Série, T. XI. p. 109.
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Alsdann st f2(X) regular fur eine gewisse Umgebung der
Stelle cf0, wahrend fi (X) in a0 eine singuldre Stelle besitzt,

welche durch f3(X), wie mit Hulfe der Bedingung:
®

2 \o\= & A leicht zu ersehen ist, nicht annullirt werden
»+ |

kann.

Tritt sodann an die Stelle des einen Punktes a9 eine:
unendliche Anzahl solcher Punkte, welche auf der Curve C
oder irgendwelchen Bdgen derselben Uberall dicht liegen, so
lasst sich weiter folgern, dass jeder solche Bogen eine sin-
gulare Linie fur f(x) sein muss, sodass also fur keinen
Punkt a eines solchen Bogens eine Reihe  (x— a) existirt,
welche innerhalb G mit f(x) Ubereinstimmt.

Die obige Schlussweise beruht nun aber wesentlich da-

C
rauf, dass der Term — — wirklich in f(x) vorkommt,
* — «0

wahrend in dem hier zu betrachtenden Falle die Existenz
eines Gliedes von der Form ;(—--9--69erade ausgeschlossen ist,
da ja a der Menge der ay nicht angehdren sollte.

Es lasst sich indessen zeigen, dass auch in diesem Falle
a stets eine singulare Stelle fur f(x) ist, sofern man nur
die Menge (av) der einzigen Beschrdnkung unterwirft, dass
In jeder Nahe von a solche av vorhanden sind, die
hoéchstens in Linien (aber nicht in Flachentheilen) oder
Uberhaupt nicht Gberall dicht liegen.)

Angenommen namlich f (X) ware fur die Stelle a re-
gular, so musste das Gleiche fur alle Stellen innerhalb eines

1) Damit ist nicht ausgeschlossen, dass ein Theil der Menge
(av) in der Nahe von a auch in Flachentheilen Uberall dicht liegt.
Der Beweis behalt sogar noch seine Gultigkeit, wenn die Menge (av)
in der Nahe von a ausschliesslich aus Punkten besteht, welche
in Flachentheilen Uberall dicht liegen, sofern nur irgendwo auf der

Begrenzung derselben in jeder Ndhe von a stets auch Punkte av
(nicht bloss Grenzpunkte) liegen.
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gewissen um a zu beschreibenden Kreises der Fall sein.
Dies ist aber in Folge der Uber die Vertheilung der av ge-
machten Voraussetzung unmdglich, da nach dem angeflhrten
Satze innerhalb jenes Kreises stets singulare Punkte oder
Linien von f(x) liegen missen.

Die Mdglichkeit dieser Schlussweise bleibt aber unver-
andert bestehen, wenn an die Stelle des einen Grenzpunktes
a eine beliebige Anzahl solcher Punkte tritt, die auch auf G
oder irgend einem Bogen von G dberall dicht liegen durfen,
sofern nur die Punkte av in der Umgebung jedes solchen
Punktes a der oben angegebenen Bedingung gentgen, und
es gilt somit der folgende Satz:

Befinden sich auf der geschlossenen Curve C
beliebig viele Grenzpunkte ader durchweg ausser-
halb des Bereiches (C) gelegenen Punktmenge (ay),
30 ist fur die innerhalb (0) reguldre analytische

Function:
@® Q ®
)= Yy & x (wo )8/ \cj convergent)

jeder Punkt a ein singularer Punkt und jeder
Curvenbogen von C, auf dem Punkte a uberall
dicht liegen, eine singulare Linie, sofern in be-
liebiger N&he jedes Punktes a stets Punkte ay
vorhanden sind, welche héchstens in Linien (nicht
in Flachentheilen) Uberall dicht liegen.

Beispiele solcher Punktmengen sind:

wo pvVv positiv und fur jedes endliche v > 1, dagegen

wahrend e eine complexe Zahl mit dem absoluten Betrage 1,
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aber keine Einheitswurzel sein soll, also €= [2*\ wo s
eine Irrationalzahl bedeutet. Die Punkte ev (v= 0, 1,2---
liegen dann auf dem Einheitskreise uUberall dicht, wé&hrend
die Punkte av=*pv- a v= pJ-& durchweg ausser-
halb des Einheitskreises liegen, aber alle Punkte desselben
zu Grenzpunkten haben. Dabei ndhern sich mit wachsendem
v die Punkte av—pv-ev in spiralartiger Anordnung dem
Einheitskreise und liegen nirgends (auch auf keiner Linie)
uberall dicht, wahrend die Punkte a™ v= pu-ey auf allen
um den Nullpunkt concentrischen Kreisen mit den Radien
p (u= 0,1,2 *-.), aber nicht in irgendwelchen Flachen-
theilen Uberall dicht liegen.

§ 3.

Auf Grund der im vorigen Paragraphen angestellten
Betrachtung sind wir nunmehr im Stande, Reihen zu con-
struiren, welche im Innern und auf der Begrenzung eines
gewissen Bereiches — etwa des Einheitskreises um den Null-
punkt — durchweg endliche Ableitungen jeder endlichen
Ordnung besitzen und dennoch in beliebig vielen, auch un-
endlich vielen auf dem Kreise Uberall dicht liegenden Punkten
a nicht nach Potenzen von (x— a) entwickelbar sind, also
in dem zuletzt genannten Falle eine analytische Fortsetzung
Uber den Einheitskreis hinaus nicht zulassen.

Es seien also ausserhalb des Einheitskreises unendlich
viele Punkte av gegeben, welche auf der Peripherie desselben
beliebig viele Grenzpunkte a besitzen sollen. Man hat als-
dann fur jedes endliche v: Jav\> 1, wahrend fir v= oo
entweder geradezu lim Jav |= 1 ist oder wenigstens die untere
Unbestimmtheitsgrenze von av den Werth 1 haben muss (mit
anderen Worten: es kénnen die Punkte av auch noch ausser-
halb des Einheitskreises beliebig viele Grenzpunkte besitzen).
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In der Umgebung jedes auf dem Einheitskreise gelegenen
Grenzpunktes a sollen die av der in dem Satze des vorigen
Paragraphen statuirten Bedingung genligen. Bedeutet dann
—|]ov | eine convergirende Reihe, so ist die Reihe:

1)

0 \

zunachst innerhalb des Einheitskreises gleichméassig conver-
gent und kann fur diesen Bereich in die ebendaselbst con-
vergirende Potenzreihe:

(2) fx)= " A ka wo: =

u VvV av
umgeformt werden. Man kann nun aber durch eine passende
Wah!l der cv leicht erzielen, dass die Reihe (1), wie auch
die Potenzreihe (2) auch noch auf der Peripherie des Ein-
heitskreises unbedingt und gleichméssig convergiren. Da
namlich fur |x |<. 1 die Beziehung besteht:

lav— * 1> I°v I— I* I I°>]— 1

so hat man insbesondere fur alle Punkte X auf der Peripherie:

und n wird daher die Reihe (1) noch auf dem genannten
Einheitskreise unbedingt und gleichmassig convergiren, falls

. . levi . ..
die Reihe ~ convergirt, also fir:

<v=(Ki —i)-«;
wo cv das Glied einer absolut convergirenden Reihe bedeutet.

Zugleich erkennt man, dass dann auch die Potenzreihe (2)
auf dem Einheitskreise noch unbedingt und gleichméssig con-
vergirt, denn man hat:
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P AVA W

'|*!:I_ 0 u av

Ferner folgt aus (1) und (2) durch nmalige Differentiation:

(3) < («) = 1

I X— 1) - A—ii3+1) %-u

n

zunéchst wieder fur das Innere des Einheitskreises. Es werden
aber auch diese beiden Reihen fir ein bestimmtes n (und
dann afortiori fir jedes kleinere n) noch auf dem Einheits-
kreise unbedingt und gleichmé&ssig convergiren und dem-
gemass dort auch noch die nte Ableitung von f(x) darstellen,
wenn die ov so gewdahlt werden, dass die Reihe:

ol
K I—])"+'

convergirt, was man offenbar wiederum erzielen kann, wenn
man setzt:

ov= (lavl— I)M1l*cv wo ~ lovl convergirt.
Daraus folgt namlich zunachst wieder ohne weiteres die unbe-
dingte und gleichméssige Convergenz der Reihe

fur alle Punkte der Peripherie, wahrend das Gleiche fir die
entsprechende Potenzreihe erkannt wird aus der Beziehung:
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S, @+ D (*+2)--(* + »)

V(K — D1

Nun lassen sich aber die cv geradezu so fixiren, dass die
Reihe:

\'rd

nicht nur fir irgend ein bestimmtes (und dann eo ipso fiir
jedes kleinere) m, sondern geradezu fur jedes noch so grosse
m (ohne obere Grenze) convergirt.

Setzt man zur Abklrzung:

1

= h, By |—1 -~
j 1 W d Ioy |

wo av wesentlich positiv und fur v= oo:limgv= o0
oder die obere Unbestimmtheitsgrenze von v unendlich wird,
so hat man identisch:

) I=\ ov\'iv= \ov- nM\—

und wenn daher rv positiv und so gewahlt wird, dass fur

jedes noch so grosse:
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wird — was z. B. fur limqgv= oo stets der Fall ist, wenn
man setzt:l)
) rv= I>qw (b< 1)
oder auch:
8 rv= [lggr] (wo [X] die grosste in X enthaltene
ganze Zahl)

so genugt es nach Gleichung (5) flr den gewinschten Zweck
in jedem Falle, wenn sodann:

(9) KI-*, —KI also:
rv

genommen wird, wo |cV ]| das Glied einer convergenten Reihe
tn

bedeutet. Wenn aber hierbei schon — fir jedes noch so
ry

grosse m das Glied einer convergenten Reihe bildet, was

z. B. stets der Fall ist fur qv”*v und rv= ebenso

fuir g™~ ay(@> 1) und rv—v!), so reicht es schon hin,
wenn man setzt:

(10) K kK =1 also: eV = -J-
rv

Hiernach ergiebt sich aber in Verbindung mit dem Satze
des § 2 das folgende Resultat:

Besitzt die durchweg ausserhalb des Einheits-
kreises gelegene abzahlbare Menge (a,) auf dem

1) Wére nur die obere Unbestimmtheitsgrenze von =
so wiurde man der Forderung beispielsweise geniigen kdénnen, indem
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Einheitskreise beliebig viele Grenzpunkte, so
lassen sich auf mannigfache Weise unendliche
Reihen von Grossen cov stets so bestimmen, dass
die Reihen:

@ 00 C

nicht nur im Innern, sondern auch auf der Peri-
pherie unbedingt und gleichindssig convergiren
und in die eben daselbst unbedingt und gleich-
massig convergirenden Potenzreihen:

a
fix)
V)
on
) ix) = D+ AP\
n

umgeformt werden kdénnen.

Bedeutet dann a einen auf der Peripherie
befindlichen Grenzpunkt der av von solcher Be-
schaffenheit, dass in jeder N&he von a stets
Punkte av vorhanden sind, welche héchstens in
Linien, nicht aber in Flachentheilen, uUberall
dicht liegen, so existirt keine Potenzreihe (#—a)
derart dass die Gleichung f(xX) = (x— a) besteht
fur Punkte in beliebiger N&he von a, die im
Innern oder auf der Peripherie des Einheits-
kreises liegen.

Wenn also solche Punkte a auf der Peri-
pherie Uberall dicht liegen (sodass schliesslich jeder
Punkt der Peripherie als ein Grenzpunkt der Menge (ar)
anzusehen ist), so existirt fur f(x) keine analyti-
sche Fortsetzung Uuber die Peripherie des Ein-
heitskreises hinaus, obschon f(xX) mit sammt-
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liehen Ableitungen jeder endlichen Ordnung dort
noch endlich und stetig ist.

Der Vollstandigheit halber sei hierzu noch bemerkt,

dass der Convergenzbezirk der Reihe ~  -----—--- in Folge der

den Punkten av auferlegten Beschrankung mit dem Ein-

heitskreise noch nicht erschopft sein wird, sondern je nach
der Wahl der ay noch aus einem oder mehreren (eventuell
auch unendlich vielen) Sticken ausserhalb des Einheits-
kreises bestehen muss. Alsdann stellt also auf Grund der
von Herrn Weierstrass gegebenen Begriffshestimmung der

analytische Ausdruck ~ verschiedenen Gebieten

verschiedene analytische Function dar.

Um mit Hulfe des oben ausgesprochenen allgemeinen
Satzes bestimmte Beispiele von Functionen zu construiren,
die trotz der Endlichkeit der Ableitungen Uber den Einheits-
kreis nicht fortgesetzt werden konnen, modgen etwa die am
Schlisse des vorigen Paragraphen angefuihrten Punktmengen
benttzt werden. Sei also:

ay=py-ev (wo e= e-SN\ s eine Irrationalzahl)

1>,>1, limPy= 1

so kann man setzen:

1
'cS  bpv-~1
Setzt man speciell:
py= 1+ i (»= 1,2,3-:.)

so wird:
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Nimmt man pv= e also---- =ry v, so ergiebt sich, wenn
PV -

man fldr € seinen Werth einsetzt:

Diese Reihen convergiren dann auch noch gleichmassig
fur das ganze Gebiet ausserhalb des Einheitskreises mit Aus-
schluss der unmittelbaren Umgebung der Punkte ay=p yea/

welche ausserhalb des Einheitskreises keine weiteren Grenz-
punkte besitzen. Zwischen den Werthen der Reihen f(x)
im Innern und ausserhalb des Einheitskreises existirt jedoch
kein ,analytischer” Zusammenhang.

Es werde ferner gesetzt:

und e gleichfalls die frihere Bedeutung hat. Bildet man
alsdann:

so erkennt man leicht, dass die gleichmassige Convergenz

von f(X) und ¥ (xX) auf der Peripherie wiederum erhalten
bleibt, wenn man etwa setzt:
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Alsdann ergiebt sich:

71 Y
wo
\Y
€U+0'
Der Convergenz-Bereich von f (X) besteht hier — abgesehen
von dem Innern des Einheitskreises — aus dem ganzen

Ebenenstdcke ausserhalb des Kreises mit dem Radius pt
(wobei fir die oben getroffene specielle Wahl pl— 2 bez.
pXx= e ist), sodann aus unendlich vielen concentrischen
Ringen, welche begrenzt werden von Kreisen mit den Radien
Pp und B= 1,2,3-*). Auf allen diesen Kreisen
liegen die Punkte a Uberall dicht, sodass also die Reihe
f (X) in diesen sammtlichen Stiicken ihres Convergenzbereiches
lauter verschiedene analytische Functionen darstellt. Jedoch
besitzt sie nur auf dem Einheitskreise die Eigenschaft mit
allen Ableitungen endlicher Ordnung endlich und stetig zu
sein, wéhrend sie auf den sammtlichen Ubrigen Begrenzungen

divergirt.
Will man Functionen construiren, welche in der einen
Halbebene — z. B. der oberen — einschliesslich der reellen

Axe mit sammtlichen Ableitungen stetig und dennoch nicht
analytisch fortsetzbar sind, so braucht man nur das Innere
des Einheitskreises mit Hulfe der Substitution:

z— i

auf die obere *r-Halbebene abzubilden.
1892. Math.-phys. CI. 2. 16
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§ 4.

Ich gehe nun dazu Uber, einen weiteren Typus von
Reihen anzugeben, welche auf der Grenze eines gewissen
Bereiches noch mit allen Ableitungen endlich und stetig,
dennoch nicht analytisch fortsetzbar sind. Obschon dieselben
mit den Untersuchungen der beiden letzten Paragraphen
nicht in unmittelbarem Zusammenhange stehen, so liefern
sie doch eine sehr brauchbare lllustration zu den im § 1
entwickelten Principien, indem sie bei ausserordentlicher
formaler Einfachheit auf dem Wege ganz elementarer Rech-
nung deutlich erkennen lassen, warum die Entwickelbarkeit
auf jener Grenzlinie vollstdndig aufhért: namlich, weil die
Ableitungen w@* Ordnung fir unendlich viele, Uberall dicht
liegende Stellen mit n so stark zunehmen, dass die Taylort
sche Reihe nicht mehr convergirt.

Es werde gesetzt:

0

wo a eine positive ganze Zahl >2, t= t1-\- T% eine com-
plexe Variable bedeutet. Um den Convergenzbereich dieser
Reihe zu erkennen, hat man:

und daher flir v= 00:

. e** =0, wenn >0
lim = lim
ur v+ ~r~\\ =oao, wenn %< 0
d. li. die Reihe convergirt absolut fur alle t mit nicht-nega-
tivem imagindrem Bestandtheil, also innerhalb der oberen
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Halbebene einschliesslich der reellen Axe. Das Gleiche
gilt auch fiir sammtliche Ableitungen von ip(f). Man hat
namlich:

(o]

und daher insbesondere fur reelle t:

sodass also die Reihe fur ipW (t) auch auf der ganzen reellen
Axe absosut convergirt. Es stellt hiernach ip(f) fur die
obere Halbebene eine analytische Function von t dar, welche
noch auf der Grenze dieses Bereiches, namlich der reellen
Axe, mit allen Ableitungen jeder endlichen Ordnung endlich
und stetig ist.

Nichtsdestoweniger lasst sich leicht zeigen, dass (t)
Uber diesen Bereich nicht analytisch fortgesetzt werden kann.

Setzt man zunéchst in (2) £= 2xtt (x= O, JN2-- m),
so folgt:

| @2x7) |=c°n
und ebenso fur t= 2x+ 1) n:

ipW({@2x + 1) #) |= erH bezw. = c“n— 2 (ersteres, wenn
a ungerade, letzteres, wenn a gerade).

Daraus erkennt man aber zunéchst, dass die Taylor'sche
Reihe fur sammtliche Stellen t— f.irc =0, 1l,i 2wnm
divergirt (cf. § 1, Gl. (5)).

Das Gleiche findet nun aber statt fur alle Stellen
u7t
t= , wenn p eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet.

Setzt man namlich ip@ (/) in die Form:
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p1 ny @ »xh"
A) (i) = . 2J5-j ea 1™ i —T~ U
0O V- p V-
P~1 nnv . _00_ LW (p+r)
= y Vv —rc" **+ j" , rrcp+" >
vV vl 0o b+*)!
. . ; . 2xiT
so ergiebt sich zunéchst fur t= x= -f-1,-{-2.-.):
(3) \ fI? / [0} v! u +

= *{ BV« + «"}
WO:

v { \
c,» = S 'ir{«:

Nun ist aber:

P2 npn__ 1
4) \C,\<2."yar <2 -—U—LT <2-a?»
u

folglich wird, wie gross man auch p annehmen mag, N stets
so gross genommen werden konnen, dass der in (3) vor-

kommende Term €'w beliebig viel grosser ist als |CRU]J; dies
gilt selbst dann noch, wenn man p Uber alle Grenzen wachsen
lasst, sobald man nur nimmt. Somit folgt aus (3)
und (4), dass fur unendlich wachsende n

® (-7~) i«
wird, und das Namliche ergiebt sich auf analoge Weise auch

fur >xpW 67 In Folge dessen muss aber die Tay-

flTC
lor'sche Reihe fur i/ (t) an allen Stellen t= divergiren,
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wie gross man auch p nehmen mag, und da diese Stellen
auf der reellen Axe uUberall dicht liegen, so ergiebt sich in
der That, dass ip(t) fur keinen einzigen reellen Werth tQ
nach Potenzen von t— tO entwickelt werden kann.

Die Reihe (1) ist aber auch noch in einer weiteren Be-
ziehung lehrreich, insofern man daran erkennen kann, dass
auch die zweite der beiden in § 1 erdrterten Mdglichkeiten,
namlich die Convergenz der Taylor'schen Reihe

Y7 AR tt-tof

aber ohne die Gultigkeit der Beziehung

2 N -F >

geradezu in unendlich vielen Punkten jedes noch so
kleinen Intervalles stattfinden kann.

Angenommen namlich, es sei jetzt speciell a eine un-
gerade Zahl von der Form 4k -f-3 (k— 0, 1,2 --). Als-
dann bemerke man zunachst, dass alle ungeraden Potenzen
von a gleichfalls von der Form 4 &-j- 3, dagegen alle ge-
raden von der Form 4& + 1 sind,

e :__% eiavai:_ y l

wird. Setzt man daher in (2) t=(M-\-")7t" so ergiebt sich:

ip®(@m4~1) ) — in’ ~t "o
o V-
.1 anv
= (—i)m-»"+1 ) (— D" tt

also:

(6) lipw((w + ) 7) |= e*aH
sodass die Taylor'sche Reihe zunachst an allen Stellen
Q= (m+ n {m= 0, + 1, + 2--.) fur jedes noch so
grosse (it— f0) convergirt.
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Man findet nun aber ganz analog wie oben GI. (3), dass

(7) \"™(-1J -y<G Bn+ e-"
WO:
(8 Cptt<ar»

und da, wie gross man auch p nehmen mdge, die Reihe mit

dem allgemeinen Gliede: japu-(-e-“*Jr* fur jedes noch

so grosse r convergirt, so folgt, dass die Taylor'sche Reihe
2 {t_ toY fur alle stellen to= d. h.

schliesslich fir unendlich viele, Uberall dicht liegende Punkte
der reellen Axe convergirt und zwar sogar bestadndig
convergirt. Da aber in beliebiger Nahe jeder solchen
Stelle andere liegen, fir welche nach dem zuvor gesagten
die Taylor'sche Reihe divergirt, so kann sie nicht die
Summe p(t) haben.

Hieran knupft sich naturgeméss die Frage, ob es denkbar
ware, dass die Taylor'sche Reihe fur alle Stellen eines
gewissen Intervalles convergirte oder genauer gesagt, ein Con-
vergenz-Intervall besitzt, dessen Ausdehnung unter eine be-
stimmte angebbare Grosse nicht herabsinkt, und dass ihre
Summe nichtsdestoweniger mit der erzeugenden Function nicht
Ubereinstimmte ?

Diese Frage ist aber zu verneinen. Angenommen nam-
lich, es convergire die Reihe:

0
far und r<rn so hat man sicher fur alle Werthe-
paare (£, r) aus dem angegebenen Bereiche:

N (O - -
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und daher insbesondere, wenn g die kleinere der beiden
Gréssen  —10) und r, bezeichnet:

(9) lim "W 4~94L-g"= 0 (0<~~1)
n= o W.

Nun gilt aber mit Benitzung der Lagrange’schen Restform
die Entwickelung:

ao,
o V. n.

und man erkennt aus GI. (9), dass dieses Restglied fur h<.q
mit unendlich wachsenden n verschwindet, sodass also in der
That die Beziehung gilt:

(11) if, 0#+ h) = A fir A< <
0 V-

Damit ist also bewiesen, dass die Taylor’'sche Reihe nicht
fur alle Stellen eines beliebigen kleinen Intervalles einen
Convergenzbereich von angebbarer Grosse besitzen kann, ohne
dort auch die betreffende Function darzustellen. Mithin gilt
der Satz:

Wenn die Taylor'sche Reihe —--fi-hv far

irgend einen bestimmten Werth tO der reellen
Variablen t und fuar h<*Q convergirt, ohne die
Summe ip(t0-\-h) zu besitzen, so missen entweder
in jeder beliebigen Nahe von tO Stellen V exi-

stiren, sodass © v fur jedes noch so
kleine h divergirt, oder es muss zum mindesten
die untere Grenze fur die Convergenzradien aller
moglichen Reihen: n Berthe * in

der N&dhe von t0den Werth Null haben.)

s n-"
----- j— hvin dem vorliegen-
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Der Satz gilt offenbar auch fir den Fall einer com-
plexen Variablen t Denn man kann die Gesammtheit der
Stellen, welche auf irgend einer im Punkte tO beginnenden
geradlinigen Strecke liegen, durch eine ganze lineare Sub-
stitution auf ein Stick der reellen Axe congruent abbilden
und sodann wieder die oben benutzte Schlussweise anwenden.

Bei dem oben betrachteten Beispiel:

N = i
(D (0 ZU vf\/_eovl

tritt also — wenn a= 4k+ 3 — thatsachlich der Fall ein,
dass in jedem noch so kleinen Intervalle Stellen liegen, fur
welche der Convergenz-Radius der Taylor'schen Reihe un-

endlich gross ist (ndmlich fur t= —— )> und eben-
falls solche, fur welche dieselbe gleich Null ist (namlich
fur £= M

Ersetzt man in (1) t durch (— O, so wird die Reihe:

(12) =2 "TTe-awW

eine analytische Function darstellen, welche nur fir die
untere Halbebene einschliesslich der reellen Axe mit sammt-
lichen Ableitungen existirt, und es ergeben sich durch Ad-
dition und Subtraction von ip(t) und ip(—f) (wobei, wie
man leicht erkennt, die fraglichen Singularitaten sich nicht
etwa herausheben kdnnen), die Reihen:

_ ™ sinavt

den Falle offenbar eine unstetige Function von t ist, so brauchte
in der That keine bestimmte Stelle t* zu existiren, wo derselbe
wirklich = 0 wird.
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als Beispiele von Functionen, welche fir alle reellen t mit
sdmmtlichen Ableitungen jeder noch so grossen endlichen
Ordnung endlich und stetig sind, und dennoch nicht in das
complexe Gebiet der Variablen t fortgesetzt werden konnen.

Setzt man schliesslich in (1) noch et*= X, so folgt, dass
die Function:

(14) )= sp*—Ixav

nicht Gber den Einheitskreis hinaus analytisch fortgesetzt
werden kann, obschon sie noch auf der Peripherie derselben
mit allen Anleitungen jeder endlichen Ordnung endlich und
stetig ist.

Der allgemeine Typus derartiger Reihen lautet offenbar:

(15) f{x) v nv
0

wo die mv positive ganze Zahlen von der Beschaffenheit
bezeichnen, dass der griosste gemeinsame Theiler von MM
mv+v v selbst in’s Unendliche wéachst, wahrend
die Coefficienten cv so beschaffen sein missen, dass die Reihe:

cv m v = S »

fur jedes endliche n zwar convergirt, aber ihre Summe mit
N so stark zunimmt, dass:

fur jeden noch so kteinen Werth p divergirt.
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