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Ueber die Fundamentalgleichungen der
Flachentheorie.

Von A. Voss in Wurzburg.

(Eingelaufen 7. Mai.)

Die Gruppe der Formeln, durch welche seit Gauss’
Disquisitiones generales circa superficies curvas die Eigen-
schaften einer krummen Flache dargestellt werden, erhalten
ihr eigenthiimliches Geprége durch die Art und Weise, wie
dieselben auf die bei der Biegung unverdnderlichen Coeffi-
cienten des Langenelementes bezogen sind. Man scheint aber
bisher weniger darauf geachtet zu haben, dass in diesen
Formeln nur in analytischer Weise die bei der Biegung
unveranderlichen Elemente eingefiihrt sind, wéahrend gerade
in geometrischer Hinsicht die Einfihrung von Biegungs-
invarianten rein geometrischen Characters in den
Vordergrund zu treten hat, wenn man den Gedankengang,
der Gauss geleitet zu haben scheint, verfolgt.

Es ist die Absicht der folgenden Bemerkungen, die
Fundamentalgleichungen der Flachentheorie so dar-
zustellen, dass, soweit wie Uberhaupt moéglich, nur geo-
metrische Biegungsinvariantenl) in denselben auf-
treten, insbesondere auch in allgemeinster Weise das
Krimmungsmaass als Function solcher auszudricken.

1) Ueber die Unterscheidung zwischen analytischen und geo-
metrischen Biegungsinvarianten vergl. unten Nr. 4.
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Die Form, welche die allgemeinen Gleichungen der Flachen-
theorie in Folge dessen annehmen, steht zwar in naher Be-
ziehung zu den von Aonst und Codazzil -eingefihrten
Gleichungen, durch welche eine gerade fur die Anwendungen
sehr wichtige geometrische Interpretation derselben erreicht
wird, unterscheidet sich aber eben durch den vorhin ange-
fuhrten principiellen Gesichtspunkt von denselben.

In Beziehung auf orthogonale Curvensysteme auf einer
Oberflache hat Ubrigens neuerdings Herr Knoblauch?2) in
einer Arbeit, deren Tendenz sich, soweit sie das Krimmungs-
maass betrifft, mit der vorliegenden beridhrt, an die Bonnett
sche Formel erinnert, welche das Krimmungsmaass durch
die geodatischen Kriimmungen der Coordinatenlinien ausdrickt.

Nr. 1. Bezeichnet man mit e, /% g die Coefficienten
des Langenelementes auf einer Flache, so ist nach Gauss
das Krimmungsmaass K nur abhangig von den Gréssen e,
/% g, den ersten Differentialquotienten derselben nach den
unabhangigen Parametern % Vv und den zweiten Differential-
quotienten ew, fuv, guu. Aus dieser analytischen Thatsache

folgt flr zwei isometrisch3 auf einander bezogene Flachen
die Unveranderlichkeit des Krimmungsmaasses.

1) Diese Formeln geben bekanntlich die Fundamentalgleichungen
in einer fur die Anwendungen ausserordentlich wichtigen Gestalt
(vgl. namentlich das grundlegende Mémoire von Bonnet, Journal
de I'Ecole Polyt. Bd. 25 und 26, sowie die Théorie générale des sur-
faces von Ribaucour, Journ. v. Liouville Ser. IV, tom. 7), insofern
nur geometrische Grdssen, namlich die normale und geodétische
Krimmung, sowie die geodatische Torsion der Coordinatenlinien in
denselben auftreten, entfernen sich aber eben durch die Einfihrung
dieser grdsstentheils nicht invarianten Elemente von der Beziehung
auf das L&ngenelement.

2) Ueber die geometrische Bedeutung der flachentheoretischen
Fundamentalgleichungen, Acta Mathematica Bd. 16 S. 249.

3) Der Kurze wegen nenne ich zwei auf einander abwickelbare
Flachen isometrisch auf einander bezogen oder isometrisch.
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Fir diesen fundamentalen Satz der Flachentheorie giebt
es nun eine Reihe verschiedener Darstellungen, welche den-
selben in mehr oder minder anschaulicher Weise durch geo-
metrische Betrachtungen begriinden, die sich aufinvariante
Elemente bei der Isometrie beziehen. Zu erwahnen ist
hier zunadchst die Gauss’'sche Definition des Krimmungs-
maasses als Grenzwerth des Quotienten des spharischen Bildes
eines Flachenstiickes durch den Inhalt des letzteren selbst,
welche, wie Mindingl gezeigt und auch Herr Sturm
neuerdings wieder in Erinnerung gebracht hat,2 leicht so
gefasst werden kann, dass die Invarianz von K dabei un-
mittelbar hervorgeht.

Auf eine andere Art hat Herr Natani das Krummungs-
maass mittelst eines Winkelexcesses durch den folgenden Satz3
ausgedrckt:

~Wird eine Flache durch zwei Curvenschaaren in Vier-
ecke und diese wieder durch eine dritte Curvenschaar in je
zwei Dreiecke getheilt, so ist die Krimmung gleich dem
Unterschied der um einen Schnittpunkt herumliegenden sechs
Dreieckswinkel von 2 n dividirt durch den Inhalt des an-
stossenden Viereckes.”

Dieser Satz, welcher auf der Auffassung der Flache als
Grenze eines Polyeders mit dreiseitigen ebenen Flachen be-

Diese Ausdrucksweise durfte sich auch dadurch rechtfertigen, dass es
sich bei den meisten die Abwickelbarkeit der Flachen auf einander
betreffenden Untersuchungen nicht um die wirkliche Ausfihrung der
Abwickelung, die hinsichtlich ihres Umfanges jedesmal von der spe-
ciellen Natur der Gleichungen abhangt, handelt, sondern nur um die
durch die Erhaltung der metrischen Verhaltnisse bedingte Mdéglich-
keit derselben.

1) Journal v. Crelle, Bd. 19.

2) Mathematische Annalen Bd. 21 S. 380—382.

3) Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf die
allgemeine Theorie der Flachen und der Linien doppelter Krimmung
von F. Joachimsthal, 2. Aufl. bearb. von L. Natani, 1881 S. 233.
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ruht, bei dessen Deformation der Excess der Kantenwinkel
an den Eckpunkten ungedndert bleibt, liefert eine mit dem
geometrischen Character der Flache im engsten Zusammen-
hang stehende Deutung fir den Zahler des Krimmungs-
maasses. Aehnliche Ueberlegungen finden sich indessen auch
in Herrn Sturm’s Note, in der auf Grund Steiner’scher
Betrachtungen die Flache als Grenze eines Polyeders auf-
gefasst und der Begriff der Ecken und Kantenkrimmung
desselben eingefihrt wird.

Nr. 2. Wahrend bei diesen Untersuchungen allerdings
die gehaufte Betrachtung infinitesimaler Beziehungen nicht
wohl zu vermeiden ist, so namentlich in der N atani’sehen
Darstellung, der man wohl in mehrfacher Beziehung eine
strengere Form wuinschen mdchte,l) bringen andere Formeln
in analytischer Darstellung, aber in directer Beziehung auf
geometrisch invariante Elemente, die Unveranderlichkeit des
Krimmungsmaasses zum Ausdruck.

So besteht nach Bertrand und Puiseux fur den Ex-
cess E der Lange einer hinreichend kleinen geodatischen den
Flachenpunkt umgebenden Kreislinie mit dem Radius s Uber
die Peripherie einer ebenen Kreislinie mit demselben Radius,
dividirt durch die f Potenz des Inhaltes J jenes geodatischen
Kreises die Formel

welche K direct durch den Grenzwerth des Verhéltnisses
zweier bei der Biegung invarianter Grossen ausdrickt.
Nach Beltrami3 gilt fur den Bogen g einer von einem

1) Eine solche wurde mir Ubrigens unlangst durch Herrn Finster-
walder mitgetheilt.

2) Vgl. Monge, Applications, Ausg. v. Liouville, S. 583u.f.
Der Satz selbst ist dort freilich auf andere Art ausgedrickt.

3) Beltrami, Zur Theorie des Krimmungsmaasses, Math. An-
nalen Bd. I, S. 580. Die Beltrami’'sche Darstellung von K durch
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beliebigen Punkte der Flache ausgehenden Linie die merk-
wiurdige Formel

welche K durch den an der geometrischen Invariante g aus-
zufuhrenden invarianten Differentialprocess J2 ausdruckt.l)

Nr. 3. Die flachentheoretischen Fundamentalgleichungen
d. h. die Relationen zwischen den Fundamentalgréssen erster
und zweiter Ordnung und die partiellen Differentialgleich-
ungen der Flache selbst, besitzen dagegen an und fur sich
keine Form, aus welcher sich ihr invarianter Character in
geometrischer Hinsicht unmittelbar erkennen Hesse. Denn
die Coefficienten e, / g des Langenelementes sind nur ana-
lytische Biegungsinvarianten, sie haben aber an und
fur sich keine geometrische Bedeutung, da sie von der Be-
stimmungsweise der Variabein w, v selbst abhéngig sind und
sich andern, sowie diese durch Functionen je einer neuen
unabhangigen Variabein u\ V' ersetzt werden.

Allerdings haben die Gauss’schen Relationen zwischen
den Fundamentalgréssen und die partiellen Differentialgleich-
ungen der Flache durch die Codazzi 'seshen Formeln,
namentlich in der Kkinematischen Deutung, welche Herr

den integrirenden Facior der Differentialgleichung der Linien von
der Lange Null kommt wegen ihres rein analytischen Characters hier
nicht in Betracht.

1) Die Erorterungen in Nr. 1 und 2. beabsichtigen nicht, eine
Darlegung aller auf das Krimmungsmaass bezlglichen geometrischen
Betrachtungen zu geben. Mit Ausnahme der Puiseux’sehen Formel,
welche dasselbe als Grenzwerth eines von einer Variabein abhang-
igen Quotienten darstellt, aber die Construction geodatischer Kreise
erfordert, unterliegen alle dem Umstande, dass es sich um das Ver-
haltniss zweier von zwei unabh&ngigen Variabein abh&ngenden infi-
nitesimalen Grossen zweiter Ordnung handelt, welcher meines Er-
achtens die geometrische Anschaulichkeit beeintrachtigt.
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Darbouxd ausfihrlich in seiner Theorie generale des sur-
faces dargelegt hat, eine sehr bemerkenswerthe Interpretation
erfahren.

Herr Darboux denkt sich in Verbindung mit der
Flache ein rechtwinkeliges Raumcoordinatensystem — triedre
trirectangle — dessen <er-Axe die Normale des Flachenpunktes
ist, und dessen #-Axe in der Tangentenebene der Flache
einen Winkel m mit der Curve u bildet. Schreitet man auf
der letzteren fort, so geht dasselbe in eine benachbarte Lage
Uber. Ist nun r du die Rotationscomponente um die £r-Axe,
welche, abgesehen von einer geeigneten Translation, in Ver-
bindung mit zwei anderen analogen partiellen Rotationen
p du, gdu um die Axen x und y jenes System aus der ur-
springlichen Lage in die zweite Uberfuhrt, und bezeichnet
man mit r4dv die dem Fortschreiten auf der Curve v ent-
sprechende Rotationscomponente, so ergiebt sich fir den
Ausdruck

ITsin ctVVg

— unter a den Winkel der Coordinatenlinien v verstanden
- die elegante Formel2)

sr¥ = dr___dr>
sm a91€g dv du

Nnn hangen freilich die Rotationen r und r\ sowie auch
die von Herrn Darboux eingefihrten Translationscompo-
nenten des Trieders nur vom Langenelemente ab. Sie sind
aber nur analytische Invarianten, wie auch schon aus dem
Anblick der fur K angefiihrten Formel hervorgeht, welche
neben den Differentialquotienten nach m, v auch noch die
Coefficienten 6, g enthalt, wahrend die Ubrigen in Darboux1

1) Lecons sur la théorie générale des surfaces, Tom. I, Tom. Il
S. 361—387.
1) a a 0. S. 364.
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Theorie auftretenden vier Rotationen uUberhaupt keinen in-
varianten Character besitzen.

Nr. 4. Als geometrische Invarianten von wesent-
licher Bedeutung kennt man die geodéatische Krimmung
einer beliebigen auf der Flache gezogenen Linie, insbesondere
die geodatischen Krimmungen der Coordinatenlinien
u, v,) mittelst deren allein sich nach Bonnet das Krim-
mungsmaass in Bezug auf jedes orthogonale Curvensystem
auf der Flache darstellen lasst, wie dies Herr Knoblauch
neuerdings wieder hervorgehoben hat.2 Bei allgemeiner Wahl
des Coordinatensystems reichen aber diese beiden Invarianten
nicht mehr aus.

Es ist jedoch leicht, noch andere geometrische In-
varianten aufzustellen, welche ebenso wie die geodatischen
Krimmungen nur von den £, g und den ersten Diffe-
rentialquotienten derselben abhangen. Eine solche muss
namlich eine Function dieser Gréssen sein, welche
bei einer Transformation von der Form

u—F (Uu)
v= PV

ihre Gestalt nicht andert, denn nur dann ist sie von
der Wahl der Variabein unabhangig, so lange die Coordi-
natenlinien nicht gedndert werden.

Bezeichnet man nun die Werthe, welche die e, ¥ g
vermdge dieser Transformation annehmen durch €', /', g
und in analoger Weise die Differentialquotienten ey --- g9

durch et "g\n so erhalt man, wenn die Differentialquo-

tienten der ;. @ durch Striche bezeichnet werden,

1) Als Curve u(v) soll hier immer diejenige bezeichnet werden,
langs welcher u(v) variabel ist.
2) Vgl. Knoblauch, a a 0., Darboux, Théor. générale,
Tom. 111, S. 130.
1892. Math.-phys. CI. 2. 17
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€ =eF%

f

9' = O<tz*
fu= fNF30°-ffF“F O'
fll _ f p-0‘t | fQU 01 p<

ey = e F* + 2eF*F>
e\, =eVvFt20i
9'u = 9uF‘ (PPo

Aus diesen neun Gleichungen lassen sich durch Elimination
der vier willkurlichen Gréssen F\ ®\ Fu Ou nur funf von
diesen freie Gleichungen zwischen den e f g und ihren Dif-
ferentialquotienten herleiten, welche die Transformationsrela-
tionen im Aronhold’schen Sinne darstellen. Beschrankt
man sich daher auf solche Verbindungen, welche
hochstens erste Differentialquotienten der e f, g
enthalten, so lassen sich nur funf Invarianten bilden.
Es sind dies die folgenden:

eg- eg’

1) Vermoge dieser Transformation ergeben sich fir die ent-
sprechenden Coefficienten [Arf, [C] der Gleichungen 3) in Nr.5 die
Beziehungen:

F2 =
[Al= A ~%[C]=G Sa

In meiner Arbeit Uber die Krimmung der Flachen, Klein, Annalen
Bd. 39 sind S. 198, Gleichung 13) diese Gleichungen in Folge eines
bei der Correctur entstandenen Schreibfehlers unrichtig angegeben,
indem auch die Nenner rechterhand zum Quadrat erhoben sind.
Derselbe findet sich dann auf Seite 249 wiederholt, wahrend die
dort geftihrte Rechnung die richtigen Werthe von [A”N]%[C] zu
Grunde legt.
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1 9\~ =

2VH*Vg' 2VHvg

wobei H = eg — ZT = e'g'— f %gesetzt ist. Die erste
dieser Gleichungen stellt das Quadrat des Cosinus des Winkels
a der Coordinatenlinien vor; in den ubrigen erkennt man
sofort die Bestandteile, aus denen die geodatischen Krim-
mungen Yy, yx der Coordinatenlinien w, v sich zusammensetzen,
denn es ist bekanntlich

y=* —3,
Yi

Es ist nun zu vermuthen, dass sich aus diesen funf In-
varianten,) zu denen allerdings noch die Bogenlangen der
Coordinatenlinien selbst hinzuzunehmen sind, die Fundamental-
gleichungen der Flachentheorie aufbauen lassen werden, wie
im folgenden seine Bestatigung finden wird.

Es erweist sich indessen nicht als zweckmassig, jene
Invarianten direct einzufihren. Vielmehr wird es sich
empfehlen, die bereits definirten Krimmungen vy, y, beizu-
behalten und diesen diejenigen beiden Biegungsinvarianten
hinzuzufiigen, welche ich bereits in meiner Arbeit Uber die

1) Dieselben sind indessen nicht von einander unabhangig. Man
vergleiche weiter unten Nr. 6. die Gleichungen 10a und 1
17+«
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Krimmung der Flachen, allerdings in anderer Richtung,
betrachtet hatte.])

Nr. 5. Bezeichnet man das Langenelement der Flache,
welche auf zwei willkirliche Curvensysteme w, Vv bezogen
ist, durch

1 ds*= edur+ 2fdudv+ gadw

und die Differentialquotienten der e, f, g sowie der Coordi-
naten &, y, £ wie in Nr. 4, durch angehdngte Indices, so
hat man bekanntlich die Gleichungen

xuu= Axu+ A, zt+ Hp,

7

2) X,,.= BX,, + BiX + FP>
xw = Gx«+ Ctx, + Gp
nebst den analogen fiir y, z und g, r, wobei 1?, F, 6, die
Fundamentalgréssen zweiter Ordnung, p, g, r die Richtungs-

cosinus der Normale bedeuten, und die characteristischen
Coefficienten A; At; B, BX\AC, C, durch die Gleichungen

2A H=qeu-2 ffu+ fev
2AIH =2efu— eev— fed
2B H—gev fgn
2BtH =egu—fev
2G H
2GIH

2gfv—ggn—fgv
2gt-2 ffv+ fgn

in denen

eg-r =H
gesetzt ist, definirt sind. Dabei finden zwischen den charac-
teristischen Coefficienten die Gleichungen

1) Zur Theorie der Krummung der Flachen, Klein, Annalen 89.
S. 200.
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B+C, dIVH
3v

Bx+ A = dIVvH
3u

4)

C—=B —dl]/—

9 \/] 9
3v

statt, und zugleich hat man fur die Differentialquotienten
der jp, g, r die Gleichungen

P>= Lxu+ £,*.
%) pt= Mxu+ Mtx.

in denen

L H—Ff—gE
Lt H=Ef — Fe
M H= Gf— Fg
M, H=F f— Ge

6)

ist. Die geodatischen Krimmungen y, yXx der Curven
u, v sind alsdann

7) , = M M , = oVvb
eVe ' * frVIf

ihre reciproken Werthe sind die Radien der geodéati-
schen Krimmung der Parameterlinien. Ich denke
mir ferner im Punkte P (#,y, z) der Flache die Tangente
an die Curve u gezogen. Die Coordinaten eines um rt von
P entfernten Punktes auf derselben sind
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Y i«

X = X+ e:

M\

8) ¥
Ve

Z= s+ riu

Ve

und diejenige Normalebene der Fléche, welche jene Tangente
in sich enthalt, hat die Gleichung

X—XY—y Z—2z
N = p q r = 0

W
oder

N=(X —x, p, xy= 0.

Hieraus ergibt sich fur die unendlich benachbarte Normal-
ebene JV+ dNv, welche dem Fortschreiten auf der Curve v
entspricht, die Gleichung

N+ [(X-X,p,xut)+ (X - X,pv,xj—{xvyp,xy]d v =0.

Tragt man in die letztere die Ausdriicke 8) an Stelle von
X—X, - ein, so ergibt sich fur die Entfernung, in welcher
die Tangente der Curve U von der benachbarten Normalebene
langs der Curve v geschnitten wird, die Formel

9 1 B,

und ebenso erhdlt man fur den analogen Werth r die
Gleichung

Allerdings sind diese ,Radien”, welche fur isome-
trische Flachen wungeandert bleiben, bisher wie es
scheint in der Flachentheorie nicht beachtet worden. Die
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folgenden Bemerkungen werden indessen erkennen lassen,
dass sie zugleich mit den angegebenen Normalebenen durch
die Tangenten der Curven w, v bei yielen Untersuchungen
auftreten.

Wie man sieht ist die Construction dieser Radien
genau dieselbe, welche die geodatischen Krim-
mungsradien definirt, in welche sie geradezu Ubergehen,
wenn der Coordinatenwinkel a ein rechter ist. Denn das
Centrum der geodéatischen Krimmung der Curve V ist, wie
man leicht erkennt, derjenige Punkt auf der Normale der
Curve i?, in der Tangentenebene der Flache, in dem diese
Normale von der unendlich benachbarten Normalebene der
Curve v geschnitten wird. Man kénnte daher die reciproken
Werthe von r und r2, die fortan durch q bezeichnet
werden sollen,1 auch die ,nach den Richtungen der Co-
ordinatenlinien gemessenen geodatischen Krim-
mungen” der letzteren nennen. Freilich ist nicht sofort
geometrisch evident, dass diese Krimmungen g und far
isometrische Flachen ungeédndert bleiben. Aber eine solche
unmittelbare Evidenz besteht auch nicht fir die geodatischen
Krimmungen y und yt; man erkennt ihre Invarianz aber
leicht mit Hulfe der Liouville’'sehen Definition der geoda-
tischen Krummung durch den geodé&tischen Contingenz-
winkel. In derselben Weise aber kann man durch eine infi-
nitesimale Betrachtung sehr einfacher Art nachweisen, dass r
und r ABiegungsinvarianten sind. Es mdge genligen, was diesen
Punkt betrifft, auf die Formeln 10A zu verweisen, deren geo-
metrische Deutung auf der Hand liegt, und aus denen jener
invariante Character fur r und sich unmittelbar ergibt.

1) Nach der Bezeichnung in Nr. 4 ist

e==rih (cosai_ii)’

ei==iih (C08a?i_i)-
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Eine besonders anschauliche Bedeutung gewinnen die
Endpunkte der Strecken r, rx flr ein conjugirtes Coor-
dinatensystem auf der Fléache; sie sind dann die Durch-
schnittspunkte der consecutiven Tangenten der Curven u (v)
langs der Curven v (w). Bei einer isometrischen Beziehung
entspricht nun freilich einem conjugirten Coordinatensystem
nicht wieder im allgemeinen ein solches; doch mag hier
bemerkt werden, dass zwei isometrisch auf einander bezogene
Flachen positiver Krimmung immer auch reell so auf
einander bezogen werden kénnen, dass einem System con-
jugirter Curven wieder ein solches entspricht, wahrend fir
Flachen negativer Krummung dieses System auch imaginar
werden kann.l)

Die Normalebenen N langs der Curve v erzeugen eine
abwickelbare Flache. Ist nun bestandig gleich Null, so
laufen die Erzeugenden derselben den Tangenten der Curven
u in den Punkten der Curven Vv parallel. Sind beide Krim-
mungen q und bestandig gleich Null, so ist das Curven-
system U, v ein dquidistantes, denn alsdann hénnen e und
g gleich Eins gesetzt werden.

Es mdge hier noch darauf hingewiesen werden, dass
auch die Entfernungen s, in denen die Normale
der Flache von den consecutiven Normalebenen N
der Curven w, v geschnitten wird, eine einfache
Bedeutung besitzen. Setzt man namlich in der Gleich-
ung N+ dNv= 0 fur X—x, Y—y, Z—8 die Grossen 5, pf
stg, sir ein, so ergiebt sich

(pi>*,) — («,*>*) = o0

1) Fur dieses besondere Coordinatensystem gehen dann durch die
BieguDg gleichzeitig die aus den Tangenten der Curven U, V gebil-
deten zwei Schaaren Developpabeln in einander Uber. Dagegen kdnnen
die geodatischen Kriimmungsradien einer Curve nur dann eine Devel-
oppable bilden, wenn dieselbe eine Krimmungslinie ist.
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oder wenn man fur pv seinen Werth aus 5) substituirt

1_eG—fF

eg—P
1 _gE—fF
S eg—f

Daher ist? + = fur jeden Punkt der Flache un-

veranderlich und gleich der Summe der reciproken
Werthe der Hauptkrimmungsradien,l) wahrend fir
conjugirte Coordinatensysteme noch ausserdem

1_ K

sst sin*a
wird.

Nr. 6. Die vier Biegungsinvarianten y yl1Q
sollen nun im folgenden zur Bildung des Krim-
mungsmaasses verwandt werden. Hierzu sind zunéchst
einige weitere Formeln zu entwickeln.

Setzt man namlich

cosa= —F—
VTg
so erhalt man leicht mit Hllfe der Gleichungen 3)

. da eCH+BIi9H
—sina— = - 5-—-——

oder

3v g e
und wenn man hier yx und einfuhrt
1) Fur orthogonale Systeme gehen 8 und in die Normalkrim-

mungen Uber, und man erhélt den bekannten Satz Uber die Krim-
mungen zweier zu einander rechtwinkligen Normalschnitte.
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h = Vg(Y- Qsina)= VH (j-f~*)

1?7 = ye{Y- Qsinag)= VH ~ + 7

oder, wenn man die Bogenelemente ds=Vedu, dsx—Ygdv
einsetzt

3a .
—— =y —Qsina
. Tk
10-) 3a
“ SSiu LI * lsllu
Die yier Grossen Y, sind indessen noch durch

eine weitere Gleichung mit einander verbunden. Man
erhalt dieselbe durch Bildung der Integrabilitdtsbeding-
ung der Gleichungen 10). Aus den Gleichungen 9) oder

B B.
Q- vr Q- V«

folgt namlich mit Hulfe der in 3) gegebenen Ausdricke ftir
B und JBl

— : 3y7 Ccos a

m Veg 3»
- :E ﬂ/~_9: q]_+ q cosa

yeg du

also, wenn man die Gleichungen 10) nach u und v diffe-
rentiirt und die Ausdricke 11) auf der rechten Seite sub-
stituirt,
ara _dyt
3,9, N -». 3s sin»+(c,)m«)-,)co»0-«1) el rir

3y 30 ,
= yj-— ~"sma-{Q ly-Qylcosa-¢cy+c*amal).

1) Sind zwei Flachen so auf einander bezogen, dass der Coordi-
natenwinkel a und die vier Grdssen q, £i, y, yi in correspondirenden
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Setzt man zur Abkurzung

[ = = *| - - =
12) si|r31 a <7’1 1 Jsin a &
y cotg a + ylcokgal+ g= 1

so kann man diese ldentitdt in der folgenden Form

A dhl y j — 3~ A9

schreiben, deren beide Seiten nach 10% verschwinden, wenn
der Winkel a constant ist.

Nr. 7. Ich gehe nun von dem bekannten Ausdruckel)
fur das Erummungsmaass K aus,

Funkten gleiche Werthe haben, so sind sie isometrisch. Denn
aus den Gleichungen 10a) folgt zunachst die Gleichung der Bogen-
elemente, also
vce7

Vg = Vg*
und somit auch f=f, falls man die Coefficienten des L&angenele-
mentes auf den beiden Flachen durch Indices unterscheidet. Hierbei
muss aber vorausgesetzt werden, dass anicht constant ist.
Denn in diesem Falle sind die Grossen q, von den geodatischen
Krimmungen v, nur um einen constanten Factor verschieden. Es
ist aber leicht zu sehen, dass aus der Gleichheit der geo-
datischen Krummungen bei constantem Coordinaten-
winkel keineswegs die Gleichheit der Ladngenelemente
sondern nach 11) nur die Relationen folgen:

1 divg _ 1 dIVtf

fly du du
1 dlve 1 31Vs
vg 3» Vvg'

Ist dagegen a eine Function von v allein, so ergiebt sich zunachst
Vg — Vg' und dann nach 11) auch Ve = VV, so dass in diesem
Falle die Flachen wieder isometrisch sind.

1) Darboux, a. a. 0. Tom Il p. 364.
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AV dvVe\
Tym, _ « gln — cosa - -
IE\H——g%-aV——-IdLFEn _° 3d|\
\Y Ke sin a ~7
- — ?2i-1
\ TZ<gsin a /

den man vermoge der Gleichungen 3) in die Form

n> Il ys —

N il M E * M E
dudv du\ e ? (dv \y g )/

oder auch, wenn man die Formeln 10) einfUhrt in die Gestalt

dudv du\ g / dv\ e |/

bringen kann. Durch Addition ergiebt sich der von dem
zweiten partiellen Differentialquotienten von a nach u und
v befreite Ausdruck

1)

Nun findet man leicht nach 7) und 9)

i -~ = (dri+e”™ VvV \

M-GKk+0OKy

1) Die Formeln II, II' lassen unmittelbar die bekannten Eigen-
schaften der Curvatura integra von Flachenstiicken, die von'geoda-
tischen oder von Aaquidistanten Linien begrenzt sind, erkennen.
Formel 11" ist nichts anderes als der von Herrn Weingarten fir
das Krummung8maass bemerkte Ausdruck. (Festschrift der Tech-
nischen Hochschule, Berlin 1884; Knoblauch, Theorie der krummen
Flachen, S. 177).
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1 d\/— $Vg da
S J —_ i = +
Y du
LA dle L
,—)p + cotg“ TT — - (e+ cot ,
B VA Vegdv cotg ' (e + cotgay,)
oV
und somit durch Substitution in die Formel 11")
2K==Ji + Q) + 37,( N + (()

(17N + ) (2, +cotg“y)~ (™ +e) (e+cotg“y,)

oder mit Benutzung der unter 12) eingefuhrten Bezeichnung
sowie der folgenden

it e Ti it = h

1) 2K:dié\s+ laSj'h Hl-h |

In dieser Form, der man durch die mittelst der Formel |
mogliche Elimination des Winkels a, solange dieser nicht
constant ist, auch eine solche Gestalt geben kann, dass
K nur von den y, q und agPosowie den ersten Dif-
ferentialquotienten dieser Grissen bezuglich nach
v und u abhangig erscheint, erhdalt nun der Satz von
der UnVeranderlichkeit des Krimmungsmaasses seinen un-
mittelbarsten Ausdruck im analytisch geometrischen Sinne,
da K nur durch geometrische Biegungsinvarianten dargestellt
ist. Ebenso merkwirdig ist aber die andere aus der be-
kannten Bedeutung von K als reciprokes Product der Haupt-
krimmungshalbmesser fliessende Eigenschaft, der zufolge die
rechte Seite von |IIl fir alle Coordinatensysteme auf der
Flache fur jeden Punkt einen unveranderlichen Werth hat,
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und die Gleichungen 10%), I, Ill stellen nichts anderes vor,
als ganz allgemeine Theoreme, die von jedem beliebigen
Coordinatensysteme auf einer Oberflache gelten.

Ist insbesondere der Winkel a constant, so wird nach 10%

Q= sma' Q.L: sm a
mithin
hi= 20Ql, h= 2q
| — Q+ Qcos h = + Qcos a
also in diesem Falle
DT) ?*+ ?2*+ 2%e,cosa)

7t
welche Formel fir a = — in die bekannte Bonnet'sche

Ubergeht.1)

Nr. 8. Ich schliesse hieran noch einige Bemerkungen,
die sich aus der Form der Gleichungen | und 111 ergeben.

Sind die Curven ft, v geodatisch, so folgt durch Com-
bination von | und 111

K=idgs — Q% kgt — ?
Bei constanter negativer Krimmung K = — c%wird daher

1) Will man das Krimmungsmaass nur durch die geodéatischen
Kriammungen und den Winkel a darstellen, so findet man ans 111

3Na 1 3a& 3Q .
K= -fomememe _ _ + — + — — (gi*+ 2+ 2cosaggt)
3u3v sinayeg 3* 3«i
gi da g da
sina3si  sina3«

falls y = sinag, = sinagi gesetzt wird. Wie man sieht, ist dies
aber keine Darstellung durch geometrische Invarianten, da die Dif-
ferentiation nach u und v sich nicht beseitigen lasst.
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duVo?-c%

oder, wenn man bei constanten v integrirt

= g2Cip
Q—c
und analog
=c 2Ziez(«)

Bei constanter positiver Krimmung K = + c¢* findet man
dagegen

L= Ctg(c* + m(D)

Q = Ctg(CS, + <p(uy

welche Formeln in sehr einfacher Weise die Aenderungen
von (und g) beziehungsweise langs der geodatischen Linien
u (und t?) darstellen.

Ein ganz &hnliches Resultat ergiebt sich fur ein System
von Curven, in Bezug auf das y— 0, g= 0 ist. Man er-
halt dann aus | und III

und damit bei constantem K eine ganz &hnliche Gleichung
fur 9, wie vorhin, wahrend yt nun durch die lineare Dif-
ferentialgleichung

=Ve(rl@+ sinai)

in der Uberdies nach 10%) a nur von v abhéangig ist, cha-
racterisirt ist, deren Loésung sofort hingeschrieben werden kann.
Dagegen koénnen y und nur bei developpabelen
Flachen gleich Null sein. Denn die Combination der Gleich-
ungen | und Il liefert hier sogleich K =0.
Ferner ergiebt sich aus Il der Satz:
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Eine reelle Flache, auf der ein System von Co-
ordinatenlinien constanter geodatischer Krimmung)
existirt, die sich Uberall unter constantem Winkel a
schneiden, ist eine Flache constanter negativer
Krimmung, den man als Verallgemeinerung eines bekannten
Liouville’'schen Theorem's betrachten kann.

Sollen z. B. die geodatischen Krummungen der Curven
u und v eines Orthogonalsystems constant und gleich c
und g sein, so hat man nach Nr. 5), 7) die Gleichungen

e _gr 9*
eVg ' gVe 1

deren Ldsungen

Ves= , \lg = ]
VOO + xO) VK) + x(vi)
sind, wenn cv = vi9 clu= ul gesetzt wird. Das Langen-
element wird demnach

dip .dV
ds9%= —_% H-—--
Cj ca

(G+ ry
wenn U=\p(ux), F=/(t;D) gesetzt wird. Mit Hulfe der
ldentitat

\d U*+ -i-dV’'= dU*+ dVt+ (- dU- ~ dV)*
ri £ Vci c

a+ ~

und der Bezeichnungen

1) Solche Curven nennt Herr Darboux, allerdings im Gegen*
satz mit der durch Gauss eingefihrten Terminologie, »geodatische
Kreise*. Will man sich dieser Bezeichnung anschliessen, so durfte
es sich in Bezug auf die Deformation der Flachen empfehlen, die
Gauss'schen geodatischen Kreise schlechthin *Kreise* zu nennen.
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U+v = UN —C7-"r-V=V"*
g c

gewinnt dasselbe die Gestalt

dzZT' + dV'
S ~ uU'i(c,s+ ¢)

in welcher man sofort das Langenelement der auf ihre Me-
ridiane und Parallelkreise bezogenen Rotationsflache der
Tractrix erkennt. In ahnlicher Weise lasst sich Ubrigens
auch der Fall eines beliebigen constanten a behandeln.

Nr. 9. Die Formel IIl Nr. 7. far das Krimmungs-
maass enthalt neben den Invarianten h und hx noch die Dif-
ferentialquotienten derselben nach v und u.  Nur flr eine
gewisse Klasse von Coordinatensystemen auf einer krummen
Flache wird man daher K durch die Invarianten allein dar-
stellen kénnen, so, dass dann K nur aus den geometrischen
Grossen y, yIf « zusammengesetzt ist. Es sind dies
diejenigen, fir welche h und hi Functionen von u und v
allein werden, oder mit unwesentlicher Aenderung

von u und v allein abhéngig sind. Da diese beiden Aus-
dricke bei einer Transformation von der Form

u'— W), V= ipW)

absolute Invarianten sind, so erscheinen die Coordinaten-
systeme dieser Art durch die folgenden beiden Gleichungen

characterisirt,
1892. Math.-phys. CI. 2. 18
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in denen a, av B, Bx Constanten bedeuten, die man gleich
Null oder Eins setzen kann, je nachdem die linken Seiten
constant oder variabel sein sollen. Die Differentialgleich-
ungen, auf deren Lésung die Bestimmung der Coordinaten-
systeme beruht, fur welche die angegebene Eigenschaft be-
steht, sind allerdings nicht ganz einfach, und ich werde sie
hier nicht weiter untersuchen. Eine einfache Losung ergiebt
sich aber in dem Falle, wo man sammtliche Constanten
gleich Null setzt, der freilich nur bei einer developpabelen
Flache auftreten kann. Alsdann kommt die bezeichnete
Aufgabe auf die folgende hinaus:

Alle Curvensysteme in der Ebene zu bestimmen,
fur die die beiden Ausdrucke

verschwinden.
Setzt man demgemass

so erhédlt man durch einfache Umformungen an Stelle dieser
beiden Bedingungen die Gleichungen
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Setzt man nun

und

so folgt aus dem nach 13) erforderlichen Verschwinden der
Functionaldeterminante

3pd q 3pd q
3v3u 3u3yv

dass p nur von g abhangig ist, oder

oder auch
ee= F (2)

sein muss, wo F eine noch zu bestimmende Function be-
deutet. Die Gleichung

ST/ 14« Y+ t,+ (11 1+ % )_
3uAp 1+ (F*)V T 9«\r 1+ (F«)V

auf welche sich die beiden 13) reduciren, verwandelt sich
durch Ausfiihrung der Differentiation und nach einigen Ver-
einfachungen in

P *®] + &+ 1+ de] O

18+«
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Da nun die Gleichung

e— F(e) = %X — 0

u v

nicht bestehen kann, weil sonst y eine Function von x sein
wirde, so ergiebt sich nur
gz" 4. _dlnF——Q
1+ Ao LT+

oder
arctgz 4-arctgz = const.

Zwischen den Winkeln a und B, welche die Curven n,
v in jedem Punkte mit der #-Axe bilden, muss daher die
Gleichung

a-J- = const

erfullt sein. Man erhalt also alle Systeme der ver-
langten Art, wenn man die eine Schaar von Curven
beliebig annimmt und zu derselben eine zweite so
bestimmt, dass die Winkelhalbirende des von den
Curven beider Schaaren in jedem Punkte gebildeten
Winkels eine constante Richtung hat.

Allerdings ist in der vorhergehenden Betrachtung vor-
ausgesetzt, dass xu und yu nicht Null sind. Ist aber z. B.
xu gleich Null, so kann nicht zugleich yu gleich Null sein,
da sonst eine Gleichung zwischen x und y bestdnde. Der
Fall xu— 0 kann aber stets durch eine Coordinatentransfor-

mation beseitigt werden und ist daher in der vorigen Unter-
suchung schon enthalten.

Nr. 10. Durch das vorstehende haben zugleich die Co-
efficienten (7, 2?2, Bx in den Formeln 1) der Nr. 5 ihre
geometrische Bedeutung erhalten. Die Coefficienten A und
Ci haben dagegen Uberhaupt keine geometrische Bedeutung,
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und es wird sich daher empfehlen, sie ganz aus diesen For-
meln zu entfernen, was vermége der Gleichungenl)

A ldve_ y. cot a
V3 e du - b

C ldvg_
Vij g 'aV yi gB

zu geschehen hat. Alsdann treten in den GleichTsyrHL *
nicht mehr die Differentialquotienten der #, y. z. v.aitBn
nur die Richtungscosinus der Coordinatenlinien

Z«

* .
Cos A = cos A = iyf:, cosy =
VT 1>

cos/t' - w°  cos yI -- Z,t

V? Ty
auf. Sie erhalten nach einfacher Umrechnung. »Jan
gleich wie bisher statt der Differentiale Yedu. 1'yd*
Bogenelemente ds, dsl geschrieben und Ktatt o uvtsvwa
in diese Formeln eingehenden Grd.ssen

E F G

e’ 9
die Zeichen

3, A

gesetzt werden, die folgende Gestalt

ScosA T
s T T 5 ir?/a—(cos K cow U ifft. //)/ ekP_ﬁ
' 3cosA' T oi
- e PR (con a con U 113t A mJr
ds sin a

1) Es sind dies die bekannten

Ae + Axf

UiP+ ii/- *m
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n = Q(cos X cosa— cosA) -f-p S

14) 3cosl

ds Q (cos X cosa— cos X) -f-p S

nebst den analogen Gleichungen fir cosfi und cosv, wo
gleichzeitig rechterhand p durch g und r zu ersetzen ist
Die beiden letzten Gleichungen in 14) treten Ubrigens an
Stelle der einen Gleichung fir xuwv.

Die Grossen

cos Xcosa— cos ¥ cos cosa— cospl cosvcosa— cosvd
sm a sin a sin a

und die aus ihnen durch Vertauschung der gestrichenen und
ungestrichenen Cosinus hervorgehenden, welche rechterhand
in 14) ausschliesslich Vorkommen, haben eine sehr einfache
geometrische Bedeutung. Sie sind namlich die Richtungs-
cosinus der geodatischen KrUummungsradien der Curven u
und v. Bezeichnet man dieselben durch

cosl, cosw, cosn

cos Vy cos cos ri

so erhadlt man an Stelle von 14)

3asX

3= —Y cosl 4-p H
3cosA'
— — = —yxcosV-VpH
3§os_x

g = xcoslsma+ pS
3cos X1 . LD
—7° d cos | sinttfi) S

a

Die Gleichung fur das Krlinmungsmaass wird nun

16) RR —S”7isin’«
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und zugleich ergeben sich aus den beiden Differentialgleich-
ungen zwischen den Fundamentalgréssen E, F, Cr])

F 3G
BFyB.G_CcE—Fc, 4Rl _36_
\{? 11 dv du

3F 3E
BJF*BE—AJG—F A+~ —7 = 0
1 ' du dv

die beiden neuen Gleichungen

- - VAN
o 1(9, 4- 2 Qcos a) B +

mal s ¢ 55
17)
— 209'S+ cosasS (-X--—---—--
¢ a Ksina \V

-fR (¢ -f2 *1cos a_} ------ JL- R' -j- A®. _
sin a 3s ds

Die Gleichungeu 15), 16), 17) stellen die Fundamental-
gleichungen der Flachentheorie in einer Form vor, bei der
bis auf die Grossen R, R4 S nur invariante Elemente der
Coordinatenlinien benutzt sind. Dabei bedeuten U, R4 die
Normalkrimmungen der Coordinatenlinien. Fir S erhalt
man dagegen eine geometrische Deutung durch den Begriff
der von Aoust eingefihrten Seitenkrimmung (Courbure
inclinée).*)

Bezeichnet man nadmlich die Richtungscosinus der Haupt-
normale der Curve u durch cosa, cos 6, cosc, den Krum-
mungshalbmesser durch r, so ist

3cos | _ dcosu _

3cosv
r—— = cosa r—— = cos0 =
ds 35

, r—— cos ¢
ds

1) Vgl. meine Arbeit in Klein’s Annalen 89 S. 185.

2) Man vergl. namentlich Aoust, Théorie des coordonnées cur-
vilignes quelconques; Annali di Matematica, Ser. Il 1, S. 39, oder
das Referat im Bd. | der Fortschritte der Mathematik.
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oder nach 15)

+*m

Unter dem Radius a4 der Seitenkrimmung der Curve
u versteht man analog nach Aoust das Element der Curve
v dividirt durch den unendlich kleinen Winkel, welchen die
Tangente der Curve u beim Fortschreiten auf der Curve v
mit ihrer urspringlichen Richtung bildet. Demnach ist

43 cos X COSIE\' g 3cos u o 213 cos Vv -
0 m= - . = cos 0 m. = COS
3s 35 47 3s

wobei cos L\ cos M 4 cos N4 die Richtungscosinus des Radius
der Seitenkrimmung vorstellen. Hieraus folgt

N = W+ o«
1
N=s'+ el
und zugleich
. 3cos X 3cos u 3 cos W o
“(*~>r + 9n r +'r1?-) —m &>
dcosX4 3cos L4 3cosA'\ X*r X
+ + ) _cos(2f ">
oder nach 15)
04S = cos (a', N)
o S= cos(a N)

Aus diesen letzteren Gleichungen folgt der Satz von Adust,

1) Es ist also auch

z|§‘2 %\2*— 6I2 e2

bei der Isometrie invariant,



A. Voss: Die Fundamentalgleichungen der Fléachentheorie. 277

dass die beiden nach der Normale N der Fléache
gemessenen Seitenkrummungen der Coordinaten-
linien unter einander gleich und gleich S sind.

Die Gleichungen 15) sind in mehrfacher Hinsicht geo-
metrisch deutbar, wenn man die cosA, cos™u, cos?; COsA',
cos cos vl als Coordinaten eines Punktpaares ansieht,
welches auf der Kugel von Radius Eins dem betrachteten
Flachenpunkte zugeordnet ist. Ohne auf diese Beziehungen
weiter einzugehen, sei nur die Gleishungl)

3 cos X3 cos A 3 cos X3 cos V

3s' 3s
18)

bemerkt, nach welcher die linke Seite ebenfalls eine Biegungs-
invariante ist, welche nach 108 bei constantem Coordinaten-
winkel a in das mit sin3a multiplicirte Krimmungsmaass
Ubergeht. Unter Bezugnahme auf die in dieser Nummer

1) Beilaufig mdgen noch die folgenden beiden Gleichungen hier
erwahnt werden. Bezeichnet man die Determinante
p q r

cosl cosm cosn
cosV cosml cosnl

durch Ay so sind

p q r
3 cos X 3cos/i 3cosv
3s 3s 3s —

N 3cos XL 3cos/d 3 cos vt
38 3* 3s'

p q r
3cos X3cos 3cosv
ds’ ds’ ds’ = m sinaa

1
A et B sk

3s 3s 3s
zwei Biegungsinvarianten.
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eingefihrten Krimmungsradien und ihre Richtungen kann
man flr die linke Seite auch setzen

— Cos (rg, ) —-- COoS (0049).
rrx V(ﬁ) oo4 (009

An Stelle der Gleichungen 5) Nr. 5. treten endlich die
Folgenden
dp__Scosl+ R cosV

ds sin a
n dp 8cosV-f-R*cos |
ds* sin a

Die Gleichungen 14— 19) zeigen, dass von dem hier
verfolgten Gesichtspunkt aus der Begriff der Seitenkrimmung
ein wesentlicher ist, dass aber alle weiteren Relationen Uber
Krimmungscomponenten, wie sie namentlich Aoust in grdsser
Zahl aufgestellt hat, nur einen secundaren Werth besitzen.
Sind diese Gleichungen auch fiur die directe Anwendung auf
Probleme der Fliichentheorie vielleicht weniger geeignet, da
man fast immer die Differentiationen nach den Bogenele-
menten ds, ds4 durch solche nach du, dv wird ersetzen
mussen, so geben sie doch, wie aus den vorigen Betrach-
tungen ersichtlich sein wird, zu mehrfachen neuen Anschau-
ungen und Fragen Veranlassung, auf die ich bei einer
anderen Gelegenheit zuriickzukommen hoffe.
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