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Ueber die Fundamentalgleichungen der 
Flächentheorie.

Von A. Voss in Würzburg.

(Eingelaufen 7. Mai.)

Die Gruppe der Formeln, durch welche seit Gauss’ 
Disquisitiones generales circa superficies curvas die Eigen­
schaften einer krummen Fläche dargestellt werden, erhalten 
ihr eigenthümliches Gepräge durch die Art und Weise, wie 
dieselben auf die bei der Biegung unveränderlichen Coeffi- 
cienten des Längenelementes bezogen sind. Man scheint aber 
bisher weniger darauf geachtet zu haben, dass in diesen 
Formeln nur in analytischer W eise die bei der Biegung 
unveränderlichen Elemente eingeführt sind, während gerade 
in geometrischer Hinsicht die Einführung von B iegungs­
invarianten  rein geom etrischen  Characters in den 
Vordergrund zu treten hat, wenn man den Gedankengang, 
der Gauss geleitet zu haben scheint, verfolgt.

Es ist die Absicht der folgenden Bemerkungen, die 
F u n dam en ta lg le ich u n gen  der F lächentheorie  so dar­
zustellen , dass, soweit wie überhaupt möglich, nur geo­
m etrische B iegu n gsin varian ten 1) in denselben auf- 
treten , insbesondere auch in a llgem einster W eise das 
Krümmungsmaass als Function  solcher auszudrücken.

1) Ueber die Unterscheidung zwischen a n a ly tisch en  und g eo ­
m etrisch en  Biegungsinvarianten vergl. unten Nr. 4.
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Die Form, welche die allgemeinen Gleichungen der Flächen­
theorie in Folge dessen annehmen, steht zwar in naher Be­
ziehung zu den von A on  st und C odazzi1) eingeführten 
Gleichungen, durch welche eine gerade für die Anwendungen 
sehr wichtige geometrische Interpretation derselben erreicht 
wird, unterscheidet sich aber eben durch den vorhin ange­
führten principiellen Gesichtspunkt von denselben.

In Beziehung auf orthogonale Curvensysteme auf einer 
Oberfläche hat übrigens neuerdings Herr K n o b la u ch 2) in 
einer Arbeit, deren Tendenz sich, soweit sie das Krümmungs- 
maass betrifft, mit der vorliegenden berührt, an die B on n et1- 
sche Formel erinnert, welche das Krümmungsmaass durch 
die geodätischen Krümmungen der Coordinatenlinien ausdrückt.

Nr. 1. Bezeichnet man mit e, /*, g die Coefficienten 
des Längenelementes auf einer Fläche, so ist nach Gauss 
das Krümmungsmaass K  nur abhängig von den Grössen e, 
/*, g, den ersten Differentialquotienten derselben nach den 
unabhängigen Parametern % v und den zweiten Differential­
quotienten evv, fuv, guu. Aus dieser analytischen Thatsache 
folgt für zwei isom etrisch3) auf einander bezogene Flächen 
die Unveränderlichkeit des Krümmungsmaasses.

1) Diese Formeln geben bekanntlich die Fundamentalgleichungen 
in einer für die Anwendungen ausserordentlich wichtigen Gestalt 
(vgl. namentlich das grundlegende Mémoire von B onnet, Journal 
de l’École Polyt. Bd. 25 und 26, sowie die Théorie générale des sur­
faces von R ibaucour, Journ. v. Liouville Ser. IV, tom. 7), insofern 
nur geometrische Grössen, nämlich die normale und geodätische 
Krümmung, sowie die geodätische Torsion der Coordinatenlinien in 
denselben auftreten, entfernen sich aber eben durch die Einführung 
dieser grösstentheils nicht invarianten Elemente von der Beziehung 
auf das Längenelement.

2) Ueber die geometrische Bedeutung der flächentheoretischen 
Fundamentalgleichungen, Acta Mathematica Bd. 16 S. 249.

3) Der Kürze wegen nenne ich zwei auf einander abwickelbare 
Flächen isom etrisch  auf e in an d er bezogen  oder isom etrisch .



Für diesen fundamentalen Satz der Flächentheorie giebt 
es nun eine Reihe verschiedener Darstellungen, welche den­
selben in mehr oder minder anschaulicher Weise durch geo­
metrische Betrachtungen begründen, die sich auf invariante 
E lem ente bei der Isometrie beziehen. Zu erwähnen ist 
hier zunächst die Gauss’sche Definition des Krümmungs- 
maasses als Grenzwerth des Quotienten des sphärischen Bildes 
eines Flächenstückes durch den Inhalt des letzteren selbst, 
welche, wie M in din g1) gezeigt und auch Herr Sturm 
neuerdings wieder in Erinnerung gebracht hat,2) leicht so 
gefasst werden kann, dass die Invarianz von K  dabei un­
mittelbar hervorgeht.

Auf eine andere Art hat Herr N atani das Krümmungs­
maass mittelst eines Winkelexcesses durch den folgenden Satz3) 
ausgedrückt:

„Wird eine Fläche durch zwei Curvenschaaren in Vier­
ecke und diese wieder durch eine dritte Curvenschaar in je 
zwei Dreiecke getheilt, so ist die Krümmung gleich dem 
Unterschied der um einen Schnittpunkt herumliegenden sechs 
Dreieckswinkel von 2 n dividirt durch den Inhalt des an- 
stossenden Viereckes.“

Dieser Satz, welcher auf der Auffassung der Fläche als 
Grenze eines Polyeders mit dreiseitigen ebenen Flächen be­

Diese Ausdrucksweise dürfte sich auch dadurch rechtfertigen, dass es 
sich bei den meisten die Abwickelbarkeit der Flächen auf einander 
betreffenden Untersuchungen nicht um die wirkliche Ausführung der 
Abwickelung, die hinsichtlich ihres Umfanges jedesmal von der spe- 
ciellen Natur der Gleichungen abhängt, handelt, sondern nur um die 
durch die Erhaltung der metrischen Verhältnisse bedingte Möglich­
keit derselben.

1) Journal v. Crelle, Bd. 19.
2) Mathematische Annalen Bd. 21 S. 380—382.
3) Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf die 

allgemeine Theorie der Flächen und der Linien doppelter Krümmung 
von F. Joach im stha l, 2. Aufl. bearb. von L. N atani, 1881 S. 233.
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ruht, bei dessen Deformation der Excess der Kantenwinkel 
an den Eckpunkten ungeändert bleibt, liefert eine mit dem 
geometrischen Character der Fläche im engsten Zusammen­
hang stehende Deutung für den Zähler des Krümmungs- 
maasses. Aehnliche Ueberlegungen finden sich indessen auch 
in Herrn Sturm ’s Note, in der auf Grund S te in e r ’scher 
Betrachtungen die Fläche als Grenze eines Polyeders auf­
gefasst und der Begriff der Ecken und Kantenkrümmung 
desselben ein geführt wird.

Nr. 2. Während bei diesen Untersuchungen allerdings 
die gehäufte Betrachtung infinitesimaler Beziehungen nicht 
wohl zu vermeiden ist, so namentlich in der N a ta n i’sehen 
Darstellung, der man wohl in mehrfacher Beziehung eine 
strengere Form wünschen möchte,1) bringen andere Formeln 
in analytischer Darstellung, aber in directer Beziehung auf 
geometrisch invariante Elemente, die Unveränderlichkeit des 
Krümmungsmaasses zum Ausdruck.

So besteht nach Bertrand und Puiseux für den Ex­
cess E  der Länge einer hinreichend kleinen geodätischen den 
Flächenpunkt umgebenden Kreislinie mit dem Radius s über 
die Peripherie einer ebenen Kreislinie mit demselben Radius, 
dividirt durch die f  Potenz des Inhaltes J jenes geodätischen 
Kreises die Formel

welche K  direct durch den Grenzwerth des Verhältnisses 
zweier bei der Biegung invarianter Grössen ausdrückt.

Nach B eltram i3) gilt für den Bogen q einer von einem
1) Eine solche wurde mir übrigens unlängst durch Herrn F inster- 

w alder mitgetheilt.
2) Vgl. M onge, Applications, Ausg. v. L io u v ille , S. 583u.f. 

Der Satz selbst ist dort freilich auf andere Art ausgedrückt.
3) B eltram i, Zur Theorie des Krümmungsmaasses, Math. An­

nalen Bd. I, S. 580. Die B e ltra m i’sche Darstellung von K  durch



beliebigen Punkte der Fläche ausgehenden Linie die merk­
würdige Formel
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welche K  durch den an der geometrischen Invariante q aus­
zuführenden invarianten Differentialprocess J 2 ausdrückt.1)

Nr. 3. Die flächentheoretischen Fundamentalgleichungen 
d. h. die Relationen zwischen den Fundamentalgrössen erster 
und zweiter Ordnung und die partiellen Differentialgleich­
ungen der Fläche selbst, besitzen dagegen an und für sich 
keine Form, aus welcher sich ihr invarianter Character in 
geometrischer Hinsicht unmittelbar erkennen Hesse. Denn 
die Coefficienten e, /*, g des Längenelementes sind nur ana­
ly t isch e  B iegu n gsin varian ten , sie haben aber an und 
für sich keine geometrische Bedeutung, da sie von der Be­
stimmungsweise der Variabein w, v selbst abhängig sind und 
sich ändern, sowie diese durch Functionen je einer neuen 
unabhängigen Variabein u\ v' ersetzt werden.

Allerdings haben die Gauss’schen Relationen zwischen 
den Fundamentalgrössen und die partiellen Differentialgleich­
ungen der Fläche durch die C o d a z z i  ’sehen Formeln, 
namentlich in der kinematischen Deutung, welche Herr

den integrirenden Facior der Differentialgleichung der Linien von 
der Länge Null kommt wegen ihres rein analytischen Characters hier 
nicht in Betracht.

1) Die Erörterungen in Nr. 1. und 2. beabsichtigen nicht, eine 
Darlegung a lle r  auf das Krümmungsmaass bezüglichen geometrischen 
Betrachtungen zu geben. Mit Ausnahme der P u iseux ’sehen Formel, 
welche dasselbe als Grenzwerth eines von einer Variabein abhäng­
igen Quotienten darstellt, aber die Construction geodätischer Kreise 
erfordert, unterliegen alle dem Umstande, dass es sich um das Ver- 
hältniss zweier von zwei unabhängigen Variabein abhängenden infi­
nitesimalen Grössen zweiter Ordnung handelt, welcher meines Er­
achtens die geometrische Anschaulichkeit beeinträchtigt.
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D a rb o u x 1) ausführlich in seiner Theorie generale des sur- 
faces dargelegt hat, eine sehr bemerkenswerthe Interpretation 
erfahren.

Herr D arboux denkt sich in Verbindung mit der 
Fläche ein rechtwinkeliges Raumcoordinatensystem — triedre 
trirectangle — dessen <er-Axe die Normale des Flächenpunktes 
ist, und dessen #-Axe in der Tangentenebene der Fläche 
einen Winkel m mit der Curve u bildet. Schreitet man auf 
der letzteren fort, so geht dasselbe in eine benachbarte Lage 
über. Ist nun r du die Rotationscomponente um die £r-Axe, 
welche, abgesehen von einer geeigneten Translation, in Ver­
bindung mit zwei anderen analogen partiellen Rotationen 
p du, q du um die Axen x und y jenes System aus der ur­
sprünglichen Lage in die zweite überführt, und bezeichnet 
man mit r4 dv die dem Fortschreiten auf der Curve v ent­
sprechende Rotationscomponente, so ergiebt sich für den 
Ausdruck

IT sin ctVVg
—  unter a den Winkel der Coordinatenlinien v verstanden
- die elegante Formel2)

t? * 1/ —  dr dr>Ksm ay e g =  -------dv du
Nnn hängen freilich die Rotationen r und r\ sowie auch 
die von Herrn D arboux eingeführten Translationscompo- 
nenten des Trieders nur vom Längenelemente ab. Sie sind 
aber nur analytische Invarianten, wie auch schon aus dem 
Anblick der für K  angeführten Formel hervorgeht, welche 
neben den Differentialquotienten nach m, v  auch noch die 
Coefficienten 6, g enthält, während die übrigen in D a rb ou x 1

1) Leçons sur la théorie générale des surfaces, Tom. I, Tom. II 
S. 361—387.

1) a. a. 0. S. 364.



Theorie auftretenden vier Rotationen überhaupt keinen in­
varianten Character besitzen.

Nr. 4. A ls geom etrische Invarianten  von wesent­
l ich e r  B edeutung kennt man die geodätische Krümmung 
einer beliebigen auf der Fläche gezogenen Linie, insbesondere 
die geodätischen  Krüm m ungen der C oordinaten lin ien  
u, v,1) mittelst deren allein sich nach B onnet das Krüm- 
mungsmaass in Bezug auf jedes orth ogon a le  Curvensystem 
auf der Fläche darstellen lässt, wie dies Herr K noblauch  
neuerdings wieder hervorgehoben hat.2) Bei allgemeiner Wahl 
des Coordinatensystems reichen aber diese beiden Invarianten 
nicht mehr aus.

Es ist jedoch leicht, noch andere geom etrische In­
varianten aufzustellen, welche ebenso wie die geodätischen 
Krümmungen nur von den £, g und den ersten Diffe­
rentialquotienten derselben abhängen. E ine solche muss 
näm lich  eine F unction  d ieser Grössen sein, w elche 
bei einer T ransform ation  von der Form

u — F  (u‘) 
v =  CP (v ')

ih re  Gestalt n ich t ändert, denn nur dann ist sie von 
der Wahl der Variabein unabhängig, so lange die Coordi­
natenlinien nicht geändert werden.

Bezeichnet man nun die Werthe, welche die e, /*, g 
vermöge dieser Transformation annehmen durch e', / ',  g‘ 
und in analoger Weise die Differentialquotienten eu, -·· g9 
durch e*ut "g\n  so erhält man, wenn die Differentialquo­
tienten der j F ,  CP durch Striche bezeichnet werden,

1) Als Curve u(v) soll hier immer diejenige bezeichnet werden, 
längs welcher u(v) variabel ist.

2) Vgl. K n ob lauch , a. a. 0 ., D arboux, Théor. générale, 
Tom. III, S. 130.

1892. Math.-phys. CI. 2. 17

-4. Voss: Die Fundamentalgleichungen der Flächentheorie. 253
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e' =  e F % 
f

9 ‘ =  9<t>'*
f u, =  fn F ‘3 0 ‘ - f  f F “ F  0 ‘
f! _  f  p ·  0 ‘t _|_ f QU 01 p<

e‘ , =  e F* +  2 e F ‘*F>· tl f· 1
e\, = e vF t20 i 
9‘u, =  9uF ‘ (Pl%

Aus diesen neun Gleichungen lassen sich durch Elimination 
der vier willkürlichen Grössen F\ ®\ F u, Ou nur fünf von 
diesen freie Gleichungen zwischen den e f g und ihren Dif­
ferentialquotienten herleiten, welche die Transformationsrela­
tionen im A ro n h o ld ’schen Sinne darstellen. B eschränkt 
man sich daher au f solche V erb in du n gen , welche 
höchstens erste D ifferen tia lq u otien ten  der e, f, g 
enthalten , so lassen sich nur fü n f Invarianten  bilden. 
Es sind dies die folgenden:

e* g* eg ’

1) Vermöge dieser Transformation ergeben sich für die ent­
sprechenden Coefficienten [Arf, [C] der Gleichungen 3) in Nr. 5 die 
Beziehungen:

F'2 Ä'a
[A ‘]  =  A ^ % [ C ] = G 5, .

In meiner Arbeit über die Krümmung der Flächen, K le in , Annalen 
Bd. 39 sind S. 198, Gleichung 13) diese Gleichungen in Folge eines 
bei der Correctur entstandenen Schreibfehlers unrichtig angegeben, 
indem auch die Nenner rechterhand zum Quadrat erhoben sind. 
Derselbe findet sich dann auf Seite 249 wiederholt, während die 
dort geführte Rechnung die richtigen Werthe von [A^]% [C] zu 
Grunde legt.
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1 _  9 \ ^  =

2 V H ‘ Vg' 2 V H v g

1 i  2 - L—— 1/ =  — — l /T

wobei H =  eg —  ZT =  e‘ g‘ —  f % gesetzt ist. Die erste 
dieser Gleichungen stellt das Quadrat des Cosinus des Winkels 
a der Coordinatenlinien vor; in den übrigen erkennt man 
sofort die Bestandteile, aus denen die geodätischen Krüm­
mungen y, yx der Coordinatenlinien w, v sich zusammensetzen, 
denn es ist bekanntlich

Es ist nun zu vermuthen, dass sich aus diesen fünf In­
varianten,1) zu denen allerdings noch die Bogenlängen der 
Coordinatenlinien selbst hinzuzunehmen sind, die Fundamental­
gleichungen der Flächentheorie auf bauen lassen werden, wie 
im folgenden seine Bestätigung finden wird.

Es erweist sich indessen nicht als zweckmässig, jene 
Invarianten direct einzuführen. Vielmehr wird es sich 
empfehlen, die bereits definirten Krümmungen y, y, beizu­
behalten und diesen diejenigen beiden Biegungsinvarianten 
hinzuzufügen, welche ich bereits in meiner Arbeit über die

1) Dieselben sind indessen nicht von einander unabhängig. Man 
vergleiche weiter unten Nr. 6. die Gleichungen 10a und 1.

y = *  — j , 
Yi =

17*



Krümmung der Flächen, allerdings in anderer Richtung, 
betrachtet hatte.1)

Nr. 5. Bezeichnet man das Längenelement der Fläche,
welche auf zwei willkürliche Curvensysteme w, v bezogen 
ist, durch

1) ds* =  e du* +  2 f  du dv +  g dv2

und die Differentialquotienten der e, f , g sowie der Coordi- 
naten a?, y, £, wie in Nr. 4, durch angehängte Indices, so 
hat man bekanntlich die Gleichungen

xuu =  A x u +  A, z t +  Hp,

2) x„. =  B x „ +  Bi X, +  FP> 
xw =  Gx« +  Ct x, +  Gp

nebst den analogen für y, z und g, r, wobei 1?, F, ö ,  die 
Fundamentalgrössen zweiter Ordnung, p, g, r die Richtungs­
cosinus der Normale bedeuten, und die characteristischen 
Coefficienten A; At; B , B x\ C, C, durch die Gleichungen

2 A  H = q e u- 2 f f u +  fev 
2 A l H = 2 e f u — eev — fe<l
2 B  H — g ev f  gn 
2 B t H = e g u — fev
2 G H = 2 g f v — ggn — fgv 
2 Gl H =  2gt - 2 f f v +  fgn

in denen
e g - r  =  H

gesetzt ist, definirt sind. Dabei finden zwischen den charac­
teristischen Coefficienten die Gleichungen

256 Sitzung der math.-phys. Glosse vom 7. Mai 1892.

1) Zur Theorie der Krümmung der Flächen, K le in , Annalen 89. 
S. 200.
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d l V HB + C ,

B x +  A =

3 v

d l V H
3 u

4)

C —  =  B — d l ] / — 
9  V 9

3 v

statt, und zugleich hat man für die Differentialquotienten 
der jp, g, r die Gleichungen

5)

in denen

6)

P» =  L x u +  £ , * .  
pt =  M x u +  M t x .

L H — F f  — g'E 
Lt H = E f  —  F e  
M  H =  G f — F g  
M, H = F f — Ge

ist. Die geodätischen  Krüm m ungen y, yx der Curven 
u, v sind alsdann

7) , = M M  ,  = o v b
eVe  ’ * ffVff

ihre reciproken  Werthe sind die Radien der geodäti­
schen Krüm m ung der Param eterlinien . Ich denke 
mir ferner im Punkte P  (#, y, z) der Fläche die Tangente 
an die Curve u gezogen. Die Coordinaten eines um rt von 
P  entfernten Punktes auf derselben sind
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8)

Y  i i «
X  =  x +  17=  Ve

ri y«

Z =  s +

Ve
ri *u
V ë

und diejenige Normalebene der Fläche, welche jene Tangente 
in sich enthält, hat die Gleichung

X  — x Y  —  y Z — z 
p q rN =

oder
Vu

=  0

N = ( X  — x, p, xu) =  0.

Hieraus ergibt sich für die unendlich benachbarte Normal­
ebene JV +  dNv, welche dem Fortschreiten auf der Curve v 
entspricht, die Gleichung

N +  [(X -x ,p ,xut) +  ( X -  x,pv, x j — {xv,p,xu)] d v = 0.

Trägt man in die letztere die Ausdrücke 8) an Stelle von 
X —x, · · ein, so ergibt sich für die Entfernung, in welcher 
die Tangente der Curve u von der benachbarten Normalebene 
längs der Curve v geschnitten wird, die Formel

1 B ,9)

und ebenso erhält man für den analogen Werth r die 
Gleichung

Allerdings sind diese „R adien“ , w elche fü r  isom e­
trische F lächen  ungeändert b le ib en , bisher wie es 
scheint in der Flächentheorie nicht beachtet worden. Die
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folgenden Bemerkungen werden indessen erkennen lassen, 
dass sie zugleich mit den angegebenen Normalebenen durch 
die Tangenten der Curven w, v bei yielen Untersuchungen 
auftreten.

Wie man sieht ist die C onstruction  dieser Radien 
genau d iese lbe , w elche die geodätischen  K rüm ­
m ungsradien d e fin ir t , in welche sie geradezu übergehen, 
wenn der Coordinatenwinkel a ein rechter ist. Denn das 
Centrum der geodätischen Krümmung der Curve v ist, wie 
man leicht erkennt, derjenige Punkt auf der Normale der 
Curve i?, in der Tangentenebene der Fläche, in dem diese 
Normale von der unendlich benachbarten Normalebene der 
Curve v geschnitten wird. Man könnte daher die reciproken 
Werthe von r und r2, die fortan durch q, bezeichnet 
werden sollen,1 auch die „nach den R ich tungen  der Co- 
ord inaten lin ien  gem essenen geodätisch en  Krüm ­
m ungen“ der le tzteren  nennen. Freilich ist nicht sofort 
geometrisch evident, dass diese Krümmungen q und für 
isometrische Flächen ungeändert bleiben. Aber eine solche 
unmittelbare Evidenz besteht auch nicht für die geodätischen 
Krümmungen y und yt ; man erkennt ihre Invarianz aber 
leicht mit Hülfe der L io u v ille ’sehen Definition der geodä­
tischen Krümmung durch den geodätischen  C ontingenz- 
w inkel. In derselben Weise aber kann man durch eine infi­
nitesimale Betrachtung sehr einfacher Art nachweisen, dass r 
und r A Biegungsinvarianten sind. Es möge genügen, was diesen 
Punkt betrifft, auf die Formeln 10Ä) zu verweisen, deren geo­
metrische Deutung auf der Hand liegt, und aus denen jener 
invariante Character für r und sich unmittelbar ergibt.

1) Nach der Bezeichnung in Nr. 4 ist

e==r ih (cosai_ii)’

ei==i i h (C08a-? i _ i ) ·



Eine besonders anschauliche Bedeutung gewinnen die 
Endpunkte der Strecken r, rx für ein c o n ju g ir te s  Coor­
dinatensystem  a u f der F läche; sie sind dann die Durch­
schnittspunkte der consecutiven Tangenten der Curven u (v) 
längs der Curven v (w). Bei einer isometrischen Beziehung 
entspricht nun freilich einem conjugirten Coordinatensystem 
nicht wieder im allgemeinen ein solches; doch mag hier 
bemerkt werden, dass zwei isometrisch auf einander bezogene 
Flächen positiver Krümmung immer auch re e ll so auf 
einander bezogen werden können, dass einem System con- 
jugirter Curven wieder ein solches entspricht, während für 
Flächen negativer Krümmung dieses System auch imaginär 
werden kann.1)

Die Normalebenen N  längs der Curve v erzeugen eine 
abwickelbare Fläche. Ist nun beständig gleich Null, so 
laufen die Erzeugenden derselben den Tangenten der Curven 
u in den Punkten der Curven v parallel. Sind beide Krüm­
mungen q und beständig gleich Null, so ist das Curven- 
system u, v ein äquidistantes, denn alsdann hönnen e und 
g gleich Eins gesetzt werden.

Es möge hier noch darauf hingewiesen werden, dass 
auch die E ntfernungen s, in denen die N orm ale 
der F läch e  von den consecutiven  N orm alebenen  N 
der Curven w, v geschn itten  w ird, eine ein fache 
B edeutung besitzen . Setzt man nämlich in der Gleich­
ung N  +  d Nv =  0 für X —x, Y —y, Z—~8 die Grössen 5, pf 
st g, sir ein, so ergiebt sich

(p  i>„ *„) — («„*>*„) =  o

1) Für dieses besondere Coordinatensystem gehen dann durch die 
BieguDg gleichzeitig die aus den Tangenten der Curven u, v gebil­
deten zwei Schaaren Developpabeln in einander über. Dagegen können 
die geodätischen Krümmungsradien einer Curve nur dann eine Devel- 
oppable bilden, wenn dieselbe eine Krümmungslinie ist.
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oder wenn man für pv seinen Werth aus 5) substituirt 

1 __eG — fF
e g— P

1 __g E —f F
s eg — f

Daher ist — +  —  für jeden  Punkt der F läche un- s s ̂
v erän derlich  und g le ich  der Summe der recip roken  
W erth e  der H auptkrüm m ungsradien ,1) während für 
conjugirte Coordinatensysteme noch ausserdem

1 _  K
sst sin*a

wird.

Nr. 6. Die vier B iegungsinvarianten  y y1 Q 
sollen  nun im fo lgen d en  zur B ildung des Krüm- 
mungsmaasses verwandt werden. Hierzu sind zunächst 
einige weitere Formeln zu entwickeln.

Setzt man nämlich

cos a =  —f—
VTg

so erhält man leicht mit Hülfe der Gleichungen 3)

da e C H + B i 9 H— sin a —  = ----------5------—

oder
da =  C V H  B ^ H
3 v (J e

und wenn man hier yx und einführt

1) Für orthogonale Systeme gehen 8 und in die Normalkrüm-
mungen über, und man erhält den bekannten Satz über die Krüm­
mungen zweier zu einander rechtwinkligen Normalschnitte.
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h  =  V g (Y - <?, sin a) =  V H ( j  - f  ^ * )  

l ?  =  y e- { Y - Q sina) =  V H ^  +  ^

oder, wenn man die Bogenelemente ds=Vedu , dsx— Ygdv 
einsetzt

3 a— —  =  y — Q sina
10·) ’ *3 a

“ s S i“ ’ ' ' - * ' 8" 1“

Die yier Grössen y, sind indessen n och  durch
eine weitere G leichung mit einander verbunden. Man 
erhält dieselbe durch Bildung der In teg ra b ilitä tsb ed in g - 
ung der G leichungen  10). Aus den Gleichungen 9) oder

B B.

Q~  v r  Q' ~  v «
folgt nämlich mit Hülfe der in 3) gegebenen Ausdrücke ftir 
B  und JB1

i 3 y 7— cos a
m  Veg 3 »

1 *V~9— - = — — =  q1 +  q cosa 
yeg du

also, wenn man die Gleichungen 10) nach u und v diffe- 
rentiirt und die Ausdrücke 11) auf der rechten Seite sub- 
stituirt,

a»a _ d y t
3, 9, ^ - » .  3s sin»+(c,)■-«)·,)co»o-«1)'1+e!ri»«

3 y 3 0 ,
=  y j -  —  ^ s m a - { Q 1y -Q y 1)c o s a -ç y + ç * a m a l).

1) Sind zwei Flächen so auf einander bezogen, dass der Coordi- 
natenwinkel a und die vier Grössen q, £i, y, yi in correspondirenden
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Setzt man zur Abkürzung

12) - P ------<?, =  * ! ,  J - - q  =  Jcsin a 1 1 sin a
y cotg a +  yl cokga1 +  q =  1 

so kann man diese Identität in der folgenden Form 

v\ d ^1__y j — 3 ^  ̂?

schreiben, deren beide Seiten nach 10*) verschwinden, wenn 
der Winkel a constant ist.

Nr. 7. Ich gehe nun von dem bekannten Ausdrucke1) 
für das Erümmungsmaass K  aus,

Funkten gleiche Werthe haben, so s in d  sie isom etrisch . Denn 
aus den Gleichungen 10 a) folgt zunächst die Gleichung der Bogen­
elemente, also

Vc7 
Vg =  Vg*

und somit auch f = f ,  falls man die Coefficienten des Längenele­
mentes auf den beiden Flächen durch Indices unterscheidet. H ierbei 
muss aber vora u sg ese tz t w erden , dass a n ich t constant ist. 
Denn in diesem Falle sind die Grössen q, von den geodätischen 
Krümmungen y, nur um einen constanten Factor verschieden. E s 
is t  aber le ic h t  zu sehen, dass aus der G le ich h e it  der geo­
d ä tisch en  Krüm m ungen bei constantem  C oord in a ten - 
w in kel k e in esw egs  d ie  G le ich h e it  der L än gen elem en te  
sondern  nach  11) nur d ie  R e la tion en  fo lg e n :

1 dlVg _  1 dlVtf
f /y du du
1 dl Ve 1 31 Vs

Vg 3 » Vg'
Ist dagegen a eine Function von v allein, so ergiebt sich zunächst 
Vg — Vg' und dann nach 11) auch Ve =  VV, so dass in diesem 
Falle die Flächen wieder isometrisch sind.

1) D arboux, a. a. 0. Tom II p. 364.
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"3 V g  d Veaa a n \ 9  3 V e \tT i m  3 «  3 I  — cosa - -  lK \ H = — 7r-z----- I 3m 3d Idudv du 1 ------- .— ---------- I
V  K e sin a ^7

-  — ? i - l
\ TZ<7 sin a /

den man vermöge der Gleichungen 3) in die Form

n> I y s — ^ . - * . i i ^ E ) * ( M y E )
dudv du \ e /  dv \ g  /  

oder auch, wenn man die Formeln 10) einführt in die Gestalt

dudv d u \  g /  d v \  e /

bringen kann. Durch Addition ergiebt sich der von dem 
zweiten partiellen Differentialquotienten von a nach u und 
v befreite Ausdruck

II'·)

Nun findet man leicht nach 7) und 9)

j - ^ = ( d r i + e ^ V \

M - G k + O K y
1) Die Formeln II, II' lassen unmittelbar die bekannten Eigen­

schaften der Curvatura integra von Flächen stücken, die von‘ geodä­
tischen oder von äquidistanten Linien begrenzt sind, erkennen. 
Formel 11" ist nichts anderes als der von Herrn W e in g a r te n  für
das Krümmung8maass bemerkte Ausdruck. (Festschrift der Tech­
nischen Hochschule, Berlin 1884; K n ob lau ch , Theorie der krummen
Flächen, S. 177).
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1 d \ /  — $ V g  da
y s J — i = +

- L A /i/T? V

du

H d l /e  d a
+  cot8 “  TT —  -  (e +  cotg a y,)

V H - ^ -  V e g d v  ”  ,
o  V

und somit durch Substitution in die Formel II")

2 K = =  J i  +  Ql)  +  37, ( ^  +  «)

-  ( i i ^ + ^ ) (?,+cotg“ y)~ ( ^ + e ) (e+cotg“ y,)
oder mit Benutzung der unter 12) eingeführten Bezeichnung 
sowie der folgenden

- ^ L- + e ,  =  * .i  - J ^ + Q  =  h
sina 1 1 sin a

III) 2 K = d1^ + ^ - h l ll - h lds d Sj 11

In dieser Form, der man durch die mittelst der Formel I 
mögliche Elimination des Winkels a, solange dieser nicht 
constant ist, auch eine solche Gestalt geben kann, dass 
K  nur von den y, q und q1% sow ie den ersten D if­
fe ren tia lq u otien ten  dieser Grössen bezü glich  nach 
v und u abhängig  erscheint, erhält nun der Satz von 
der UnVeränderlichkeit des Krümmungsmaasses seinen un­
mittelbarsten Ausdruck im analytisch geometrischen Sinne, 
da K  nur durch geometrische Biegungsinvarianten dargestellt 
ist. Ebenso merkwürdig ist aber die andere aus der be­
kannten Bedeutung von K  als reciprokes Product der Haupt­
krümmungshalbmesser fliessende Eigenschaft, der zufolge die 
rechte Seite von III für alle Coordinatensysteme auf der 
Fläche für jeden Punkt einen unveränderlichen Werth hat,



und die Gleichungen 10*), I, III stellen nichts anderes vor, 
als ganz allgemeine Theoreme, die von jedem beliebigen 
Coordinatensysteme auf einer Oberfläche gelten.

Ist insbesondere der Winkel a constant, so wird nach 10*)

Q =  i Qi =sm a 1 sm a
mithin

hi =  2Ql , h =  2q

l — Q +  Qi cos h =  +  Q cos a 
also in diesem Falle

DT) (?,* +  ? * + 2 ? e ,c o s a )

7t
welche Formel für a = —  in die bekannte B o n n e t ’sche 

übergeht.1)

Nr. 8. Ich schliesse hieran noch einige Bemerkungen, 
die sich aus der Form der Gleichungen I und III ergeben.

Sind die Curven ft, v geodätisch, so folgt durch Com­
bination von I und III

K = i r  —  Qi% =  l—  —  ?ds d$t *

Bei constanter negativer Krümmung K =  — c% wird daher

1) Will man das Krümmungsmaass nur durch die geodätischen 
Krümmungen und den Winkel a darstellen, so findet man ans II1

3  ̂ct 1 3 a* 3 Q
K  =  -£---------- _  _  +  —-  +  —- — (gi*+ <72 +  2 cos a g gt)

3 u 3 v sin a y e g 3 * 3«i
gi d a g da
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sina3si s in a 3 «
falls y =  sin a g, =  sin a gi gesetzt wird. Wie man sieht, ist dies 
aber keine Darstellung durch geometrische Invarianten, da die Dif­
ferentiation nach u und v sich nicht beseitigen lässt.
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d u V o ? - c % 

oder, wenn man bei constanten v integrirt

und analog

=  g2sc ip
Qi —  c

= c 2' iez ( « )

Bei constanter positiver Krümmung K  =  +  c* findet man 
dagegen

<?1 =  C tg (c * +  /■ (t>))
Q  =  Ctg (CS, +  < p ( u ) )

welche Formeln in sehr einfacher Weise die Aenderungen 
von (und g) beziehungsweise längs der geodätischen Linien 
u (und t?) darstellen.

Ein ganz ähnliches Resultat ergiebt sich für ein System 
von Curven, in Bezug auf das y —  0, q =  0 ist. Man er­
hält dann aus I und III

und damit bei constantem K  eine ganz ähnliche Gleichung 
für <), wie vorhin, während yt nun durch die lineare Dif­
ferentialgleichung

= V e ( r 1 Qt +  sinai)

in der überdies nach 10*) a nur von v abhängig ist, cha- 
racterisirt ist, deren Lösung sofort hingeschrieben werden kann.

Dagegen können y und nur bei developpabelen  
F lächen  gleich Null sein. Denn die Combination der Gleich­
ungen I und III liefert hier sogleich K = 0 .

Ferner ergiebt sich aus III der Satz:
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Eine ree lle  F läche, au f der ein System  von Co- 
ord inaten lin ien  constanter geodätischer K rüm m ung1) 
ex istirt, die sich  überall unter constantem  W in k e l a 
schneiden, ist eine F läch e  constanter negativer 
Krüm m ung, den man als Verallgemeinerung eines bekannten 
L io u v ille ’schen Theorem’s betrachten kann.

Sollen z. B. die geodätischen Krümmungen der Curven 
u und v eines O rthogonalsystem s constant und gleich c 
und Cj sein, so hat man nach Nr. 5), 7) die Gleichungen

ev _  g r 9* 
e V g  ' gV e  1

deren Lösungen

V e = _____ ________  ~\Tq = _____ ________
V'OO + xO'i)’ V K) +  x (vi)

sind, wenn cv =  vi9 cl u =  u1 gesetzt wird. Das Längen- 
element wird demnach

_  d l P . d V
ds% =  — 2-  H----- rCj2 ca

( ü +  r y

wenn U = \ p ( u x), F = / ( t ; 1) gesetzt wird. Mit Hülfe der 
Identität

\ d  U* +  -i- d V ’ =  d U* +  d V t +  ( -  d U -  ^  dV)*
ri £ ______________ V ci_______ c

Cl +  ^
und der Bezeichnungen

1) Solche Curven nennt Herr D arboux, allerdings im Gegen*
satz mit der durch Gauss eingeführten Terminologie, »geodätische 
Kreise“. Will man sich dieser Bezeichnung anschliessen, so dürfte 
es sich in Bezug auf die Deformation der Flächen empfehlen, die 
Gauss'schen geodätischen Kreise schlechthin * Kreise“ zu nennen.
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U + V  =  U\ —  C 7 -  ^ - V = V ‘
Cj c

gewinnt dasselbe die Gestalt

dZT' +  d V '
S ~  U‘i (c,s +  c’ )

in welcher man sofort das Längenelement der auf ihre Me­
ridiane und Parallelkreise bezogenen Rotationsfläche der 
Tractrix erkennt. In ähnlicher Weise lässt sich übrigens 
auch der Fall eines beliebigen constanten a behandeln.

Nr. 9. Die Formel III Nr. 7. für das Krümmungs- 
maass enthält neben den Invarianten h und hx noch die Dif­
ferentialquotienten derselben nach v und u. Nur für eine 
gewisse Klasse von Coordinatensystemen auf einer krummen 
Fläche wird man daher K  durch die Invarianten allein dar­
stellen können, so, dass dann K  nur aus den geometrischen 
Grössen y, ylf «  zusammengesetzt ist. Es sind dies
diejenigen, für welche h und hi Functionen von u und v 
allein werden, oder mit unwesentlicher Aenderung

von u und v allein abhängig sind. Da diese beiden Aus­
drücke bei einer Transformation von der Form

u‘ —  cp (w), v* =  ip (v)

absolute Invarianten sind, so erscheinen die Coordinaten- 
systeme dieser Art durch die folgenden beiden Gleichungen 
characterisirt,

1892. Math.-phys. CI. 2. 18



270 Sitzung der math.-phys. Classe vom 7. Mai 1892.

in denen a, av ß, ßx Constanten bedeuten, die man gleich 
Null oder Eins setzen kann, je nachdem die linken Seiten 
constant oder variabel sein sollen. Die Differentialgleich­
ungen, auf deren Lösung die Bestimmung der Coordinaten- 
systeme beruht, für welche die angegebene Eigenschaft be­
steht, sind allerdings nicht ganz einfach, und ich werde sie 
hier nicht weiter untersuchen. Eine einfache Lösung ergiebt 
sich aber in dem Falle, wo man sämmtliche Constanten 
gleich Null setzt, der freilich nur bei einer developpabelen  
Fläche auftreten kann. Alsdann kommt die bezeichnete 
Aufgabe auf die folgende hinaus:

Alle  Curvensysteme in der Ebene zu bestimmen,  
für die die beiden Ausdrücke

so erhält man durch einfache Umformungen an Stelle dieser 
beiden Bedingungen die Gleichungen

f  —  e7“ * * o u
verschwinden.

Setzt man demgemäss
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Setzt man nun

1 + (?)* 
W ^ - W ü k r *

+ © '“  1/y. *·

und

so folgt aus dem nach 13) erforderlichen Verschwinden der 
Functionaldeterminante

3 pd q 3 p d  q
3 v 3 u 3 u 3 v

dass p nur von q abhängig ist, oder

oder auch
e* =  F  (z)

sein muss, wo F  eine noch zu bestimmende Function be­
deutet. Die Gleichung

3
3 u '

auf welche sich die beiden 13) reduciren, verwandelt sich 
durch Ausführung der Differentiation und nach einigen Ver­
einfachungen in

.( ] /  1 + « *  )  +  t, ± ( l /  1 +  “  )  _  0 
A p  1 +  (F * )V  T  9 « \ r  1 +  (F « )V

[* * (*)] +  e% +  ! +  de] 0

18*
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Da nun die Gleichung

e — F(e)  =  —  o
X Xu v

nicht bestehen kann, weil sonst y eine Function von x  sein 
würde, so ergiebt sich nur

dz d F  u 4 . _  r —  —  QI 1 I T7»2 V1 +  Ä» 1 1 +  J?* 
oder

arc tg z 4 - arc tg z =  const.

Zwischen den Winkeln a und ß , welche die Curven n, 
v in jedem Punkte mit der #-Axe bilden, muss daher die 
Gleichung

a -J- ß  =  const

erfüllt sein. Man erhält also alle Systeme der ver­
langten Art,  wenn man die eine Schaar von Curven 
b e l i e b ig  annimmt und zu derselben eine zw e i te  so 
bestimmt, dass die W in ke lh a lb i ren de  des von den 
Curven beider  Schaaren in jedem Punkte  gebi ldeten 
W ink e ls  eine constante R i c h tu ng  hat.

Allerdings ist in der vorhergehenden Betrachtung vor­
ausgesetzt, dass xu und yu nicht Null sind. Ist aber z. B. 
xu gleich Null, so kann nicht zugleich yu gleich Null sein, 
da sonst eine Gleichung zwischen x und y bestände. Der 
Fall xu —  0 kann aber stets durch eine Coordinatentransfor- 
mation beseitigt werden und ist daher in der vorigen Unter­
suchung schon enthalten.

Nr. 10. Durch das vorstehende haben zugleich die Co- 
efficienten (7, 2?, B x in den Formeln 1) der Nr. 5 ihre 
geometrische Bedeutung erhalten. Die Coefficienten A  und 
Ci haben dagegen überhaupt keine geometrische Bedeutung,



und es wird sich daher empfehlen, sie ganz aus diesen For­
meln zu entfernen, was vermöge der Gleichungen1)

A  1 dVe-----------------—  =  —  y cotß a
V J  e d u  ' b

C  1 d V g _
V7j g ' a V  yi g ß

zu geschehen hat. Alsdann treten in den GleichTsyrHL 1* 
nicht mehr die Differentialquotienten der #, y. z. v.aitßn 
nur die Richtungscosinus der Coordinatenlinien

cos A =

A. Voss: Die Fundamentalgleichungen der Flächentheorie. 27?·

* · y« z«
V T

cos A* = i 7=, cosy  =  „ 
1 >

, y . zi t

v? cos /t ' -- ■ cos y -- ,
T y

auf. Sie erhalten nach einfacher Umrechnung. »Jan 
gleich wie bisher statt der Differentiale Yedu.  1 'yd*  
Bogenelemente ds, ds1 geschrieben und Ktatt cWj  uvtsvw■· 
in diese Formeln eingehenden Grö.ssen

E  F  G  
e ’ 9

die Zeichen
JS, Ä,

gesetzt werden, die folgende Gestalt 

ScosA y / -i
— x ------  = ------- . - - ( C O S  K C O H  U i/ft. / / )  4 p  £d s sin a / * r *

'  3cosA' /  / oi
■ -■ = --------:------- ( C O H  A  C O H  U I/Jt  A J m Jr

ds sin a '

1) Es sind dies die bekannten 

A e  +  A xf

ÜiP +  ii/· **■

/ • s
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14)
 ̂ =  Qi (cos X cos a —  cos A') -f- p S  

3 cos l
ds

Q (cos X* cos a —  cos X ) -f- p S

nebst den analogen Gleichungen für cos fi und cos v , wo 
gleichzeitig rechterhand p durch q und r zu ersetzen ist. 
Die beiden letzten Gleichungen in 14) treten übrigens an 
Stelle der einen Gleichung für xuv.

Die Grössen

cos X cos a —  cos X* cos cos a —  cos p1 cos v cos a —  cos v4
sm a sin a sin a

und die aus ihnen durch Vertauschung der gestrichenen und 
ungestrichenen Cosinus hervorgehenden, welche rechterhand 
in 14) ausschliesslich Vorkommen, haben eine sehr einfache 
geometrische Bedeutung. Sie sind nämlich die Richtungs­
cosinus der geodätischen Krümmungsradien der Curven u 
und v. Bezeichnet man dieselben durch

cos l , cosw ,  cos n 
cos Vy cos cos ri 

so erhält man an Stelle von 14)

3 COS X
-----=  — y cos l 4- p H3 s

3cosA'
— —  =  — yxcos V - V p H  

3 cos X
2 gi =  ßx cos l sm a +  p S

3 cos X1 0— -----=  q cos l s i n t t f i )  S·
a S

Die Gleichung für das Krüinmungsmaass wird nun

16) R R  —  S ^ i s i n ’ «
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und zugleich ergeben sich aus den beiden Differentialgleich­
ungen zwischen den Fundamentalgrössen E , F , Cr1)

d F  3 G B  F  -\r B .G  — C E — F C ,  4- ^ — — —— =  01 1  1 1 dv du
3 F  3 E  

B 1F + B E — A 1G —  F A + ^  —  ^ =  0 1 1  1 ' du dv

die beiden neuen Gleichungen

— 2 0 S  +  cos a 8 ( -X1-.----- q.\
s Vsm a

+  (ç, 4- 2 Q cos a) -  - A -  B  +  —  ^1 1 '  sin a ' 3  s' 3 5
17)

— 2 g' S +  cos a S ( -X--------\sin a V

- f  R  (ç - f  2 cos a ) ------JL· R' -j- A®. _
*1 7 sin a 3 s d s

Die Gleichungeu 15), 16), 17) stellen die Fundamental­
gleichungen der Flächentheorie in einer Form vor, bei der 
bis auf die Grössen R, R 4, S nur invariante Elemente der 
Coordinatenlinien benutzt sind. Dabei bedeuten ü , R 4 die 
Normalkrümmungen der Coordinatenlinien. Für S  erhält 
man dagegen eine geometrische Deutung durch den Begriff 
der von Aoust  eingeführten Seitenkrümmung (Courbure 
inclinée).*)

Bezeichnet man nämlich die Richtungscosinus der Haupt­
normale der Curve u durch cos a, cos 6, cos c, den Krüm­
mungshalbmesser durch r, so ist

3 cos l  d cos u . 3 cos v
r —-—  =  cos a, r —- —  =  cos 0, r — —  =  cos c 

ds ’ 35 ’ ds

1) Vgl. meine Arbeit in Kl e in ’s Annalen 89 S. 185.
2) Man vergl. namentlich A oust, Théorie des coordonnées cur­

vilignes quelconques; Annali di Matematica, Ser. II 1, S. 39, oder
das Referat im Bd. I der Fortschritte der Mathematik.
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oder nach 15)

+ * ■

Unter dem Radius a4 der Se itenkrümmung der  Curve 
u versteht man analog nach Aoust  das Element der Curve 
v dividirt durch den unendlich kleinen Winkel, welchen die 
Tangente der Curve u beim Fortschreiten auf der Curve v 
mit ihrer ursprünglichen Richtung bildet. Demnach ist

3 cos X r . , 3 cos u _ ,3 cos v __ 
o 4 ■■ =  COSL\  <7 -  : =  cos M 4, o 4 ■ . =  cos N3 s 3 5 7 3 s

wobei cos L\  cos M 4, cos N 4 die Richtungscosinus des Radius 
der Seitenkrümmung vorstellen. Hieraus folgt

^  =  *■5’  +  « . ’

^ = s '+ e·■)
und zugleich

, /  3 cos X 3 cos u 3 cos v\ . _ r

“  ( * ~ > r  + 9 n r + ' r I ? - )  — m  & >

(

dcosX4 3 cos LI4 3cosA'\ x -*-r· x
+  +  ) _ c o s (2 f ’ ” >

oder nach 15)
o4 S =  cos (a', N)
o S  =  cos (a, N )

Aus diesen letzteren Gleichungen folgt der Satz von Aöust,

1) Es ist also auch 

bei der Isometrie invariant,

L  1 _  2 2 a‘ 2 a2~  öl e
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dass die beiden nach der Normale N  der Fläche 
gemessenen Seitenkrümmungen der Coordinaten-  
l inien unter einander g le ich  und gle ich S  sind.

Die Gleichungen 15) sind in mehrfacher Hinsicht geo­
metrisch deutbar, wenn man die cosA, cos^u, cos?; cosÄ', 
cos cos v1 als Coordinaten eines Punktpaares ansieht, 
welches auf der Kugel von Radius Eins dem betrachteten 
Flächenpunkte zugeordnet ist. Ohne auf diese Beziehungen 
weiter einzugehen, sei nur die Gleishung1)

bemerkt, nach welcher die linke Seite ebenfalls eine Biegungs­
invariante ist, welche nach 10a) bei constantem Coordinaten- 
winkel a in das mit sin3 a multiplicirte Krümmungsmaass 
übergeht. Unter Bezugnahme auf die in dieser Nummer

1) Beiläufig mögen noch die folgenden beiden Gleichungen hier 
erwähnt werden. Bezeichnet man die Determinante

3 COS X 3 cos A' 3 cos X 3 cos V
3 s‘ 3 s

18)

p q r 
cos l cos m cos n 
cos V cos m1 cos n1

durch Ay so sind
p q r

3 cos X 3 cos/i 3 cos v
3 s 3 s 3 s —

^ 3 cos X1 3 cos /a/ 3 cos v*
3 8* 3 *' 3 s' 
p q r

3 cos X 3 cos 3 cos v
1 ds' ds' ds' = m  sinaa
A -  „  ........... , * ....... ,3 cos X* 3cos/u' 3cosv' 

3 s 3 s 3 s
zwei Biegungsinvarianten.
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eingeführten Krümmungsradien und ihre Richtungen kann 
man für die linke Seite auch setzen

—  cos (rr, ) ------cos (oo4).
rrx v 17 oo4

An Stelle der Gleichungen 5) Nr. 5. treten endlich die 
Folgenden

d p __S cos l +  R  cos V 
d s_________ sin a 

^ ______________d p  8 cos V -f- R ‘ cos l 
d s‘_________ sin a

Die Gleichungen 14— 19) zeigen, dass von dem hier 
verfolgten Gesichtspunkt aus der Begriff der Seitenkrümmung 
ein wesentlicher ist, dass aber alle weiteren Relationen über 
Krümmungscomponenten, wie sie namentlich A ou st  in grösser 
Zahl aufgestellt hat, nur einen secundären Werth besitzen. 
Sind diese Gleichungen auch für die directe Anwendung auf 
Probleme der Fliichentheorie vielleicht weniger geeignet, da 
man fast immer die Differentiationen nach den Bogenele­
menten ds, ds4 durch solche nach du, dv wird ersetzen 
müssen, so geben sie doch, wie aus den vorigen Betrach­
tungen ersichtlich sein wird, zu mehrfachen neuen Anschau­
ungen und Fragen Veranlassung, auf die ich bei einer 
anderen Gelegenheit zurückzukommen hoffe.
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