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Ueber eine einfache, eindeutige Raumtransformation
3. Ordnung.
Von Karl Déhlemann in Miinchen.

(Eingelanfen 13. Januar.)

1. Unter Voraussetzung des Begriffes der Projectivitit
kann man sich kaum eine einfachere Methode denken, den
Raum geometrisch anschaulich eindeutig auf sich selbst zu
beziehen als folgende: In dem einen Raum (X-Raum) seien
3 Gerade a,, a,, a, beliebig und in allgemeiner Lage ange-
nommen, ebenso im andern, Y-Raum. Jede dieser 6 Geraden
soll Triiger eines Ebenenbiischels sein und zwar seien die
Ebenenbiischel @, und b,. a, und b,, a, und b je zu einander
projectiv. Irgend ein Punkt im X-Raum, P,, ist dann
Schnittpunkt dreier Ebenen durch a,, a,, ag; diesen ent-
sprechen vermoge der projectiven Beziehungen drei Ebenen
durch b,, b,, by, welche sich in dem entsprechenden Punkt
P, schneiden.

Lasst man P, auf einer beliebigen Geraden g fortriicken,
so bezieht P, dabei die Biischel a,, ay, a; projectiv auf-
einander. Es werden also auch die Biischel b, b,, by pro-
jectiv aufeinander bezogen und diese erzeugen als der Geraden
entsprechendes Gebilde eine Raumkurve 3. Ordnung, welche
den Hyperboloiden aus den Achsen b, b, bezw. b,, b, und
by, by gemein ist.

Daraus folgt dann sofort, dass das einer Ebene im einen
Raum im andern Raume entsprechende Gebilde eine Fliiche
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3. Ordnung ist: denn diess Gebilde hat mit einer beliebigen
Geraden drei Schnittpunkte gemein.

2. Die singuliren Elemente der Transformation erhalten
wir durch besondere Annahmen fiir den Punkt P,. Zunichst
springen als solche die 6 Geraden a,,....by in die Augen.
Wiihlen wir einen Punkt auf a,, so geht durch ihn und a,
bezw. a, noch je eine Ebene, wiihrend die durch a, gehende
Ebene unbestimmt wird. Den beiden genannten Ebenen ent-
sprechen gewisse Ebenen durch b, und 4, und da die 3. Ebene
ganz willkiirlich, so entspricht also dem Punkte auf a, eine
Gerade. Riickt der Punkt auf a, fort, so erzeugen die pro-
jectiven Biischel b, und b, eine Regelschaar 2. Ordnung, die
wir kurz als das Hyperboloid (b,d,) bezeichnen wollen. Den
Punkten der Geraden a, entsprechen die Erzeugenden dieses
Hyperboloides und zwar diejenigen, welche nicht zur Schaar
by, by gehoren.

Ganz ebenso geben die Geraden a, und ay zu 2 Hyper-
boloiden (b, by) und (b, b,) Veranlassung, withrend im X-Raume
als singuliire Flichen die Hyperboloide (a, a,) (a, a;) (a, a,)
erscheinen.

Weiter spielen noch eine besondere Rolle die durch ay,
ay, ay, sowie b, by, by bestimmten Regelschaaren. Wiihlt
man nimlich eine Gerade g, welche a,, @, und a4 schneidet,
so entspricht jedem Punkt dieser Geraden der gleiche Punkt
im Y-Raum, da die Ebenen ja die niimlichen bleiben, welche
g mit a,, a, und ag; bestimmt. Lisst man jetzt ¢ die Regel-
schaar (a, a, a;) durchlaufen, so werden dadurch die Biischel
a,, a,y, ay aufeinander projectiv bezogen, das gleiche gilt also
auch von den Biischeln b,, by, b,. Die den Geraden g ent-
sprechenden Punkte liegen demunach auf einer Raumkurve
3. Ordnung R; und es ist weiter klar, dass diese der gemein-
same Schnitt der oben genannten Hyperboloide (b, b,) (b, by)
(by by) sein muss. Ganz ebenso wird sich im Raume der X
eine Raumkurve 3. Ordnung R, ergeben, deren Punkte den
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Geraden entsprechen, welche b,, b, und b, gleichzeitig be-
gegnen.

Das System der Fundamental-Flichen besteht also z. B.
im X-Raume aus:

Dem Hyperboloid (a, a,), dem Hyperboloid (a, a,), dem
Hyperboloid (a, a,), dem Hyperboloid (a, a, ay).

Dazu kommen als Fundamental-Kurven:

Die Geraden a,, a,, a; und die Raumkurve R,, der
Schnitt der 3 zuerst genannten Hyperboloide.

Es folgt dann leicht:

»Einer Ebene z. B. im X-Raume entspricht im Y-Raume
eine Fliche 3. Ordnung, welche durch R, &,, b, und b,
hindurchgeht.“

Diese Fliche ist auf die Ebene eindeutig abgebildet und
aus der Betrachtung dieser Abbildung ergibt sich in der
bekannten Weise, dass die Fliche 27 Gerade enthilt.

3. Die analytische Darstellung dieser Transformation
gestaltet sich wie folgt: Sind die Ebenenbtischel a,, ay, a,
beztiglich gegeben durch

Az — Ab; =0
1) A, —uB,=o0
A, —vB.=o
wo a; = a, &, + a,z, + ayxy + o, x, ete. und sind die dazu
projectiven Biischel b,. by, by beziiglich

ay— Lby=o0

2) Ay—uBy=o
A,; bl 4 B", =0
so werden die Gleichungen der Transformation
azby — bgay =o
3) Ay Bi— B, Ay=0

A.B,— B, Ay=o0
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Diess sind 3 in den z und y lineare Gleichungen, aller-
dings von specieller Form. Nimmt man 3 bilineare Gleich-
ungen der allgemeinen Form

i=1,2,3,4)\
k=1,1238,4J

so erbilt man durch dieselber die allgemeine birationale
Transformation 3. Ordnung dieser Art, welche Nother?) und
Cayley?) fast gleichzeitig behandelt haben. Bei dieser tritt
in jedem Raum als Fundamentalfliche eine Fliche 8. Ordnung
auf und auf ihr als 3 fache Kurve eine Raumkurve 6. Ordnung.
In unserm Falle ist diese Fliche 8. Ordnung in 4 Hyper-
boloide zerfallen, die Raumkurve 6. Ordnung dagegen besteht
aus den 3 Geraden und der Raumkurve 3. Ordnung. Dieser
geometrisch nicht uninteressante Fall findet in den citierten
Arbeiten keine Erwihnung.

Sapziyp=0 {

4. Die bilinearen Gleichungen 3) kann man mit Riick-
sicht auf ihre specielle Form als ,zweiteilig¢ bezeichnen;
die allgemeine Transformation dieser Art lisst sich nicht auf
diese Form bringen. Betrachten wir, des Zusammenhanges
wegen, einen Moment die allgemeine quadratische Trans-
formation der Ebene, so ist bekannt, dass diese dargestellt
werden kann durch das System 2 bilinearer Gleichungen

4) .‘.'ag.x;yk=o f‘i=l,2,3}

Sbhixxigpp =0 1k=1,2,3

Eine solche bilineare Form S a,i z; yi lisst sich nun als
,zweiteilige“ schreiben immer und nur, wenn die Deter-
minante der Form |a;x = o0, wie diess London?®) zeigt.
Trotzdem lisst sich die allgemeine quadratische Transfor-
mation der Ebene noch durch zwei zweiteilige Gleichungen

1) Mathematische Annalen Bd. 8, 1871, pag. 547.
2) Proceedings of the London Mathem. Society, Vol. III, 1870.
3) Mathematische Annalen Bd. 38, 1891.
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darstellen. Denn die Gleichung = a2,y = 0, welche eine
reciproke Beziehung der Ebene vorstellt, wird erfiillt durch
o® Punktpaare (z, y).

Hat man 2 solche Gleichungen wie in 4), so gibt es
noch o® Punktepaare (z,y), welche bei den Gleichungen
geniigen und diess sind eben die Punktepaare der quadra-
tischen Transformation. Darauf beruht auch die Erzeugung
dieser Transformation, welche Hirst gegeben hat. Betrachtet
man jetzt weiter die Schaar

5) .‘.'a;kx.-yk+l--‘4'bik:€fyk=0

so stellt diese fiir jeden Wert von 4 zwar eine andere Reci-
procitiit vor, die Punktpaare der quadratischen Transformation
jedoch gehoren immer dieser Reciprocitit an. Man kann
dann die quadratische Transformation auch durch irgend
2 andere Reciprocititen der Schaar 5) erzeugen und kann
als solche 2 mit verschwindender Determinante herausgreifen.
Denn die Determinante von 5) liefert eine Gleichung 3. Grades
in A. Eine solche Reciprocitit ist aber dann als zweiteilige
Form zu schreiben und diese kann wieder als Resultat der
Elimination des Parameters aus projectiven Strahlbiischeln
erhalten werden. So entsprechen also den 3 Wurzeln der
kubischen Gleichung die 3 Fundamentalpunkte, welche die
quadratische Transformation in jeder Ebene besitat.

5. Anders verhilt es sich im quaterniren Gebiet. Ver-
schwindet die Determinante | a;x| einer bilinearen Form von
4 homogenen Variabeln z und y,

Sapnzip =0

so geniigt diess blos dazu, um die Form als eine drei-
teilige schreiben zu konnen. Denn ist

Sanziye =y, [, (®) + v f2 (@) + ys fs (@) + u, [, (2)
so besagt das Verschwinden der Determinante ||, dass
eine lineare Relation besteht
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ki +kafytkify+ ki fi=0
und wenn man diese benutzt, um f, durch f, f,, f, aus-
zudriicken, so wird

s k k k.
Stz =, (Ih_Fl‘.’h) +f; (.‘/2_7,!'.'/4) +fs(.’/: ‘7%.'/0)
4 ‘A 1

Damit ist Ya;, 2; yx als dreiteilige Form geschrieben.
Hat man jetzt 3 bilineare Formen allgemeiner Art
Sanziyp=0
6) - b.‘k ZilYe = 0
ScaZigp=0
so wird jede einzelne derselben durch oo® Punktpaare (z, y)
befriedigt, die o Punktpaare der durch 6 dargestellten Trans-
formation jedoch sind diejenigen Punktpaare, welche den
3 Gleichungen geniigen. Bildet man jetzt das System

) Sapxiype+ASbu iy + u Sei iy =10
so enthilt jede in ihm enthaltene Reciprocitit die Punktpaare
der Transformation. Die Bedingung, dass die Determinante
vor 7) verschwinde, gibt eine Gleichung 4. Grades in 4
und ¢. Man kann also die Transformation 6) auch durch
3 dreiteilige Gleichungen darstellen.

Soll dagegen die Transformation durch 3 zweiteilige
Gleichungen zum Ausdruck gebracht werden konnen, so ist
dazu fir jede der 3 bilinearen KFormen ausser dem Ver-
schwinden der Determinante | a;;| auch noch das Nullwerden
der Unterdeterminanten 3. Ordnung notwendig und hin-
reichend.

Nahe liegt hier die Frage nach dem durch 2 bilineare
Gleichungen

Saik i yp =0

bk ;i =20
dargestellten Gebilde. Offenbar gibt es noch «* Punktpaare,
welche beiden Gleichungen geniigen. Hiilt man z. B. 2 in
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beiden Gleichungen fest, so erhidlt man 2 Kbenen, deren
Schnittlinie der Ort der Punkte y ist, die dem Punkte z
entsprechen. Alle auf diese Weise zu erhaltenden Geraden
bilden einen Complex. Dadurch, dass die Ebenen einander
entsprechen, welche in den beiden Reciprocititen zu gleichen
Werten von z (oder y) gehioren, wird aber der Raum collinear
auf sich bezogen und es folgt somit, dass der in Rede stehende
Complex der Reye'sche oder tetraedrale, der ja durch 2 col-
lineare Riaume als Ort der Schnittlinien entsprechender Ebenen
erzeugt -wird. (Schriter’s Complex der Wechselstrahlen.)

Die Gleichung des Complexes in den Pliicker'schen Ge-
radencoordinaten erhilt man dadurch, dass man die Deter-
minante

Sanyi Sapys Sasy Sdaye
Sanyi Sawyi Saayi Sagy: {i=1,23 4}
| Sbay: Sbisyi Sbisye Sbiy e
Sbi !/x" Sbiz y.'- by Yi Zbyy Yi
nach quadratischen Unterdeterminanten entwickelt.
Der ganzen Schaar

Sz Ye + A Shikx; Ye=0

dient dieser Complex sozusagen als Basis. — Hat man all-
gemeiner 2 Gleichungen

fl@my)=o

g@y)=o

so stellen diese, insofern auch wieder einem Punkte z eine
gewisse Kurve von der Ordnung (n ») entspricht, ein «o® faches
System von Kurven vor, also einen allgemeinern Complex.

6. Kehren wir jetzt noch einen Moment zurtick zu
unserer speciellen Transformation 3. Ordnung. Wir hatten
von Anfang an angenommen, es sei Biischel «, projectiv
Biischel &,, «, projectiv b, und ebenso ¢, und b, Diese
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Projectivitit kommt geometrisch zum Ausdruck dadurch, dass
a, und b,, a, und b,, a; und b, je ein Hyperboloid erzeugen.
Im allgemeinen haben diese 3 Flichen 8 Punkte gemein
und diess sind die einzigen sich selbst entsprechenden Punkte
der Transformation. Auch bei der allgemeinern Nother-
Cayley'schen Transformation hat man 8 solche Coincidenz-
punkte. Man kann nun aber die erwiihnten 3 Hyperboloide
auch in specieller Lagenbeziehung annehmen. Von den ver-
schiedenen moglichen Killen sei nur der erwihnt, wo die
3 Hyperboloide eine Raumkurve 3. Ordnung R® gemein
haben. Diess kommt darauf hinaus, dass man die 6 Achsen
dy, . ... by als Secanten einer R® wiihlt und je 2 Ebenenbiischel
wie a, und b, perspectiv zur R® nimmt, sodass stets ent-
sprechende Ebenen der Biischel auf dieser Kurve sich be-
gegnen. Dann besteht die ganze R® aus Coincidenzpunkten
der Transformation, dieselbe entspricht sich Punkt fiir
Punkt selbst. Diese Transformation stellt das Analogon
vor zu der quadratischen Transformation der Ebene mit
einem festen Kegelschnitt.?)

Wendet man unter Festhaltung der R?® diese Trans-
formation wiederholt an, so erhilt man Transformationen in
der Ordnung 3%, welche alle diese R® als ,feste* Kurve
enthalten.

Es dringt sich hier die Vermutung auf, dass man
statt der R?® tiberhaupt eine Raumkurve von beliebiger Ord-
nung n beniitzen kann, sofern man nur 6 (n—1) fache Se-
canten derselben zur Verfiigung hat, um dieselben als Gerade
a, ....by zu beniitzen. 6 solche (n—1)fache Secanten
liegen dann immer auf einer Regelfliche 2. Ordnung. Man
iiberzeugt sich niimlich auch analytisch leicht von der Richtig-
keit folgenden Satzes:

1) Vergleiche meine Arbeit in den Mathematischen Annalen
Bd. 39, pag. 580.
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» Enthilt eine Raumkurve #-Ordnung zwei (n—1) fache
Secanten, so liegt sie auf einer Fliche 2. Ordnung und
hat die eine Regelschaar derselben iiberhaupt zu (n—1)-
fachen Secanten.“

Geometrisch ergibt sich der Beweis dieses Satzes un-
mittelbar, wenn man die zwei (n—1) fachen Secanten der
Raumkurve als Achsen zweier zur Raumkurve perspectiven
und darum untereinander projectiven Ebenenbiischel nimmt,
die dann eine Regelfliche 2. Ordnung F?* erzeugen.

Unter dieser Voraussetzung gehdren also die 6 Geraden
@y . . . . by der gleichen Regelschaar F'* an, auf welcher auch
die R* liegt. Die Hyperboloide, welche die Biischel ¢, und b,,
ay, und by, ag und b erzeugen, fallen alle drei zusammen
mit F2.  Wihlt man jetzt aber einen Punkt P, auf dieser
I%, so entspricht ihm offenbar die durch ihn gehende, nicht
zur Schaar der a, gehorige Erzeugende der Fliche F'2. Einer
beliebigen Geraden g entspricht dann wieder eine Gerade,
wenn man von den 2 Geraden absieht, die den Schnittpunkten
der g mit der F'? zuzuweisen sind. Man erkennt, dass die
Transformation sich in diesem Falle auf eine Collineation
reduciert.

Diess ist richtig, solange # > 3. Aber auch fiir n =3
miissen wir dementsprechend, wenn R?3 eine ,feste* Kurve
sein soll, noch die ausdriickliche Voraussetzung beifiigen,
dass die 6 Secanten a,,....b; der R® nicht einer Regel-
schaar angehoren diirfen. Ks folgt dann aber:

,Die R? ist die einzige Raumkurve, welche als ,feste*
Kurve in uunserer (speciellen) Transformation auftreten
kann.“

Wihlt man 2 der 3 Geraden in einem Raum z. B.
b, und by so, dass sie sich schneiden, so ist der Schnittpunkt
derselben ein Doppelpunkt fiir die Fliche 3. Ordnung, welche

einer Ebene im andern Raum entspricht. Auf diese Weise
1894. Math.-phys. Cl. 1. 4
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kann man verschiedene Typen der Fliche 3. Ordnung durch
die Transformation erhalten.

7. Sind die 3 bilinearen Gleichungen 6) allgemeiner
Natur und setzt man in ihnen

i = ayi; bik=1Dbii; Cix= Cui

so erhiilt man, wie Nother 1. c. pag. 556 bemerkt, die
Hesse’'sche Transformation, bei welcher jedem Punkte des
Raumes sein conjugierter in Bezug auf ein Netz von Flichen
2. Ordnung entspricht. Denn die Gleichungen 6) lassen sich

dann auffassen als die Polarebenen eines Punktes y in Bezug
auf die 3 Flichen 2. Ordnung

S xiZe=0: SbipXiTi=0;, SCxTi%p=0

Diese Raumtransformation ist natiirlich involutorisch.
Herr Professor Bauer hat mich nun, nachdem ich ihm diese
Bemerkungen vorgelegt hatte, noch auf folgende weitere
Specialisierung aufmerksam gemacht. Nimmt man statt der
eben genannten Flichen 2. Ordnung 3 Ebenenpaare, so be-
schreiben die Polarebenen eines Punktes Ebenenbiischel um
die 3 Schnittlinien eines jeden solchen Paares. In der Tat
verschwinden unter dieser Voraussetzung fiir die Fliche 2. Ord-
nung ja ausser der Determinante auch noch die simmtlichen
Unterdeterminanten 3. Ordnung, sodass also die Form nach
dem Frithern eben als zweiteilige darstellbar wird. Natiirlich
ist auch diese speciellste Transformation involutorisch. Die
Geraden a,, a,, ay fallen zusammen mit b,, by, by, wie iiber-
haupt das System der singuliren Elemente in beiden Riiumen
zusammenriickt.



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/dJournal: Sitzungsberichte der mathematisch-

physikalischen Klasse der Bayerischen Akademie der
Wissenschaften Miinchen

Jahr/Year: 1895
Band/Volume: 1894

Autor(en)/Author(s): Doehlemann Karl

Artikel/Article: Ueber eine einfache, eindeutige Raumtransformation
3. Ordnung 41-50


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=20955
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=56310
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=372011

