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Maxwell's und Hirn's Untersuchungen iiber die
Constitution des Saturnringes.

Von H. Seeliger.
(Bingelaufen 5. Mas.)

Bei verschiedenen Gelegenheiten habe ich darauf auf-
merksam gemacht, dass ein Theil der Untersuchungen Max-
well’s?) iiber den Saturnring keineswegs einwandfrei ist und
dass sich gegen die Richtigkeit der von ihm angewandten
Integrationsmethode begriindete Zweifel vorbringen lassen.
Ich mochte mir erlauben im Folgenden auf diesen Gegen-
stand zuriickzukommen, hierbei aber auch auf die von Hirn?)
veroffentlichten Untersuchungen, die wenig bekannt zn sein
scheinen, in Kiirze eingehen. Wie schon die ganz verschie-
denen Wege, welche beide Forscher gehen, klar zeigen, ist
die Hirn'sche Abhandlung ohne Kenntniss der mehr als
16 Jahre frither ausgearbeiteten Untersuchung von Maxwell
entstanden. Es wird dies im Uebrigen noch besonders in
einem von Hirn an Moigno gerichteten Briefe hervorgehoben,
welcher der Abhandlung als Anhang beigegeben ist.

1) On the Stability of the motion of Saturn's Ring. An Essay,
which obtained the Adams Prize for the year 1856 in the University
of Cambridge.

2) Mémoire sur les conditions d'équilibre et sur la nature pro-
bable des anneaux de Saturne, présenté le 16 Septembre 1872 i
I'Académie des Sciences.

1894. Math.-phys. CI. 2. 11
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Was die Maxwell'sche Untersuchung betrifft, so werde
ich mich hier im Wesentlichen nur mit seiner Theorie der
Bewegung eines festen Ringes beschiiftigen. Die Maxwell-
sche Arbeit enthilt bekanntlich noch sehr viel mehr und
darunter sehr interessante Dinge, freilich nicht alles in wiin-
schenswerther oder auch nur erforderlicher Strenge. Hierauf
zuriickzukommen, muss ich mir fiir eine spitere Gelegenheit
vorbehalten.

Zuniichst mochte ich aber an die von Laplace in der
Mécanique céleste gegebenen Entwicklungen ankniipfen und
einige Bemerkungen anschliessen, da hierdurch die Sachlage,
wie sie die Annahme einer festen Constitution der Saturn-
ringe schafft, nicht schwieriger zu kliren sein diirfte, als
durch die viel complicirteren aber nicht strengen Unter-
suchungen von Maxwell oder die Bemerkungen von Hirn.

Es seien R und S die Gesammtmasse des Ringes und des
Saturn und mit denselben Buchstaben mdgen die beiden
Schwerpunkte bezeichnet werden.

Es sei ferner r die Entfernung RS, ¢ der Winkel,
den RS mit einer festen durch R gehenden Richtung bildet,
¢ der Winkel, den RS mit einer durch R gehenden mit
dem Ringe fest verbundenen Richtung bildet, d m ein Massen-
element des Ringes und ¢, 7 seine Entfernungen von R
bezw. von §S.

Setzt man dann @+ $=1 und ausserdem das Potential

Vi P

wo & die Anziehungsconstante ist, so werden die zuerst von
Maxwell aufgestellten Differentialgleichungen fiir die Bewe-
gung von I gegen S, sofern die Bewegung als in der Ring-
ebene vor sich gehend bhetrachtet wird:
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dt’ Ze’dm’--S;I7

a4 _R-l—S vV
G =5 0
d d 9 R+ S 3V
Et‘(' dt) TR g

Es werde nun der von Laplace betrachtete Fall eines
homogenen unendlich diinnen Kreisringes betrachtet. Hier
ist ¥V unabhiingig von ¢ und demzufolge, wenn y eine Con-
stante bedeutet :

A Thatd
o, (@9 BtV
e dt) — R 3r

Fithrt man rechtwinkelige Coordinaten z = r cos &,

y = rsin ¥ ein, so kann man schreiben:
@z R+ 89V =z
det~ R or’

=
@Py_R+S23Vy
de*~ R Ar »r

S beschreibt also um das Centrum des Kreisringes eine
Centralbewegung.

]
Nun lisst sich leicht zeigen, dass % stets positiv ist,

woraus folgt, dass S vom Centrum des Kreises abgestossen
wird. Die Bewegung ist also instabil und ein Zusammen-
stoss des Ringes mit dem Saturnkorper unausbleiblich. Es
soll hier gezeigt werden, in wie hohem Grade der Zustand,
wenn S genau im Centrum des Kreises sich befindet, instabil
ist und wie eine minimale Verschiebung ausreicht, um das
Auffallen des Ringes auf den Saturn in kurzer Zeit herbei-
zufithren. Erhilt S eine sehr kleine Geschwindigkeit ¢ vom
1n*
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Kreismittelpunkt fort, so wird es sich offenbar in gerader
Linie dem Ringe nihern. Man hat dann

@r_R+8 3V

de6~ R or

und hieraus
EY=e+:2t%0-v @

wo V, der Werth von ¥V fiir » =0 ist. Fiir V ergiebt sich
sofort, wenn a der Ringradius ist:

27
==k’-R' dy
2 Vrt+a*—2arcosy
0

Mit Hiilfe der Transformation

sin r
w —— = SInu

r !
Vl—?;costp—i—;.;

kann man fiir alle Rechnungen viel bequemer schreiben:

X
Fl
_ZJJ*RJ‘N  du
wra PEY
QP 2
J V ( ) sin? u
*R
Vo= =
Man hat also jetzt
dr~’__ 4k’(R+S)I 7T
(ﬂ) . + ra _2
‘/1—— sm‘n I
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Entwickelt man noch Potenzen von % und setzt zur Ab-

kiirzung :
.
r=—
a
3 2 3,." 2
g=l+(-z) -:c’+(4_;) ...
p_BR+S)
2a
so wird einfach
adzx

B GEIUT:
Um die Zeit ¢ zu berechnen, welche verfliesst vom Anfange

der Bewegung bis zum Zusammenstosse der Saturnoberfliiche
mit dem Ringe, hat man:

z -
t=a e
Vc‘z + gzt

[

wobei z, den Endwerth von z bedeutet.

Das Integral kann unschwer mit beliebiger Anniiherung
berechnet werden. Ich begniige mich, seinen Werth zwischen
zwei geniligend nahe Grenzen einzuschliessen. Man sieht
sofort, dass

L2

dz
Vc’ l“:c’> -t J‘Vc'—}-l”z’
wobei

z,==1’[1+(%) x,’—}—(zg a8 +..]
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Man hat demzufolge :

,L;’: . log [ﬁ,ﬂc_’_iqf,’] >t
c
> l [)‘1 z, + Vc"i")‘l“zan
c
Der Saturnrmg konnte nach Ansicht von Laplace aus
einer sehr grossen Anzahl unendlich diinner Ringe, welche
aber inhomogen sind, bestehen. Der Augenschein lehrt aber,
dass der Saturnring, als Ganzes aufgefasst, den Eindruck einer
im hohen Grade homogenen Massen-Anordnung in periphe-
rischer Richtung macht und man wird die Bewegung von S
gegen das gemeinsame Centrum dieser Ringe jedenfalls nahezu
erhalten, wenn man den ganzen Saturnring als eine breite
aber unendlich diinne Scheibe ansieht. Bezeichnet dann a,
und @, den Radius der inneren bezw. der dusseren Begren-
zung, ¢ die Entfernung eines Ringelementes vom Ringcentrum,
d die homogene Dichtigkeit so ist jetzl zu setzen:

V= k’dfadu ;.
Vo’—]—r’—Zarcostp

Benutzt man w1eder die oben angewandte Transformation,
und fiihrt die Integration in Bezug auf o aus, so ergiebt sich :

V=4kdX

T T
/. | "o
1@ 1— —sinfudu—a, 1— —sinfudu g
a, @y
0 0

Analog dem fritheren wird man zur Abkiirzung setzen

o r =z
V“o.al
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e=1+(3) s Gt elt ol

3aya,
BB+ S)
ao + al

Hierdurch erhilt man

n=

—d

V" andt'—'ch'*'p?x"

und die Zeit ¢ vom Anfange der Bewegung bis zum Zu-
sammenstosse der inneren Ringbegrenzung mit dem Saturn-
korper wird:

t== Va,, a, [V{.’ + 3 _;2

Es konnte ¢ nun wieder innerhalb gewisser Grenzen einge-
schlossen werden. Fiir die folgende Abschiitzung geuiigt es
aber vollkommen zu setzen:

V_

t=-"—"2-"1-log nat{

In der m. Entfernung 9.539 erscheinen die Grissen
ay, a, und der Radius des Saturn unter den scheinbaren
Winkeln 19,75, 13.75, 8. 65. Es ist hierbei nur der helle
Ring in Betracht gezogen, also der Florring ganz unberiick-
sichtigt gelassen worden, wodurch natiirlich ¢ zu gross wird.
In den gewthnlichen astronomischen Einheiten ausgedriickt,
ergiebt sich so:

bt VeE R

c

log 2 = 7.8684-—10
log z,= 9.4906 — 10

und hiermit:

t=[9o137]103nat{[7 3)00]+l/1 no rlBOJ}
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¢t erbilt man also in Tagen. Die in eckige Klammern ge-
setzten Zahlen bedeuten Brigg. Logarithmen, deren zuge-
horige Zahlen zu nebmen sind. Da es sich in den folgenden
Zuahlen nur um #usserst kleine ¢ handelt, so wird geniigend
genau:

t = [9.3759] log {w}

So findet man beispielsweise fiir

% —~  4Millionen ¢= 101 Tag
40000 Millionen 1.96
4 Billionen 2.44

Diesen 3 Anfangsgeschwindigkeiten entsprechen in der Zeit-
secunde die Geschwindigkeiten von 420, 0.042, 0.00042 mm.
Es ergiebt sich, dass also selbst bei einer so iiberaus kleinen
Anfangsgeschwindigkeit wie 0.00042 mm pro Secunde schon
nach 2, Tagen der innere helle Ringrand mit der Ober-
fliiche des Saturnkorpers zusammenstossen wird. Tn so hohem
Grade instabil ist also der Anfangszustand.

Ich gehe nunmehr zur Integration der Gleichungen (1)
iiber nach der von Maxwell angewandten Methode. Man
kann aber gleich von Anfang an die Rechnungen sehr we-
sentlich vereinfachen und die obigen 3 Gleichungen auf zwei
zuriickfithren, wodurch eine wesentlich kiirzere Darstellung
sich gewinnen lisst. Setzt man zur Abkiirzung

_B+S..,
A——R~S~-e dm

so folgt aus (1) sofort

ay | .dd
A v g =
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wo ¢ eine Integrationsconstante ist. Und da weiter ¢ =
¢+ & war, so hat man

d o
2 S |
dt~ A+nr
Hierdurch werden die zwei letzten Gleichungen (1):
R+S v dr
72)2 9 =
A4+ 7 i Acrdt
P (0 dtp A 5
SRR TR PR VR 8
3
R4 8 oV . d*r
L T | 2)2
A+ rP—p=-5 red (A4,
2
G ey

Die Integration dieser Differentialgleichungen ist selbst
fir sebr einfache Formen von ¥V nicht durchfihrbar. Es
soll nun die von Maxwell eingefiihrte Vornusset/ung

gemacht werden, dass die Geschwindigkeiten E—t und 42':’

stets sehr kleine Grissen sind, deren Producte und zweite
Potenzen fortgelassen werden kinnen. Geschieht dies, so
ergiebt sich

d*r 2Acr dog #ct R-;—S v
Al e R RS i
&g 2¢ dr_(A+1) }"{-S v l
At " r(A+rdt Ar R ag

Es werde weiter, ebenfalls mit Maxwell, die Annahme
gemacht, dass r nur sehr wenig von einer constanten Grisase
u abweicht, dass al:o in

r=u-+e



170 Sitzung der math.-phys. Classe vom 5. Mai 1894.

¢ stets eine kleine Grosse ist, deren hohere Potenzen fort-
gelassen werden konnen, und dass dasselbe von ¢ gilt,
durch passende Wahl der Anfangsrichtung aber nur dann
erreicht werden kann, wenn sich die Bewegung innerhalb eines
sehr kleinen Bezirkes abspielt. % ist in den folgenden
Anwendungen schon von der Ordnung der ¢ und ¢ klein
und demzufolge vereinfachen sich die obigen Differential-
gleichungen und nehmen folgende Form an:
d*e , 2Acu d¢ _ uc?
de (A+u=)='ﬁ—ﬁ1?5=
R v
Mee e S R
¢ 2¢  do R+S A4uwdV
e u(A+wydt R A 3¢

Man sieht indessen, dass diese Gleichungen, selbst wenn
alle anderen Voraussetzungen zugelassen werden, gewiss nicht
mehr der Wahrheit nahekommen, wenn A u?® sehr klein ist.
Diese Fiille miissen also von vornherein ausgeschlossen werden.
Sobald also A4 oder u klein werden, gelten die Maxwell-
schen Gleichungen — denn im Wesen der Sache stimmen diese
mit den obigen iiberein — gewiss nicht mehr. Die obigen
Gleichungen sind nun stets, da man sich ¥ in eine Potenz-
reihe nach den Griossen ¢ und ¢ entwickelt denken kann
und nur die linearen Glieder mitzunehmen braucht, ohne im
Allgemeinen neue Ungenauigkeiten einzufiihren, lineare Dif-
ferentialgleichungen mit constanten Coefficienten und ihre
Integration gelingt in bekannter Weise durch Exponential-
functionen. Allgemeinere Fille durchzufithren macht dem-
nach keine Schwierigkeiten. Es soll hier nur der von Max-
well ganz durchgerechnete Fall vorgenommen werden, dass
ein unendlich diinner Kreisring mit dem Radius @ vorliegt,
welcher in einem Punkte mit der Masse m beschwert ist.
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Als die mit dem Ringe fest verbundene Richtung wihlen
wir dann die Gerade, welche durch m und den Ringmittel-
punkt geht. Steht S genau im letzteren, so ist r = u,
¢=0. Der Einfachheit wegen werde noch die Masse des
Ringes R gegen S vernachliissigt. Dann findet sich leicht,

wenn zur Abkiirzung u = s gesetzt wird

R
A=a*(1—u?); w=a*p?; A4 uw*=a?
Das Potential ¥ ergiebt sich it Riicksicht auf die
oben ausgefiihrte Transformation, wenn noch ¢ die Entfer-
nung zwischen S und dem Ringcentrum, also

c*=r*4+ut—2urcosg

k14
4
y_ 2E—m)2 f du
i e
" l/l — “—zsin" %
a

. m k‘ :
Vr‘—}- (@a—wP+2(@a—u)recosg
Entwickelt man nach Potenzen von ¢ =7 —1u und ¢
und nimmt nur die ersten Potenzen mit, so ergiebt sich leicht:

ist

13V m
Bar a,—*—%(R-}-'&m)
13V 3m

knaw zaf(‘l—") [

und hiermit werden die Bewegungsgleichungen:
2cu(l—p?) dog
e o
kS m , o R
= 2 phie=— | | P B2
CHrea—am+ B LR )
d‘(p 2¢c de 3 kS m 1

e aPp di '2-'—13_“&3'51(1—{—T)'q’
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Die Integrations-Constante ¢ ist vollkommen willkiirlich
und die weitere Rechnung fithrt nur dann auf das Maxwell-
sche Resultat, wenn noch eine weitere Annahme gemacht
wird, niimlich die, dass fir =0, ¢ =0 eine Gleichgewichts-
lage iiberhaupt stattfindet. Diese Anunahme ist aber keines-
wegs selbstverstindlich. Diese an sich willkiirliche Annahme
spricht sich in der Gleichung

=1 Sa ®)

aus. In diesem Falle nun werden die obigen Differential-
gleichungen iiberaus einfach. Setzt man zur Abkiirzung

2en(l—p?) fs , 8
_ta =) =010 | 9. usa
¥ a 1 Lt
. 2¢ _ 3 f -
p_a’,u Lo at* 14 u
$0 wird:

d*e de _
ap tPgy =Fe

ag _ e

av P g =Y

Zur Integration macht man bekanntlich den Ansatz:

i H

v v
p=1~2e p=ue

dann muss sein:
Avitpuv=g»a
uvi—p'lv=yu
Die Elimination von A und u ergiebt sofort:
m—v @ty —pp)=—287 ()
Durch Auflésung dieser in »? quadratischen Gleichung und
durch Ausrechnung der zu den Wurzelwerthen von » ge-

L 0 . . .
hirenden 3 kann man leicht, wie bekannt, die allgemeinen
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Losungen der vorliegenden Differentialgleichungen erhalten.
Die Frage, welche hier vorliegt, ist aber, wann diese Losungen
sich durch Sinus- und Cosinusfunctionen von ¢ ausdriicken.
Dies tritt offenbar ein, wenn (6) fiir »* reelle und negative
Werthe ergiebt. Die Aufldsung von (6) giebt hierfiir als noth-
wendige und hinreichende Bedingungen:

Br>08+7—pp'<Ound B+7—pp)>487
Die erste Bedingung heisst:

8
1+F>§F4'

woraus folgt:

16 u <3+ V105, d. h. u < 0.8279
Die weitere Bedingung

2 2
g ® =
g
ist fir ¢ << 1 von selbst erfillt. Die dritte Bedingung

schliesslich giebt:

4 3 2 =
ut 4 3 w4+ u 9 u>

was aussagt u > 0.8159.

Die angestellte Rechnung, welche mit dem Maxwell'schen
Resultate vollkommen fibereinstimmt, zeigt also, dass u = %:
zwischen den Grenzen 0.8159 und 0.8279 liegen muss, damit
die Bewegung rein periodisch sei, in welchem Falle also S
immer in der Nithe vom Ringmittelpunkt bleibt, wenn dies
zu einer bestimmten Zeit der Fall war und die Geschwindig-
keiten zu derselben Zeit sehr klein waren. Dies gilt aber
nur, wenn die Gleichung (5) streng erfiillt ist. Ist dies
nicht der Fall, so finden sich andere Grenzwerthe fiir gz, und
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man kann solche Werthe von ¢ wiihlen, dass iiberhaupt
keine periodischen Losungen mehr mioglich sind. Ich gehe
auf diese Entwicklungen nicht niiher ein, weil ich der
Meinung bin, dass die Maxwell'sche Integrationsmethode,
wenigstens in dieser Form, iiberhaupt nicht geeignet ist,
iiber die Stabilitit der untersuchten Bewegung etwas aus-
zusagen. Mir scheint es unzulissig zu sein, in Differential-
gleichungen von der vorliegenden Form die Glieder hoherer
Ordnung fortzulassen und aus der Thatsache, dass sich dann
eine rein periodische Lisung ergiebt, schliessen zu wollen,
dass dies auch bei strenger Integration der Fall sei. Die
Untersuchung der Stabilitit eines Zustandes hat von der
Bedingung auszugehen, dass die Coordinaten und Geschwindig-
keiten fiir eine bestimmte Zeit unendlich wenig geindert
werden. Man hat also die Integrationsconstanten zu variiren.
Bei Maxwell kommen diese Constanten gar nicht vor, viel-
mehr werden die Veriinderungen der Coordinaten als un-
endlich klein fiir alle Zeiten betrachtet und wit Hiilfe der
Vernachliissigung der hiheren Potenzen dieser Grossen nach-
gewiesen, wann eine periodische Bewegung mit sehr kleinen
Amplituden sich einstellt. Im Allgemeinen enthiilt dieses
Verfahren unzweifelhaft einen Zirkelschluss und ist unzuliissig
und daran wird nichts geiindert, wenn dasselbe auch in
speciellen Fiillen zu richtigen Resultaten zu fihren geeignet
ist. Ein auf diesem Wege gefundenes Resultat kann, wenn
nicht die Zulissigkeit des Verfahrens zuerst in besonderen
Fillen nachgewiesen wird, eben nur zufillig richtig zu sein.

Die vorliegenden Differentialgleichungen 2. Ordnung
enthalten die unabhiingige Variable ¢ nicht explicite. Dass
aber auch in diesem Falle im Allgemeinen die Maxwell'sche
Schlussfolgerung nicht zulissig ist, kann mit Leichtigkeit an
beliebig vielen Beispielen gezeigt werden. Nehmen wir z. B.:

2
Z;f =—qz+y
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@y ¢
a4 Y

und es werde vorausgesetzt, wie in den obigen Gleichungen,
dass sowohl z und y als auch die ersten Differentialquotienten
nach ¢ fiir £ =0 sehr klein seien. Dann ergiebt die strenge

Integration:
- (1 b)
Yy =asm (2 t+—2

a* : a*
I—EQ‘+ asin(gt + B8) + Bq—,cos (gt+10)
a*
%
worin a, &, b, # die 4 willkiirlichen Integrationsconstanten sind
und die ersten beiden sehr klein sein miissen. Vernachliissigt
man aber in den Gleichungen y2, so wird:

az_ ey ¢
e = = "4

t-sin(gt+0b)

— ¢z Yy

also

z=uasin(qgt+B) y=asin(-gt+b)

Die niiherungsweise ausgefiihrte Integration giebt also
eine rein periodische Bewegung mit sehr kleinen Amplituden,
die strenge Darstellung dagegen enthilt ein mit ¢ multipli-
cirtes Glied. Wie sich die Sachlage bei dem Maxwell’schen
Problem iiber den Saturnring gestaltet, dariiber ist vorliufig
gar nichts bekannt. Keineswegs aber kann man ohne niiheren
Nachweis behaupten, dass dort die Fortlassung der hdheren
Potenzen der Variablen die Form der Integralgleichungen
ungeiindert lisst.

Danach wird man wohl zugeben miissen, dass das Max-
well’sche Resultat, in der vorliegenden Form wenigstens,
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ginzlich unbegriindet ist. Die vorliegende astronomische
Frage scheint mir aber hiervon ganz unabhingig zu sein.
Denn es ist sicher, dass die thatsichlichen Verhiltnisse beim
Saturnring vollig verschieden sind von den Annahmen, auf
denen das Maxwell'sche Problem beruht. Der Saturnring
ist ein sehr diinnes aber breites Gebilde und der Augenschein
lehrt, dass dasselbe im Grossen und Ganzen in peripherischer
Richtung von homogener Dichtigkeit ist. Wenn man sich
den Ring auch vorstellen will als bestehend aus sehr vielen,
sehr diinnen und sehr inhomogenen Ringen, so werden sich
doch diese Ungleichférmigkeiten in der Massenvertheilung
der einzelnen Ringe nahezu compensiren miissen, so dass man
sich offenbar weit mehr der Wahrheit nihert, wenn man
den ganzen Ring als homogen betrachtet, als wenn man
etwas anderes annimmt. Hierdurch entsteht aber, wie oben
auseinandergesetzt wurde, eine im hohen Grade instabile Be-
wegung und man wird diese mit viel mehr Recht als der
Natur entsprechend ansehen konnen, als etwa die Conse-
quenzen des Maxwell'schen Problemes.

Hirn's Untersuchung der Frage, ob die Saturnringe als
fest anzunehmen seien, geht nach einer ganz anderen Richtung
als die Maxwell'sche Arbeit. Wihrend letzterer versuchte die
Dauerhaftigkeit der Bewegung des Saturn um das Ring-
centrum zu untersuchen, beschiiftigt sich Hirn mit den An-
spriichen, welche man an die Festigkeit der Ringe zu machen
gezwungen ist, falls diese als fest angenommen werden. Hier-
bei scheint Hirn von der Meinung auszugehen, dass ein
nicht homogener Ring {iberhaupt einen stabilen Zustand
zulasse d. h. dass sich Saturn stets in der Nihe des Ring-
centrums aufhalten konne. Er stiitzt sich dabei auf Laplace,
der allerdings in der Mécanique céleste seine Untersuchungen
iiber den Saturnring mit der Bemerkung schliesst: ,les divers
anneaux qui entourent le globe de Saturne sont par conséquent
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dessolidesirregulaires d'une lageur inégales etc.“. Diese Schluss-
folgerung ist aber durch die vorangehende Analyse keines-
wegs gerechtfertigt, denn Laplace hat nur die Bewegung
homogener Ringe untersucht. Deshalb entbehren die aunf
Laplace’s Meinung sich stiitzenden Bemerkungen Hirn's der
sicheren Grundlage und miissen als wenig beweiskriiftig
angesehen werden. Jedoch enthiilt die Schrift Hirn's viele
interessante Bemerkungen, weshalb ich auf eine kurze Analyse
derselben eingehe.

Ein unendlich diinner Kreisring mit dem Radius », der
sich mit der Rotationsgeschwindigkeit @ um den in seinem
Mittelpunkt stehenden Saturn dreht, kann, wenn keine Cohiision
zwischen den einzelnen Theilen stattfindet, nur bestehen,
wenn in jedem Punkte die Centrifugalkraft gleich der An-
ziehungskraft ist. Ist also wieder & die Anziehungsconstante,
S die Saturnmasse, so muss sein:

Es werde nun ein inhomogener und zwar einseitig be-
lasteter unendlich diinner Kreisring betrachtet. Kin Massen-
element desselben sei dm. Der Schwerpunkt R des Ringes
fillt dann nicht mit seinem Centrum C zusammen. Hirn
nimmt nun an, was eine durchaus willkiirliche und unbe-
wiesene Voraussetzung ist, dass durch die Stellung des Saturn S
anf der Verbindungslinie C R ein stabiler Zustand gegeben
sei. Es miisste also, da die Masse R gegen S zu vernach-
liissigen ist, R um § rotiren und ebenso schnell um C.
Nennt man noch ¢ den Winkel, den der durch dm gehende
Kreisradius » mit der Geraden RS bildet, so wird also bei
Voraussetzung eines stabilen Zustandes die Entfernung R S=o
coustant bleiben, also:

db, de_
dt dp
1894, Math.-phys. Cl. 2. 12
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sein. Dies fiihrt sofort auf die Bedingung
:tg "dm—.‘.'dmcos.){w’r——?}—o (M

Hierin erstreckt sich = auf die ganze Ringmasse. Nennt
man den positiven Theil der linken Seite der letzten Gleichung f,
so halten sich also zwei Kriifte 4 f und — f das Gleich-
gewicht. Es ist f/ nichts anderes als die Zug- bezw. Druck-
kraft, welche bei dem bestehenden Zustand auftritt. In der
Hauptsache (mit allerdings nicht bedeutenden Abinderungen
in den Zahlen) kann man die auftretenden Fille als durch
folgende typische Annahmen hergestellt ansehen.

Die ganze Ringmasse denke man sich in zwei Massen-
punkten m, und m, vereinigt. In m, alle dm, welche in
der obigen Summe positive, in m, alle dm, welche negative
Coefficienten haben. Man denke sich ferner m, und m, an
die Enden eines Durchmessers des Ringes gebracht, in welchem
Durchmesser sich auch S befindet. Die Enfernung § vom
Centrum des Ringes, also der Mitte der Geraden my m,, sei
in der Richtung nach m, positiv gerechnet e. Die Gleichung
(7) wird jetzt

S KBS
R (g} o 2 P P LYon L |
my [w (r—e) = e)’] m, [m (r+e) g e)‘]
Setzt man 4 = ;:4’, so findet man hieraus:
1
2 7s 1 At
1 kS (r S e)
0= —— —
r—e r—e T, T, r+e
r—e

ks ergiebt sich aus diesem Ausdrucke, dass der ange-
nommene Zustand unmdglich ist, wenn:

r—e) <)<r+c

r-4-e —e
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denn dann wird @ imaginidr. Sonst aber wird die Kraft f,
welche die feste als schwerelos betrachtete starre Verbindung
von my und m, zu zerreissen oder zusammenzudriicken strebt,
sein :
k*S
= m, [m’ (r —e) — (—7‘?.03-2]

Diese Kraft kann sehr bedeutend werden. Wenn man den

oben gefundenen Werth von © einsetzt und die zweiten Po-

. . € o
tenzen der als klein vorausgesetzten Grisse - vernachlissigt,
%

findet man leicht:

f_Gk’lS mye
P i—1
Fiir die numerische Rechnung wird man die Intensitiit
der Schwere auf der Erdoberfliche g, den Erdradius ¢ und
die Erdmasse m einfithren. Dann ist m k* = ¢ ¢* und:

f= "ogw(g)zc

Will man nun diese Formel auf den Saturnring an-
wenden, so wird, ausser den bereits erwihnten und als ziem-
lich willkiirlich bezeichneten Voraussetzungen, noch eine
bestimmte Annahme fiber ¢ gemacht werden miissen, da f
bei sehr kleinem e ebenfalls sehr klein wird. Hirn stiitzt
sich hierbei anf Beobachtungen von W. Struve, Harding u. s. f.,
wonach Saturn excentrisch im Ringe stehen soll. Aehnliche
Wahrnehmungen sind auch in neuerer Zeit gemacht worden,
entschieden ist indessen diese Frage noch keineswegs. Dass
eine excentrische Stellung des Saturn thatsichlich vorge-
kommen ist, wird man zwar zugeben miissen, {ber den
Betrag der Excentricitit aber bestimmte Angaben zu machen,

ist bei den einander widerstreitenden Einzelresultaten vorder-
12%
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hand noch nicht miglich. Wesentlich ist ferner fir die
Anwendung der obigen Formel, dass Saturn die Rotation
des Ringes um sein Centrum mitmacht und immer auf einem
Radius des letzteren und zwar an derselben Stelle zu liegen
kommt. Dies durch die Beobachtungen gegenwiirtig nach-
zuweisen diirfte nicht leicht sein, jedenfalls liegen dergleichen
Resultate nicht vor.

Hirn legt seiner Rechnung folgende Zahlen zu Grunde.
Driickt man die Strecken in lienes zu 4000 Metern aus, so

setzt er:
e = 200 r = 33454

wo die letztere Zahl dem &ussersten hellen Ringrand ent-
spricht. Weiter wird angenommen §=92.394. Dann wird

fir A=10
f=myg X 0.00084

Schon fiir kleine Massen kommen bedeutende Drucke heraus.
Nimmt man z B. an, dass m,, welches ungefiihr der Masse
des halben Ringes entspricht, die Masse einer Kubiklieue
Wasserstoff ist, so ergiebt sich f=>5 Millionen Kilogramm.
Unter solchen Drucken wiirde aber jedenfalls ein auns so
diinnem Stoffe bestehender Ring auseinanderbrechen miissen.
Wollte man aber die Festigkeit so gross annehmen, dass
diesen Drucken Widerstand geleistet werden kinnte, so miisste
man noch die Bedingung der beinahe vollstindigen Starrheit
hinzufiigen. Denn sonst wiirden sehr bedeutende Verbie-
gungen auftreten miissen, von deren Qualitit man sich leicht
Rechenschaft abgeben kann. Da aber die Beobachtungen
dergleichen nicht verrathen, so muss man wohl, will man
nicht mit ganz abnormen und unbekannten Verhiltnissen
rechnen, die Hypothese sehr diinner starrer Ringe aufgeben.

Es bliebe indessen noch iibrig, den Saturnring als ein
oder mehrere sehr diinne Binder von endlicher Breite auf-
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zufassen.  Ein solches kreisformiges Band habe am inneren
bezw. am #usseren Rande die Radien »; und r,. Jeder als
fest angenommene Theil des Bandes, welcher zwischen zwei
den unendlich kleinen Winkel d & mit einander bildenden
Radien liegt, wird mit den iibrigen zusammen auch ohne
Cohiision die vorgeschriebene Rotation ausfiihren, wenn

Ta
2
fdm [w‘ r — k—r,—] =0.
ri
Bezeichnet ¢ die sehr kleine Dicke des Ringes und J die
gleichformige Dichtigkeit, so ist
dm=c¢-d-r-dr-J6

und es miisste also sein:

rﬂ
2
f[w’ r—k—%chr-(?r=0.
>

Ty

¢ ist im Allgemeinen eine Function von 7, die aber véllig
unbekannt ist. Hirn verfolgt ausfihrlicher zwei Annahmen:
1) Setzt man e = e, = constant, so ergiebt sich:

Es giebt einen mittleren Radius r,, wo der Centrifugal-
kraft genau durch die Anziehung das Gleichgewicht gehalten
wird. Hierfiir ist

wr,d=k*S

[ e S —
r\3
(;’) =1
4

Tm =17 -

woraus sich ergiebt:

Ta

3 log
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2) Man kamn u. A. annehmen ¢ r = Const. e entspricht
dann der Ordinate einer gleichseitigen Hyperbel, deren Ab-
scisse r ist. Dann findet sich leicht:

)4

& Yita (rl' + 7a)
llnd S T
¥i¥a (rs' ra)
Tm = ]/ — —'2*+—“

Hirn setat entsprechend der Begrenzung des inneren
Theiles des hellen Ringes, vom Florring bis zur Cassini'schen
Linie, in lieues zu 4000 Meter:

ry== 23670 r, = 30599
Dann ergiebt die erste Annahme 7, = 27134 und die zweite
26980, also wie zu erwarten nahe iibereinstimmende Werthe.

Offenbar iiberwiegt bei jenen Ringtheilen, fiir welche
r > rn, die Centrifugalkraft die Anziehung und fiir r <y
findet das Entgegengesetzte statt. Die auftretenden Zug-
kriifte werden also dahin streben bei 7, eine Theilung des
Ringes herbeizufithren. Diese Zugkraft f wirkt lings der
Fliiche von der Hohe ¢,, in welcher der mit dem Radius
rm construirte Kreiscylinder die Ringmasse schneidet. Auf die
Flicheneinheit bezogen wird demgemiiss f ausgedriickt durch:

r"l

At dm(, ktS
f=raa f r =)

r

rl"
0 crdr( ol
’—r.,;'f—em' )
r’-

oder
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Fihrt man hierin wieder die beiden oben verfolgten
Annahmen durch und setzt zuerst e = ¢,,, so wird

1288 [17(ra)? ral
r=E L) = 1]y
Durch Kinfithrung der Schwere g und mit den obigen

Zahlen ergiebt sich:
f=2845911-0.¢

Die analoge Rechnung fiir die zweite Annahme er = Const.
ergiebt:

k*So [1 7a + 7m 1}

f= '7’“‘—' (ra . rﬂl) lz— r,,."— s ;a

und in Zahlen f=859258 -d-¢-

Die angestellten Rechnungen zeigen jedenfalls, dass sehr
bedeutende Zugkriifte die Zertheilung des ringformigen Bandes
herbeizufiihren suchen, denen nur die Cohision der Masse
sich entgegensetzt. Indessen wirkt auch die Anziehung der
einzelnen Ringtheile auf einander in gleichem Sinne. Man
wird aber wohl von vorn herein annehmen miissen, dass die
letztere bei der nicht bedeutenden Dichtigkeit der Ring-
materie nicht viel an dem erlangten Resultate indern wird.
Ich iibergehe deshalb die von Hirn in dieser Richtung aus-
gefiihrten Betrachtungen, zumal dieselben gegenwiirtig voll-
kommener angestellt werden kinnen, als dort geschehen.
Hirn findet, dass bei Beriicksichtigung der Ringanziehung
der zuletzt angefithrte Zahlenausdruck fir f sich um-
wandelt in:

[=1859258-0-¢g — 0.57 (0 - g)*

Um eine genauere Vorstellung von der Grosse dieser Kriifte
zu erlangen, sei erwiihnt, dass Buchenholz ein Korper ist, der
bei grosster Leichtigkeit die stiirksten Drucke aushalten kann.
Hierfiir ist d = 0.7 und damit wird f= 598687600 kg pro
qm. Diese Belastung ist etwa 40 Mal so gross, als Buchen-
holz erfahrungsgemiss ertragen kann. Indessen ist offenbar
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die Kraft f bedeutend kleiner, wenn die Breite des Ringes
abnimmt, und man kann sich die Frage vorlegen, wie breit
die einzelnen Ringe sein miissen, um bei gegebener Festig-
keit bestehen zu knnen. Die Rechnung ist leicht auszufiihren,
wenn die Ringanziehung vernachlissigt wird. Fiir eine Materie
von der Beschaffenheit des Buchenholzes folgt dann, dass der
innere helle Ring mindestens aus 5 einzelnen Ringen bestehen
miisste. Ganz #dhnliches gilt natiirlich auch fiir den iusseren
Ring, so dass also mit der festen Constitution der Ringe die
Folgerung verkniipft ist, dass dieselben aus einer grisseren
Zahl schmaler Ringe bestehen miissen. Der Augenschein
und manche Beobachtungen, namentlich aus fritherer Zeit,
widersprechen dem durchaus nicht, und es ist bekannt, dass La-
place etwas ganz iihnliches als durch die Beobachtungen bestii-
tigt angenommen und hierauf seine Rechnungen gegriindet hat.

So interessant dieses Resultat von Hirn auch ist, so
iindert es doch nichts an der Unzulinglichkeit der Annahmen.
Der der Rechnung zu Grunde gelegte Zustand ist ein im
hichsten Grade instabiler, wie oben auseinandergesetzt, und
demzufolge ist die Untersuchung {iber die Unméglichkeit
fester Ringe unndthig, weil das System nur ganz kurze Zeit
bestehen kann. Ks ist schon oben erwihnt worden, dass
auch einseitige Belastungen nichts an der Sachlage iindern
kionnen, wenn man nicht das Aussehen der Saturnringe ganz
ignoriren will und so wird wohl immer das Hauptargument
gegen die Moglichkeit fester Ringe in den einfachen Rech-
nungen bestehen, welche am Anfange dieses Aufsatzes aus-
gefiihrt worden sind.

Friigt man nun weiter nach der eigentlichen Constitution
der Ringe, nachdem der feste Aggregatzustand ausgeschlossen
ist, so driingt sich zuniichst die Vermuthung auf, diese Ge-
bilde konnten fliissiger oder gasformiger Natur sein. Um
die Mitte dieses Jahrhunderts hatte diese Hypothese an den
beiden amerikanischen Gelehrten W. C. Bond und Peirce
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energische Verfechter gefunden, man wird sie aber trotzdem
nicht ernstlich in Betracht zu ziehen haben. Lange Zeit
und vereinzelt auch jetzt noch hat man die beriihmten Ex-
perimente von Plateau tiber ringformige Gebilde, die in rotiren-
den Fliissigkeiten auftreten, als einen Beweis fiir die Moglich-
keit solcher kosmischen Gebilde angesehen. Diese Versuche
veranschaulichen aber nur die Wirkung der Capillaritit und
haben mit Gravitationswirkungen gar nichts zu schaffen.
Sie hingen also gar nicht mit den Gleichgewichtsfiguren
kosmischer Massen -zusammen, ganz abgesehen davon, dass
sie auch iiusserlich den Verhiiltnissen beim Saturnring nicht
entsprechen. Denn hier liegt in der Mitte der Ringe von
sehr geringer Masse, die bedeutende Saturnmasse, welcher
Fall sich bei den genannten Figuren wohl kaum erzielen liisst.

Nachdem Laplace die Theorie der ringformigen Gleich-
gewichtsfiguren zu untersuchen begonnen hatte, ist dieses
Problem ausfiihrlich und streng von verschiedenen Seiten
behandelt worden. Die Hauptfrage, die aber bei einer Ver-
werthung der erlangten Resultate in der Astronomie von der
grossten Wichtigkeit ist, ob niimlich solche Figuren stabil
sind und nicht durch Hinzutritt kleiner Storungen von aussen
auseinanderfliessen, hat eine geniigende Beantwortung bis
jetzt nicht gefunden, indessen ist kaum wahrscheinlich, dass
die erforderliche Stabilitit vorhanden ist. Zu diesem Resultate
kommt auch Hirn auf einem interessanten Wege, auf welchem
ihm hier gefolgt werden soll.

Es werde angenommen, dass zu einer gewissen Zeit der
fliissige Ring wirklich bestehe, wenn Saturn genau in dessen
Centrum sich befindet. Dann wird der Ring mit gleich-
formiger Geschwindigkeit wie ein fester Korper um sein
Centrum rotiren und die einzelnen Theilchen werden keine
Verschiebung gegen einander erleiden. Wenn nun Saturn
sich aus irgend einer Ursache von dem Ringmittelpunkt ein
wenig entfernt, so werden die einzelnen Theilchen nicht
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mehr gleichformig rotiren konnen. Dort wo sie dem Saturn
nither stehen, werden sie sich schneller, dort wo sie von ihm
entfernter sind, werden sie sich langsamer bewegen miissen.
Man wird sich, weil die Anziehung des Ringes auf seine
einzelnen Theile gering ist gegentiber der Anziehung des
Saturn, ein nitherungsweise richtiges Bild von der Be-
wegung bilden, wenn man annimmt, dass die einzelnen Theile
Ellipsen beschreiben, deren Brennpunkt im Saturn liegt.
Ist die Ringmaterie ein zusammendriickbares Gas, so werden
die einzelnen Theilchen in der Saturnniihe, da sie sich hier
schneller bewegen, auseinanderriicken und in der Saturnferne
wird das Entgegengesetzte eintreten. Ist der Ring ans einer
unzusammendriickbaren Fliissigkeit gebildet, so werden sich
die einzelnen Theilchen im letzteren Punkte anhiiufen un
der Ring wird hier breiter oder dicker werden miissen.
Dieses Spiel wiederholt sich bei jedem Umlaufe, also alle
10 bis 14 Stunden. Infolge der Reibung zwischen den ein-
zelnen Theilchen wird beim Anhiiufen oder Zusammendringen
der Theilchen Wiirme erzeugt werden, was aber in der Saturn-
ferne stattfinden muss, wihrend, wenigstens ist dies bei gas-
formiger Constitution sicher, in der Saturnnihe eine Ab-
kithlung erfolgen wird. Infolge der Wiirmeleitung, des
Stosses der einzelnen Theilchen gegeneinander etc., werden
nun, wie die Thermodynamik zeigt, sich die Wirmewirkungen
in der Saturnferne und -Nihe und auch in den dazwischen
liegenden Punkten nicht ausgleichen, vielmehr bleibt ein
Rest iibrig, welcher eine Temperaturerhthung der Ring-
masse hervorbringt. Dies kann aber nur auf Kosten der
Bewegungsenergie geschehen und es werden sich also die
Dimensionen des Ringes nach dem Saturn hin verkleinern.
Die Innenseite des Ringes wird sich demzufolge ziemlich
gleichmiissig von allen Seiten, langsam dem Saturn nihern,
um sich schliesslich mit ihm zu vereinigen.

Auf Grund seiner Untersuchungen kommt Hirn zu dem
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Resultate, dass sich alle Schwierigkeiten und Unmédglichkeiten
heben, wenn man annimmt, der Saturnring bestehe aus ein-
zelnen discreten Massentheilchen oder er sei, kurz gesagt,
von staubformiger Structur. Wie sich die mechanischen Ver-
hiltnisse in einem solchen Systeme abwickeln, hat Hirn nicht
weiter untersucht und die kurzen Bemerkungen, die er in dieser
Richtung macht, werden voraussichtlich theilweise der Cor-
rectur bediirfen. Dagegen hat Maxwell diese Probleme in An-
griff zu nehmen versucht, ohne dass es ihm aber, wie ich glaube,
gelungen ist, zu einer einwurfsfreien Losung zu gelangen.

Die Erscheinungen, welche ein staubformiger Saturnring
darbietet, babe ich in zwei griosseren Arbeiten besprochen und
ich glaube dort den stricten Nachweis geliefert zu haben, dass
alle Erscheinungen, die zum Theil sehr complexer Natur
sind, nur durch die zu Grunde gelegte Annahme erklirt
werden konnen. Bei dem noch nicht gehorig entwickelten
Zustande der Dynamik des Saturnringes diirfte anf diesem
Wege die festeste Stiitze gewonnen sein, die man bis jetzt
der Maxwell-Hirn'schen Annahme geben konnte.

Es ist interessant, dass die Forschung, nachdem der
Reihe nach alle nur denkbaren Annahmen tiber die Constitution
des Saturnringes discutirt und als wahrscheinlich hingestellt
worden sind, wieder jener Ansicht zuneigt, welche als eine der
ersten aufgestellt worden ist, um dann aber, wie es scheint,
villig der Vergessenheit zu verfallen. Es ist von verschiedenen
Seiten bemerkt worden, dass Jacques Cassini (1677—1756)
bereits die Maxwell-Hirn'sche Ansicht ausgesprochen hat.
Die Wichtigkeit der Angelegenheit wird es wohl recht-
fertigen, wenn ihr etwas nachgegangen wird. Bei Ge-
legenheit der Verdffentlichung seiner Beobachtungen des
Saturn, namentlich des Verschwindens des Ringes im Jahre
17151) spricht sich Cassini ganz deutlich aus. Pag. 47 sagt er:

1) Observations nouvelles sur Saturne. Mémoires de mathe-
matique et de pbysique, tirés des registres de l'académie royale des
sciences de l'année 1715 pg. 41 ff.
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,Cette apparence qui n'’a point sa pareille dans les corps
célestes, a donné lien de conjecturer que ce pouvait étre un
amas de satellites qui étaient dans le plan des autres et
faisaient leur révolution autour de cette planéte, que leur
grandeur est si petite qu'on ne peut pas les apercevoir
chacun séparément, mais qu'ils sont en méme temps si pres
I'un de I'autre qu’on ne peut point distinguer les intervalles
qui sont entr'eux, ensorte qu'ils paraissent former un corps
continu®.

Hieran werden Bemerkungen gekniipft tiber Schwierig-
keiten, die bei der Darstellung der Beobachtungen auftreten
sollen, in dieser Form aber wohl nicht existiren. Den Schluss
bildet (pg. 48) die Bemerkung:

»O0n peut donc supposer avec beaucoup de vraisemblance
que I'anneau de Saturne est formé d'une infinité de petites
Planétes fort prés I'une de I'autre, qui étant comprises dans
son Atmosphére, sont entrainés par le mouvement qui
fait tourner Saturne autour de son centre et que dans cette
Atmosphére ete.*

Hiernach nimmt also Cassini an, dass die discreten Theil-
chen, welche den Ring bilden, in der Atmosphiire des Saturn
sich befinden und mit dieser durch die Rotation des Saturn
herumgefiihrt werden. Das ist freilich ein Zusatz, welcher
die ganze Auffassung villig verschiebt, und da Cassini diesen
Zusatz fiir ganz wesentlich hiilt, steht er doch auf wesentlich
anderem Boden als auf dem der Hypothese von Maxwell und
Hirn. Es erscheint demnach doch nicht so rithselhaft, dass
die Cassini’sche Ansicht nicht allgemeine Verbreitung ge-
funden hat.

Danach wird man, wie ich glaube, nicht gegen die
historische Gerechtigkeit verstossen, wenn man die Erkenntniss,
dass die Saturnringe eine staubformige Constitution haben,
an die Namen Maxwell und Hirn kniipft.
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