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Ueber eine Verallgemeinerung der v. Helmholtz'schen

Wirbel-Integrale, welcher eine unendliche Mannig-

faltigkeit von mechanischen Bildern der Maxwell-
schen Elektrodynamik entspricht.

Von Dr. J. R, Schiitz.
(Eingelaufen 2. Juni.)

1. Wir setzen eine unendlich ausgedehnte reibungslose
Flissigkeitsmasse voraus, der wir vorliufig die Beschriinkung
der Incompressibilitit noch nicht auferlegen wollen; wir be-
trachten vorerst nur solche Gebiete derselben, in welchen die
3 rechtwinkligen Geschwindigkeitscomponenten u,, v,, w, ein-
deutige und mit allen ihren Derivirten endliche und stetige
Funktionen der 3 rechtwinkligen Raumcoordinaten z, y, 2
sind. Im Unendlichen soll die Fliissigkeit ruhen.

Ueberall dort, wo die Grossen w,, v,, w, eine Potential-
funktion @, (das Geschwindigkeitspotential) besitzen, werden
die Gleichungen bestehen

dw, 32w 2w, _3u_ 2w _,

Dort wo die Potentialfunktion @, zu existiren aufhort,
werden gewisse Bewegungen auftreten, die v. Helmholtz in
seiner Abhandlung ,Ueber Integrale der hydrodynamischen
Gleichungen etc“. Crelle’s Journal, Bd. 55, S. 25—55, 1858
unter dem Namen der , Wirbelbewegungen® eingefiihrt hat.

1894. Math.-phys. C1, 3. 18
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2. Wirbelpotential nenne ich eine Funktion @,, deren
Ableitungen nach den Coordinaten die nach diesen geschiitzten
Wirbelgeschwindigkeiten geben. Die Wirbelgeschwindig-
keiten w,, v,, w, sind definirt durch die Gleichungen

_}(9‘01_3_”:) ._1("“_3&)
W= \Eg 9 % iz az)

_l(avl Bul) o)
“=3\3z "3y 2

Dort wo ein Wirbelpotential existirt, wird sein

dw, dv, dmy 3wy vy duy —0 2)
F] y 3z 3z Sz z o 3y y '
An allen Stellen aber, wo diese Potentialfunktion zu
existiren aufhort, setzen wir

_ 1 (w, 2dv, ) 1 (3u, Sw,)
=39 \ay " 3.) BT2\5: 9z
l 81' _Quy
Y

un
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Die Grissen wug, g, wy haben eine einfache und an-
schauliche physikalische Bedeutung, von der spiter noch die
Rede sein wird; wir wollen sie die ,Stromungsgeschwindig-
keiten zweiter Ordnung® nennen. Die Grissen wu,, v, 10,
sind dann fiir uns die Stromungsgeschwindigkeiten erster
Ordnung.

Es wird Stellen geben konnen, woselbst die Grossen
g, vy, wy sich als Ableitungen einer Funktion @, darstellen
lassen. Wir nennen diese Funktion das ,Stromungspotential
zweiter Ordnung* (@, ist dann fiir uns das Stromungspotential
erster Ordnung).

An allen diesen Stellen wird sein

duy vy _ 2wy 3w, 3v,  dw,_,

3y 9z 2z 3$ 8z 8_,,
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Dort wo @y zu existiren aufhort, setzen wir wieder
1 dw, el 9 ]
X wy va) St 1 (3w, ws)

—2\%s Az

?__gg_a_“a 6)

Die Grossen w,, v,, w, nennen wir die Wirbelgeschwindig-
keiten zweiter Ordnung und eine etwa existirende Potential-
funktion @, derselben das , Wirbelpotential zweiter Ordnung®.
In diesem Sinne sind dann uy, v,, w,, bezw. @, die Wirbel-
geschwindigkeiten bezw. das Wirbelpotential erster Ordnung.

Man sieht schon, wie sich der Faden weiter spinnt.
Allgemein zu reden, nennen wir die Grossen ugu—1, Van—1,
Wan—1, Do,y die Stromungsgeschwindigkeiten und das
Stromungspotential nter Ordnung und die Gréssen s, voy,
Way, Dy, die Wirbelgeschwindigkeiten und das Wirbelpotential
nter Ordnung.

3. Die formale Uebereinstimmung der Differenzialglei-
chungen 4) und 6) lisst erwarten, dass auch die Integral-
eigenschaften der Wirbel und Stromungen hoherer Ordnung
wesentlich Gbereinstimmen. Es wird sich daher zur Abktirzung
empfehlen, dass wir uns fiir beide zuweilen eines gemein-
samen Namens bedienen, und wir wiihlen hieftir, nicht ohne
die Absicht, an den verwandten Quaternionen-Begriff des curl
(vgl. Boltzmann, Vorl. IT pag. 3) anzuklingen, den Ausdruck
»Quirl®,

Demnach nennen wir die Grissen uy, v, w: die nach
den 3 rechtwinkligen Coordinatenaxen geschiitzten Quirl-
geschwindigkeiten Zter Ordnung und @ das Quirlpotential
kter Ordnung, und erinnern uns, wenn erforderlich, daran,
dass diese Grossen Stromungsgeschwindigkeiten bezw. ein
Stromungspotential bedeuten, wenn % ungerade, dagegen
Wirbelgeschwindigkeiten bezw. ein Wirbelpotential, wenn
gerade ist.

18*
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Man hat fiir die Quirlgeschwindigkeiten %ter Ordnung
die Ausdriicke

= 1w 3_"3:1.)

2\ 2y oz

- 1 (duy 9 wk—l) 7
%=z ( 3¢ oz )

_ 1 (3 Vg1 O u,‘_l)

nw=5\3z oy
Fiir den Fall der Existenz eines Quirlpotentials @, ist
a0, 2, 30, 8
“k—'s—xq Uk = 2y’ Wi = Y

—— e ——— e e == 9
s dy oz N oz oz dy 0 )

Es lassen sich tiber die Wechselbeziehungen der Quirl
verschiedener Ordnung zu einander eine grosse Reihe von
Siitzen ableiten, von denmen wir hier nur solche anfiihren
wollen, die fiir unsere spiiteren Entwicklungen von einiger
Bedeutung sind.

4. Existirt in einem Bereiche R ein Quirlpotential % ter
Ordnung als variable Funktion der Coordinaten, so sind die
Quirlpotentiale von hoherer Ordnungszahl in demselben Be-
reiche constante Grissen, Quirlpotentiale von niederer Ordnungs-
zahl aber konnen in demselben Bereiche nicht existiren.
Denn es ist in diesem Bereiche nach Gl. 9)

Upp1 == Ukt == Wet1 = 0, also Dpqy = const.
und dasselbe gilt natiirlich auch von den analogen Grdssen
noch hoherer Ordnungszahl. Der zweite Theil des obigen
Satzes ist eine nothwendige Consequenz des ersten Theiles.

Man kann daher aus der gesammten betrachteten Fliissig-
keitsmasse solche Bereiche R, hervorheben, die lediglich ein
Quirlpotential erster Ordnung @, (d.i. ein Geschwindigkeits-
potential) besitzen, dann solche Bereiche R,, die lediglich
ein Quirlpotential zweiter Ordnung @, (d. i. ein Wirbel-
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potential 1. Ordnung), dann solche Ry, die lediglich ein
Quirlpotential 3. Ordnung (d. i. ein Geschwindigkeitspotential
2. Ordnung) bis zu solchen Bereichen Ry, die lediglich ein
Quirlpotential Zter Ordnung besitzen. Wir konnen jetzt
den obigen Satz auch so aussprechen:

In einem Bereiche R, coexistiren nothwendig
simmtliche Arten von Quirlbewegungen, deren Ord-
nungszahl kleiner ist als %k, und es existirt darin
keine Quirlbewegung von einer grosseren Ordnungs-
zahl. (Satz L)

5. Jedes Quirlpotential @, (k> 1) geniigt der
Laplace’schen Differentialgleichung (Satz II). Aus
Gl 7 ergibt sich (fir £ > 1)

dux , vk , dwWy
T 3y R T 10)

Fiir den Fall der Existenz einer Potentialfunktion kann

diese Gleichung so geschrieben werden
AW=0 11)

Die Gleichung 10) gilt nicht fiir 2= 1; nur, wenn die

Fliissigkeit incompressibel ist, hat man auch
duy, , dv, , dw,
2z T oy ol 12)

Es miissen daher alle nachfolgenden Siitze, insoweit sie
sich auf den Kingangs dieses Artikels angegebenen Satz
stiitzen, entweder unter der beschriinkenden Annahme % > 1,
oder unter der Voraussetzung der Incompressibilitit der
Flissigkeit verstanden werden.

6. Eskann nichteineinziger Bereich R die ganze
unendliche Fliissigkeitsmasse erfiillen. (SatzIIL) Denn
man hiitte dann eine Funktion @, welche im ganzen unendlichen
Raume der Gleichung 4 @, = 0 geniigte und im Unendlichen,
da die Fliissigkeit daselbst als ruhend vorausgesetzt wird,
gegen einen constanten Werth C limitirte. Genau so gross
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wiirde daher auch das arithmetische Mittel der Funktions-
werthe von @ auf der Oberfliiche einer Kugel sein, die man
mit unendlich grossem Radius um einen im Endlichen ge-
legenen Punkt P beschriebe. Gemiss einem nach Herrn
Riemann benannten Satze der Potentialtheorie miisste daher
auch im Punkte P, und weil dieser beliebig gewiihlt wurde,
iiberall im Endlichen @, = C sein. Nach Satz I miisste
demnach die Ordnungszahl des Bereiches Ry kleiner sein als
k und sie kinnte, da k beliebig ist, nur gleich 1 sein, aber
auch dies nur dann, wenn die Fliissigkeit compressibel ist.

7. Eskannnicht ein Bereich Ry einem Bereiche R,
unmittelbar benachbart sein, es sei denn k= m. (IV.))

Denn setzen wir etwa willkiirlich m > %, dann wiirde
nach Satz I das Quirlpotential @, im Bereiche I% existiren,
im Bereiche R,, aber zu existiren aufhiren. Dagegen wiirde
das Quirlpotential @,, sowohl im Raume R, als auch im
Raume R; existiren, im letzteren Bereiche aber als Constante.
Da die beiden Bereiche einander unmittelbar benachbart sein
sollen, so muss ein Theil ihrer Begrenzungsflichen beiden
gemeinsam sein. Denkt man sich diesen Theil entfernt, so
erhielte man einen grisseren Bereich, in welchem eine Funk-
tion @,, existirte, die iiberall der Laplace'schen Differential-
gleichung geniigte und in einem endlichen Theile des Be-
reiches einen constanten Werth C besiisse. Wir kénnen dann
cine Kugelfliche so construiren, dass deren Mittelpunkt in
diesem Bereiche, in welchem @,, = C ist, liegt, und die zum
Theil in diesen Bereich selbst fiillt, zum Theile aber in eine
Region taucht, in der @,, grisser (oder kleiner) als C wird.
Dann miisste aber auch das arithmetische Mittel der Funktions-
werthe von @,, auf der Kugeloberfliche grosser (oder kleiner)
als C sein, und dies wiire ein Widerspruch gegen den Rie-
mann’schen Satz.

8. Es muss in der bewegten Fliissigkeitsmasse
Bereiche, mindestens aber einen geben, innerhalb
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deren iiberhaupt kein Quirlpotential irgend welcher
Ordnungszahl existirt. (V.)

Dieser Satz ist eine nothwendige Consequenz der Siitze
IIL und 1IV. Wir wollen diese Gebiete die ,charakteristischen
Schichten“ nennen; nach Satz IV muss jeder Bereich Rx von
einer solchen charakteristischen Schicht vollstiindig eingehiillt
sein. Sie soll im Allgemeinen als von endlicher Dicke vor-
ausgesetzt sein. An Stellen, wo sie unendlich diinn wird,
degenerirt sie zu einer wahren Discontinuitiit; solche und
andere Discontinuititen wollen wir, wie schon Eingangs im
Artikel 1 bemerkt ist, von unserer Betrachtung ausschliessen.
Wir denken uns hiezu jede derselben einzeln von einer sie ganz
umschliessenden, einfach zusammenhiingenden Fliche umgeben,
die wir passend ,Discontinuitiitshiille nennen konnen. Die
Flussigkeit, die sich ausserhalb dieser Discontinuitiitshiillen
befindet, ist fiir uns die ,betrachtete Fliissigkeitsmasse“.

9. Ein fiir uns sehr wichtiger Satz ist der folgende:
Die Bewegung der gesammten betrachteten Fliissig-
keitsmasse ist zu irgend einem Zeitmomente iiberall
eindeutig bestimmt, wenn in demselben Zeitmomente
die Quirlgeschwindigkeiten irgend einer beliebigen
Ordnungszahlninallencharakteristischen Schichten
gegeben sind und gleichzeitig auch die Bewegung
der Fliissigkeit an den Discontinuititshillen vorge-
schrieben ist. (VL)

Man erhilt aus den Gleichungen 7), indem man in den-
selben die Grossen wug—y, vi—1, we—y durch die Grissen u,_,
vi-2, Wi—2 ersetzt, die folgenden:

90, _o
u..——-(- X 4**1/1“_)

(@i Y ) 13)

3G, _,
Wy = '4 (fa%—" -2 Jll)x _g)
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Hiebei ist
31)3_.2 ] Wk -2
dy + YR L

Nach Gleichung 10) verschwindet dieser Ausdruck fiir
k> 3; also ist fiir £>1 und bei incompressibeln Fliissig-
keiten auch fiir k=1

Qg2
+

S

@k—z =

1 1 1
u;..,.g=—1—du., 1)1.+2=—'Idvk. wk+2=—“i"dwk 15)

Speziell in Bereichen von der Ordnungszahl % ist daher
mit Riicksicht auf Satz I
duk..;=0. dv,,-,=0, dwk_1=0 16)

und auch
Aduy=0, Ado,=0, dup=0 17)

Wir beweisen nun zuniichst folgenden Hilfssatz: Sind in
allen Punkten der betrachteten Fliissigkeitsmasse die Quirl-
geschwindigkeiten von der Ordnungszahl n, also ., v, 0.,
in einem bestimmten Augenblicke gegeben, und ist gleich-
zeitig die Bewegung der Fliissigkeit an den Discontinuitiits-
hiillen vorgeschrieben, so sind fiir denselben Augenblick auch
die Quirlgeschwindigkeiten (n — 1)ter Ordnung -1, vu-1,
wy— iiberall eindeutig bestimmt. (VIa.)

Zuniichst ist klar, dass auch iiberall die Quirlintensitiiten
(n 4 1)ter Ordnung, die ja aus jenen mter Ordnung durch
eindeutige Differenzation hervorgehen, gegeben sind. Nun
ist nach Gleichung 15)

Auyy=—4Upt1, Jy1=—40p1, JWy_1=—4wpy,; 18)

gibe es noch 3 andere Funktionen u,_;, v,_;, W,_;, welche
denselben Differentialgleichungen

Ay = — 4y, ete. 18a)

genligten, so wiiren %,_1 — Wu—1, a1 — Du—1, Wp—1 — Wy_1
drei neue Funktionen, welche — wie sich durch Subtraktion
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der Gleichung 18) und 18a) ergibt — in der ganzen be-
trachteten Fliissigkeit die Laplace'schen Differentialgleich-
ungen befriedigen und an den Discontinuititshiillen, sowie
im Unendlichen verschwinden. Die — zufolge des Dirichlet'-
schen Principes einzige — Losung hiefiir ist

Up—] — Up—] = U] — Dy—] = Wy—] — Wy = 0.

Es sind demnach die Quirlgeschwindigkeiten (n—1) ter
Ordnung und, da sich dieses Beweisverfahren beliebig oft
wiederholen lisst, auch jene von beliebig anderer Ordnungs-
zahl, demnach die gesammte Bewegung der Fliissigkeit ein-
deutig bestimmt.

Sind nun nicht in der ganzen Fliissigkeit, sondern bloss
an den charakteristischen Stellen die Grossen wu., vy, w. ge-
geben, so lisst sich dieser Fall immer auf den durch den
Hilfssatz priicisirten Fall zuriickfiihren. Denn sei etwa Ry
derjenige Bereich, der unter allen Bereichen R, bis R die
hochste Ordnungszahl k hat, so bilden wir, wenn 2 <Fk ist,
aus den Grissen u,, v, w, durch fortgesetztes Differenziren
nach dem Schema der Gleichung 7) die Grossen

Uig1, Ckply  Wig 19)

Da nun die Quirlgeschwindigkeiten (k -4 1)ter Ordnung
in der ganzen Fliissigkeitsmasse, mit Ausschluss der charak-
teristischen Schichten, verschwinden, in diesen letzteren aber
die gegebenen Werthe 19) haben, so darf man sie in der
gesammten Fliissigkeitsmasse als gegeben betrachten.

Ist aber >k, dann sind ohnehin schon die Grossen
Up, Uny Wy in allen Bereichen Ry bis R, gleich Null, also
gleichfalls in der gesammten betrachteten Fliissigkeitsmasse
gegeben.

10. Ein specieller Fall des vorigen Satzes ist der fol-
gende: Sind in einem Augenblicke die Geschwindigkeiten
ui, vi, wi in allen charakteristischen Schichten sowie an den
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Discontinuititshiillen gegeben, so sind fiir denselben Augen-
blick die Geschwindigkeiten u, v), w; iiberall eindeutig be-
stimmt. Es sollen hier die drei letsteren Grossen aus den
drei ersteren berechnet werden.

Es sei wieder R; jener Quirlbereich, der die hochste
Ordnungszahl % besitzt. Die auf die Zahl k zuniichst fol-
gende ungerade Zahl bezeichnen wir mit 27 4 1; sie ist —
unabhiingig davon ob % selbst eine gerade oder ungerade
Zahl ist — jedenfulls durch die Formel gegeben

2id Ikt 5 — 2 (=1,
woraus folgt

+g— g 20)

Durch z-malige Anwendung der 4-Operation auf die ge-
gebenen Funktionen uj, vi, wi erhilt man gemiss Formel 15)
— wenn wir uns fiir die -malige Anwendung der gedachten
Operation des Symboles 4 bedienen —

Aiuj=(—4)uiip, 40} =(—4)v3:41, L'wi =(—4) w341 21)

Ganz ebenso wiirde man durch ¢-malige Anwendung der
4-Operation auf die zu suchenden Funktionen wu,, v,, w,

erhalten
A uy = (— 4)" ugiq ete. 21a)

Nun sind aber die Grossen us4; und ugi4y nicht nur
in den charakteristischen Schichten, sondern auch in allen
Quirlbereichen R, bis Ry einander gleich, weil sie daselbst
— wegen 2%+ 1>k — iiberall verschwinden. Also erhilt
man die Differentialgleichungen

Ay =div), Lioy=dDdiv], Sw=dDdw 22)

Die vollstiindigen Integrale dieser Differentialgleichungen
lanten:
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gy (—37’)7 J‘ J‘ J‘dx.du.d:. f J‘ fd Lit ;i.»!f.-.‘ de; N
I e e -
=l Pt et
[T [ eas
w, = )J‘ffdfndlﬂ llitJ‘J‘J‘dxH lh/;-. :1:,_
(— 4w} W= 1 ‘
JJJrmtef [ [t + ",,’,',"-

Hiebei 1st

re=V(@E — 2 + (5 — y2)* + (21 — 22)*

rie1,i= V(l'r—l — ) + (yi—1 — i) + (2i-1 — 2))? 24)
n=V@—2 + @~y + (2 —2?

und

Vg = l/(zdl - -t)‘ + (.’/A.. — y)’ ’F(};’: z

Alle dreifachen Integrale sind iiher die gesammte he-
trachtete Flissigkeitsmasse zu erstrecken, das einfache Integral
i Qr?"’_' aber iber die Oberfliche derselben, sowie iiber alle
Diseontinnititshiillen.

G ist eine willkiirliche Funktion, die so bestimmt werden
mnss, dass die Answerthung der Gesammtintegrale fiir alle
Punkte dieser Oberflichen die an denselben vorgeschriebenen
Werthe von u,, #,, w, ergibt.

v. Helmholtz hat in seiner Eingangs erwihnten Ab-
handlung ither die Wirbelbewegung eine interessants Ana-
Iogie entwickelt, die zwischen dieser Art hydrodynamischer
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Bewegung und den elektrodynamischen Erscheinungen be-
steht. Die Gleichungen 23) lehren, dass man eine un-
endliche Mannigfaltigkeit solcher Analogieen an-
geben kann. Bevor wir auf dieselben mit einigen Worten
eingehen, wollen wir noch den Begriff der ,Wirbellinie*
verallgemeinern.

11. Wir verstehen unter einer ,Quirllinie %k ter Ordnung*
eine Curve, welche der Differentialgleichung geniigt

dz:dy:dez=uk: v W 25)

und unter einem ,Quirlfaden® einen unendlich diinnen Faden,
welcher aus der Fliissigkeit ausgeschnitten wird, wenn man
durch alle Punkte des Umfanges einer unendlich kleinen
Fliche die Quirllinien zieht. Auch erinnern wir uns wieder,
dass wir es mit Stromlinien, bezw. -Fiden zu thun haben,
wenn % ungerade ist, dagegen mit Wirbellinien bezw. -Fiiden,
wenn J gerade ist.

Durch Anwendung des Green'schen Satzes auf die
Gleichung 10) erhalten wir

Srndg=0 26)

Hiebei bezeichnet », die normal zum Oberflichenelemente

dq geschiitzte Componente der Quirlgeschwindigkeit % ter Ord-

nung. Wir nennen die Gleichung 26) die allgemeine Con-

tinuititsgleichung der Quirlbewegungen; sie lehrt, dass kein

Quirlfaden beliebiger Ordnungszahl inmitten der

Fliissigkeit enden kann und dass fiir einen und den-

selben Quirlfaden das Produkt ausseinem Querschnitt
und der Quirlgeschwindigkeit

¥+ d g = 1 = constans 27)

fiir seine ganze Erstreckung einen constanten Werth

behalten muss.
12. Um uns nun die erwiihnte unendliche Mannigfaltig-
keit der elektrodynamischen Analogieen an einem Beispicle
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zu versinnlichen, wollen wir annehmen, es sei ein aus der
betrachteten Fliissigkeitsmasse herausgetheilter zweifach zu-
sammenhingender Raum mit lauter Quirlfiden %ter Ordnung
so erfiillt, dass er einen Quirlbereich R (im Sinne des Ar-
tikels 4) darstelle. Gemiiss Artikel 7 und 8 muss dieser
Quirlbereich zunichst von einer charakteristischen Schicht S
umgeben sein, von welcher wir annehmen wollen, dass ihre
Dicke sehr klein gegeniiber den Dimensionen des Bereiches
Ry ist.  Die ganze iibrige betrachtete Fliissigkeitsmasse soll
ein Bereich Ri_; von der nichstniederen Ordnungszahl sein.
Bezeichnen wieder wug, vi, wi die Quirlgeschwindigkeiten im
Bereiche I, und wui, vi, wi dieselben Grossen in der charak-
teristischen Schicht, so ist fiir alle Punkte der betrachteten
Fliissigkeitsmasse (die wir zur Vereinfachung so gross voraus-
setzen wollen, dass wir die Randbedingungen vernachlissigen
konnen)

u,._g=7lr-fff'ﬂ‘#2_d_‘f+%fffuidxrdydj

Das erste Integral ist tiber den Bereich R zu erstrecken,
das zweite iiber die charakteristische Schicht S. Wir wollen
annehmen, dass letztere so diinn ist, dass der Beitrag, den
das zweite Integral liefert, gegeniiber dem des ersten ver-
schwindet. Dann ist

wam L [[[udzdyds
na=1f[[ndcdyde 28)

=l wedzdyde
w*_2—7ff..r r

Wir fiihren nun statt des Volumelements dz dydz das
Produkt dg-ds ein, d.i. jenes Volum, welches ein Lingen-
element ds des Quirlfadens vom Querschnitte dgq besitat.
Ferner setzen wir

A
o
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w=n-, t=n-f, Ww=wn-7,
wobei ¥, die resultirende Quirlgeschwindigkeit und «, 8, 7
die Richtungscosinus des ds sind.

Beriicksichtigen wir endlich noch, dass das Produkt
w-dgq fir die ganze Erstreckung des Wirbelfadens einen
constanten Werth 1 besitzt (Gleichung 27), so lauten die
Gleichungen 28) jetzt

p 1 . 1 . 1
Upo = uds-a;, v,,_2=fuds-ﬂ’;, W0 = uds-y—r—

Hieraus erhalten wir fiir

e =J‘ikds[y@ ' | 9d_£i‘—_)]

dy d

oder, wenn ¢, y, ¥ die Richtungscosinus der Geraden r be-
zeichnen,

Uy = — fik%s[yx—#w]

Der in der eckigen Klammer stehende Ausdruck ist
gleich dem Produkte sin (ds, r) - cos (n, 2), wo n die auf ds
und 7 senkrecht stehende Richtung ist; also ist

Ug—1 -~ cos (n,z), und analog

__ [ ixds-sin(ds,7)
— [ B

4, — j‘ i ds 31’1.12 (ds, r) oos (A
Wiy = J‘ m;(di) cos (n, 2).

Man kann diese Formeln so aussprechen: Jedes Element
ds eines Quirlfadens von der Ordnungszahl & bedingt
in jedem Theilchen der Fliissigkeitsmasse eine Quirl-
geschwindigkeit von der Ordnungszahl (k—1), deren
Grosse gleich dem Ausdrucke
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i dssin (ds,r)

5 29)

ist, und deren Richtung n senkrecht zu jener Ebene
steht, die durch das Fadenelement ds und das be-
trachtete Fliissigkeitstheilchen bestimmt ist.

13. Es besteht also zwischen den Quirllinien %ter und
(k — 1) ter Ordnung genau dieselbe Wechselbeziehung, die
auch zwischen den elektrischen Stromlinien und den magne-
tischen Kraftlinien statt hat. (Vgl. hiezu Boltzmann, Vor-
lesungen I pag. 90.) Wire etwa der Bereich Ry ein me-
tallischer Leiter, innerhalb dessen das Strompotential @y be-
stiinde, so wiirde die hiedurch bedingte elektrische Strimung
im Aussenraum eine Vertheilung der magnetischen Kraft-
linien hervorrufen, die sich der Grosse und Richtung nach
vollkommen mit der Vertheilung der Quirllinien (% — 1)ter
Ordnung im Bereiche R,..; decken wiirde.

Es entspricht diese Analogie genau jener, welche v. Helm-
holtz a. a. O. abgeleitet hat und welche man hier erhiilt,
wenn man k=2 setzt. Fiir £ = 3 erhiilt man das hydro-
dynamische Bild, welches Boltzmann in den Sitzungsberichten
der bayerischen Akademie®) 1892 pag. 279 zur Maxwell’schen
Elektrodynamik in Analogie gesetzt hat. Mit Bezug auf
diese letztere Abhandlung, welche diese Analogie inshesonders
auch fiir quasielastische Media mechanisch ausbaut, sei
hier die {ibrigens selbstverstindliche Bemerkung gemacht,
dass unsere bisherigen Betrachtungen, da sie ja rein geo-
metrischer Natur sind und desshalb jedweder physikalischen
Voraussetzung entbehren kinnen, natiirlich auf jedes beliehige
continuirliche Medium anwendbar sind.

14. Wir wollen aber sogleich eine andere wesentlich
mechanische Analogie ableiten, welche die verwandtschaft-

1) Abgedruckt in Wiedemann's Annalen, Bd. 48 pag. 78.



288 Sitzung der math.-phys. Classe vom 2. Juni 1894.

lichen Beziehungen zwischen den allgemeinen Quirlbewegungen
und den elektrodynamischen Phiinomenen sehr enge kniipft.

Wir gehen dabei von den Integralen der Gleichung 23)
aus; doch machen wir auch hier wieder die vereinfachende
Annahme, dass die betrachtete Fliissigkeitsmasse so gross ist,
dass wir die Oberflichenbedingungen vernachlissigen diirfen,
sowie dass die charakteristischen Schichten im Vergleiche zu
den Dimensionen der von ihnen umhiillten Quirlbereiche so
diinn sind, dass ihre Beitriige in die Bewegung der betrachteten
Fliissigkeitsmasse verschwindend klein sind. Wir behandeln
den Fall, dass in der Fliissigkeit neben Quirlbereichen be-
liebig anderer Ordnungszahlen sich zwei Quirlbereiche R; und
Ri. von der Ordnungszahl %k vorfinden, und es sei % die
grosste unter den vorhandenen Ordnungszahlen. @, und @;
seien die Quirlpotentiale in diesen Bereichen, »; und »; die
Quirlgeschwindigkeiten in denselben und uy, v, ws, beziehlich
Uk, Uk, wi deren Componenten.

Hier haben wir nun zum erstenmale zwischen den
Stromungen und den Wirbeln héherer Ordnung zu unter-
scheiden. Wir wollen vorerst den einfacheren Fall betrachten
und annehmen, es sei k& eine ungerade Zahl 274 1. Wir
haben es also mit Stromungen zu thun.

Es seien u,, v, w, die Geschwindigkeiten, welche irgend
ein Fliissigkeitstheilchen (dz-dy-dz) haben wiirde, wenn
bloss der eine Quirlbereich R, und ui, vi, wi, jene, wenn
bloss der zweite Quirlbereich R; vorhanden wiire. Die Ge-
schwindigkeiten, die dasselbe Fliissigkeitstheilchen bei der
Coexistenz beider Quirlbereiche R, und R; hat, sind dann
wegen der Linearitit der Gleichungen 21a)

w + ui, v1 + 01, w1 +wi 30)

Es ist noch wichtig, zu bemerken, dass die Grossen
iy vk, we bei gegebener Configuration der Systeme voll-
kommen unabhiingig von den Grossen i, i, wi sind, so dass,
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wenn z. B. bloss der eine Quirlbereich R; existiren wiirde,
an den Stellen, wo sich der von diesen weggedachte Quirl-
bereich R befindet, die Grossen wux, vy, wi simmtlich gleich
Null wiiren, und umgekehrt.

15. Unter all den Voraussetzungen des vorhergehenden
Artikels erhalten wir fiir u, in Anlehnung an Gleichung 23)
das Integral

wmbf
J'ffdx,cj’gfdz,fj'fdx, d’g{‘ll:lz, U

Um das letzte dreifache Integral in ein Linienintegral
zu verwandeln, zerlegen wir den Quirlbereich Ry, der allen-
falls die Form eines Ringes hat, durch einander unendlich
nah gefiihrte Querschnitte in unendlich viele Cylinder von
unendlich kleiner Hghe ds. Diese Querschnitte g sollen so
gefiibrt werden, dass sie zur resultirenden Geschwindigkeit
v iiberall normal stehen. Ausserdem zertheilen wir das
ganze Biindel von Quirlfiden, welches die charakteristische
Schicht erfiillt, in N unendlich diinne Quirlfiden so, dass
das Produkt aus dem Querschnitt dg eines Fadens in dessen
Quirlgeschwindigkeit v, gleich einer fiir alle Fiden constanten
Grisse py ist

d g « v« = px = constans.

Dann kann man setzen

ij dzx, d{,‘;iz, uk=pkj‘dscosr(ds,z

und es lautet die Gleichung 30):

= JJJ ! dx'd‘/‘dx' .....
fffdz,ii,dz,fds, cosr(ds,.z‘) 5

1894, Math.-phys. CL 3. 19
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Das letzte einfache Integral ist tiber alle Quirlfiden
einzeln zu erstrecken. Nimmt man an, dass alle Quirlfiden
nahezu parallel laufen und dass iiberdies der gesammte Quer-
schnitt des Quirlbereichs klein ist, dann darf man N=1
setzen, und es braucht das Integral bloss iiber einen einzigen
Stromfaden erstreckt werden. p; konnen wir dann passend
die Quirlintensitit des Bereiches R; nennen.

Zur Abkiirzung bezeichnen wir noch das gesammte viel-
fache Integral der Gleichung 32) mit J, so dass

wm=pe-Jz, i=p-Jy, w3 =7pc-J; 33)
ist, wo J, und oJ; analog zu J; zu bilden sind.

Ganz ebenso erhilt man fiir die vom zweiten Quirl-
bereich R bedingten Geschwindigkeiten wuj, vi, wi unseres
Fliissigkeitstheilchens die Werthe

w=pidz, vi=pd,, wi =pid; 34)

16. Mit Riicksicht auf 30, 33 und 34 erhilt man fiir
die gesammte kinetische Energie T' der betrachteten Fliissig-
keitsmasse den Ausdruck

T= »%—pifffedxdydz(]i-;-Ji + J?)
+ %1’;‘2 fjfe dzdyde(J2+ J2 + J2) 35)

+opi JS edadyde (Jodi 47,05+ 7. J))

¢ ist die Dichte der Fliissigkeit.

Wir bezeichnen das erste Integral mit Agg, s, ay, das
zweite mit By s, 1y und das dritte mit Cip, i 1), S0 dass

A By . ,
I= “"2"’ e (“'2',“" "0 pi> + Cy 1o, m e Pi 36)

und es seien hy, %y, Ay drei Coordinaten (Parameter), welche
die geometrische Configuration des Quirlbereiches Ry bezogen
auf seinen Schwerpunkt bestimmen, h,, %;, hy die analogen
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Parameter fiir den zweiten Quirlbereich und hq, kg, Ay die
Parameter, welche die relative Configuration der beiden Be-
reiche zu einander bestimmen.

Wir wollen annebmen, dass alle diese Configurationen
im Raume sich mit Geschwindigkeiten iindern, die klein
gegen die Geschwindigkeiten der Fliissigkeitstheilchen sind.
Dann liefert die Lagrange’sche Gleichung fiir die Kiifte
Py, P und H;, welche beziehlich die cyclischen Coordi-
naten pi, pr und den beliebig gewiiblten Parameter ; zu
beschleunigen streben, die Werthe

d ,
Pr= o (Ao, by 1) P+ Cltg, vy, 1) V)

,_a ,
Ba= ai (Chs, 1, 1) Pk + By, iy, 1g) Pi) 37)

1’231‘(/ by Pk By iy, b 3 Gy, hg, 1)
e — XCEMubndy)  PEEEZ ks be) + O (0, hg, Iy
‘ 2 ok 2 ok DY 5k,

17. Gleichungen von ganz derselben Form erhiilt man
auch, wenn man annimmt, dass die Ordnungsznhl % gerade
ist, in welchem Kalle man es mit Wirbeln hoherer Ordnung
zu thun hat. Doch haben dann die Parameterfunktionen
A, B, C eine etwas andere Bedeutung, von der sogleich die
Rede sein wird. Vergleicht man die Gleichungen 37) mit
den Gleichungen 12) in Boltzmann's Vorlesungen tther Max<
well’s Theorie I, pag. 24, so sieht man, dass zwei Quirl-
bereiche gleicher, im Uebrigen aber beliebiger Ord-
nungszahl ganz analoge ponderomotorische und In-
ductionswirkungen auf einander ausiiben, wie elek-
trische Strome. Dieses Resultat ist an sich so wenig
wunderbar, dass es sogar als ganz selbstverstiindliches Postulat
der Maxwell’'schen Theorie erscheint, wenn wir diese in der
Allgemeinheit auffassen, in der sie in den wiederholt citirten

» Vorlesungen* dargestellt worden ist.
19*
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18. Es besteht aber in Bezug auf den Richtungssinn,
in welchem diese ponderomotorischen und Induktionswir-
kungen erfolgen, eine bemerkenswerthe Differenzirung zwischen
den Quirlbewegungen von gerader und jenen von ungerader
Ordnungszahl. Man gelangt zu derselben durch eine Discussion
der Parameterfunktionen 4, B, C. Wir wollen diese oben
mit dem Index s versehen, wenn sie sich auf Quirlbereiche
mit ungerader Ordnungszahl (Stromungen) beziehen, dagegen
mit dem Index w, wenn sie sich auf solche mit gerader

Ordnungszahl (Wirbeln) bezichen. Nach den Festsetzungen
der Artikel 15 und 16 haben die A4® B*, C* folgende

Werthe:
=SS edzdyds (/2 + J2 + T
=[SSedzdyds (T2 + I + J2) 38)
C=/S S eodzdydz (J. T, + J, T, + J, T3)

Hiebei hat J; den Werth

fff 71“ dzx; d:/, deg
f J" f dz, :121'/: de, f ds cosr(d $,2)

Die Grissen J, und J, erhilt man, wenn man im
letzten einfachen Integral statt cos (ds, z) beziehlich cos
(ds, y) und cos (ds, z) setzt, und die Grissen J;, J, J; er-
hilt man, wenn man das einfache Integral beziehlich
iiber alle Quirlfiiden im Bereiche Rj erstreckt. Der Index i
hat den Zahlenwerth L—; N

&

Fir die Parameterfunktionen A%, B, C° aber erhilt
man folgende Werthe:
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fjfgdxd_;dz[( 2% 24y
RO T
B"—J‘ffgdzd_/d:[(~~'——)z

aJ, aJ, T, SJ;)”
+(a_z—n)+(5;—s; ]

or=[  fereanae (5~ C2-)
D - ()

Die Grossen Jz, J,, Jpy J, Jy, J; haben auch hier noch
die in Gleichung 39) gegebene Bedeutung; doch ist hier

10)

.k
1= 3 zu setzen.

19. Wir wollen die Grossen A, B die Selbstinductions-
coefficienten der beiden Quirlbereiche und die Grisse C' den
wechselseitigen Inductionscoefficienten derselben nennen. Man
kann dann die Inductionsgesetze so aussprechen, dass sie all-
gemein fiir beliebige Quirlfiiden gerader und ungerader
Ordnungszahl gelten. Man sagt dann z. B.: ,Wird die
relative geometrische Configuration der beiden Quirlfiden
so geiindert, dass dadurch der wechselseitige Inductions-
coefficient vergrissert wird, so erregen die Quirlfiden in
einander Quirlbewegungen, welche den erregenden entgegen-
gesetzt gerichtet sind.“ Aehnliches gilt fiir das Gesetz der
ponderomotorischen Krifte. Wiirde man aber diese Siitze
speziell so aussprechen: ,Nihert man zwei geradlinige
parallele Quirlfiiden, so erregen sie in einander etc.“ oder ,zwei
geradlinige parallele und gleichgerichtete Quirlfiden ziehen
einander an“, so wiren sie in dieser Formn nur fiir Quirlfiden
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mit ungerader Ordnungszahl unbedingt zutreffend; tiberhaupt
gebithrt den letzteren auch noch in anderer Hinsicht der
Vorzug, wenn man sich dariiber entscheiden will, welche
Art der Quirlbewegungen man den elektrischen Stromen zu-
ordnen soll; auf einen hieher gehirigen Punkt hat schon
Boltzmann?) aufmerksam gemacht; man kann die daselbst
angewandte Betrachtungsweise leicht auf die Quirl jeder
beliebigen geraden Ordnungszahl verallgemeinern.  Aber
gerade die Discussion der Parameterfunktionen 4%, B*, C*
und 4%, B, C* liesse sogar auch noch unter den Quirl-
bewegungen ungerader Ordnungszahl eine spezielle Vorzugs-
wahl treffen. Die letzten Consequenzen, zu denen man dann
gelangen wiirde, kann man aber auch noch auf einem anderen
direkteren Wege erreichen. In einer Abhandlung iiber die
Grundgleichungen der Elektrodynamik fiir rasch veriinder-
liche Parameter, welche gleichzeitig mit der vorliegenden an
anderer Stelle zum Drucke gelangt, findet sich einiges hieriiber.

20. Hier sei noch folgendes bemerkt: Unsere Analogieen
bleiben auch dann noch bestehen, wenn wir unter u,, v,, 1w,
nicht die Geschwindigkeiten eines Mediumtheilchens,
sondern die einfachen Verschiebungen eines solchen, unter
y, vy, ), aber Grossen verstehen, welche aus jenen durch
kmalige Anwendung der Curl-Operation hervorgehen, nur
bedarf es hiezu der Annahme, dass die durch diese Ver-
schiebungen in das Medium gespeicherte (hier potentielle)
Energie wiederum dem Ausdrucke u] - ¢} + w] proportional
ist. Auch sei besonders noch betont, dass alle unsere Aus-
sagen ihren physikalischen Sinn in voller Strenge nur dann
bewahren, wenn wir uns vorstellen, dass alle inneren Kriifte
des Mediums stets durch willkiirlich hinzugefiigte langsam
veriinderliche iussere Krifte paralysirt werden.

Es mogen hier noch 2 Siitze Platz finden, welche wir

1) Wiedem. Ann. Bd. 48, 1893, p. 95.
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als die mechanischen Bilder der beiden Hertz'schen Gleichungs-
systeme betrachten konnen:

a) Sind die Quirllinien (% 4 1)ter Ordnung elektrische
Stromlinien, so sind die Quirllinien % ter Ordnung ma-
gnetische Kraftlinien. (Mechanisches Bild des ,zwei-
ten® Hertz'schen Gleichungssystems.)

b) Sind die Quirllinien %ter Ordnung magnetische
Stromlinien, so sind die Quirllinien (¥ — 1)ter Ordnung
elektrische Kraftlinien. (Mechanisches Bild des
sersten Hertzschen Gleichungssystems.)

Der Begriff des magnetischen Stromes ist dabei natiirlich
nicht im vulgiren elektrotechnischen Sinne zu verstehen,
sondern in jener Auffassung, in welcher er zuerst wohl von
Hertz (1884) gebraucht und spiiter vornehmlich von Heaviside
in die Theorie eingebiirgert worden ist.

Der Satz a) gilt — sofern man der Ampére’'schen An-
sicht vom Wesen des Magnetismus beipflichtet — immer auch
umgekehrt, der Satz b) dies aber nur dann, wenn das elektro-
magnetische Feld frei von elektrostatischer Ladung ist.

Die beiden Sitze a) und b) umfassen — im wohlver-
standenen bildlich-mechanischen Sinne — das gesammte Lehr-
gebiiude der Maxwell'schen Theorie der Elektrodynamik des
freien Aethers.

Miinchen, mathem.-physik. Institut d. Universitiit.
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