
Sitzungsberichte

der

mathematiscli -physikalischeu Classe

der

k. b. Akademie der Wissenschaften

zu .M^ünchen.

Baad XXiV. Jahrgang 1894.

•
• •

München.

Verlag der K. Ä.kademie.

1895.

In ComniiftsioD des G. Franr/schon Verlags (J. Uoth).



273

Ueber eine Verallgemeinerungder v. Helmholtz'schen

Wirbal-Intagrald, welcher eine unendliche Mannig-

faltigkeit von mechanischen Bildern der Maxwell-

schen Elektrodynamik entspricht

Von Dr. J. B. Schfits.

(Eingelaufen 2. Jmti.)

1. Wir setzen eine unendlich ausgedehnte reibungslose

Flfissigkeitsmasse voraus, der wir vorläufig die Beschränkung

der Incompressibilität noch niciit uuferlegen wollen; wir be-

trachten vorerst nur solche Gebiete derlei l»en, in welchen die

3 rechtwinkligen Ge.schwindigkeit.<compoüenten ^(^^ üj, ein-

deutige nnd mit allen ihren Derivirten endliche und stetige

Funktionen der 3 rechtwinkligen Raumcoordinaten x, y, a

sind. Im Unendlichen soll die Flüssigkeit rohen.

Ueberau dort, wo die Grössen w^, v^, eine Potential-

funktion 0^ (das Geschwindigkeitspotential) besitzen, werden

die Gleichungen bestehen

dy de da dx dx dy

Dort wo die Potentialfunktion CP^ zu existiren aufhört,

werden gewisse Bew^nngen auftreten, die t. Uelmboltz in

seiner Abhandlung «Ueber Integrale der hydrodynamischen

Gleichungen etc*. Grelle*s Journal, Bd. 55, S. 25—55, 1858

unter dem Namen der ,Wirbelbewegungen' eingeführt hat.

I8M. Ut^'lfhj». OL a 18

Digitized by Google



274 SiUmtg dar wuUk,-fkjf8. CZotte mm» J8L Jwm 1894.

2. Wirbelpotential nenne ich eine Funktion deren

Ableitungen nach den Goordinaien die nach diesen gesehatsten

Wirbelgeaehwindigkeiten geben. Die Wirbelgeschwindig-

keiten ti,, v^, sind definirt durch die Gleiehnngen

An allen Stellen aber, wo diese Potratialfonktion zu

existiren aufhört, setzen wir

Die Grössen u^, r^, haben eine einfache und an-

schauliche physikalische Bedeutung, Ton der spater noch die

Rede sein wird; wir wollen sie die aStrömungsgeschwindig-

keiten zweiter Ordnung* nennen. Die Grössen tij, r^, ti\

sind dann für nns die Strömungsgeschwindigkeiten erster

Ordnung.

Es wird Stellen geben können, woselbst die Grössen

t<8i ^fti
^^^^ Ableitungen einer Funktion 0^ darstellen

lassen. Wir nennen diese Funktion das «Strömungspotential

zweiter Ordnung* (0^ ist dann für uns das Strömungspotential

erster Ordnung).

An allen diesen Stellen wird sein

dy dg 9e dx dx dy

Dort wo ein Wirbelpotential ezistirt, wird sein

9 tTg 9 t'g d Wg dw^ 9 t'g 9 fig

^
dy 9^ de dx dx dy 3)
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Dort wo zu existiren aufhört, setzen wir wieder

Die Grössen 7<^, V4, nennen wir die Wirbelgeschwindig-

keiten zweiter Ordnung und eine etwa existirende Potential-

funktion <Z>4 derselben das «Wirbelpotential zweiter Ordnung*.

In diesem Sinne sind dann 11,, v,, w^y bezw. die Wirbel-

geschwindigkeiten hezw. das Wirbelpotential erster Ordnung.

Man sieht schon, wie sich der Faden weiter spinnt.

Allgemein zu reden, nennen wir die Grössen i<2m-i, «^2m-1i

it'2»-i, ^2n-\ die Strömungsgeschwindigkeiten und das

Strömungspotential wter Ordnung und die Grössen ll2n^ t^2«,

«^1 <^2n die Wirbelgeschwindigkeiten und das Wirbelpotential

ftter Ordnung.

3. Die formale Qeberemstimmung der DifFerenzialglei-

chungen 4) und 6) läset erwarten, dass auch die Integral-

eigenschaften der Wirbel und Strömungen höherer Ordnung

wesentlich übereinstimmen. Es wird sich daher zur Ahkürzung

empfehlen, dass wir uns für beide zuweilen eines gemein-

samen Namens bedienen, und wir wählen hiefür, nicht ohne

die Absicht, an den verwandten Quaternionen-Begriff des curl

(vgl. Boltzmann, Vorl. II pag. 3) anzuklingen, den Ausdruck

Denmach nennen wir die Grössen m«, vik, u>h die nach

den 3 rechtwinkligen Coordinatenaxen geschätzten Quirl-

geschwindigkeiton /i ter Ordnung und das (^uirlpotential

Äter Ordnung, und erinnern uns, wenn erforderlich, daran,

dass diese Grössen Strömungsgeschwindigkeiten })ezw. ein

Strömungspotential bedeuten, wenn k ungerade, dagegen

Wirbelgeschwindigkeiten bezw. ein Wirbelpotential, wenn h

gerade ist

.Quirl*.

18*
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276 aUtung der mafhrfhys, Okuse vom 2, Jum 1894,

Man hat für die Qairlgeschmndigkeiten Äcter Ordnung

die Aasdrücke

_ 1 Pwk-i 3t>>-i\

^ 2\ dy dg )

^ 2\ da dx )
7)

Für den Fall der Ebdstenz eines Quirlpotentiak 0k ist

~*^ä^-' •^^TJ ^)

a«;^ dVk dUk dVk 3|f4

Es lassen sich über die Wechselbeziehungen der Quirl

verschiedener Ordnung zu einander eine grosse Reihe von

Sätzen ableiten, von denen wir liier nur solche anführen

wollen, die für unsere späteren Entwicklungen von einiger

Bedeutung sind.

4. £xistirt in einem Bereiche jR ein Quirlpotential hier

Ordnung als variable Funktion der Coordinaten, so sind die

Quirlpotentiale Yon höherer Ordnungszahl in demselben Be-

reiche constante Grössen, Quirlpotentiale von niederer Ordnungs-

zahl aber können in demselben Bereiche nicht existiren.

Denn es ist in diesem Bereiche nach Gl. 9)

««4.1 SS 1^1» 1014.1 SB 0, abo <Z>i4.i s= const.

und dasselbe gilt natürlich auch Yon den analogen Grüssen

noch höherer Ordnungszahl. Der zweite Theil des obigen

Satzes ist eine nothwendige Consequenz des ersten Theiles.

Man kann daher aus der gesammten betrachteten Fliissig-

keitsmasse solche Bereiche JBj hervorheben, die lediglich ein

Quirlpotential erster Ordnung CP, (d. i. ein Geschwindigkeits-

potential) besitzen, dann solche Bereiche i^, die lediglich

ein Quirlpotential zweiter Ordnung 0^ (d. i. ein Wirbel-
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SiMU: üeber die v. HamhoUe'dchen Wirbet-Integrale, 277

Potential 1. Ordnung), dann solche i^g, die ledif^dicli ein

Quirlpotential 3. Ordnung (d. i. ein Geschwindigkeitapoteutial

2. Ordnung) bis zu solchen Bereichen Rh, die lediglich ein

Quirlpoiential ktw Ordnung besitaEdn. Wir können jetzt

den obigen Satz auch so aussprechen:

In einem Bereiche Bk coezistiren nothwendig

s&mmtHche Arten Ton Quirlbewegungen, deren Ord-

nungs/ahl kleiner ist als A*, und es existirt darin

keine Quirlbewegung von einer grösseren Ordnungs-

zahl. (Satz 1.)

5. Jedes Quirlpotential (P* > 1) genügt der

Laplace*schen Differentialgleichung (Satz II). Aus

GL 7 ergibt sich (fttr > 1)

|f + |^ + |f-=0 10)

Ffir den Fall der Existenz einer Potentialfunktion kann

diese Gleichung so geschrieben werden

J0it^O 11)

Die (Gleichung 10) gilt nicht für h=l; nur, wenn die

Flüssigkeit iucompressibei ist, hat man auch

Es müssen daher alle nachfolgenden Sätze, insoweit sie

sich auf den Eingangs dieses Artikels angegebenen Satz

stützen, entweder unter der beschränkenden Annahme k > 1,

oder unter der Voraussetzung der Inoompressibilität der

Flüssigkeit verstanden werden.

6. Es kann nicht ein einziger Bereich die ganze

unendliche Flüssigkeitsmasse erfüllen. (SatzIII.) Denn

man hätte dann eine Funktion welche im ganzen unendlichen

Räume der Gleichung J (D^ — 0 (»;enücfte und im TTnendlichen,

da die Flüssigkeit daselbst als ruhend vorausgesetzt wird,

gegen einen constanten Werth 0 limitirte. Genau so gross
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278 SitBung der maüh.-pkya, Gkuae vom 2, Juni 1894,

würde daher auch das arithmetische Mittel der Funktiuns-

werthe von (D^ auf der Oberfläche einer Kugel sein, die man

mit unendlich grossem Radius um einen im Endlichen ge-

legenen Punkt P beschriebe. GemSss einem nach Herrn

Riemann benannten Satse der Potentialtheorie müsste daher

auch im Punkte P, und weil dieser beliebig gewählt wurde,

ül)erall im Endlichen (P^ = 0 sein. Nach Satz I müsste

demnach die Ordnungszahl des Bereiches Rk kleiner sein als

k und sie könnte, da k beliebig ist, nur gleich 1 sein, aber

auch dies nur dann, wenn die Flüssigkeit compressibel ist

7. Es kann nicht ein Bereich 2{| einem Bereiche

unmittelbar benachbart sein, es sei denn k=sm, (IV.)

Denn setzen wir etwa willkürlich m>Ä;, dann würde

nach Satz I das (Juirlpotential (Pjt im Bereiche Ilk existiren,

im Bereiche lim a^jer zu existiren aufhören. Dagegen würde

das Quirlpotential sowohl im Räume i?„, als auch im

Räume Bu existiren, im letzteren Bereiche aber als Oonstante.

Da die beiden Bereiche einander unmittelbar benachbart sein

sollen, so mu8s ein Theil ihrer Begrenzungsflächen beiden

gemeinsam sein. Denkt man sich diesen Theil entfernt, so

erhielte man einen grösseren Bereich, in welchem eine Funk-

tion d^m existirte, die überall der Laplace'scheu Dittereutial-

gleichnng genügte und in einem endlichen Theile des Be-

reiches einen eonstanten Werth C beeässe. Wir können dann

eine Eugelflache so construiren, dass deren Mittelpunkt in

diesem Bereiche, in welchem 0^=0 ist, liegt, und die zum

Theil in diesen Bereich selbst fällt, zum Theile aber in eine

Region taucht, in der 0fn gr()sser (oder kleiner) als C wird.

Dann müsste aber auch das arithmetische Mittel der Funktions-

werthe von 0m auf der Kugeloberfläche grösser (oder kleiner)

als ö sein, und dies wäre ein Widerspruch gegen den Bie-

mann*schen Satz.

8. Es muss in der bewegten Flüssigkeitsmasse

Bereiche, mindestens aber einen geben, innerhalb
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deren überhaupt kein Qu irlpotential irgendwelcher

Ordnungszahl existirt. (V.)

Dieser Satz ist eine nothwendige Consequenz der Sätze

Iii uDd IV. Wir wollen diese Gebiete die .charakteristisehen

Schicliten'' nennen; nacli Satz IV muss jeder Bereich A Ton

einer solchen charakteristischen Schicht Yollständig eingeliällt

sein. Sie soll im Allgemeinen als von endlicher Dicke vor-

ausgesetzt sein. An Stellen, wo sie unendlich dünn wird,

degenerirt sie zu einer wahren Discontinuität; solche und

andere Discontinuitäten wollen wir, wie schon Eingangs im

Artikel 1 bemerkt ist, von unserer Betrachtung anaschlieasen.

Wir denken ans hiezu jede derselben einzeln Ton einer sie ganz

nmschliessenden, einfach zusammenhängenden Flache umgeben,

die wir passend „DiscontinuitätshüUe* nennen können. Die

Flüssigkeit, die sich ausserhalb dieser Discontinuitätshülleu

befindet, ist für uns die .betrachtete Flüssigkeitsraasse".

9. Ein für uns sehr wichtiger Satz ist der folgende:

Die Bewegung der gesammten betrachteten Flüssig-

keitsmasse ist zu irgend einem Zeitmomente überall

eindeutig bestimmt, wenn in demselben Zeitmomente

die Quirlgeschwindigkeiten irgend einer beliebigen

Ordnungszahl « in allen charakteristischen Schichten

gegeben sind und gleichzeitig auch die Bewegung
der Flüssigkeit an den Discontinuitätshülien 7orge-

schrieben ist. (VI.)

Man erhält aus den Gleichungen 7), indem man in den-

selben die Grossen Uk-u ^t-it ^k-i durch die GrOssen Uik_2,

Vi -2» Wk-2 ersetzt, die folgenden:

13)
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Uiebei ist

Nach Gleichung 10) verschwindet dieser Ausdruck für

A: > 3 ; also ist für A:> 1 uud bei iucompressibeln Flüssig-

keiten auch für A; SS 1

«H«——j^M*» t;*+2'=--j^t'*, Wk^i=s^^Jwk 15)

Speziell iu Bereichen von der Ordnungszahl k ist daher

mit Rücksicht auf Satz I

^iifc-i = 0, Jvk^i^O, Jwk^i^O 16)

und auch

^w*= 0, Jvk= 0, Jwk= 0 17)

Wir beweisen nun zunächst folgenden Hilfssatz: Sind in

allen Punkten der betrachteten Flüssigkeifcsmasse die Quirl-

geschwindigkeiten von der Ordnungszahl », also Un^ Vn,

in einem bestimmten Augenblicke gegeben, und ist gleich-

zeitig die Bewegung der Flüssigkeit an den Discontinuitats-

hfillen Yorgeschrieben, so sind für denselben Augenblick auch

die Quirlgeschwindigkeiten (n— l)ter Ordnung iin-i, Vn~u

Wn-i überall eindeutig bestimmt. (Via.)

Zunächst ist klar, dass auch überall die Quirlintensitäten

(n + l)ter Ordnung, die ja aus jenen nter Ordnung durch

eindeutige Diiferenzation hervorgehen, gegeben sind. Nun

ist nach Gleichung 15)

Jun-i^— 4w«4.i, Jvn-i=— ^Vn^u ^«'n-i—

—

4m;„4.i ; 18)

gäbe es noch 3 andere Funktionen Uk.!, tw-i, \»»^u welche

denselben Differentialgleichungen

= — 4w»+i, etc. 18a)

genügten, so ^^n u^i— , v^-i — b»-! , »»-i— »b-i

drei neue Funktionen, welche — wie sich durch Subtraktion
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der Gleichung 18) und 18 a) ergibt — in der ganzen be-

farachteten Flüssigkeit die Laplace^schen Differentialgleich-

ungen befriedigen nnd an den DiacontinQitätshfilien, sowie

im Unendlichen Terachwinden. Die — zufolge des Dirichlet**

sehen Principee einnge — Lösung hief&r ist

Es sind demnach die Quirlgesoliwiiuiigkeiten (n— l)ier

Ordnun;^ und, da sich dieses Beweibverfahifn beliebig oft

wiederholen lässt, auch jene von beliebig anderer Ordnungs-

zahl, demnach die gesammte Bewegung der Flüssigkeit ein-

deutig bestimmt.

Sind nun nicht in der gansen Flüssigkeit, sondern bloss

an den charakteristischen Stellen die Grossen ti^, vi,, tvn ge-

geben, so lässt sich dieser Fall immer auf den durch den

Hilfssatz ])räcisirten Fall zurück führen. Denn sei etwa Bk

derjenige Bereich, der unter allen Bereichen JRi bis Rk die

höchste Ordnungssahi k hat, so bilden wir, wenn n < ist,

aus den Qrössen i4, durch fortgesetctes Differenxiren

nach dem Schema der Gleichung 7) die Grössen

Vi^u Wki^l 1^«))

Da nun die Quirlgeschwindigkeiten (k-\- l)ter Ordnung

in der ganzen Flüssigkeitsmasse, mit Ausschluss der chiirak-

teristischen Schichten, verscliwinden, in diesen letzteren aber

die gegebenen Werthe 19) haben, so darf man sie in der

gesammten Fltissigkeitsmasse als gegeben betrachten.

Ist aber ii>ä;, dann sind ohnehin schon die Grössen

i?„, tVn in allen Bereichen Iii bis Rk gleich Null, also

gleichfalls in der gesammten betrachteten FlüLssigkeitsmasse

gegeben.

10. Ein .specieller Fall des vorigen Satzes ist der fol-

gende: Sind in einem Augenblicke die Geschwindigkeiten

u'u t4}{ in allen charakteristischen Schichten sowie an den
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Discontinuitätshüllen gegeben, so sind für denselben Augen-

blick die Geschwindigkeiten Wi, viy W\ überall eindeutig be-

stimmt. Es sollen hier die drei letzteren Grössen aus den

drei ersteren berechnet werden.

Es sei wieder Bk jener Quirlbereioh, der die höchste

Ordnungszahl k besitzt. Die auf die Zahl Ic zunächst fol-

gende ungerude Zahl liezeichnen wir mit 2 i -f- 1; sie ist —
unabhängig davon ob A' selbst eine gerade oder ungerade

Zahl ist — jedeufalls durch die Formel gegeben

2»+I = Ä+|-i(-l)»,

worauä folgt

20)

Durch i-malige Anwendung der z/-Operation auf die ge-

gebenen Funktionen lii, V\y W\ erhält man gemäss Formel 15)

— wenn wir uns für die i-malige Anwendung der gedachten

Operation des Symboles ^* bedienen —

^tti=(-4ywi+i, z/'t;l==:(-4)'t;2.+i, z^'u;!= (-4)'t(;2H-i 21)

Gbnz ebenso wfirde man durch i-malige Anwendung der

ii-Operation auf die zu suchenden Funktionen u^, v^,

erhalten

J*Ui^{— 4)' 1*2*4.1 etc. 21a)

Nun sind aber die GrOssen ?/2i+i und tt^i+i nicht nur

in den charakteristischen Schichten, sondern auch in allen

Quirl])ereichen B\ bis Rh einander gleich, weil sie daselbst

— wiegen 2 i -f- 1 > ä: — überall verschwinden. Also erhält

man die Differentialgleichungen

J*ui^j*vi, J'vi^J'vU J*wi==^wi 22)

Die Yollstötidigen Integrale dieser DifferentialgleichuDgeii

lauten:
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_ 1 ff Cdx.dynlei
f f f r/.tv_i r/y, _

, (/^ ,

f f
Cdxidy-idz^

f f
fr^iCi c?yi rfjfi *

i

^ cGda

JJJ ^2,8 JJJ ri2 ^ dyj fd,'

f f
rdx2 dyi dzz

f f ff/:Ci fZ-^j
'

i
f^/r/o

JJJ rs;s JJJ ri,s (2#J fii«

'

Hiebei ist

*

und

Alle dreifachen Integrale «Ind öbcr die gesf^mmtc be-

tnehlete FlasBigkeitamaflae m erstreeken, daa einlaehe Int^ral

JG
de

aber aber die Oberfläche derselben, sowie über aile

Dncontmti-tfötabllllen,

G L4t eine willVflrliche Fnnkticm, die na hestimmt werden

mn«H. diWH die Au8werthiing der Gesammtintegrale für alle

inkte dieser Oberflachen die an denselben vorgesehriebeaeii

Wccthe TOn «j, v^, ergibt

Befanholtx hat in .meiner Eingangs erwähnten Ab>

haniilun-jT "iher die Wirhpihewf»nriingf eine interessant« Ana-

logie eutwickeit, die awiöcheu dieser Art hydrodynamischer
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Bewegung und den elektrodynamischen Erscheinungen be-

steht. Die Gleichungen 23) lehren, dass mau eine un-

endliche Mannigfaltigkeit solcher Analogieen an-

geben kann. Bevor wir anf dieselben mit einigen Worten

eingeben, wollen wir noch den Begriff der .Wirbellinie*

Terallgemeinem.

11. Wir verstehen unter einer „(Juirllinie 7i:ter Ordnung*

eine Gurve, welche der Differentialgleichung genügt

äx : dy : da^ ttki VkiWk, 25)

und unter einem „Quirlfaden" einen nnemllich dünnen Faden,

welcher aus der Flüssigkeit ausgeschnitten wird, wenn man

durch alle Punkte des Umfanges einer unendlich kleinen

Fläche die Quirllinien zieht. Auch erinnern wir uns wieder,

dass wir es mit Stromlinien, bezw. -Fäden zu tbun haben,

wenn k ungerade ist, dagegen mit Wirbellinien bezw. -Fäden,

wenn k gerade ist.

Durch Anwendung des Ureenscheu Satzes auf die

Gleichung 10) erhalten wir

fvudq^O 26)

Hiebei bezeichnet Vk die normal zum Oberfiächenelemente

dq geschätzte Gomponente der Quirlgeschwindigkeit JcieT Ord-

nung. Wir nennen die Gleichung 26) die allgemeine Con-

tinuität^leicbung der Quirlbewegungen; sie lehrt, dass kein

Quirlfaden beliebiger Ordnungszahl inmitten der

Flüssigkeit enden kann und dass für einen und den-

selben Quirl faden das Produkt aus seinem Querschnitt

und der Quirlgeschwindigkeit

«pjk . dgB t'ks constans 27)

für seine ganze Erstreckuug einen constanten Werth

behalten muss.

12. Um uns nun die erwähnte unendliche Mannigfaltig-

keit der elektrodynamischen Analogieen an einem Bei^iele
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zu verainiiliclieD, wollen wir annehmen, es eei ein ans der

betrachteten Flfi&sigkeitsmaase heransgetheilter zwei&ch zu-

sammenhängender Raum mit lauter Quirlfäden Zrter Ordnung

so erfüllt, dass er einen Quirlbereich lik (im Sinne des Ar-

tikels 4) darstelle. Gemäss Artikel 7 und 8 muss dieser

Quirlbereich zunächst von einer charakteristischen Schicht 8
umgeben sein, yon welcher wir annehmen wollen, dass ihre

Dicke sehr klein gegenfiber den Dimensionen des Bereiches

Bk ist Die ganze fibrige betrachtete Fltlssigkeitsmasse soll

ein Bereich Ek^i von der nächstniederen Ordnungszahl sein.

Bezeichnen wieder w*, f^, Wk <lie (^uirlgeschwindigkeiten im

Bereiche 74 und ii'k^ v'k, iv'k di^;.selben Grössen in der charak-

teristischen Schicht, so ist für alle Punkte der betrachteten

Flüssigkeitsmasse (die wir zur Vereinfachung so gross vorans-

setzen wollen, dass wir die Randbedingungen yemachlassigen

können)

1 CCCUkdxdyde. 1 CCCu'kdxdydg
irJJJ r +7^JJJ r

Das erste Int^ral ist Über den Bereich Bk zu erstrecken,

das zweite fiber die charakteristische Schicht 5. Wir wollen

annehmen, dass letztere so dünn &t, dass der Beitrag, den

das zweite Integral liefert, gegenüber dem des ersten ver-

schwindet. Dann ist

1 CCCu,dxdyd.
a J J J r

W4_2 =— r C C Wkdxdyde

Wir führen nun statt des Volumelements dxdydz das

Produkt dq-ds ein, d. i. jenes Volum, welches ein Lärif^cn-

element ds des C^uirlfadens vom Querscbuitte dq besitzt.

Femer setzen wir
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Uk^Vk'O, Vk^Vk'ß, Wk'^yk'y,

wobei vjk die resultirende Quirlgeschwindigkeit und y

die liichtungscosinus des ds sind.

Berücksichtigen wir endlich noch, dass diis Produkt

Vk'dq für die ganze Erstreckung des Wirbelfadens einen

Constanten Werth ik besitzt (Gleichung 27), so lauten die

Gleichungen 28) jetzt

J*»<i«*«^, Vk-i— jhäS'ß^, Wk-n'^jikds'y-

Hieraus erhalten wir ffir tc*.]

oder, wenn ^, Xi V Richtungsoosinus der Geraden r be-

zeichnen,

Ufc-i « — Jn^ [yx— ß^}

Der in der eckigen Klammer stehende Ausdruck ist

gleich dem Produkte sin {ds^ r) • cos (n, x% wo n die auf ds

und r senkrecht stehende Richtung ist; also ist

Jikds ' siuids^r) , . , ,

^5 ^— cos(«,a?), und analog

f ik ds sin {ds, r) . .

Vk^i =
J

^ cos(«,y),

r ik ds sin (ds. r) , .

Mlk-1 =
J ^ ^

C08(n,Jg).

Man kann diese Formeln so aussprechen: Jedes Element

^5 eines <^)ui rlfadens von der Ordn nngs/.uhl h bodiiio;t

in jedem Theilclien der K I iiss i k <• ii> ni iisse eine (,|nir I-

geschwindigkeit von der Ordn ungszahl (ifc— 1), deren

Grösse gleich dem Ausdrucke
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ik ds sin (ds^ r)
i ^

29)

ist, and deren Richtung ti senkrecht zu jener Ebene

steht, die durch das Fadenelement ds und das be-

trachtete Fllissigkeitstheilchen bestimmt ist.

13. Es besteht also zwischen den Quirllinieii A'ter und

{k— l)ter Ordnung genau diesellie Wechselbeziehung, die

auch zwischen den elektrischen Stromlinien und den magne-

tischen Kraftlinien statt hat. (Vgl. hiezu Boltzmann, Vor-

lesungen I pag. 90.) Wäre etwa der Bereich Bk ein me-

tallischer Leiter, innerhalb dessen das Strompotential 0k be-

stfinde, so würde die hiedurch bedingte elektrische Strömung

im Aussenraura eine Vertheilung der magnetischen Kralt-

linien hervorrufen, die sich der Grösse und Richtung nach

vollkommen mit der Vertheilung der Quirllinien {k— l)ter

Ordnung im Bereiche Bk-i decken würde.

Es entspricht diese Analogie genau jener, welche y.Helm-

holtz a. a. 0. abgeleitet hat und welche man hier erhält,

wenn man Je = 2 setzt. Für k = 3 erhält man das liydro-

dynamische Bihl, welches Boltzmann in den Sitzungsberi(-hten

rler bayerischen Akademie*) 1892 pag. 279 zur Maxweirschen

Elektrodynamik in Analogie gesetzt hat. Mit Bezug auf

diese letztere Abhandlung, welche diese Analogie insbesondere

auch für quasielastische flifedia mechanisch ausbaut, sei

hier die übrigens selbstverständliche Bemerkung gemacht,

dass unsere bisherigen Betrachtungen, da sie ja rein geo-

metrischer Natur sind und desshalb jedweder physikalischen

Voraussetzung entbehren können, natürlich auf jedes beliebige

continuirliche Medium anwendbar sind.

14. Wir wollen aber sogleich eine andere wesentlich

mechanische Analogie ableiten, welche die verwandtschaft-

1) Abgedruckt in Wiedemann'a Annalen, Bd. 48 pag. 78.

Digitized by Google



288 Sitäung der maih,-ph!f8, Cla$te vom Juni 1894,

liehen Beziehungen zwischen den allgemeiiienQuirlbewegungeii

und den elektrodynamischen Phänomenen sehr enge knüpft.

Wir gehen dabei von den Integralen der Gleichung 23)

aus; doch machen wir auch hier wieder die vereinfachende

Annahme, dass die betrachtete Flüssigkeitsma:sse so gross ist,

dass wir die Oberfiächenbedingungen vernachlässigen dürfen,

sowie dass die charakteristischen Schicliten im Vergleiche zu

den Dimensionen der yon ihnen umhüllten Quirlbereiche so

dünn sind, dass ihre Beitrage in die Bewegung der betrachteten

Flüssigkeitsmasse verschwindend klein sind. Wir behandeln

den Fall, dass in der Flüssigkeit neben Quirlbereichen be-

liebig anderer Ordnungszahlen sich zwei Quirlbereiche Rk und

Bit von der Ordnungszahl k vorfinden, und es sei k die

grösste unter den vorhandenen Ordnungszahlen. 0k und

seien die Quirlpotentiale in diesen Bereichen, n und die

Quirlgeschwindigkeiten in denselben und Uhh beziehlich

u'ki v'ki w'k deren Componenteu.

Hier haben wir nun zum erstenmale zwischen den

Strömungen und den Wirbeln höherer Ordnung zu unter-

scheiden. Wir wollen vorerst den einfacheren Fall betrachten

und annehmen, es sei k eine ungerade Zahl 21-1- ^*

haben es also mit Strömungen zu thun*

Es seien ti^, v^, die Geschwindigkeiten, welche irgend

ein Flfissigkeitstheilchen {dx'äy-äe) haben würde, wenn

bloss der eine Quirlbereich i2jt, und v'^ w'u jene, wenn

bloss der zweite Quirlbereich i?^ vorhanden wäre. Die Ge-

schwindigkeiten, die dasselbe Flüssigkeitstheilchen bei der

Ooexistenz beider Quirlbereiche Bu und B'k hat, sind dann

wegen der Liuearität der Gleichungen 2Ia)

Wi + wi, Vi + viy Wi -\- w{ 30)

Es ist noch wichtig, zu bemerken, dass die GrSssen

«0., t'fc, t('k bei gegebener Oonfiguration der Systeme voll-

kommen unabhängig von den Grössen Uk^ t;*, tvit sind, so dass,
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wenn z. B. bloss der eine Quirlbereich Rk existiren würde,

an den Stellen, wo sich der von diesen weggedachte Quirl-

bereich jB* befindet, die Grössen v*, Wk sämmtlich gleich

Null wären, und umgekehrt.

15. Unter all den Voraussetzungen des vorhergehenden

Artikels erhalten wir für «j in Anlehnung an Gleichung 23)

das Integral

dxi difi dZi1 f f f ^Z'

* ^ J J J Ti

31)
dx^dij^de^ r r r dx^ dy^ dz^ Uk

2.3 %f *y *J ^1,2

Vm das letzte dreifache Integral in ein Linienintegral

zu verwandeln, zerlegen wir den Quirlbereich 12^, der allen-

falls die Form eines Ringes hat, durch einander unendlich

nah geführte Querschnitte in unendlich viele Cylinder von

unendlich kleiner Höhe ds. Diese Querschnitte q sollen so

geführt werden, dass sie zur resultirenden Geschwindigkeit

Vk überall normal stehen. Ausserdem zertheilen wir das

ganze Bündel von Quirlfaden, welches die charakteristische

Schicht erfüllt, in N unendlich dünne Quirlfaden so, dass

das Produkt aus dem Querschnitt dq eines Fadens in dessen

Quirlgeschwindigkeit Vk gleich einer für alle Fäden constanten

Grösse pk ist

dq » Vk = pk =^ constans.

Dann kann man setzen

*f tf ^ I
^

und es lautet die Gleichung 30):

1 dxidijidxi

^ dx^dy^dz^ r dSy cos {ds, x)C C C »^2 "j^2 " ^2
f

32)

2.3

1894. Malb.-phya. Gl. 3. 19
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Das letzte einfache Integral ist über alle Qnirlfaden

einzeln zu erstrecken. Nimmt mau an, dass alle Quirli^iden

nahezu parallel laufen und dass überdies der gesaramte Quer-

schnitt des Qoirlbereichs klein ist, dann darf man N= 1

setzen, und es braucht das Integral bloss über einen einzigen

Stromfaden erstreckt werden, pk können wir dann passend

die QairlintensitSt des Bereiches Rk nennen.

Zur Abkürzung bezeichnen wir noch das gesammte viel-

fache Integral der Gleichung 32) mit Jiri so dass

«1 — 1>* • Vi — 1?* • Jp, «?i s= • Ji 33)

ist, wo J,f und analog zu Jx zu bilden sind.

Ganz ebenso erhält man für die vom zweiten ()airl-

bereich li'k bedingten Geschwindigkeiten ui, vi, wi unseres

Fiüssigkeitstheilchens die Werthe

Mi^piJi, v{=^PkJi, w{=^p'kJi 34)

16. Mit Rücksicht auf 80. 33 und 34 erhält man für

die gesammte kinetische Energie T der betrachteten Flüssig-

keitsmasse den Ausdruck

^" ¥ ^*JJJ ^ ^^ ^ ^ + ''J
+ -^'^

+ JJJ
QdxdydMW + -h J;»)

Q ist die Dichte der Flüssigkeit.

Wir bezeichnen das erste Integral mit Jiht,h^k^^ das

zweite mit B(k^,h^h^) nnd das dritte mit so dass

2^^*^ 2 ^* "» ^*7'*»'*9>^*^*

und es seien h^^ h^, \ drei Coordinaten (Parameter), welche

die geometrische Oonfiguration des Quirlbereiches Tlk bezogen

auf seinen Schwerpunkt bestimmen, Ä^, Ä^, /ig die analogen
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Parameter fta den sweitsn Quirlbereich und A,, A3, die

Parameter, welche die relative Configoration der beiden Be*

reiche zu einander bestimmen.

Wir wollen annehmen, flass alle diese Confi<^urati()nen

im Räume sich mit Geschwindigkeiten ändern, die klein

gegen die Geschwindigkeiten der FlUssigkeitstheilchen sind.

Dann liefert die Lagrange*8che Gleichung für die Kräfte

Pitt nnd welche beziehlich die cyclischen Coordi-

naien pk, p'k und den beliebig gewählten Parameter ^ zu

beschleunigen streben, die Werthe

(l

P*=^ U(*i, Afc *j) J?* + *«, Ab) Pk)

et

37)

17. Gleichungen von ganz derselben Form erhält man

auch, wenn man annimmt, dass die Ordnungszahl k gerade

ist, in welchem Falle man es mit Wirbeln höherer Ordnung

ZQ thun hat. Doch haben dann die Parameterfunktionen

jB, C eine etwas andere Bedeutung, Ton der sogleich die

Bede sein wird. Vergleicht man die Gleichungen 87) mit

den Gleichungen 12) in Boltzmann's Vorlesungen über Max^y

welTs Tiieorie I, pag. 24, so sieht man, dass zwei (}uirl-

bereiche gleicher, im Uebrigen aber beliebiger Ord-

nungszahl ganz analoge ponderomotorische und lu-

ductionswirkungen aufeinander ausfiben, wie elek-

trische Ströme. Dieses Resultat ist an sich so wenig

wunderbar, dass es sogar als ganz selbstversl&ndliches Postulat

der Maxweirschen Theorie erscheint, wenn wir diese in der

Allgemeinheit auffassen, in der sie in den wiederholt citirten

yVorlesungen" dargestellt worden ist.

19*
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18. Es besteht aber in Bezug auf den Ricbtungssinn,

in welchem diese ponderomotoriecheii und IndakHonswir-

kungen erfolgen, einebemerkenswerthe Differenzimng zwischen

den Qairlbewegungen von gerader nnd jenen von ungerader

Ordnungszahl. Man gelangt zu derselben durch eine Discussion

der Paraiueterfunktionen 2?, C. Wir wollen diese oben

mit dem Index s verst lien , wenn sie sich auf Quirlbereiche

mit ungerader Ordnungszahl (Strömungen) beziehen, dagegen

mit dem Index Wy wenn sie sich auf solche mit gerader

Ordnungszahl (Wirbeln) beziehen. Nach den Festsetzungen

der ArtUcei 15 nnd 16 haben die Ä% B*^ 0* folgende

Werthe:

O'^fffadxdyde (J^J"» + J^J^ + J^J^)
.

Hiebe! hat J» den Werth

Die Grössen Jy und erhält man, wenn man im

letzten einfachen Integral statt cos (ds^ x) beziehlich cos

(ds, y) nnd cos (d$^ e) setzt, und die Grossen Ji er-

hält man, wenn man das einfache Integral beziehlich

Uber alle Qnirlfäden im Bereiche JK erstreckt. Der Index i

hat den Zahlenwerth —=—

•

Für die Parameterfunktionen A\ O aber erhält

man folgende Werthe:

^' dx du dß + + JJ)

B'^fffQ dx dy dB 4- + /;2) 38)

39)

Digitized by Google



SehüU: Ueber die v. HamhoUM'aehen Whhd-IfUegräk. 293

40)

*^V3j? aa;/Va^ dxJ~^\3x dy)\dx dyji

Die Grössen Z^, J«, Ji, JJ, Jg haben auch hier noch

die in Gleichung 39) gegebene Bedeutung; doch ist liier

k
zu setzen.

19, Wir wollen die Grössen B die Selbstinductions-

coefficienten der beiden Quirlbereiche und die Grösse C den

wechselseitigen Indncfcionsooefiicienten derselben nennen. Man

kann dann die Indnctionsgesetze so aussprechen, dass sie all-

gemein fär beliebige Quirlföden gerader und ungerader

Ordnungszahl gelten. Man sagt dann z. B.: «Wird die

relative oreometrische Confi<^uration der beiden (^uirlfäden

so geändert, dass dadurch der wechselseitige Indiictions-

coefficient vergrüssert wird, so erregen die Quirlläden in

einander Quirlbewegungen, welche den erregenden entgegen-

gesetzt gerichtet sind." Aehnliches gilt für das Gesetz der

ponderomotorischen Kräfte. Würde man aber diese Sätze

speziell so aussprechen: .Nähert man zwei geradlinige

parallele Quirlfaden, so erregen sie in einander etc.* oder «zwei

geradlinige parallele und gleichgerichtete Qnirlföden ziehen

einander an*", so wären sie in dieser Form nur für Quirlfäden
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mit iiiif^erader Ordnungszahl unbedingt zutreffend; überhaupt

gebührt den letzteren auch noch in anderer Hinsicht der

Vorzug, wenn man sich darüber entscheiden will, welche

Art der Qnirlbewegangen man den elektrischen Strömen zu-

ordnen soll; auf einen hieher gehörigen Punkt hat schon

Boltzmann^) anfinerksam gemacht; man kann die daselbst

angewandte Betrachtuntrsweise leicht auf die Quirl jeder

))eli('l)i<j^en geraden Ordnungszahl verallj^emeinern. Aber

gerade die Discussion der rarameterfunktionen J.', 2?',

und ^% lie.^se sogar auch noch unter den Quirl-

bewegungen ungerader Ordnungszahl eine spezielle Vorzugs-

wahl treffen. Die letzten Gonsequenzen, zu denen man dann

gelangen würde, kann man aber auch noch auf einem anderen

direkteren Wege erreichen. In einer Abhandlung über die

Grundgleiehungen der Elektrodynamik für rasch veränder-

liche Parameter, welche gleichzeitig mit der vorliegenden au

anderer Stelle zum Drucke gelangt, findet sich einiges hierüber.

20. Hier sei noch folgendes bemerkt: Unsere Analogieen

bleiben auch dann noch bestehen, wenn wir unter Wj, to,,

nicht die Geschwindigkeiten eines Mediumtheilchens,

sondern die einfachen Verschiebungen eines solchen, unter

«t, t^, aber Grössen Terstehen, welche aus jenen durch

jt malige Anwendung der Ourl-Operation hervorgehen, nur

bedarf es hiezu der Annahme, dass die durch diese Ver-

schiebungen in das Medium gespeicherte (hier potentielle)

Energie wiederum dem Ausdrucke i/? ^
i "h proportional

ist. Auch sei besonders noch betont, dass alle unsere Aus-

sagen ihren physikalischen Sinn in voller Strenge nur dann

bewahren, wenn wir uns vorstellen, dass alle inneren Kräfte

des Mediums stets durch willkürlich hinzugefGigte langsam

yeranderliche äussere Kräfte paralysirt werden.

Es mögen hier noch 2 Sätse Platz finden, welche wir

1) Wiedem. Aon. Üd. 48, 1893, p. 95.
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als die mechanischen Bilder der beiden Hertz*scheu Gieichungs-

sjsteme betrachten können:

a) Sind die Qairllinien (ft + l)ter Ordnung elektrische

Stromlinien, so sind die Quirllinien hier Ordnung ma-
gnetische Kraftlinien. (Mechanisches Bild des »zwei-

ten* Hertz'schen Gleichungssystems.)

b) Sind die Quirllinien Ärter Ordnung magnetische
Stromlinien, so sind die Quirllinien (k— l)ter Ordnung

elektrische Kraftlinien. (Mechanisches Bild des

«ersten'' Hertzschen Qleichungssystems.)

Der Begriff des magnetischen Stromes ist dabei natürh'ch

nicht im vulgären elektrotechnischen Sinne zu verstehen,

sondern in jener Auffassung, in welcher er zuerst wohl von

Hertz (1884) gebraucht und später vornehmlich von Heaviside

in die Theorie eingebürgert worden ist.

Der Satz a) gilt — sofern man der Ampöre^schen An-

sicht vom Wesen des Magnetismus beipflichtet — immer auch

umgekehrt, der Satz b) dies aber nur dann, wenn das elektro-

magnetische Feld frei von elektrostatischer Ladung ist.

Die beiden Sätze a) und b) umfassen — im wohlver-

standenen bildlich-mechanischen Sinne — das gesaninite Lehr-

gebäude der Maxweirschen Theorie der Elektrodynamik des

freien Aethers.

München, mathem.-physik. Institut d. Universität.
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