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Zur Theorie der continuirlichen, homogenen und
linearen Gruppen.

Von L. Maurer in Strassburg.
(Bingelaufen 7. Juli.)

Die folgende Untersuchung schliesst sich an die Ab-
handlung von mir an, die der Akademie im Jahre 1888
vorgelegen ist.') Es sei gestattet zuniichst in Kiirze an den
Inhalt derselben zu erinnern.

Den Ausgangspunkt bildet die Aufgabe, die umfassendste
continuirliche Gruppe linearer homogener Substitutionen zu
bestimmen, die eine rationale und homogene Function f der
Variabeln @, z,.. @, in sich selbst transformirt. Ist diese
Gruppe gerade m-gliedrig, so geniigt f einem System von m
Differentialgleichungen der Form

” ”n ; a )
) 2202‘%1,4=0i(f)=0 i=12..m
A=1pu=1 4
Diese Differentialgleichungen sind von einander linear
unabhiingig, d. h. ihre Coefficienten gentigen keiner Relation
der Form

q,c,{:‘)+q,caﬁ...+qmcﬁ':)=0 hhu=12,..n

Damit ist nicht ausgeschlossen, dass nicht eine der
Differentialgleichungen (7) eine Folge der iibrigen ist.

1) Ueber allgemeinere Invariantensysteme. Ich citire diese Ab-
handlung im Folgenden kurz mit Inv.
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Die Coefficienten der Differentialgleichungen (y) geniigen
Gleichungen der Form

m
0 & k) () ik ()
(J) 2 (Clv »,u — Cly cm) 2 e} Ciu

J=

l,;¢—1,2...n iWk=1,2,..m
Man kann dieselben auch in der symbolischen Form

C:C()— C Ci () = D] & Ci (1)
j=1

darstellen.

Die Coefficienten der allgemeinen Substitution der Gruppe,

die f in sich selbst transformirt, sind als Funktionen von

m Parametern w, u, ... u, definirt durch die Differential-
gleichungen

da s ’ Lu=1,2,..

(@) 3“:f=22“i» G ik B, . <

j=1 r=1

n

und die Anfangsbedingung, dass einem bestimmten Werth-
system der Parameter — den Anfangswerthen — die
identische Substitution entspricht.

Die m* Funktionen P}') der Parameter unterliegen der
Bedingung, dass ihre Determinante nicht identisch ver-
schwindet und dass sie insbesondere nicht fiir die Anfangs-
werthe der Parameter gleich Null ist.

Die angegebenen Bedingungen reichen — wie aus der
allgemeinen Theorie des H. Lie hervorgeht — aus, damit
das m-fach unendliche Substitutionensystem

7 =2“l;¢ () z, A=12,..n
H=1
eine Gruppe bildet. Damit aber diese Gruppe die um-
fassendste Gruppe ist, die eine rationale Funktion in sich
selbst transformirt, miissen noch weitere Bedingungen er-
fiillt sein.
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Die Aufstellung dieser Bedingungen fiihrt zu einer Kin-
theilung der ,infinitesimalen Transformationen® der Form
" " af
C(f)=2261l'§—;lzﬂ
A=) p=1
in verschiedene Arten.
Nehmen wir an, die zu C(f) gehorige charakteristische
Determinante

d(p)=|cly*(l)pll) ll“=112'-"
2

verschwinde nur fiir p = 0, dann bezeichne ich C(f) als
regulir von der ersten Art.

Nehmen wir zweitens an, 4 (p) verschwinde nur fiir
ganzzahlige Werthe von p und es verschwinden fiir eine
h-fache Wurzel auch alle Unterdeterminanten n — % -+ 1. Grades
des Systems

ley — () |

dann bezeichne ich C(f) als regulir von der zweiten Art.
In allen anderen Fillen heisst C(f) irregulir. Diese Be-
zeichnungen werden auch auf das Coefficientensystem ¢;,
angewandt. Ist C(f) irregulir, so kann man immer eine
Anzahl regulirer infinitesimaler Transformationen

K@) K K0N.. K
derart bestimmen?) dass
C(f)=K(f) +91A’1 (f)+ QRKE(,)" + eﬂKﬂ(f)

Von diesen inf. Transformationen ist die erste von der
ersten Art, alle iibrigen sind von der zweiten Art.

1) Das Syml;ol (f") hat den Werth 1 oder 0, je nachdem 2

und g gleich oder ungleich sind.
2) Inv. 8. 128.
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Die Zerlegung von C(f) in reguliire inf. Transformationen
ist im wesentlichen vollkommen bestimmt, d. h. eine Unbe-
stimmtheit tritt nur insoferne ein, als eine jede der inf. Trans-
formationen K, (f) K,(f).. Kg(f) durch einen Ausdruck
der Form

o K (N+ e K (). . +aﬂKﬁ(f)
mit ganzzahligen Coefficienten @, a, .. ersetzt werden kann.

Die oben erwiihnten weiteren Bedingungen, denen unsere
Gruppe geniigen muss, lauten nun:

Kommt unter den inf. Transformationen der Gruppe
eine irregulire Transformation C(f) vor, so gehoren der
Gruppe auch alle die reguliren Transformationen K(f) K (f) ..
K (f) an, in die C(f) zerlegt werden kann.

Daraus folgt sofort:

Unsere m-gliedrige Gruppe enthiilt m linear unabhingige
regulire inf. Transformationen.

Sind die angegebenen Bedingungen erfiillt, so kann man
die Substitutionscoefticienten a;, als rationale Funktionen
von m Parametern wu, ug.. s darstellen und daraus folgt
dann die Existenz rationaler Funktionen — der Invarianten
der Gruppe — die durch die Gruppe in sich selbst trans-
formirt werden.

Zu dieser rationalen Darstellung der Substitutionscoeffi-
cienten gelangt man auf folgende Art:

Man wiihle m linear unabhiingige inf. Transformationen
C,(f) Cy(f).. Cu(f) der Art aus, dass eine jede derselben
regulir ist.

Die infinitesimale Transformation C;(f) ,erzeugt* eine
eingliedrige Gruppe B, (). Ist die inf. Transformation
Ci(f) von der ersten Art, so sind die Coefficienten bjl?; der
allgemeinen Substitution der Gruppe B, (w,) durch die Dif-
ferentialgleichungen
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(r)
d b},;& L b & 1 g==1,2..9
du, = v Cope { Sy

und die Anfangsbedingung bfg‘ =(:‘) fiir #; =0 bestimmt.

Die Grossen bﬂ‘ sind in diesem Fall ganze Kunktionen
von 1,

Ist dagegen die inf. Transformation C;(f) von der
zweiten Art, so sind die Substitutionscoefficienten bm durch
die Differentialgleichungen

d ‘;’ A
=t = b('z, i,':‘ A=, 2, s n

und die Anfangsbedingung bm = C;) fir ;=1 bestimmt.

In diesem Fall sind die Substitutionscoefficienten wenigstens
rationale Funktionen des Parameters u;.

Setzt man nun die m eingliedrigen Gruppen DB;(u;) zu
einer m-gliedrigen Gruppe

A (u, ug .. tn) = B, (u) By (u;) .. By (tn)

zusammen, so ist klar, dass die Coefficienten der allgemeinen
Substitution dieser Gruppe A sich als rationale Funktionen
der m Parameter u, u,..u, ergeben, und zwar gilt dies,
wie auch immer die m inf. Transformationen C;(f) im
iibrigen gewihlt sein mogen, wenn nur eine jede derselben
reguldr ist.

Setzt man zwei Substitutionen der Gruppe 4

= 2 al,u ((1})) Yu N = E a}.p ((u)) Zy A= L2,..n
u=1 pu=1
zusammen, so erhilt man dem Gruppenbegriff gemiiss wieder
eine Substitution der Gruppe.
Es muss also moglich sein m Funktionen w, w, . . w,, der
Grissen t, ty. . tUn; U, Vy.. m der Art zu bestimmen, dass



302 Sitzung der math.-phys. Classe vom 7. Juli 1894.

G @) =Dz, () 0 () Au=1,2.n

Die Grossen w sind im allgemeinen algebraische Funk-
tionen der Grissen % und v, weil ja die Substitutions-
coefficienten rationale Funktionen der Parameter sind. Aber
es gilt der Satz:

Man kann die m inf. Transformationen C; (f), von deren
Wahl die Wahl des Parametersystems abhiingig gemacht
worden ist, so wihlen, dass die Grossen w rationale
Funktionen der Grossen u und v werden.

Der Satz ist fiir die allgemeine Theorie der continuir-
lichen Gruppen insofern von Bedeutung, als er fiir eine sehr
ausgedehnte Classe von Gruppentypen die Existenz einfach
transitiver rationaler Gruppen nachweist. Es ist aber auch
vom invariantentheoretischen Gesichtspunkt von Interesse,
worauf aber hier nicht niiher eingegangen werden soll.

Im Folgenden erlaube ich mir einen Beweis dieses Satzes
vorzulegen.

Der Beweis wird in der Weise gefiibrt, dass nachge-
wiesen wird: bei passender Wahl der inf. Transformationen
C;(f) ergeben sich nicht nur die Coefficienten der allge-
meinen Substitution der Gruppe als rationale Funktionen
der Parameter, sondern es sind auch umgekehrt die Para-
meter rational durch die Substitutionscoefficienten bestimmt.
Ist dies bewiesen, so ist klar, dass von den vorhin besprochenen
drei Grossensystemen u; v; w ein jedes durch die beiden
anderen rational bestimmt ist.

Fiir den Beweis st es zweckmiissig die hier in Betracht
kommenden Gruppen in drei Classen einzutheilen. In die
erste Classe rechnen wir die Gruppen, deren inf. Trans-
formationen simmtlich regulir von der ersten Art sind; in
die zweite Classe die Gruppen, deren inf. Transformationen
siimmtlich regulir von der zweiten Art sind; in die dritte
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Classe endlich die Gruppen, die sowohl regulire inf. Trans-
formationen erster Art als auch solche zweiter Art enthalten.
Jede dieser Classen muss fiir sich betrachtet werden.

I.

Die im Vorausgehenden ausgesprochenen Sitze kann
man leicht von einer unnithigen, ihnen anhaftenden Be-
schriinkung frei machen.

Diese Siitze beziehen sich nimlich zuniichst nur auf solche
Gruppen, fiir die Invarianten existiren, die also nach der
Lie'schen Terminologie intransitiv sind. Damit Invarianten
auftreten, ist erforderlich, dass die Differentialgleichungen (y)
wenigstens eine Liosung zulassen, dass also die Anzahl der
untereinander unabhiingigen Differentialgleichungen kleiner
als n ist.

Halten wir an der Voraussetzung fest, dass die Gleichungen

y1=2a;‘”((u))x" A=1.2 ..m
HB=

eine m-gliedrige Gruppe definiren, lassen aber die Voraus-
setzung, dass fiir diese Gruppen Invarianten existiren, fallen
und machen wir statt dessen die Voraussetzung, die Gruppe
sei durch algebraische Relationen zwischen den Substitutions-
coefficienten definirt. Derartige Gruppen sollen im Folgenden
als reguliire Gruppen bezeichnet werden.

Die Substitutionscoefficienten a;, geniigen — wie aus der
allgemeinen Theorie des H. Lie hervorgeht — einem System
von Differentialgleichungen der Form («) und den zuge-
horigen Anfangsbedingungen.

Wir betrachten nun ein System von ¢ cogredienten
Substitutionen

(8) yﬁ”)=2al[‘((1t))x§:’) A=1,2,..2; 6=1,2,..¢

p=1
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und wiihlen die Zahl ¢ so gross, dass g% > m ist. Alsdann
hat das System der Differentialgleichungen

» SH=2D2 3(’:,)”(")—0 i=12,.

o=1 A=1 pu=1

gn— m unabhiingige Losungen und jede Losung ist gegen-
itber der Gruppe (8) invariant. Da aber die Gruppe (8)
durch algebraische Relationen zwischen den Substitutions-
coefficienten definirt ist, so gibt es rationale Invarianten der
Gruppe!) und zwar sind darunter gn — m untereinander
unabhiingige.

Den Differentialgleichungen S;(f) =0 kommt also ein
vollstindiges System rationaler Losungen zu. Es finden
somit die in der Einleitung angegebenen Sitze auf die Gruppe
(8) Anwendung.

Nun iiberzeugt man sich leicht, dass die inf. Trans-
formation S;(f) regulir oder irregulir ist, je nachdem die
inf. Transformation C;(f) regulir oder irregulir ist. Es
gilt somit der Satz:

Findet sich unter den inf. Transformationen, die zu
einer reguliiren Gruppe gehoren, eine irregulire Transformation
C(f), so gehoren alle die reguliren Transformationen, in
die C(f) zerlegt werden kann, der Gruppe an.

1I.

Um spiter den Gang der Untersuchung nicht unter-
brechen zu miissen, schicke ich einige Hiilfssiitze aus der
Theorie der bilinearen Formen voraus.

Wir stellen uns zuniichst die folgende Frage: es seien
n* Grossen ¢;, gegeben, unter welchen Bedingungen gibt es

1) Christoffel Math. Annalen Bd. 19 S. 280.
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dann #? Grissen ¢j,, die nicht alle gleich Null sind und die
den Gleichungen

”
(a) 2 (Cay o —Cly ) =0y, Au=12,..2
r=1

Ich behaupte, ein derartiges System ¢/, kann nur exi-
stiren, wenn die Grosse ©w gleich der Differenz zweier der
Werthe » ist, fiir die die charakteristische Determinante
4 (r)=|c; — (}‘) r| Au=1,2,..n verschwindet.

Den Beweis fiihren wir indirect: wir nehmen an, w sei
nicht gleich der Differenz zweier Wurzeln der Gleichung
A4 (r)=0, und beweisen, dass dann alle %n® Grissen u
verschwinden miissen.

Die von einander verschiedenen Wurzeln der Gleichung
A4 (r) =0 bezeichnen wir mit », r; .. r,, und die Exponenten
der zum Wurzelfaktor 7, — r gehorigen Elementartheiler mit
e® e®) | o)

0. 1, e Gy

Wie ich in meiner Inauguraldissertation?) nachgewiesen
habe, lassen sich n? Grissen [g /4 4]y mit nicht verschwinden-
der Determinante so bestimmen, dass

20;.” [lh}l]k=fi [lhl]h

A=1,2,..n
u=1 g=2,3,. .ef.l)
" h=0,1,.. &
Dl lghuk=nlghil +[g—122) Y] 2,
pm=1

Nun folgt aus den Gleichungen (a)
MNey (Do 01 #]x) — () D e [Lhule
=1

=1 u=1
A=12,..n
Weil nach Voraussetzung die Determinante o (r) fiir
r =1, + o nicht verschwindet, so folgt hieraus

1) Zur Theorie der linearen Substitutionen, Strassburg 1887.
1894. Math.-phys. Cl. 8, 20
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Ecl'l‘ [Thuli=0 firi=12,..n
u=1
Nun folgt aus (a) weiter

E Ciy Z c’:l‘ 24 !‘]k) =+ W) 2 Ci" [2h y],‘

r=1 H=1 pn=1
A== 1, 2,..n

und hieraus ergibt sich

ZC;:,,[ZIIH]:=O A=12,..n

p=1

Diese Schlussweise fortsetzend erkennt man, dass

Zq’”[yh;t]k=0 fir A=1,2,..n
u=1
und alle # Werthsysteme der Indices g, k. %. )

Da die Determinante der Griossen [¢gh pli nicht ver-
schwindet, so folgt hieraus Cf =0 fir A, p=1,2,..n,
w. z. b, w.

Aus dem eben Bewiesenen folgt der

1. Hiilfssatz:

Ist das System der #* Grossen ¢;, reguliir von der ersten
Art, so kinnen die Gleichungen

Z (€ Oy — Cly Cy) =Wy, Au=12..2n

y=1
nur dann bestehen, wenn entweder w oder alle n? Grissen
¢j,, gleich Null sind.

Denn in diesem Fall verschwindet die charakteristische
Determinante 4 (») nur fir r =0.

Man kann das Gleichungssystem (a) in bekannter Weise
durch die symbolische Gleichung
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CC—CC=0C ,
repriisentiren. Aus dieser symbolischen Gleichung ergibt sich:
CC*—(C*C=(CC—-CC)C+C(CC—CC)=20C"
CC3—C3C=(CC*—C*C)0'+ C*(CC'—CC)=3wC"™
und allgemein CC* — C"C=hw C™*

Wiihlt man die Zahl % so gross, dass A @ nicht gleich
der Differenz zweier Wurzeln der Gleichung 4 (r) =0 ist,
was offenbar immer moglich ist, wenn @ von Null verschieden
ist — so miissen alle #n* Elemente des durch das Symbol
C™ repriisentirten Systems verschwinden. Das ist aber nur
moglich, wenn die zu dem System ¢, gehorige charakteristi-
sche Determinante 4’ (r) fiir keinen von Null verschiedenen

Werth von r verschwindet, d. h. wenn das System der n*
Grossen cj, regulir von der ersten Art ist.

Es gilt somit der

2. Hiilfssatz:
Bestehen die n?* Gleichungen

"
2 Cnop—che)=we), hu=12.n
=i

und ist die Constante @ von Null verschieden, so ist das System
der #* Grossen cj, regulir von der ersten Art.

Die beiden ersten Hiilfssiitze haben sich auf regulire
Systeme erster Art bezogen, die beiden folgenden beziehen
sich auf reguliire Systeme zweiter Art.

3. Hiulfssatz:
Wenn die charakteristische Determinante

4(’)=101,,—(i)7’.' hu=12..2

nur Elementartheiler erster Ordnung besitzt, so kinnen die
Gleichungen

20*
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hd
2 (ciy c),u Ciy y‘u) =100, c/.[t
=l hu=12..n

”
2 (clv ct‘;l — ¢ cy;t) =27 cltu o cl:u
r=1

nur dann bestehen, wenn alle n* Grossen ¢, gleich Null sind.

Bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung o (r) =0,
unter denen beliebig viele einander gleiche vorkommen konnen,
mit r,7,..7. Aus unserer Voraussetzung folgt: es gibt
zwei Systeme von je n?® Grossen d'(lo) und Jaa) (0,A=1,2..n)
mit nicht verschwindender Determinante, die den folgenden
Gleichungen geniigen:

b Cou df:’) =% d,(la)

=t Mo=1,2..2
P, Cui 65:’) =7, 6.(10)
u=1

Mit Hiilfe dieser Gleichungen leitet man aus dem vor-
gelegten Gleichungssystem das Folgende ab:

(r, — 7y — ®) X B¢, 02 d'D =0

A=1p=1
(r —r,— ) Z L c 6(9) d(d) L L c 6(9) d(ﬂ)
A=1p=1 1—1;4:1
0=12,..n

Die erste Gleichung zeigt, dass der Ausdruck
B8 ¢, o 4
o
verschwindet, wenn 7, — 7, — @ von Null verschieden ist.

o
Die zweite Gleichung zeigt, dass dieser Ausdruck auch dann
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verschwindet, wenn 7, — 7, — @ =0 ist. Der genannte Aus-
druck verschwindet also in allen Fillen und daraus folgt

¢f, =0 fiir Ahu=12,..n, w.z b w

4. Hiilfssatz:
Es seien m Systeme von je n* Grossen vorgelegt:

1 2]
051,)‘ 05.;1 02;;) Au=1,2,..n

Wir setzen voraus, die zu einem jeden Systeme gehorige
charakteristische Determinante 4;(r) habe nur Elementar-
theiler erster Ordnung, und wir setzen weiter voraus, zwischen
den Elementen von je zwei Grossensystemen bestehen die
Gleichungen

0 (K O =1,2,..n
2‘(00 e G ) =0 L=12‘

' 2y..m

(o)

Dann kann man ein System von 2* Grissen d;’ wit

nicht verschwindender Determinante derart bestimmen, dass

£w’ cg’/)‘ dff)= rf,') df{’) A, 0‘= 1,2,..n

u=1

Die n Grissen r{? 7). . 7@ sind die Wurzeln der Gleichung
di(r) =0, also ganze Zahlen, wenn das System der 05.?4 re-
guliir von der zweiten Art ist.

Dass der eben ausgesprochene Satz gilt, wenn nur ein
Grissensystem cg'?‘ vorgelegt ist, ist bekannt. Um seine all-
gemeine Giiltigkeit darzuthun, wollen wir annehmen, er gelte,
solange die Anzahl der vorgelegten Grissensysteme kleiner
als m ist, und beweisen, dass er dann auch noch fiir m Grissen-
systeme gilt. Wir nehmen also an, es gebe ein Grossen-
system t() mit nicht verschwindender Determinante, das den
Gleichungen
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(7 L m t(a) mtsa) A=1,2,..n;i=1,2,..m—1

n=1

geniigt. Weil nach Voraussetzung die Determinante der

ts'o) nicht verschwindet, so kann man die Gleichungen ansetzen
() LCZ',) 5‘:)—1;0! Lo=12,..n
#=1 r=1

Nach dem bekannten Theorem des H. Weinstrass stimmen
die charakteristischen Determinanten.

(m’ .
() =|cf) — (2)r| wnd 4y () =]y, — () 7|
Lu=12..n
in ihren Elementartheilern {iberein.

Nun folgt aus den Gleichungen, von denen wir ausge-
gangen sind bei Beniitzung der Gleichungen (T) und (e}

(0 0w (0 f0) \ 0 __ 0 ()
L >-' ("lv vie " iy Cp t (rv )aav =0
p=1r=1 =1
g,l=1,2..n i=1,2,..m—l
und hieraus ergibt sich ¢,, = 0, wenn nicht

) O par.
=Y fir i=1,2,..m —1

v

Ist nun fir keinen Index » > 1 gleichzeitig »¥ = "

fir 1=1,2,..m—1, so ist

}_, c‘m) t(') =, A=12..n
p=1
und wir geniigen den zu beweisenden Gleichungen, wenn wir
d =t und {"” =@, setzen.
Nehmen wir nunmehr an, es sei
0 __ 0 © i—1.9

ry==ry..=1" .m—1

dagegen sei fiir keinen Index » > & gleichzeitig
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W=  i=12..m—1

Von den Elementen der Determinante
zl,',.(r)=|a2/‘—(fl)r] La=12..n

verschwinden alle, die den ersten A Zeiten, aber nicht gleich-
zeitig den ersten & Spalten angehiren. Beachtet man, dass
die Determinante 4, (r) ebenso wie die Determinante 4, (r)
nur Elementartheile erster Ordnung besitzt, so {iberzeugt
man sich leicht, dass auch die charakteristische Determinante

des Systems hte® Grades @ — (:4) r Au=12 ..k nur
Elementartheiler erster Ordnung hat, und daraus folgt: man
kann ein System von A* Grossen f8,, mit nicht verschwinden-
der Determinante derart bestimmen, dass

h

Xﬂga“ay-:rg")ﬂev ev=12..%

o=1

Setzt man dann

: o) __ o)

L}ﬂg,tl =df A=1,2,..n5¢=12,..4
r=1

so ergibt sich aus den Gleichungen (a)

"
Zcﬂz)d:f)=rg")dge) A=1,2,..n; e=1,2,.. 4
=1
Damit sind die ersten % der zu beweisenden Gleichungen
als richtig erwiesen. Der Beweis der tbrigen ergibt sich
auf analoge Weise.

IIL

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zuniichst
zu den Gruppen der zweiten Classe (s. Einleitung, Schluss).
Wir nehmen also an, eine jede inf. Transformation, die
der vorgelegten m-gliedrigen Gruppe A angehort, sei regulir
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von der zweiten Art. Zwischen den Coefficienten von m
linear unabhiingigen inf. Transformationen der Gruppe A

C(f)_LLclyaf i=1,2,..m
A=1p=1
bestehen Gleichungen der Form

) (k) (*) (9 & ()
2 (cl‘v Cpe = Ciy ©, vy) L & Ciu
().,;4—1,2,..11, 1,k—12..m)

Ich behaupte, die Constanten & miissen alle gleich Null
sein. Wiire nimlich z. B. eine der m* Grossen &* von Null
verschieden, so miisste die Determinante E (r) =] g* — () |
k,j=1,2,..m entweder wenigstens fiir einen von Null
verschiedenen Werth von » verschwinden, oder sie miisste,
wenn sie durch »* theilbar ist, wenigstens einen Elementar-
theiler von héherer als der ersten Ordnung haben.

Tritt der letztere Fall ein, so kann man zwei Werth-
systeme, deren Elemente nicht alle verschwinden, ¢ ¢; .. ém
und ef e; .. e, so bestimmen, dass

m "

Yeg'a=0 ud Xg'a=c¢ (G=12,..m)

=1 h=1

Setzt man nun

m L0
pI2 c}'}‘ =k, und e cf{” =kjj, A u=1,2..n)
i=1 i=1

so bestehen die Gleichungen
» Ahu=12..n
Vg
}_41(013 i —kjy ¢ v,u) = kly

Aber diese Gleichungen kinnen nach Hiilfssatz (3) nur
dann statt haben, wenn alle n* Grossen k;, verschwinden.
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Dies ist aber unmoglich, weil einerseits nicht alle m Gréssen
¢; Null sind, und andererseits die m inf. Transformationen
C; (f) linear unabhiingig sind.

Nehmen wir nunmehr an, die Determinante E (r) ver-
schwinde fiir einen von Null verschiedenen Werth w von 7.
Unter dieser Voraussetzung kann man m Grissen e, ¢, . . ¢u,
die nicht alle gleich Null sind, so bestimmen, dass

}_} "eo=we fir j=1,2,..m
Setzen wir wieder zur Abkiirzung
I
L € C;.,‘ = k,l,u
=1
Diese Grossen k;, gentigen der Gleichung
”
(D (1)
y}:l(ch kyy — K, c,ﬂ) =wk), ALu=12.2

Aber diese Gleichungen kinnen nach Hiilfssatz (2) nur
dann bestehen, wenn entweder alle n* Grossen £, verschwinden
oder wenn diese Grissen ein regulires System erster Art
bilden. Beides ist durch unsere Voraussetzungen ausge-
schlossen.

Damit ist bewiesen: die Coefficienten der vorgelegten
m inf. Transformationen geniigen den Gleichungen

(1) (") (") (")
(S) L(cv v~ Cly Cupe =0

fiir 1,41—1,2,..11; LWek=12,..m

Es sind somit die Voraussetzungen erfiillt, auf denen
der Hiilfssatz (4) beruht, und man kann daher #* Grossen

J . . . . .
tl(”) mit nicht verschwindender Determinante so bestimmen, dass

@) 36, a0 = dy)
H#=1

g, l=1,2,..0n; i=12,..m



314 Sitzung der math.-phys. Classe vom 7. Juli 1894.

Fithrt man an Stelle der inf. Transformationen C; (f) m

andere linear unabhiingige inf. Transformationen
Ki(f) =X qu Cu (f) i=1,2..m
h=1
ein, so treten in den Gleichungen (7') an Stelle der Grossen 7%
die Grissen
Qg) =X ik r(:)

h=1
(o)
f!

Ich behaupte nun: man kann die verfiigharen Grossen
g so wiihlen, dass

withrend die Grossen d)  unveriindert bleiben.

1. auch die Grissen ef,') — ehenso wie die Grissen r:;) —

ganze Zahlen sind, und dass
2. die aus m Spalten des Systems

(1) (1) ()
01 @ .. On

2 2 2
o .. o
egm) e;m) & ef‘m)

gebildeten Determinanten m'® Grades keinen gemeinschaft-
lichen Divisor haben.

Zum DBeweise ist zuniichst zu bemerken: weil nach
Voraussetzung die m inf. Transformationen C;(f) linear un-
abhiingig sind, so kénnen nicht alle Determinanten m'e* Grades,
die aus m Spalten des Systems

AL
(2) (2) 2)
rory .. 1
(R) 1 2 "

A
gebildet sind, verschwinden. Wir kinnen ferner voraussetzen,
dass nicht alle n zu einer inf. Transformation C;(f) gehorigen
Grissen
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AU L

einen gemeinschaftlichen Divisor haben. Wiren niimlich
diese n Zahlen durch die Zahl a theilbar, so hiitte man nur

die inf, Transformation C;(f) durch lEC.-([) zu ersetzen.

Um nun unsere Behauptung zu beweisen, gehen wir
von der Annahme aus, dass nicht alle Unterdeterminanten
h—1tGrades, deren Elemente den A—1 ersten Zeilen des Systems
(R) angehoren, einen von 1 verschiedenen gemeinschaftlichen
Divisor besitzen. Diese Voraussetzung ist, wenn nicht fiir
grossere A, so doch sicher fiir A= 2 erfiillt. Es sei sodann
a der grisste gemeinschaftliche Divisor aller der Unter-
determinanten At*® Grades, deren Elemente den /% ersten Zeilen
von (K) angehoren. Unter den Unterdeterminanten hA—1t®
Grades, deren Elemente den 2 —1 ersten Zeilen von (R) an-
gehoren, ist mindestens eine nicht durch a theilbar. Es sei
dies die aus den Elementen der h—1 ersten Spalten gebildete
Determinante D,_;. Unter den Unterdeterminanten At*® Grades,
deren Elemente den % ersten Zeilen von (R) angehdren und
die alle Elemente von D,_; enthalten, hat mindestens eine
einen von Null verschiedenen Werth. Es sei dies die aus
den Elementen der % ersten Spalten gebildete Determinante
D,. Es sei ferner b der grisste gemeinschaftliche Divisor
von D,_, und a, so dass jedenfalls b < a ist. Endlich sei
t eine Wurzel der Congruenz ¢t R,_; =5 mod a.

Wir lassen nun an Stelle der inf. Transformation C, (f)
die Transformation

K(f)—-l(t
+t;Fnaqm+ba00

treten. Dementsprechend tritt an Stelle des Zahlensystems
(R) ein Zahlensystem (R'), das sich von (R) nur in den

O Ry

3R
m0m+t“

G- -
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Elementen der Ate" Zeile unterscheidet, indem die Zahlen "')

durch die Zahlen
(t 9 R, MO 3135- )

ard 7o LB e
3Ra N

+t3 -1 "o ot W)
(6=12,..1n)

ersetzt sind. Die Grissen ¢, sind ganze Zahlen, denn der
Zihler von g, ist nach dem Modul @ dem ¢-fachen einer der
Unterdeterminanten A%" Grades congruent, die aus den Ele-
menten der & ersten Zeilen des Systems (R) gebildet sind,
er ist also durch a theilbar.

Man iiberzeugt sich nun leicht, dass b der grosste ge-
meinschaftliche Divisor der Unterdeterminanten hte® Grades
ist, die aus den Elementen der . ersten Zeilen des Systems
(R’) gebildet sind. An Stelle des gemeinschaftlichen Divisors a
ist somit ein kleinerer gemeinschaftlicher Divisor b getreten.

Es ist nun klar, dass bei wiederholter Anwendung des
eben durchgefiihrten Verfahrens an Stelle des Systems (R)
ein System (R,) von der Beschaffenheit tritt, dass die Unter-
determinanten Ate® Grades, die aus den Elementen der % ersten
Zeilen gebildet sind, keinen gemeinschaftlichen Divisor mehr
besitzen. Aus diesem System (R,) leitet man dann in ana-
loger Weise ein System (R,) von der Beschaffenheit ab, dass
auch die Unterdeterminanten %+ 1%® Grades keinen gemein-
schaftlichen Divisor mehr besitzen u. s. w.

Wir wollen nunmehr voraussetzen, die inf. Trans-
formation C, (f) Cy(f).. Cn(f) seien von Anfang an so ge-
withlt, dass die aus m Spalten des Systems (R) gebildeten
Determinanten m!" Grades keinen gemeinschaftlichen Divisor
besitzen.

Unter dieser Voraussetzung bezeichue ich die genannten
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inf. Transformationen als ein kanonisches System inf. Trans-
formationen.

Die Coefficienten @, der allgemeinen Substitution unserer
m-gliedrigen Gruppe 4 sind — wie in der Einleitung be-
merkt worden ist — durch Differentialgleichungen der Form

aal m N l —] 2

e m » ) ® yH=1,4,..0
et oy, ¢ By .

T %:w):l v Cyu L'y 1=1,2,..m

und die Anfangsbedingungen a;, =(’1‘) fiir

=1 uy=1.. up=1
bestimmt. Ich setze nun P{? =0, wenn i und j ungleich
sind und P{’ =$‘. Dass diese Festsetzung nicht gegen die

Integrabilititsbedingung verstosst, wird sich im Folgenden
von selbst ergeben.

Die vorstehenden Differentialgleichungen kann man
wegen der Gleichungen (I') durch die folgenden ersetzen:

3N ( 1 o
_Eanlyd°)=1—l—‘rf,)La1”dff)
(0,A=1,2,..0; i=1,2,..m)

und aus diesen ergibt sich bei Berticksichtigung der Anfangs-
bedingungen
(1) (2) (m)
” L ¢ el 7
X ay, dff) =,y ° um ® A
p=1
(0,A=1,2,..n)

Durch diese #® Gleichungen sind die Substitutions-
coefficienten als rationale Funktionen der Parameter bestimmt.
Um zu beweisen, dass auch umgekehrt die Parameter rationale
Funktionen der Substitutionscoefficienten sind, nehmen wir
an, den beiden Werthsystemen der Parameter

U Uy, Uy und v V.. D,
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entspreche dasselbe Werthsystem der Grossen aj, und wir
beweisen, dass dann nothwendig

V==U Vy=1Uy.. U= Uy

Aus unserer Vorausset'/ung ergibt sich

& ) (,,,) A(E) =1 emng

und hieraus folgt, dass eine jede von den m Summen

eine ganze Zahl ist.
Wir setzen nun, unter N, eine ganze Zahl verstehend,
die n Gleichungen

1 am v,
2—"-1,2,4‘" log;i:Na (6=1,2,..0)

h=1

an und bilden von denselben alle die Combinationen zu m,
die m von einander unabhiingige Gleichungen umfassen. Die
Auflosung eines dieser Gleichungssysteme ergibt die m Grdssen
1
2mi
nbhangxge, nicht niiher bestimmte ganze Zahlen sind, und
deren gemeinschaftlicher Nenner — die Auflosungsdeter-
minante — eine von den Determinanten mte Grades ist, die
aus m Spalten des Systems (R) gebildet sind, und es ist klar,
dass jede derartige Determinante, die nicht verschwindet, als
Auflosungsdeterminante zu einem unserer Systeme von
Gleichungen gehort. Der kleinste gemeinschaftliche Nenner

log— als Quotienten, deren Zihler von den Zahlen N,

der m Briiche % log 5’-‘ muss daher gemeinschaftlicher Divisor
h

aller der genannten Determinanten sein: er ist also = 1.
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Demnach sind die Logarithmen der Quotienten zﬁ Multipla
A

von 274 und es ist folglich v, =1, vy=1u,.. vpm=1ttn
w. z. h. w.

1Vv.
Die beiden Theile unseres Beweises, die sich auf Gruppen
der ersten und der dritten Classe (s. Kinleitung) bezichen,
beruhen auf einem gemeinschaftlichen Grundgedanken. Ich

beginne mit der Darlegung dieses Beweisprincips.
Es seien m regulire, linear unabhiingige, inf. Trans-

formationen
C, () C(f).. Culf)

vorgelegt, die eine m-gliedrige Gruppe erzeugen. Wir be-

stimmen die zu einer jeden inf. Transformation C, (f) gehorige

eingliedrige Gruppe B, (u;) (s. Einleitung) und setzen dann

diese m eingliedrigen Gruppen zu der m-gliedrigen Gruppe
A (u,uy., un) = B, (1)) B, () . . By ()

zusammen.

Beziiglich der inf. Transformationen C;(f) machen wir
nun die Voraussetzungen:

1. es sollen die ¢ ersten von denselben fiir sich eine
Gruppe bestimmen und ebenso sollen die m—q letzten fiir
sich eine Gruppe bestimmen.

Alsdann werden die g ersten unter den eingliedrigen
Gruppen B (u;) sich zu einer g-gliedrigen Gruppe

A’ (g 1y .. u)) = B, (u)) By (u) .. By (ug)
zusammensetzen und ebenso werden sich die m—g letzten
zu einer m—q-gliedrigen Gruppe

A" (g1 e - - tm) = Bop (1) Bz (ug4) - - Bn ()

zusammensetzen.
Wir nehmen nun an, es sei bereits bewiesen:
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2. Die Parameter u, u, .. %, von denen die Coefficienten
aj, der allgemeinen Substitution der Gruppe A’ abhingen,
lassen sich als rationale Funktionen der Coefficienten a;, dar-
stellen und ebenso sind die Parameter w,41 tgq2 .. tm, vOR
denen die Coefficienten aj;, der allgemeinen Substitution der
Gruppe A" abhiingen, rationale Funktionen der Coefficientena i

Beziiglich der Gruppe A" machen wir noch die weitere
Voraussetzung:

3. Unter den Potenzen einer beliebigen Substitution S
der Gruppe A" soll die identische Substitution nur dann
vorkommen, wenn S selbst die identische Substitution ist,
wenn also die der Substitution entsprechenden Parameter
die Werthe haben, die in der Einleitung als Anfangswerthe
der Parameter bezeichnet worden sind.

Aus dieser Voraussetzung ergibt sich in bekannter Weise,
dass alle Potenzen einer Substitution S der Gruppe A” unter
einander verschieden sind.

Geht also die Substitution S* aus der allgemeinen
Substitution der Gruppe dadurch hervor, dass man den ver-
fiigbaren Parametern gy thgqs - - tm die Werthe iy wils . .

w? ertheilt, so sind diese Werthsysteme w;ﬁ).l wlls . ., die
den verschiedenen Potenzen von S entsprechen, alle unter
einander verschieden.

Ich behaupte nun, die eingefiihrten Voraussetzungen
reichen fiir den Beweis hin, dass sich die Parameter u, u, ..
rational durch die Coefficienten a;, der allgemeinen Sub-
stitution der Gruppe A darstellen lassen.

Zum Beweis ist zunichst zu bemerken:

Weil die Substitutionscoefficienten a;, rationale Funk-
tionen der Parameter w, t4.. % sind, so hiingen umgekebrt
die Parameter algebraisch von den Substitutionscoefficienten
ab und weil die Gruppe 4 m-gliedrig ist, also tiber m der
Substitutionscoefficienten durch geeignete Wahl der Parameter
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verfligt werden kann, so kann einem Werthsystem der
Substitutionscoefficienten nur eine endliche Anzahl von Werth-
systemen der Parameter entsprechen. Um die cben aufge-
stellte Behauptung zu heweisen, genligt es also zu zeigen:

Wenn einem Werthsysteme der Substitutionscoefficienten
zwei verschiedene Werthsysteme der Parameter entsprechen,
so entsprechen ihm unendlich viele Werthsysteme der Parameter.

Nehmen wir, um diesen Nachweis zu fihren, an, den
beiden Parametersystemen

Uy thy . . U und v, v, .. Uy

entspreche dieselbe Substitution der Gruppe A. Es sei also

(G) A(uyuy.. um)=A@v,v,..v.)
ohne dass gleichzeitig die m Gleichungen v, == u, v, =1n,..
bestehen. Da allgemein A= A" A" so kann man die
symbolische Gleichung (G) durch die folgende ersetzen:

(") A'(1't, Uy .. u) A" /(’u.q.H Ugqe - - Um)

=A (v, vg..0) A" (V41 V42 .. V)

und hieraus folgt:

[A (@0, 0] A (g 1ty - 1) A" (g1 gz - . 1)

(H) " -1
(A7 (g1 vg42 .. vw)] T =1

wo in iiblicher Weise die identische Substitution mit 1 be-
zeichnet ist.

Wegen des Gruppencharakters der Substitutionen A’
und A” kann man Funktionen w, w,.. w, von u u,.. u,
und v, v, .. v, und Funktionen w4 Wepo .. wm vON gy
Ugp2 .. Upm U V4 Vggg .. v derart bestimmen, dass

(J) [A (v, vy..0)]" A (uyny. . u) = A (w, w, .. 10,)

und A” (u,,.,.. Ugt2 - - u,,.) [A” (le'H Vg2 - - U,,,)]—l
= A" (g1 o2 - - Wm)
Nach unserer zweiten Voraussetzung hiingen diese

Funktionen w rational von ihren Argumenten ab.
1894, Math.-phys. C1. 3. 21
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Setzen wir sodann fiir beliebige positive und negative

Exponenten A
’ h ’ (h) A h)
(4 (0, w,. . w)) = A" (W wd .. w)")
" h ” h (h A
[A” (W1 Wepr - . 16n)]" = A” (L1 s . . wd)
so sind auch die Grossen 1" wfz") » w'q") rationale Funktionen
von , u, . . g und v, v,.. v, und die Grossen wi", w'" w®
(Te Tl | 1wl e ¢+ Wet2 - - W
rationale Funktionen von wgpiugqe. . tm und vppr vqo . . V.
Die Substitution

A" (tgp1 g2 - . W)

(K)

ist von der identischen Substitution verschieden.

Denn andernfalls wiire

A" (uq+| Ugy2 . - u,,.) = A" (1)H_| Vg2 o« v,,.)

und nach unserer zweiten Voraussetzang folgt hieraus v,y = w1
Vgg2 = Ugt2 .« Uy = Um.

Wegen (G') wire nun auch

A (g ug . ug)) = A" (v, 0. . vg)
also auf Grund der zweiten Voraussetzung auch
V= V= V=,

im Widerspruch mit der Annahme, von der wir ausge-
gangen sind.

Aus unserer dritten Voraussetzung ergibt sich nunmehr,
dass die Werthsysteme
wh s
alle untereinander verschieden sind.
Nun folgt aus (H) bei Beriicksichtigung von (J) und (K)
A (wywy .. wg) A" (o1 Wea . . W) = 1
(4 (0,0, . . )" (4" (Wo 11 042 . . 0m)]"
= A" " wd” .. w0l”) A" (Wl wils . . w03)
= A " w0 .. wi) =1

fir beliebige positive und negative Exponenten h.
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Es entsprechen also der identischen Substitution un-
endlich viele verschiedene Werthsysteme der Parameter und
hieraus schliesst man leicht, dass einem jeden System der
Substitutionscoefficienten a;,, unendlich viele Werthsysteme
der Parameter entsprechen.

Damit ist bewiesen, dass die Annahme, die Parameter
seien nicht rationale Funktionen der Substitutionscoefficienten
zu einem Widerspruch fiihrt.

Durch ganz analoge Betrachtungen beweist man:

Unter den Potenzen der Substitution

A(uy g . Um) = A" (25 .. u)) A" (g1 Ugys . . tn)

kann nur dann die identische Substitution auftreten, wenn
sich die Substitution

A" (g1 Ugge . . Um)
auf die identische Substitution reducirt.

V.

Der Theil des Beweises, der sich auf Gruppen der ersten
Classe bezieht, bietet nun keine Schwierigkeit mehr.

Ich nehme zuniichst an, es sei nur eine reguliire inf.
Transformation erster Art C(f) vorgelegt. Die zu dieser
inf. Transformation gehorige eingliedrige Gruppe B (u) ist
in meiner fritheren Abhandlung (S. 122) in expliciter Form
dargestellt werden. Aus den daselbst gegebenen KFormeln
ergibt sich

1. Der Parameter u lisst sich rational durch die Coeffi-
cienten bj, der allgemeinen Substitution der Gruppe B dar-
stellen.

Ferner: Setzt man zwei Substitutionen der Gruppe B (1)
und B (v) zusammen, so ergibt sich

B (u) B(v) =B (u+v)
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Es ist somit
[B ()] = B (hu)

Die identische Substitution entspricht dem Parameter-
werth = 0. Daraus folgt

2. In der Reihe der Potenzen der Substitution B (u)
kann die identische Substitution nur dann auftreten, wenn
=0, also schon die Substitution B () selbst die identische
Substitution ist.

Es sei nun eine m-gliedrige Gruppe der ersten Classe

vorgelegt.
C(f) C(f).. Cu(f)

seien untereinander linear unabhiingig, im Uebrigen aber
beliebige inf. Transformationen derselben. Sie sind alle
regulir von der ersten Art, weil die Gruppe nach ihrer
Definition keine anderen inf. Transformationen enthilt.

Zwischen diesen m inf. Transformationen bestehen Re-
lationen der Form

GG —CCO=2LCE  wk=12..m
J=1

Ich behaupte, die charakteristische Determinante
| — () r! kji=12,..m

kann fiir keinen von Null verschiedenen Werth von » ver-
schwinden.

Nehmen wir niimlich an, diese Determinante verschwinde
fiir den von Null verschiedenen Werth » = w, dann kann
man eine lineare Combination K (f) der inf. Transformationen

C,(f) Cy(f).. Cul(f) derart bestimmen, dass
C; K(f)— K C; (f) = v C;(f)
Aber dies ist nach dem ersten Hiilfssatz des Art. II un-

moglich, weil C; (f) regulir von der ersten Art ist.
Daraus folgt, dass die Gruppen erster Classe zu den-
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Jjenigen Gruppen gehtren, die H. Killing als Gruppen vom
Rang Null bezeichnet hat.

Fiir diese Gruppen gilt der Satz:?!)

Man kann die inf. Transformationen C;(f) so wiihlen,
dass sie den Relationen

k-1
) G ) = CuCi() = X ¢ C(1)
J=1
k=1,2,..¢—1; i=2,3,..m)
genligen.

Das charakteristische an den Relationen (J) ist: sie

haben zur Folge, dass die i inf. Transformationen
C.(f) Cy(f).. Culf)
fir sich eine i-gliedrige Gruppe bestimmen, und zwar gilt
dies fir i=1,2,.. m.

Ein System von m unter einander linear unabhiingigen
Transformationen, das den Relationen (J) gentigt, bezeichne
ich als kanonisches System.

Um nun die m-gliedrige Gruppe A zu bestimmen, die
von den m inf. Transformationen C; (/) erzengt ist, bestimmen
wir zuniichst die zu einer jeden inf. Transformation O (f)
gehirige eingliedrige Gruppe By (u,) und setzen dann diese
m eingliedrigen Gruppen zu der m-gliedrigen Gruppe

A(uy ty .. ) = B, (1)) By (uy) .. Bon (t4m)
zusammen. Da die inf. Transformationen

C ) Gy(f) . . Cmari(F)

fiir sich eine Gruppe bestimmen, so setzen sich die m—1 ein-
gliedrigen Gruppen
By (u) By (ug) . . Bouoy (m—1)

1) Dissertation von Umlauf: Ueber die Zusammensetzung der
Gruppen vom Rang Null. Leipzig 1891. Vergl. auch Engel, Leipziger
Berichte 1887 8. 95.
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zu einer m—1-gliedrigen Gruppe
A (u, uy . . um—1) = B () By (u5) .. Bt (Um—1)

zusammen und A (u, %, .. un) entsteht durch Zusammen-
setzung von A (u, %y . . um—1) und By, (um).

Um zu beweisen, dass sich die Parameter rational durch
die Coefficienten der allgemeinen Substitution der Gruppe
darstellen lassen, nehmen wir an, die Behauptung gelte fiir
Gruppen, deren Gliederzahl kleiner als m ist, und beweisen,
dass sie dann auch fiir m-gliedrige gilt. Da sie fiir ein-
gliedrige Gruppen gilt, gilt sie dann allgemein.

Fiir die Gruppe A’ gelten auf Grund unserer Annahme
die Voraussetzungen, die im vorigen Artikel beziiglich der
dort mit 4" bezeichneten Gruppe gemacht worden sind; fiir
die eingliedrige Gruppe gelten die im vorigen Artikel be-
ziiglich der Gruppe A" gemachten Voraussetzungen. Somit
ergibt sich der Beweis unserer Behauptung aus den Be-
trachtungen des vorigen Artikels.

Die Gruppen erster Classe haben die bemerkenswerthe
Bigenschaft, dass unter den Potenzen einer Substitution
A (u, ug .. uy), die der Gruppe angehort, nur dann die
identische Substitution auftreten kann, wenn sich die Sub-
stitution A (w4, 4, . . um) selbst auf die identische Substitution
reducirt. Der Beweis ergiebt sich aus der Schlussbemerkung
des vorigen Art. Darnach muss nimlich, damit unter den
Potenzen der Substitution

AUty . ) = A (u, g . . 1) Brn (tm)

die identische Substitution vorkommt, B,, (%) die identische
Substitution sein, woraus u,, = 0 folgt. Man schliesst dann
in derselben Weise weiter, dass sich jede der Substitutionen
Bpn—i (Um—1) Bn—g (m—2) .. B, (u,) auf die identische Sub-
stitution reducirt, dass also u, ==wuy =1u,.. =1, =0 ist.

Aus der Definition der Gruppen erster Classe hat sich
ergeben: man kann m untereinander linear unabhingige
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inf. Transformationen der Gruppe so wihlen, dass 1) jede
derselben regulidr von der ersten Art ist, und dass 2) die
Zusammensetzung der Gruppe durch Gleichungen der Form
(J) bestimmt ist.

Es ist nicht schwer zu beweisen, dass umgekehrt diese
beiden Eigenschaften eine Gruppe erster Classe — d. h. eine
Gruppe, die nur regulire inf. Transformationen erster Art
enthiilt — charakterisiren. Ich unterlasse diesen Nachwelis,
weil er fir das Folgende nicht nothwendig ist, und beschriinke
mich auf die Bemerkung, dass die beiden eben angefiihrten
Eigenschaften fiir den Beweis hinreichen, dass sich die
Parameter rational durch die Coefficienten der allgemeinen
Substitution der Gruppe darstellen lassen, und dass keine
Potenz einer von der identischen verschiedenen Substitution
der Gruppe, die identische Substitution ergeben kann. Es
ergibt sich dies unmittelbar aus dem Gang des gegebenen
Beweises.

Im Folgenden wenden wir die Bezeichnung ,Gruppe erster
Classe* auf alle die Gruppen an, die die beiden eben ge-
nannten charakteristischen Eigenschaften besitzen.

VL

Wir gehen nunmehr zu den Gruppen der dritten Classe
tiber, die regulire inf. Transformationen sowohl von der
ersten als von der zweiten Art enthalten.

Es sei C,(f) eine beliebige in der Gruppe enthaltene
regulire inf. Transformation zweiter Art.

Unter den in der Gruppe enthaltenen inf. Trans-
formationen K (f), die mit C, (f) vertauschbar sind, d. h. der
Relation C, K (f) — K C, (f) = 0 geniigen, wiihlen wir, —
wenn es solche gibt — eine regulire Transformation zweiter
Art aus und bezeichnen sie mit Cy(f). Gibt es weitere
regulire Transformationen zweiter Art, die mit C, (f) und
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Cy (f) vertauschbar und von diesen linear unabhingig sind,
30 bezeichnen wir eine derselben mit C, (f) u. s. w.

Nehmen wir an, es finden sich genau m, regulire Trans-
formationen zweiter Art

Ci(f) Go (- Cug ()

die untereinander linear unabhiéingig und paarweise ver-
tauschbar sind. Diese bestimmen eine m,-gliedrige Gruppe
4,, die der zweiten Classe angehort.!) Daran wird selbst-
redend nichts geiindert, wenn wir an Stelle der inf. Trans-

formationen
Ci(f) Co(f) .. Cmo(f)

lineare Combinationen derselben treten lassen. Wir kinnen
desshalb voraussetzen, diese m, inf. Transformationen seien
so gewihlt, dass sie ein kanonisches System fiir die Gruppe

A, bilden (Art. III).
Mit Cog41 (f) Cmgg2 (F) - . Cu (f)

bezeichnen wir irgend welche untereinander und von C, (f)
Cy(f) . . Cmg(f) linear unabhiingige inf. Transformationen
der vorgelegten m-gliedrigen Gruppe A.

Die m inf. Transformationen C;(f) geniigen Relationen
der Form

@ A —CaCiN =T O i am
J=1
Aus der Art, wie die m, ersten inf. Transformationen
gewiihlt worden sind, folgt, dass
§=0 firi,k=1,2,..m,und j=1,2,..m

Zwischen drei inf. Transformationen besteht die Jacobi’sche
Identitiit )

1) Diese Zahl my stimmt mit der Zahl iiberein, die H. Killing
als Rang der Gruppe bezeichnet. Math. Annalen Bd. 83.
5) Lie, Transformationsgruppen 1 . 94,
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C(CiC—CC) —(Ci G — C C) C + Ci (Ci C, — G, Cy)
— (GG — G Cy) Ci+ G (G Ci — C,C) — (G C— Ci Gy Ce=10

Sind ¢ und k Zahlen aus der Reihe 1,2,..m,, so ist
C; Cy — C; C; =0 und es folgt mit Riicksicht auf (J)

X" (CiG—CO)+Xg(GC—CG)=0

=1 =1

und hieraus weiter

LYY+ eadya=0

j=1i=1
Die m inf. Transformationen C;(f) sind untereinander
linear unabhiingig. ferner ist &' = -—e}" folglich ist
ool ke i LWk=12,..m,
L (e LA hl=1,2..m

j=1

Repriisentiren wir das System der m?® Constanten &
(h,j=1,2,..m) durch das Symbol F, so lassen sich die
vorstehenden Gleichungen durch die symbolischen Gleichungen

E‘Ei—-E’,E.'=0 i,k:l,?,..ﬂlo

reprisentiren. Die zu einem der m, Systeme I, gehorige
charakteristische Determinante kann nur Elementartheiler
erster Ordnung besitzen. Denn andernfalls konnte man zwei
nicht identisch verschwindende inf. Transformationen der
Gruppe K (f) und K (f) so bestimmen, dass
CGK()—KCi(=o0KI(f)
CGK ()— K C:(H=o0K (f)+ K()

Aber dies ist wegen des dritten Hiilfssatzes des Art. Il
nicht moglich.

Demnach geniigen die m, Systeme E; den Voraussetzungen,
auf denen der vierte Hiilfssatz des Art. II beruht. Man
kann also ein System von 2s* Constanten 72") mit nicht ver-
schwindender Determinante 30 bestimmen, dass !
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M 0 B i=1,2..m,
8 2 .
)_4[ palk hj=12,..m.

Von den Gleichungen (J) beniitzen wir nun diejenigen,
die einem der Indiceswerthe i =1, 2,.. m, entsprechen, und
setzen zur Abkiirzung

EAGH=K(¢) h=12..m
J=1
Es ergibt sich
@ RO -KGO=apK@) [P0
= A
Weil & =0 fiir LWk=12,..my; j=1,2,..m, so
kann man die Grossen 7\ so wihlen, dass
7 = (") fir i=1,2,..my; k=1,2,..m

Es ist dann K, (f) = Ci(f) fir i=1,2,.. m, und o}’
=0 fir ,i=1,2,..m
In dem aus m, Zeilen und m Spalten bestehenden System
o .. ol
I B
S

haben also alle Elemente, die den ersten m, Spalten ange-
héren, den Werth Null.

Es kann der Fall eintreten, dass noch weitere Spalten
dieses Systems kein von Null verschiedenes Element enthalten.
Es seien dies etwa die auf die ersten mo Spalten folgenden
my Spalten, dagegen mage in jeder weiteren Spalte wenigstens
ein von Null verschiedenes Element vorkommen.

Jede inf. Transformation, deren Index & > mg + mg ist,
geniigt somit einer Relation

CGE(f)— K C() =0l K (f) (< m,)



L. Maurer: Zur Theorie der continuirlichen etc. Gruppen. 331

wo w}” von Null verschieden ist. Daraus folgt: jede inf.

Transformation K, (f) (k> mo -+ mg) ist regulir von der
ersten Art (Art. II Hilfssatz 2) und es folgt iiberdies: die
Grossen o) sind ganze Zahlen. Denn o} muss gleich der
Differenz. von zweien der Werthe » sein, fiir welche die zu
C; (f) gehorige charakteristische Determinante 4;(r) ver-
schwindet (Art II Anfang). Diese Determinante verschwindet
aber nur fiir ganzzahlige Werthe von r, weil C;(f) regulir
von der zweiten Art ist.

Beziiglich m —mg von den inf. Transformationen
K, () K () - - Kn(f)

steht nunmebr fest, dass sie regulir sind, pdmlich von den
mo ersten und von dem m—mo—mg letzten. Die ersteren
sind von der zweiten, die letzteren von der. ersten Art. Es
bleiben nur noch die m{ inf. Transformationen iibrig, die
den Indices mo + 1, mo + 2, .. mo + mj entsprechen. Diese
bediirfen einer besonderen Untersuchung, die im niichsten
Art. durchgefiihrt wird.

Auf Grund der Formeln (£2) kann nun die vorgelegte
Gruppe in bemerkenswerther Weise in Untergruppen zer-
fillt werden. Zu diesem Zweck bilden wir zunichst — unter
@, @, .. &y, ganze Zahlen verstehend — eine lineare Com-
bination der inf. Transformationen zweiter Art

Lf)=e, K,(N+ a; K, (f) .. + my Kunp (f)
Aus den Gleichungen (£2) folgt
LK, (f)— Ki L(f) = on Kn (f) h=12,..m
wo zur Abkiirzung
a, o)) + g o)) . amy ™ =g
gesetzt ist.

Die zur Verfiigung stehenden Zahlen « denken wir so
gewihlt, dass
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1) @x nur dann = 0 ist, wenn gleichzeitig

o =0 0P =0.. =0

also wenn A <myg -+ my, und dass
2) zwei verschiedene Zahlen g, und ¢; nur dann einander
gleich sind, wenn gleichzeitig ’

o)) = o oY =0 .. W = ™

Die Indicesbezeichnung denken wir uns so gewihlt, dass

in der Reihe der Zahlen

Cmitmit1  Qmo4m 42 - - Om
die positiven den negativen und, unter Zahlen gleichen Vor-
zeichens, die dem absoluten Werthe nach grisseren den
kleineren vorangehen. my sei die Anzahl der positiven,
m_ die Anzahl der negativen e.

Bilden wir nun die Jacobi'sche Relation far die inf.
Transformationen K, () K; (f) L(f). Sie lautet:
L(KWK;,—K; K,)— (K, K;— K, K,) L Ki(K; L — LK)

—(K;L— LK) K+ K (LEs — K, L)
—(LEKy— K, L) K; =0.
Die 4 letzten Glieder ergeben
— (& + &) (K K; — K; K)

Sei nun K, K; — K, K = 0, K, + 0, K, . . + Jn K,
wo d,d,.. 0, Constante bedeuten, die in leicht zu iiber-
sehender Weise von den Constanten &, die in den Gleichungen
(J) vorkommen, abhingen.

Nun erhilt die Jacobi'sche Relation die Form

YO (LE—E L) —(+eXdK=0
f=1 =1
oder auch
Yi—e —e)diKi=0

=1
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Weil die inf. Transformationen K; untereinander linear
unabhingig sind, so folgt hieraus

d; =0, wenn nicht ¢; = ¢, + o5 ist.

Nehmen wir zuniichst an, j und & seien Zahlen aus der
Reihe 1,2,.. mg + mi. Dannist g, =0 ¢, = 0 also d; = 0
wenn nicht auch ¢; = 0.

In dem Ausdruck K; K; — K; K, kommen in diesem
Fall nur die inf. Transformationen

K () K (1) -+ Kngtmi ()
vor. Diese my + mo inf. Transformationen bestimmen also
fir sich eine Gruppe I', die die mj-gliedrige Gruppe 4,
als Untergruppe enthilt.

Nebmen wir zweitens an, j und & seien Zahlen aus der
Reihe mg + mo + 1, mo + mo+ 2, .. mo + mi -+ my4. dann
sind ¢; und g, positiv, also ist d;=0, wenn nicht auch ¢
positiv ist. Da ferner die positiven @ nach absteigender
Grosse geordnet sind, so kann die Gleichung ¢ =¢; + e
nur dann bestehen, also nur dann d;, von Null verschieden
sein, wenn der Index ¢ grosser als der grossere der beiden
Indices 7, h ist. In dem Ausdruck K, K; — K; K, kommen
also nur solche inf. Transformationen K; vor, die positiven
Werthen ¢; entsprechen und deren Index grosser als der
grossere der beiden Indices j, A ist. Demnach bestimmen
die my inf. Transformationen, die zu positiven Werthen ¢
gehoren, fiir sich eine Gruppe erster Classe A4 (vergl. Art. V
Schluss) und sie bilden ein kanonisches System inf. Trans-
formationen derselben.

Ebenso bestimmen die m_ inf. Transformationen, die
zu negativen Werthen von @ gehoren, fiir sich eine Gruppe 4_
und bilden fiir dieselbe ein kanonisches System.

Nebmen wir endlich drittens fiir & eine Zahl aus der
Reihe 1, 2... mo + my, fir j eine Zahl aus der Reihe
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mo+ mo + 1, mo 4+ mo+2,. . mo+ mo+ my, so ist ex
= (0 @, positiv und aus ¢; = g» + o, folgt ¢; = ¢, also auch
0; positiv.

Man schliesst hieraus: die inf. Transformationen, die zu
verschwindenden, und diejenigen, die zu positiven Werthen ¢
gehoren, bestimmen zusammengenommen eine Gruppe. Mit
anderen Worten: die mo + mo-gliedrige Gruppe I' und die
m-gliedrige Gruppe A4 setzen sich zu einer Gruppe H zu-
sammen, deren Gliederzahl mo + mjy + my = m — m_ ist.

VIL

Die Untergruppe I' bedarf einer eingehenderen Unter-
suchung.

Von den zu dieser Untergruppe gehorigen inf. Trans-
formationen

]
K;(/)—LLk(iLai z, i=1,2,..m + mg

A=1pu=1
wissen wir:
1) Die ersten m, derselben

K, (f) Ky (f)- - Kn (f)

sind regulir von der zweiten Art und sie bestimmen fiir sich
eine Untergruppe 4,.

2) Diese m, inf. Transformationen sind mit allen inf.
Transformationen der Untergruppe I' vertauschbar, es ist also
K: Ky (f) — Kx K; (f) =0
fir i=1,2,..m; h=1,2,.. mg + myg,

In nicht symbolischer Form geschrieben heisst das:

>: (L“’ Y k‘“) —0

v My

fir 4, #=1,2,.. 7 und die eben angegebenen Werthe der
Indices 1, A.
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Da die mo 4 mg inf. Transformationen eine Gruppe be-
stimmen, so bestehen weitere Relationen der Form

3) 2‘ (kah: (v‘;)t lv (:/1) L du‘ kz;}
l,4¢=1,2,..n. h,l—mo+1,mo+2,..mo+m(),

Wir werden nun beweisen: die mg inf. Transformationen
Koot (f) Kmgte (f) -« Kngemyy () konnen so gewiihlt werden,
dass sie fiir sich eine mg-gliedrige Gruppe Ao bestimmen,
die der ersten Classe angehort. Ist dies erwiesen, so ist klar,
dass die genannten inf. Transformationen so gewiihlt werden
konnen, dass sie ein kanonisches System bilden.

Zum Beweise bemerken wir zunichst:

Die Coefficienten der m, inf. Transformationen

K () K (f) .- Kno(f)

geniigen den Voraussetzungen des vierten Hiilfssatzes des

Art. II. Man kann also ein System von n* Grissen d(a) mit
nicht verschwindender Determinante derart bestimmen, dass

ka&d;f)=rg’dga) A=12,..n;i=1,2,..m,
=1
Wir fithren nun neue Variable durch die Substitution

®) n=Xdy, A=12..9
o=1
ein, wodurch die inf. Transformation K, (f) in

mnn-SE8 L,

A=1p=1
iibergehen moge. Auf Grund des Weierstrass'schen Theorems
stimmen die zn Kj (f) und K, (f) gebirigen charakteristischen
Determinunten in ihren Klementartheilern iiberein. Diese
beiden inf. Transformationen sind also gleichzeitig regulir
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oder irregulir. Ks ist ferner klar, dass zwischen den inf.

Transformationen X, (f) genau dieselben Relationen (2) und
(3) bestehen, wie zwischen den inf. Transformationen K, (f).

Nun ist fir 1 =1,2,..m,

& Sl 9 0 ¥
}.:Lkﬁz,a i z, = DS Lkﬂ;,d(")—f—z/a 2.' L)a f
A=1pu=1 A=1p=10=1 Yo
also km = ‘) rm
und aus (2)
500 7R 70 i=12,..
}="1(k7-"k — by ) = h=mo+ 1, mo+2.. my+mj

folgt: kf{;" =0 wenn nicht 7} ——r") fir i=1,2,..m,
Ist also etwa

W= =9 fir i=12,..m,

aber fiir keinen Index » > # gleichzeitig
rg)=r$n fir i=1,2,..m,

3f

so hiingen die Coefficienten der Differentialquotienten o

1
: Jf :—jf in K, (f) nur von y, 9, . . 5 ab, und diese Variabeln
kommen in den Coefficienten der iibrigen Differentialquotienten
nicht vor.

Die Variabeln y, y,. . y, lassen sich also derart in eine
Reihe von Systemen vertheilen, dass die Coefficienten der
Differentialquotienten nach den Variabeln eines Systems nur
von den Variabeln dieses Systems abhingen. Die Anzahl
dieser Systeme sei ¢ und die Anzahl der Variabeln, die dem

gt» System angehiren, sei n,. Dieselben mogen — unter
Abiinderung der bisher gebrauchten Bezeichnung — mit
(0) ) (o)
* Yng

bezeichnet werden.
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Es ergeben sich nun fiir unsere mo + mg inf. Trans-
formationen Ausdriicke folgender Gestalt:
. y )
Bin=3 ¥ r,020 i=1,2..m,

6=14%=1 y(u)

B=5%5 5y 20,0
Sya

o=14=1pu=1
h=my+ 1, my+ 2..my+ mp

Wir beweisen nun zuniichst: die m¢ inf. Transformationen
f"‘o‘“ f) fm0+g () .- I?,,.o.,..,.(') (f) konnen so gewéhlt werden,
dass eine jede derselben regulir von der ersten Art ist.

Zu dem Zweck bemerken wir, dass unter den ge-
nannten Transformationen keine vorkommen kann, die reguliir
von der zweiten Art ist. Denn eine solche miisste von
K, (f) K,(f).. Kny(f) linear unabhingig und mit jeder
dieser inf. Transformationen vertauschbar sein. Es giibe also
entgegen unserer Voraussetzung (Art. VI Anfang) in der
Gruppe A mehr als m, linear unabhiingige inf. Transfor-
mationen zweiter Art, die paarweise vertauschbar sind. Kine
jede der my Transformationen K, (f) ist also entweder reguliir
von der ersten Art oder irregulir.

Nehmen wir an, die inf. Transformation I, (f) sei
irregulir. Man kann dann (s. Kinleitung) eine reguliire
Transformation erster Art L (f) und eine gewisse Anzahl
regulirer Transformationen zweiter Art L, (f) L, (f).. so
bestimmen, dass

B () =L+ e L)+ e Ly (f) -+ o5 Lg (F):
In den inf. Transformationen L (f) L, (f) Ly (f).. sind

— wie man sich leicht iiberzeugt!) — die Variabeln in
genau derselben Weise getrennt, wie in K, (f), und daraus

1) Vergl. die Inv. S. 123 gegebenen Formeln.
1894. Math.-phys. Cl. 3. 22
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folgt, dass eine jede der inf. Transformationen L (f) L, (f)

L, (f) .. mit den inf. Transformationen K, (f) K, (f) . . Ku, (f)
vertauschbar ist. Weil unsere Gesammtgruppe A regulir
ist, so gehort ihr eine jede der reguliren Transformationen

an (s. Einleitung), in die die irregulire Transformation (N
zerlegt worden ist, und weil eine jede der reguliren Trans-
formationen zweiter Art L, (f) L, (f).. mit X, (f) K, (f)..
K, (f) vertauschbar ist, so kann keine der Transformationen
L, (f) Ly (f) . . von K, (f) K, (f).. Ko, (f) linear unabhingig
sein. Denn sonst gehirten gegen unsere Voraussetzung der
Gruppe A mehr als m, untereinander linear unabhiingige
reguliire Transformationen zweiter Art an, die paarweise ver-
tauschbar sind. Man kann nun offenbar die der Gruppe I

angehorige irreguliire Transformation K, (f) durch die eben-
falls der Gruppe I' angehorige regulire Transformation erster
Art L (f) ersetzen.

Nachdem die Zuliissigkeit dieser Annahme bewiesen ist,
setzen wir nunmehr jede der inf. Transformationen 1?,,.04.1 1)
I_(_,,,o.l_z "-. E"‘o*""& (f) als regulir von der ersten Art voraus.

Damit die inf. Transformation

— L ng g, ]
HN=X% ( XX ~,;;) yﬁf))
o=1 \l=1pu=1 3 Ya
reguliir von der ersten Art ist, muss jedes der g Coefficienten-
systeme kah:) A u=1,2,..n,) regulir von der ersten Art
sein. In der Entwicklung der charakteristischen Determinante

(h A
,k;.;)_(y)r, Au=12,..n;

nach Potenzen von # verschwinden also die Coefficienten
aller Potenzen von », abgesehen von 7", und es ist ins-
besondere
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2‘ (ha)
A=1
Die unter (3) angegebenen Relationen

S (1M 7.0 0] i 107
p2) (klv kv,u kv;t) 2-1 d ]
r=1

=12 ..n; hil=m+ 1, mo—|-2...mo+m6

06=1,2,..q; h=mo+ 1, mo+2.. mo+ my

gelten, wie bereits oben bemerkt worden ist, unveriindert fiir
die Coefficienten der transformirten inf. Transformationen.

Es ist also
%9 ¢ (ho) . "'“ o
5 (4 40— ) i) =
= 7=1

Au=12 .0, 0=1,2,..q; ki=mo+1, mo+2,..mo+mj

und hieraus folgen fir A = u, wegen

2% , (ko) P
Dk =0 fir h=mo+1, mo+2,..mo+ mi

=1

und }_, Iy
=

ol ng R,(,h) fir k=1,2,..m,

die Gleichungen
mg N
R =0 o=1,2,.q; hl=mo+1,m+2,..m4mi
J=1
Weil die inf. Transformationen
K () Ky (f) . - Ky (f)
linear unabhiingig sind, folgt hieraus

6}':0 fir h,l=mg + 1, mo + 2,.. mo + mp;
und j=1,2..m

In dem Ausdruck I, K, (f) — K, K, (f) kommen dem-
nach nur die inf Transformutionen
Ktr () Ko (f) + + Konomt, (1)
22*
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vor. Diese my inf. Transformationen bestimmen demnach
fiir sich eine Gruppe Ag und diese Gruppe gehdrt noth-
wendig der ersten Classe an. Denn die m{-gliedrige Gruppe
A ist reguliir, weil sie mg linear unabhiingige regulire
Transformationen enthiilt, und sie kann keine reguliire Trans-
formation zweiter Art enthalten.

VIIL

Damit ist auch fiir die reguliren Gruppen der dritten
Classe ein kanonisches System inf. Transformationen nach-
gewiesen. Die m inf. Transformationen dieses Systems ver-
theilen sich auf vier Untergruppen Ao 4y A4 A_. Jede
dieser Untergruppen ist regulir, und zwar gehort die erste
A, der zweiten Classe an, die drei Gibrigen gehoren zur ersten
Classe. Die inf. Transformationen, die einer dieser Unter-
gruppen angehoren, sind so gewiihlt, dass sie ein kanonisches
System fiir die betreffende Untergruppe bilden.

Fiir alle vier Untergruppen gilt nun der Satz:

Die Parameter der Gruppe lassen sich rational durch
die Coefficienten der allgemeinen Substitution der Gruppe
darstellen.

Fiir die drei Gruppen erster Classe gilt iiberdies der
Satz: Unter den Potenzen einer von der identischen ver-
schiedenen Substitution der Gruppe kommt die identische
Substitution nicht vor.

Wir haben nun weiter bewiesen:

Die Untergruppen 4o und 4y setzen sich zu einer Unter-
gruppe I' zusammen.

Die Untergruppen I' und A setzen sich zu einer Unter-
gruppe H zusammen,

Endlich entsteht die m-gliedrige Gruppe A selbst durch
Zusammensetzung von M und A_. Durch Anwendung der
Principien des Art. IV beweist man nun erst fiir die Unter-
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gruppe I, dann fiir die Untergruppe H, endlich fiir die
Gruppe A selbst den zu beweisenden Satz, dass sich die Para-
meter der Gruppe rational durch die Coefficienten der all-
gemeinen Substitution der Gruppe darstellen lassen.

Dass eine Gruppe A im Allgemeinen aus drei Unter-
gruppen I' A4 A_ zusammengesetzt werden kann, ergibt sich
unmittelbar aus den sehr interessanten Sitzen des H. Killing
iiber die Zusammensetzung von Gruppen.!) Fiir die hier
verfolgten Zwecke konnten aber diese Sitze nicht benfitzt
werden. Denn H. Killing beschriinkt sich darauf, die Zu-
sammensetzung der Gruppe zu untersuchen, und geht auf
die Natur der einzelnen inf. Transformationen nicht weiter
ein, wihrend gerade diese fiir die vorliegende Untersuchung
von wesentlicher Bedeutung ist. So gehdoren — solange
man nur die Zusammensetzung der Gruppen in Betracht
zieht — die Gruppen, die hier als Gruppen erster und zweiter
Classe unterschieden worden sind, in dieselbe Kategorie: sie
sind beide Gruppen vom Rang Null.

Sobald man aber die Substitutionen der Gruppe und die
zugehorigen Invariantensysteme genauer untersucht, zeigen
sie die allergrosste Verschiedenheit.

1) Math. Annalen, Bd. 31, 33, 34, 36.
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