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Ueber die Entwickelung eindeutiger analytischer
Functionen in Potenzreihen.

Von Alfred Pringsheim.
(Eingelaufen 9. Februar.)

Begriindet man die Theorie der Functionen einer com-
plexen Verinderlichen auf die Cauchy’sche Definition der
monogenen Functionen und ihrer Integrale, so ergibt
sich die Entwickelbarkeit einer fiir 0 < z| << R bezw. fiir
R, <|z| < R eindeutigen und monogenen Functionen
nach positiven ganzen Potenzen von z (der ,Cauchy’sche®
Satz), bezw. nach positiven und negativen ganzen Po-
tenzen von z (der ,Laurent’sche“ Satz) sowie der wahre
Convergenz- und Geltungsbereich der betreffenden Ent-
wickelungen ganz unmittelbar aus den hekannten Cauchy-
schen Integralsiitzen. Wesentlich anders liegt die Sache, wenn
man die Eigenschaften der im Sinne des Herrn Weierstrass
analytischen und monogenen, d. h. durch ein ,Func-

»

tionenelement* von der Form E v @, (x —x,)” und dessen

analytische Fortsetzungen deﬁnirtgan Functionen auf elemen-
tarem Wege, also insbesondere ohne Anwendung der com-
plexen Integration ableiten will. Gestaltet sich hier schon
die Feststellung des wahren Convergenzbezirkes fiir die

@m
Entwickelung > » a, (x— ;)" einer innerhalb eines einfach
0
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zusammenhingenden, die Stelle z, enthaltenden Gebietes
eindeutigen und analytischen Function ziemlich umstindlich,?)
so bietet die Erkenntniss der blossen Mdéglichkeit, eine
in einem Ringgebiete nm die Stelle z, eindeutige und
analytische Function nach positiven und negativen Po-
tenzen von (z—uw,) zu entwickeln, bei dem jetzigen Stande
der Theorie ganz unverhiltnissmissige Schwierigkeiten: man
erschliesst dieselbe entweder nach dem Vorgange des Herrn
Mittag-Leftler?) aus einem von Herrn Weierstrass ab-
geleiteten Hiilfssatze von ziemlich verwickelter Beschaffen-
heit,®) oder etwas kiirzer mit Hiilfe einer von Scheeffer
herrithrenden, im Grunde genommen zwar anf denselben
Principien beruhenden, aber directeren Beweismethode.*) TIn-
dessen selbst dieser auf den ersten Blick rvelativ einfach er-
scheinende Scheeffer’sche Beweis setzt doch eine Reihe
von Vorkenntnissen, namentlich iiber die Jigenschaften
mehrdeutiger Functionen voraus, welche es unmoglich
machen, den betreffenden Satz an der fiir einen natiir-
lichen und consequenten Aufbau der elementaren Functionen-
theorie erforderlichen Stelle erscheinen zu lassen.

Hiernach diirfte es nicht ohne Interesse erscheinen, wenn
ich im Folgenden einen neuen Beweis fiir die fragliche Ent-
wickelungsform einer analytischen Function mittheile. Die
Grundlagen der hierbei von mir angewendeten Methode
finden sich zwar schon im Wesentlichen in einer Cauchy-
schen Abhandlung: ,Considérations nouvelles sur la
théorie des suites et sur les lois de leur conver-
gence“?®): allein abgesehen davon, dass die dort gegebene

1) Cf. Stolz, Vorlesungen iiber allg. Arithmetik, Bd. 11, p. 180.
Biermann, Theorie der analyt. Functionen, p. 165.

2) Acta mathematica, Bd. IV. p. 80.

3) Abhandl. aus der Functionenlehre, p. 28.

4) Acta mathematica, Bd. IV. p. 375.

5) Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, T. I, p. 269.
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Darstellung sich nur auf die Entwickelung einer Function
nach positiven Potenzen bezieht, so enthilt dieselbe auch
verschiedene Liicken principieller Natur, und hierin mag
wohl der Grund davon zu suchen sein, dass man, soviel ich
weiss, auf jene Methode nicht wieder zuriickgekommen ist,})
deren Kern in der Anwendung gewisser Mittelwerthe an
Stelle der sonst bei der Coefficientendarstellung {iblichen

Integrale liegt. Derartige Mittelwerthe — niimlich Grenz-
1 n—l i ]
werthe von der Form 71112111 ' ;‘;w f (@) }, wo die &, fiir

jedes » und » arithmetisch wohl definirte Zahlen von
der Beschaffenheit bedeuten, dass |z, .y, — %,,| mit wach-
sendem n heliebig klein wird — kann man natiirlich stets
auch als specielle Fille von bestimmten Integralen auffassen.
Immerhin haben dieselben mit dem Infinitesimalbegriff
in Wahrheit absolut nichts zu thun, da es sich bei ihrer
Bildung keineswegs um eine Summe schliesslich ,unendlich

1) Ich bin nachtriglich durch Herrn Dyck darauf aufmerksam
gemacht worden, dass sich in: Serret, Cours de calcul différen-
tiel et intégral, T. 1, p. 570 (in der deutschen Ausgabe von Har-
nack, T. 1, p. 527) gleichfalls die Ableitung der Mac Laurin'schen
Reihe mit Hiilfe von Mittelwerthen findet. Die dort gegebene Dar-
stellung ist im Wesentlichen eine Reproduction der im Texte citirten
Cauchy’schen, bei welcher die erwihnten Liicken vermieden sind;
allein der fragliche Beweis hat hierbei vollstindig seinen elemen-
taren Charakter verloren. Die dabei beniitzten ,Mittelwerthe® sind
in Wabrheit nur umstiindlicher geschriebene bestimmte Integrale mit
verdnderlichen Grenzen, die ausserdem noch von einem ver-
anderlichen Parameter abhiingen. Nach beiden Grossen wird
differenzirt, wobei der Satz von der Differentiation eines be-
stimmten Integrals nach der oberen Grenze, sodann auch
derjenige von der Vertauschbarkeit der Differentiations-
reihenfolge in Anwendung kommt; kurzum dieser Beweis gehort
vollstiindig der Infinitesimalvechnung an und erscheint in der That
weit einfacher und durchsichtiger, wenn man statt der beniitzten
Mittelwerthe die tiblichen Integralbezeichnungen anwendet.
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klein® werdender, sondern lediglich um eine Summe wohl
definirter, stets endlich bleibender Grissen, dividirt
durch deren Anzahl, handelt. Hiernach ist aber ein solcher
Mittelwerth genau in demselben Sinne ,elementar® wie
jeder gewdhnliche, von einer positiv wachsenden ganzen
Zahl abhiingige Grenzwerth, z. B. wie die sogenannte Summe
einer unendlichen Reihe (die man ja schliesslich auch stets
als speciellen Fall eines bestimmten Integrales auffassen
kann), sodass gegen die Kinfithrung derartiger Mittelwerthe
in die elementare Functionentheorie irgendwelche prinei-
pielle Bedenken schwerlich erhoben werden kdnnen, zumal
die fraglichen Sitze auf diesem Wege eine Einfachheit nnd
Abrundung erhalten, welche die mit Hilfe der complexen
Integration erszielte noch merklich tibertrifft. So lisst sich
insbesondere der fiir diese ganze Betrachtung grnndlegende
Satz, dass der Mittelwerth einer eindeutigen analytischen
Function f(z) fiir die Stellen |2z | ==+ einen von » unab-
hingigen bestimmten Werth besitzt, weit leichter vollig
streng begriinden, als der entsprechende Cauchy’sche Inte-
gral-Satz fiir monogene Functionen (im Caunchy’schen
Sinne); und es gestaltet sich die Darstellong der Entwick-
lungscoefficienten einer Potenzrethe durch solche Mittel-
werthe wesentlich einfacher und natiirlicher als die be-
treffende Integral-Darstellung, welche die Einfihrung des
vollig fremdartigen, d. h. zu der Potenzentwickelung einer
beliebigen analytischen Function in gar keiner nothwen-

. . 1 C
digen Beziehung stehenden Factors ,— nach sich zieht.

& 7T
Im Uebrigen habe ich, um der folgenden Betrachtung
einen moglichst elementaren Charakter zn wahren, absichtlich
davon Abstand genommen, die Lehre von den Einheitswurzeln
oder gar deren Darstellung durch trigonometrische Fune-
tionen, ja selbst auch nur den Satz von der Wurzelexistenz
einer algebraischen Gleichung zu beniitzen. Vielmehr stiifze
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“ich mich lediglich auf den elementaren Satz, dass eine qua-
dratische Gleichung von der Form 2* = f§ { y1 stets zwei
und nur zwel verschiedene, vermittelst reeller Quadratwurzel-
ausziehungen zu berechnende Wurzeln besitzt.

§ 1.
Ist y > 0, p beliebig, so hat man bekanntlich:
(1) Vityi

=)/ v ek Lvp =Ll

wo simmtliche Quadratwurzeln auf der rechten Seite positiv
zu nehmen sind. Dabei soll derjenige Wurzelwerth, welcher
resultirb, wenn man auf der rechten Seite als Gesammtvor-
zeichen das positive wihlt, der Kiirze halber schlechthin
als der positive Werth von Vi + yi bezeichnet werden.

Sei nun ferner N = 2", so lassen sich offenbar die
simmtlichen Wurzeln der Gleichung

2) ¥ =1

mit Hiilfe von n successiven Quadratwurzelausziehungen be-
rechnen, dergestalt, dass allgemein:

3) x::f%—l/ ]/+ »+]/ +]/1

n-—1

(wobei die Indices an den einzelnen Wurzelzeichen lediglich
zur Charakterisirung ihver Anzahl dienen). Daraus folgt zu-
niichst, dass die Anzahl der verschiedenen Wurzelwerthe
nur <2" also < N sein kann.

Unter den auf diese Weise sich elgebenden Wurzeln

ist eine hesonders ausgezeichnet, welche aus Vl = |- i ent-
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steht, wenn man bel jeder weiteren Wurzelausziehung die
im obigen Sinne definirte positive Wurzel beibehilt. Be-
zeichnet man dieselbe durch:

(4) ay, = ﬁn + 7'n7:
so ergibt sich mit Hiilfe der Formel (1):

ﬁn = ]/ 1 l/ + + ]/ ]/
5) = o -
1 1 1 1 1 1 1
?’»'=]/5—2]/§+"‘+5 §+£]/2
c n—3 n—2

Man erkennt alsdann leicht: )

1) dass keine Wurzel der GI. (2) mit positiv reellem
und positiv imaginiirem Theile existirt, welche niiher an
der positiven Einheit liegt als «,;

2) dass die Potenzen a,?, a}l, af:r”l durchweg von
einander verschieden sind und der Gl (2) geniigen, also

die saimmtlichen Wurzeln dieser Gleichung darstellen;

3) dass diesen N-Werthen ebensoviele, in der gleichen
Anordnung auf einander folgende, aequidistante Punkte auf
dem Einheitskreise entsprechen, deren constanter Abstand
|1 —a, | der Bedingung geniigt:

(6) 1—a, | < (V3)

Nun bedeute f(z) eine fir alle z mit dem absoluten
Betrage |z = r eindeutig definirte und im Allgemeinen
stetige Function, so soll gesetat werden:

(7) @TZ» f(r) E f(an
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sodass also O, (f () das arithmetische Mittel aus den
 Werthen bedeutet, welche f(z) an den N-Stellen r=dpr

(r=0,1,--- N—1) annimmt. Auns der vorausgesetzten
Stetigkeit von f(z) lings des Kreises |z [==7 und der Be-

siehung (6) ergibt sich sodann, dass Q1T (f()) mit unbe-
orenzt wachsenden Werthen von % einer festen Grenze zu-
strebt, sodass die Bezeichnung:

(8) AL (f ) = lim ONT,, {1 ()
einen bestimmten Sinn besitzt. Zugleich erkennt man un-
mittelbar ans der Definition von O\ (£ (»)), dass:

() N (K- () = K- T (F ()

wenn K cinen beliehigen fiir alle # mit dem absoluten Be-
trage » constanten Factor bedeatet; und ferner:

N @)+ - + £ ()
= ML) + -+ T (fe ),

wenn man mit £, () ... fi (z) Functionen von analoger Be-
schaffenheit wie /() bezeichnet.

(10)

Ist jetzt ¢ (2) eindeutig und analytisch fiir alle z
des Gebietes By << z|<I (wobel eventuell anch ;=0
sein kann), so besteht der Satz, dass N (¢ () fir B, <r<R
einen bestimmten von » unabhiingigen Werth besitzt, so-
dass also:

M (¢ ) = T (¢ (),
wenn Ity <g << 7 <R

Der Beweis dieses Satzes beruht auf einem Hiilfssatze!)

L et — g (@)

des Inhalts, dass der Differenzenquotien ]
y

1) Beweis dieses Hiilfssatzes s. am Ende von § 1.
1895, Math.-phys. CL 1. 6
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fiir alle z des betreffenden Gebietes und hinlinglich kleine
Werthe von & eine gleichmiissig stetige Function von [
ist, d. h. man kann jeder beliebig kleinen positiven Grosse ¢
eine positive Grisse 0 so zuorduen, dass fiiv alle z des Ge-
bietes: B, <|z| <R die Beziehung besteht:

rEtD—v@) (x+k;"_ @) .,
10) [ hfl
falls l :k' ] < 0.

k)

Aungenommen nun, man habe » > 0 beliebig klein
fixirt, so bestimme man zuuiichst eine positive ganze Zahl m
s0, dass die positive Grosse:

klein genug wird, um die Giilligkeit der Ungleichung (10)
fir (2| <O, |k <0 zu sichern. Wihit man hierauf die
positive ganze Zahl n bezw. N = 2" gross genug, dass:

’ o

r’|1—a,! <6 (also a fortiori r-|1—a,| <<d),
so hat man:

Wl 0) =g ) _ola N —oldn)] |

| a0 a (a—1)-r |

oder nach Multiplication mit 6 und Beriicksichtigung von
a:“ = 1:

| o SR

I q (al-(r+ 9) — ¢ (az;-r) — 0. '{,-/--(a”— (——7) l)q;&i) < 0
| a—1)-»

Setzt man der Reihe nach » =0,1,...(N—1) und addirt
die resnltirenden Ungleichungen, so heben sich offenbar alle
von dem dritten Gliede der linken Seite herriibrenden De-
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standtheile vollstindig heraus (NB. es ist ja insbesondere
afor =d)-r), und es ergibt sich:

{ N-1 N—1
H
I

E, @ a” (r—-0)) — Z (a:.,-)‘ < N-b-¢

0 0
oder nach Division mit N:
LI, (9 +0) — T, lp ) | < o
und daher, wenn man 7 ins Unendliche wachsen lisst:
O +0) — M (p () | < o-e
Sehireibt man in dieser Ungleichung » - (11 —1) 0 statt »
(wo: r4-(u—1)-8 <" fir u=1,2,...m — also auch:
(r+(p—1)0)-11—a,| << 9), so wird:
O+ 108) — T (g 11— 1-0)) | <o,

und wenn man die fiir g =1, 2,... m hieraus resultirenden

. . ’
Ungleichungen addirt und beachtet, dass: m-0 = »'—r,
schliesslich:

O (v ) — O (g ) | < (' —r)-e

Da aber ¢ von vornherein beliebig klein angenommen

werden kann, und andererseits DT (@ (), %((p (") ein-
deatig bestimmte Werthe besitzen, so muss geradezu:

(1) [Ty ) — M (w 1) | =0
sein, womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist.
Beweis des Hiilfssatzes. Fiir jede Stelle z des Be-

reiches By <<|z <R gilt eine Entwickelung von der Form:

g @by =317 (J”) A

0
6
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deren wahrer Convergenzradius bekanntlich eine mit & stetig
verinderliche, positive Grosse ist und demnach ein bestimmtes
von Null verschiedenes Minimum o besitzen muss. Fixirt
man nun eine positive Grosse:

0<o
so ist fir alle  und % des Bereiches: R, <<|z|<R und

die Rethenentwickelung (12) giiltic und absolut con-
vergent, und daher auch in dem gleichen Umfange:

© 42
o @) =330 B

!
0 v!

Da aber fiir den angegebenen Werthebereich ¢” (x4
eine stetig veriinderliche Function ihres Argumentes ist, s
N ’ . . . .
besitzt daselbst |¢" (#+72)] ein bestimmtes endliches Maxi-
mum ¢, und es ist daher nach einem bhekannten Satze:

@) v R,<|z|<R
(13) R «(ai)-h1 i< . fiir: { ’ h;i< s
Setzt man nun Gl. (12) in die Form:

path)—g@ o A (
A Lh ki ¢ (@) =IL- Z /( —|—2;U/) n,

so hat man fir 2 < 6 mibt Beniitzung von Ungl. (13):

](/’(x+76) 9 (2) _ l 1
o ()| < g- k]

| — ¢ (@] <y 2 o)
h, < g2/

(v f.’j

und daher, wenn auch |k < angenommen wird:
SRR A I A Ca L A )
(14) | h 2
<g{lhl+ 0} <20,
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sodass also die fragliche Differenz unter & herabsinkt, wenn

: & .
von vornherein (5<W angenommen wird.

<y

§ 2.

Lehrsatz. Ist f(x) eine eindentige und ana-
lytische Function fiir alle Stellen z des Gebietes
R, <|z| <R, so gilt fiir dieses Gebiet die Ent-
wickelung:

+o

f@) =D papa"
I au = gT(/ (7“_‘["]‘.(7‘))

und 7 einen beliebigen Werth des Intervalles B,<r<R
bedeutet. Ist insbesondere Ry=0, so reducirt sich
die obige Entwickelung auf die folgende:

oo

@) = S

0
Beweis. Bezeichnet man mit z, irgend eine willkiir-

lich gewiihlte Stelle im Innern des fraglichen Bereiches,
sodass also R, < |z,| <C R und setzt man:

2 L@ =1y

¢ (x) = ror

so ist ¢ (@) fiir alle 2 des Bereiches By <z < R gleichfalls
eindentig und analytisch. Man erkennt dies ohne Weiteres
fir jede von z, verschiedene Stelle z; in der Umgebung
der Stelle x, hat man aber:

o (1)
f@) = Flay) + D ’f/—(,’” Ery



80 Sitzung der math.-phys. Classe vom 9. Februar 1895,

also:

® ()
@ ((E) == - 2'” f — (x’d (CC et xo)”_l
n i

d. h. ¢ (z) ist dort gleichfalls analytiseh. In Iolge dessen
ist nach dem Satze des vorigen Paragraphen:

o (5, [E =Ita)y _ ort (/B ~ im)

_10

oder mit Beriicksichtigung von Gl. (9) und (10) des § 1
R ~ R
0O (1 2) = ey O (o
f (%) ( L— I () ([ _ 0)
~ o (B1®) _ ot (Tyr1T

0 — o

(15)

Nun ist:
. R i (:co)l" (wo mo ]
1 57, =20 () +(7) =

]?0 . m—1 ) ) l
(17) R—z, - i

und daher:
) R-f(R)
(17) Moz,
m—1
= D M (R F (B2 + - T (),,,f(iR

Da nun:

O N
| 4 — __:VII‘

wenn I (R) das Maximum der absoluten Betriige von [(2)
fiir |&| = R bezeichnet, so folgt, dass dieser letztere Aus-
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druck mit unbegrenzt wachsenden Werthen von m gegen
~ Null convergirt, und zwar, wenn r < R angenommen wird,
offenbar gleichmiissig fiir alle x,, welche der Bedingung
gentigen: |2, <r. Lisst man also in Gl (17) m ins Un-

endliche wachsen, so wird:

®
(19) 9T (R /(7’)) SO (B f (R)-ay
Lo 0
wobei diese Reihe zuniichst unbedingt und gleichmissig
convergirt fiir |z| <»r << R. Es lisst sich indessen leicht
zeigen, dass dies auch noch fiir [z,] = I der Fall sein muss.
Da nimlich f(x) nach Voraussetzung noch fiir [z| = R
analytisch sein sollte, so gehort zu jeder Stelle z’ des
Kreises mit dem Radius R eine angebbare Umgebung, fiir
welche f(z) nach Potenzen von (z-—z') entwickelbar ist.
Diese Umgebung muss dann ein gewisses, von Null ver-
schiedenes Minimum o besitzen. Nimmt man alsdann eine
positive Grisse 0 << o an, so folgt, dass f(z) anch noch fiir
z| < R+46 analytisch ist.  Alsdaun besteht aber eine Be-
zichung von der Form (19), sofern man daselbst B durch
B0 ersetzt, und diese muss nach dem Gesagten unbedingt
und gleichmiissig convergiren fir |z, <r << R4, also inshe-
sondere fiir |2y = R. Da aber nach dem Satze des vorigen
Paragraphen:
MR+ 0" f(R+0) = N (R F(R)),
so 1st die zuletzb genannte Entwickelung von der in Gl (19)
nicht verschieden, sodass also diese letztere in der That
noch fiir [z)[ = R unbedingt und gleichmiissig convergirt,
Analog ergibt sich aus GL (17):
o (Tl (R

1'0‘—3’0

(20) -
=— 30 O (B (R) " — a7 O (Fo /L)

: 1"t
To
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Da aber:
e l)l. p ﬂl 11 R
ey g @K(ﬁi"-ﬂj}’z) <| I 1(;2
_xo | o o!

(wenn wiederum I7 (R,) das Maximum von |/ (2)| fiir (2|=2R,
bezeichnet), und da dieser Ausdruck wegen |z, > I, mit
unendlich wachsendem m gegen Null convergirt, so hat man:

(22) 91‘6(1? il (R)) iﬂ M (RYF(R)-a™"

Diese Reihe convergirt dann zuniichst wieder unbedingt
und gleichmissig fiir |#,/ > R,: es folgt aber genau- wie
oben, dass dies auch noch fiir |z,] = R, der Fall sein muss,
sofern man vorliufig B, >0 annimmt. (Der Fall Bj =10
wird weiter unten besprochen werden).

Da die in den Entwickelungen (19) und (22) als Coeffi-
cienten auftretenden Mittelwerthe nach dem Satze des vorigen
Paragraphen (in dem durch die analytische Beschaffenheit
von (%) bezw. &t f(x) gegebenen Umfange) von R bezy.
R, unabhiingig sind, so kann man die Gleichungen (19)
und (22) auch durch die folgenden ersetzen:

Ié)m (322) = flu M (" £0)

(23)
R,-f(R,)

[@n (Bl — — 33, O ) o

wo r einen ganz beliebigen Werth des Intervalles By <» <R

bedeutet. Ersetzt man jetzt in (23) f(x) durch die Einheit,

so folgt insbesondere:

[9TZ/ (—— —) Zu%(f”) all (wo: lzy|<R)
(21)

lg]t Z/L O (") a7 (wo: |z >Ry

I ——xo)
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Nun ist aber fir #>1 — falls n von vornherein so
gewiihlt wird, dass N=2">p:
ey
alet > 1—a
Ay 1 = "H“. L 1 ) ‘i/“‘ o
N, ) = NZOJ" I 1 at” 0,
— Ua

also auch:
@K (’i‘iﬂ) —— O
Dagegen fiir p =0, offenbar:
N, (9 =1, also auch: MNT (%) =1,

sodass die Gleichungen (24) sich auf die folgenden reduciren:

[ M (E—i%o =1

| or (2) =o.

Mit Beniitzung der in Gl (23) und (25) enthaltenen
Resultate geht dann Gl (15) — wenn man statt z, jetst z
schreibt — in die folgende iiber:

(25)

@

[@) =D M (™" f )" + f}a N -f0)-=~"
@6) + 1
= I M ("1 ()"

wobei also diese Entwickelung unbedingt und gleichmiissig
convergivt fiir By <|z <R, und die in den Coefficienten
auftretende Grosse » einen heliebig zu wiithlenden Werth des
Intervalles Ry <<r <R bedeutet.

Ist jetzt speciell B, = 0, so kann man zuniichst in den
Coefficienten von der Form VT (£ () fir u>1 r=10
setzen. Alsdann wird aber: )
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ONT,, (¥ f P)=o =10 also anch: NT (') = 0

sodass Gl. (26) sich auf die folgende reducirt:

@7) F@) = 30 O ("r ()

Dabei wiirde nach dem oben Gesagten diese Fntwicke-
lang zuniichst giiltig sein fiir 0 < |2/ <R. Man erkennt
aber unmittelbar, dass sie auch noch fiir # == 0 besteht. Im
Falle 2 =0 geht niwmlich die rechte Seite iiber in:

I (f )
und da man hier wiedernm r =0 setzen darf, so folgt:

NT(f () = lim DN, (£ )r=0 = 1 (0)

H=w

d. h. GL (27) gilt tn der That auch fiir x = 0.

Damit izt aber der ohen ansgesprochene Sabz hewiesen.

Zusatz L. Ist f(z) nur fiir das Gebiet By < z| << R
eindeutig und analytisch, so gilt die Entwickelung (26) zu-
niichst fiir jedes Gebiet B, <|z < I, sofern nur I8}, It der
Bedingung geniigen: R, < R'<C R'< R: sie gilt somit
schliesslich fiir alle z des Gebietes Ry << & < R. Sind also

z =R bezw. |2/ = I, die wahren Convergenzgrenzen der
betreffenden Iintwickelung, so muss [ () fiiv |2 = I bezw.

lz| = R, mindestens eine singuliire Stelle besitzen.

Bleibt /(z) beim Uebergange von Werthen mit dew
absoluten Betrage |z << R bezw. z > I, zu solchen wil
dem absoluten Betrage |z =R bezw. |z = R, noch im
allgemeinen gleichmiissig stetig, und ist f(z) fir
2zl = R bezw. |z| = R, durchweg endlich, so kann man
offenbar die in den Coefficienten auftretende Grisse r eventuell
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auch durch B bezw. R, ersetzen, da in diesem Falle die
Differenzen:

NT(R"-f(R)) — ONMNT(R™f(R)
bezw. N (RY-1(R) — NC(RS-1(R)

Yo
heliebig klein gemacht werden kinnen.

Zusatz 1I.  Man erkennt leicht, dass der bhewiesene
Satz auch umkehrbar ist, d. h. wenn die Reihe:

-+»
I n
Z" Ay = f ()
—mn
zum Mindesten fiir alle  mit dem absoluten Betrage |z =r

gleichmiissig convergirt, so hat man:
ol 4
a, = (™" £ ().

Hieraus ergibt sich dann die Eindeutigkeit einer der-
artigen Entwickelung zunichst in dem Umfange, dass aus
dem Bestehen der Gleichung:

) -}
jl I I
o . = .
1 l![ X I I/L €T
—w —z

zum Mindesten fiir alle  mit einem gewissen absoluten
Betrage |z| = », fiir welche jene Rethen gleichmiissig
convergiren, deren Identitiit folgt. Auch hat es keine
besondere Schwierigkeit, diesen Identititsbeweis auf den Fall
auszidehnen, dass die Gleichheit der beiden Reihensummen
nur fiir irgend eine unendliche Punktmenge feststeht.

Fehlen in der betrachteten Reihe die negativen Potenzen,
sodass also:

w0

f(x) = D ua, o

0
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so hat man offenbar:
ML (£ ) = 1" (0).

Jene Mittelwerthe stellen also in gewissem Sinne eine
Verallgemeinerung der Ableitungen von f(z) fiir z=0 dar.
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