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Beitrige zur Potentialtheorie.?)

Von Walther Dyck.

(Eingelaufen 31. Dezember 1895.)

IL

Die Gauss’sche Formel fir die gegenseitige Umwindung
zweier Raumcurven und ihre Ausdehnung auf hoéhere
Mannigfaltigkeiten. Darstellung der Windungszahl
zweier Mannigfaltigkeiten durch Kronecker’sche Cha-
rakteristiken gewisser Functionensysteme.

Der vorliegende zweite Theil der ,Beitrige zur Potential-
theorie* behandelt zun#chst auvsfithrlich die Theorie der
Umschlingung zweier geschlossener, sich nicht schneidender
Linien im Raume, giebt sodann die Detinition der Um-
schlingung fiir Manunigfaltigkeiten hoherer Dimensionen in
einem n-dimensionalen Gebiete und entwickelt die zugehorigen
analytischen Formulirungen in HErweiterung der fiir zwel
Curven im Raume gewonnenen Darstellungen.

Im ersten Abschnitte handelt es sich um die genaue
Darlegung der Beziehungen des Gauss’schen Integrals
fiir die Anzahl der Umschlingungen zweier Raum-
curven zu den im ersten Theile dieser Beitriige (diese

1) Vorgetragen in der Sitzung vom 6. Juli 1895.
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Sitzungsberichte 1895, pag. 261 ff.1) entwickelten Ior-
meln fiir die Kronecker'sche Charakteristik gewisser
Functionensysteme.

Indem wir die Raumecurven auf zwel verschiedene Arten,
in Parameterform (§ 2) und als Schnitte je zweler Flichen
(§ 3), analytisch festlegen, ergeben sich zwei wesentlich ver-
schiedene Iunctionensysteme mit zwei, beziehungsweise mit
drei Variabeln, deren Kronecker'sche Charakteristik mit der
Gauss’schen Windungszahl iibereinstimmt., Die verschiedenen
Integral- und Summenformeln fiir die Charakteristik, die wir
in den ,Beitriigen I* anfgestellt haben, fiihren zu einer Reile,
zam Theil neuwer Methoden fiir die Herleitung der Windungs-
zahl. Dabet sind die fiir die Parameterdarstellung gewonnenen
Formeln, die sich unmittelbar an die Gauss'sche Darstel-
lung ankniipfen lassen, nicht iiberfithrbar in die Formeln,
welche unter Zugrundelegung der Raunmecurven als Schnitt
je zweler Flichen aufzustellen sind. Die §§ 4 und 5 sind
deshalb dem Beweise der Uebereinstimmung der auf die eine
und andere Weise gewonnenen Zahlen gewidmet.

Im zweiten Abschnitte wird zuvirderst (in § 6) die
Definition der Anzahl der Windungen einer k-fachen
Mannigfaltigkeit um eine n—7% —1-fache innerhalb
eines Gebietes von n unabhiingigen Variabeln (,im
linearen Raume von % Dimensionen® nach der aus der Geo-
metrie iibertragenen Redeweise) in directer Analogie mit den
durch die analytischen Formulirungen des ersten Abschnittes
gewonnenen Formeln aufgestellt.?)

1) Der I. Theil der vorliegenden ,Beitriige zur Potentialtheorie®
ist im Folgenden kurz durch ,Beitrige I* bezeichnet.

2) Es ist mir nicht bekannt, dass die Frage nach der Um-
schlingung von héheren Mannigfaltigkeiten schon behandelt worden
ist. Herr H. Brunn hat (1887) in einer anliisslich seiner Promotion
aufgestellten Thesis anf die Moglichkeit, zwei zweidimensionale Cie-
bilde (speciell ,Kugelflichen*) im Raume von fiinf Dimensionen in
einander zu schlingen hingewiesen.
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Indem wir auch hier fiir unsere Mannigfaltigkeiten von
zwei, den obigen analogen, Darstellungen (in Parameterform
(§ 7) und direct durch Gleichungssysteme zwischen den Co-
ordinaten (§ 8)) ausgehen, erscheint die Windungszahl als
Kronecker’sche Charakteristik fiir zwel wesentlich verschie-
dene Systeme von Functionen von n— 1, bezichungsweise
von n Variabeln. Die Uebereinstimmung der auf den beiden
Wegen gewonnenen Zahlen wird (in § 8) in analoger Weise
wie im ersten Abschuitte bewiesen. Ohne aunf die verschie-
denen Formeln fiir die Darstellung der Windungszahl, wie
sie nunmehr aus den Entwicklungen des ersten Theiles dieser
Beitriige sich ergeben, niiher einzugehen, bezeichnen wir zum
Schlusse (in § 9) noch eine merkwiirdige gegenseitige Lagen-
beziehung ganzer Classen von Mannigfaltigkeiten. Mit der
Darstellung der k-dimensionalen und der »n — % — 1-dimensio-
nalen Mannigfaltigkeit durch Gleichungssysteme zwischen den
Coordinaten des n-dimensionalen Raumes ist nimlich gleich-
zeitig je ein ganzes System von Mannigfaltigkeiten 0T und
j— 1ter) Tter und 5 — 2ter) 2ter und 5 — 3ter u, 5. w. Ordnung
gegeben, denen siimmtlich ein und dieselbe Windungs-
zahl zugehort. Diese Beziehung scheint mir besonders ge-
eignet, die Bedeutung der Kronecker’schen Charakteristik fiir
die Lagenverhiiltnisse der verschiedenen durch ein solches
Functionensystem zu definirenden Gebilde hervortreten zu
lassen.
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Erster Abschnitt.
Theorie der gegenseitigen Umwindung zweier Raumcurven.
§ L
Das Gauss’sche Integral.

(Gauss hat in einer hekannten Notiz vom Jahre 1833
(Werke, Band V, Nachlass, Zur Elektrodynamik, pag. 605),
die Anzahl der Umschlingungen zweier geschlossener, sich
nicht schneidender Linien M und M{ durch das folgende
Doppelintegral dargestellt:

L el—e  —del  da
1) gy—z  —dzy  dz) '
gy —dzy  dzg
V= = : -1y
i V(zl—zl + (B3— 28+ (eh—2h)?

hierbei bezeichnen #{, 25, 25, bezichungsweise 27, 23, 23, die
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der ersten, be-
ziehungsweise der zweiten, Linie und ist die Integration
iiber beide Linien ausgedehnt.

Der Ausdruck unter dem Integralzeichen besitzt eine
sehr einfache geometrische Bedentung, auf welche Schering,
von welchem auch die erste Ableitung der Gauss’schen
Formel herriihrt?®), aufmerksam gemacht hat. Es stell

1) Man vergleiche beziiglich des hier gewiihlten Vorzeichens der
Determinante die am Schlusse dieses Paragraphen folgende Bemerkang.

2) Man vergleiche: O. Boddicker, ,Erweiterung der Gause’schen
Theorie der Verschlingungen mit Anwendungen in der Elektro-
dynamik®. Ausfihrung der Gottinger Inauguraldissertation Bsddickers,
erschienen 1876 bei Spemann in Stuttgart.
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nimlich der Zahler den sechsfachen Inhalt dar des von zweil
Linienelementen doj bezichungsweise doj der heiden Curven
hestimmten Tetraeders, oder den Inbalt eines Parallelepipeds,
von welchem drei Seiten durch doi, do] und durch die Ver-
bindungslinie der Anfangspunkte beider Linienelemente ge-
bildet sind; der Nenner ist gleich der dritten Potenz der
Entfernung der beiden Linienelemente von einander.

Fiir die Ausfithrung der Integration ist zu beachten,
dass hiebei jede der Curven in bestimmter Richtung zu
durchlaufen ist. Wir setzen diese dadurch fest, dass wir in
heiden Curven je einen (iibrigens willkiirlichen) Punkt heraus-
greifen, in diesem die eine der beiden entgegengesetzten
Richtungen der Tangente als positive Fortschreitungsrichtung
auszeichnen (was durch die Wahl des Vorzeichens der Rich-
tungscosinus an dieser Stelle geschieht) und nun in dieser
tichtung die Bogenliingen zihlen. Wir haben dann um
die Richtung beizubehalten stets im Sinne der wachsenden
Bogen fortzuschreiten, d. h. die Bogenelemente:

2) doj = \/;1};24— des® + das*
und
27) doi =V dz> + des* + des?

sind fiir die ganze Integration positiv zu nehmen.

Bestehen die Curven aus mehreren getrennten, in sich
geschlossenen Theilen, so fithrt unter Voraussetzung einer ge-
meinsamen analytischen Definition fiir die einzelnen Zweige,
die Bestimmung der Fortschreitungsrichtung auf einem
dieser Ziige deren Fixirung auch auf den {ibrigen Ziigen
mit sich.

Der Nenner des Ausdruckes unter dem Integralzeichen

=V — 2 + (@ — ) + (5~ )

st positiv zu nehmen.
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Es sei hier erwiihnt, dass wir alle in der Folge auf-
tretenden Quadratwurzelausdriicke positiv annehmen; es ist
dies gestattet, weil dieselben unter dem Wurzelzeichen stets
eine Sunime von Quadraten enthalten, welche im Allgemeinen
nicht simmtlich gleichzeitig in den betrachteten Gebieten
verschwinden, so dass also die Wurzel innerhalb des Ge-
bietes ihr Vorzeichen nicht wechselt,

Rechnen wir nun in unserem Coordinatensystem die
Richtung der Axe g, nach Osten, die von 2, nach Norden,
die von z; nach dem Zenith, so gibt das Vorzeichen der
Inhaltsdeterminante die folgende Unterscheidung fiir die
gegenseitige Richtung der Elemente dof und dof:

Stellt man sich in die positive Richtung des Elements
do; der ersten Curve und blickt anf das Klement doi der
zweiten Carve, so dreht dieses im entgegengesetzten Sinne
des Uhrzeigers um doj, wenn die Determinante

Zl—z1 —dzi dz |
3) Cey—zy —dey  da
sh—zy  —dzy  dzs

positiv ist (vergl. Fig. 1), im Sinne des Uhrzeigers, wenn
diese Determinante negativ ist (Iig. 2). Dieselben Be-

Fig. 1. Fig. 2.

g.

+ _—

Ao’ a{e'

7

"
do,
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ziehungen ergeben sich dabei, wenn wir von doj nach doj
blicken ).

§ 2.

Formeln fiir die Windungszahl unter der Voraus-
setzung, dass die heiden Raumcurven in Parameter-
darstellung gegeben sind.

a) Das Gauss’sche Doppelintegral.

Der Gauss’sche Auwsdruck fiir die Windungszahl 7 lisst
sich direct ausftihren, wenn man die beiden Linien in Para-
meterdarstellung gegeben annimmt. Iis seien duarch

gi = (/‘1 (},1) Zi’ = ITUI (;.3)
4 zh==qa (/) und 47) 25 = (1s)
2y =3 (/1) 25 =13 (4z)

diec Coordinaten der Punkte unserer beiden Raumecurven
dargestellt, abhiingig von den Parametern 7, bez. 4,.
Wir setzen dabei, der priicisen Ausdrucksweise wegen, die
Fuanctionen ¢; und ¥, als eindentige, reelle Functionen der
reellen unbeschriinkt veriinderlichen Grissen 4, bez. 4, voraus:

1) Es schien fiir die vorliegenden Untersuchungen zweckmiissig,
durch die eben gegebene Auszeichnung des einen der beiden zu
einander symmetrischen Coordinatensysteme die Vorzeichen -+ und —
der Determinante in die bestimmte Bezielung zu den Figuren 1
und 2 zu bringen. Dabei habe ich, um fir die in der Regel als
,positiv® bezeichnete Drehung Fig. 1 auch eine positive Windungs-
zahl zu erhalten, die Gauss'sche Determinante noch mit einem Minus-
zeichen versehen, welches iibrigens bei der Ableitung der zweiten
und dritten Colonne der Zihlerdeterminante durch Differentiation der
ersten Colonne naturgemiiss in die Formel eintritt.
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die ¢, und v selen ferner stetig und iiberall endlich,!) und
nach den Parametern 1,, beziehungsweise 4y, differentiirbar.
Die Raumecurven sollen keinen Punkt mit einander gemein
haben, d. h. y,—¢,, Y,— ¢,, Y3— ¢, niemals zugleich
fiir dieselben Werthe der A verschwinden. Ferner sollen nie-
mals gleichzeitig die drei Ableitungen ¢y, @a1, @z der
Functionen ¢,(2,) nach 2, verschwinden und gleiches fiir die
Ableitungen ng, Yas, Y der Functionen , (4) nach £
gelten.

[is exgiebt sich dann unmittelbar fiir die Windungszahl 7
das Doppelintegral :

Vi gy l/’l?_

1 Us—@s — sy Pss |
14 . - ~dl, di,,
47 = = o
V(l/ﬁ =) + (o= Pp)* + (05— ¢y)

bei welchem den obigen Voraussetzungen zufolge die Inte-
gration tiher die 2 an eine Grenzbedingung nicht mehr ge-

5) Vo= Ps —Pa Yy

bunden 1st.

Um die Richtung fiir die Integration auf beiden Linien
nach den in § 1 gegebenen Bestimmungen festzulegen, wihlen
wir an einer bestimmten (aber iibrigens willkiirlichen) Stelle
jeder der beiden Curven diejenige Richtung fiir die Zihlung
der Bogenlingen, fiir welche die dem Linienelemente d o]
(bez. doi) an dieser Stelle entsprechende Aenderung di,
(bez. A,) positiv ist. Da nun fiir die Elemente der beiden
Curven

1) So dass wir hier, was indess die Allgemeinheit der Betrach-
tungen nicht wesentlich beschrinkt, nur von ganz im Endlichen
gelegenen Curven reden.
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e A0, =Vt + gh+ gt - i,

heziehungsweise

6) doi = Vi, + s+ i, -

ist, so folgt, da wir die Quadratwurzeln positiv annehmen,
dass wir fiir die Integration im ganzen Gebiete die Ele-
mente d2, bez. di, positiv zu nehmen haben, also, kurz
ausgedriickt, dass wir im Sinne der wachsenden Werthe £,
und 2, iiber die Curven zn integriren haben.?)

Aus Formel (5) fiir V ist nun die Bedeutung der Win-
dungszahl als Kronecker’scher Charakteristik direct zu er-
schliessen. Die Entwicklungen der §§ 1 und 2 der ,Bei-
trige 1¢ (Formel (12) auf Seite 266) ergeben nimlich un-
mittelbar den Satz:

Stellt man das Gauss’sche Integral fir die Um-
schlingung zweler Raumcurven mit Hiilfe einer
Parameterdarstellung (4) der Curven dar, so ist die
Windungszahl V gleich der Kronecker’schen Cha-
rakteristik des Systems der drei Functionen:

7) l”1 ('7-2) ! (}*1)1 l/’z ()'2) - (/'2(;'1)a 11!’3()'2) - (/’3(;'1)v
der zwei Variabeln Z,, 4,

Deuten wir nach Formel (2) der ,Beitrice I¥ die dret
” f}
Functionen im Raume der Coordinaten z,, #,, 2,.%)

1) Die Darstellung ist in dieser weitliiufigen Form mit Ricksicht
auf die im Folgenden enthaltenen Ausfilhrungen gegeben.

2) Es ist absichtlich mit Riicksicht auf die folgenden For-
meln die Bezeichnung der Coordinaten durch z; beibehalten; diese
treten hier an die Stelle der x; der Formel (2) in den ,Beitrigen I%,
withrend die in jener Formel mit 2; bezeichneten Parameter hier
durch die 4, ersetzt sind.
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1= (}”2) — ¢y (4y),
8) 2y =1y (4) — @y (4y),

gy ==, (Z) — ¢, (2,),
so folgt der Satz:

Die Zahl der gegenseitigen Umwindungen der
in (4) dargestellten Raumecurven ist gleich der Zah]
der Windungen der Fliche (8) um den Nullpunkt.

Die Fliche (8) ist dabei auf die einfachste Weise geo-
metrisch aus den beiden Curven abzuleiten. Legt man nim-
lich dareh den Nullpunkt des Coordinatensystems Strahlen
parallel zu den zweifach unendlich vielen zwischen beiden
Raumecurven zu ziehenden Sehnen und schneidet anf diesen
Strahlen je die Liingen dieser Sehnen (gemessen in der Rich-
tang von der ersten zur zweiten Curve) ab, so bilden die
Endpunkte dieser Strahlen eben die Fliche (8).1)

Die Formeln (8) ergeben weiter, dass die Gestalt der
Fliche von einer gegenseitigen durch Parallelverschie-
bung der beiden Curven hervorgernfenen Lagenverinderung

1) Man kann sich auch eine anschauliche Vorstellang von
unseren Fliichen dadurch verschaffen, dass man sie als ,Trans-
lationsfliichen® aunffasst, die sich anf eine zur M :z =y (2,

1 t i
congruente und auf cine zweite aus der M durch »Spiegelung am

Nullpunkt* entstandene Curve z;= — ¢, (%) als Leitcurven beziehen.

Herr Finsterwalder hat mehrere Modelle solcher Flichen con-
struirt, die im Briil’schen Verlage erschienen sind. Kines derselben be-
zieht sich speciell auf zwei in orthogonalen Ebenen gelegenen Kreise
als Leitlinien, versinnlicht also gerade den fiir unsere Betrachtungen
clementarsten Fall der gegenseitigen Umschlingung zweier Kreise.
Auch Lic, der die Theorie der Translationsflichen in Verbindung mit
den entsprechenden partiellen Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung ausgebaut hat (Vergl. neben iilteren Untersuchungen die zu-
sammenfassenden Darstellungen in den Berichten der Leipziger Ge-
sellschaft d. W. Bd. 44), veranlasste im Leipziger mathematischen
Institut die Herstellung von Modellen gewisser Translationsflichen.
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unabhingig ist und dabei nur die Lage der Fliche gegen
den Coordinaten-Anfangspunkt geiindert wird; die Windungs-
zahlen, welche die Fliche mit Bezng auf die verschiedenen
Punkte des Ranmes aufweist, geben also zugleich die Win-
dungszahlen der beiden Curven fiir alle mdglichen durch
Parallelverschiebung entstehende Lagen.

Die Entwicklungen in den ,Beitriigen I zeigen nun-
mehr, dass wir sofort noch zwei weitere Darstellungen
fiir die Windungszahl V bilden konnen, niimlich mit Hiilfe
eines einfachen Integrals und durch eine Summen-
formel. Wir betrachten noch kurz diese Darstellungen und
ihre geometrische Bedeutung.

b) Darstellung von V durch ein einfaches Integral.

Die Windungszahl ldsst sich (nrach Formel (26) der ,Bei-
triige 14, fiir & = 0) darstellen durch das einfache Integral:

0 P Y
9) V=@ — P Py E
1 ) Ys—@s gy Yy i

V= 2_—‘ . -d 0y,

(=g (s 99Vt + vk
ausgedehnt iiber
U —¢,=0,

welches die Windungszahl der Schnittecurve der Fliche (8)
mit der Ebene

= —q¢ =0
um den Nullpunkt darstellt und in welchem do, ein stets
positiv zu nehmendes Element bedeutet, welches den beiden
Gleichungen :

. Vit + Y

10 do, ——. dA,

1895. Math.-phys. Cl. 3. 30
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beziehungsweise

V(/’u 7/’12
1= l,Ul'z
entsprechend fiir die Ausfiihrung der Integration zu ver-
wenden ist.l) Es ergiebt sich dann (indem man die Determi-
nante nach der ersten Horizontalreihe auflost und die oben

genannten Formen fiir do, beniitzt) folgende Form des ein-
fachen Integrals:

107) do - di,

; 0 —dl, di, ]
|
11) | Yo—Fs — P Yoy
|
v 1 Y3y Va1 Vs
‘ 2 (e, - ,)* + ("’ K 2)

Fithren wir hier die Coordinaten zi, 23, 23 beziehungs-
weise zi, 23, 23 der beiden Raumecurven (4) ein, so kinuen
wir auch schreiben:

0 —1 1
| 25—z —dzs dzy |
12) I
1 | #n—23 dzy dzy

~ox’ ((Z) 22)2—}—(,,; 23)2)

das Integral erstreckt iiber zi —21=0.

1) Deutet man die Parameter 1, 2, als rechtwinklige Coordi-
naten einer Ebene, so ist do; nichts anderes als das Linienelement
der Curve

pi(d) — @1 (2) =0
dargestellt durch seine Projectionen diy, dZy auf die Axen. — Ueber
diese Deutung der Z, die ich hier nicht weiter verfolge, vergleiche
man die Schlussbemerkungen des § 9.
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In dieser Form lisst sich die geometrische Bedeutung
dieses einfachen Integrals am leichtesten iibersehen:

Man denke sich nidmlich eine Gerade, stets pa-
rallel zur Ebene 2, 2; hleibend, an den beiden Curven
entlang gleiten, so misst die Anzahl der vollen Um-
drehungen, die diese Gerade im entgegengesetzten
Sinne des Uhrzeigers bei dieser Bewegung beschreibt,.
die Anzahl der gegenseitigen Umwindungen beider
Curven.

Man {iberzeugt sich von der Richtigkeit dieses Satzes
sofort durch Aufstellung des die Umdrehungszahl darstellen-
den Integrals.  Fiir die anschauungsmiissige Verfolgung der
Jewegung der Geraden ist dabei noch folgendes zu beachten:
Denkt man sich durch die gleitende Gerade eine Ebene
parallel zur Ebene 2,2, gelegt, so erfilnt die Gerade in
dieser Ebene die zu messende, drehende Bewegung und
gleichzeitig wird die KEbene selbst in Richtung der Axe z;
parallel verschoben. Besondere Stellen der Bewegung sind
nun: Erstens diejenigen, in welchen der Sinn jener Drehung
umkehrt; diese sind darch das Verschwinden der Zihler-
determinante unseres Integrals gekennzeichnet. (Vergl. die
beiden durch x x bezeichneten Stellen in nebenstehender
Figur 4.) Zweitens diejenigen, in welchen die Richtung der
Parallelverschicbung der Ebene umkehrt. Die letzteren Stellen
sind durch das Verschwinden von 1/, beziehungsweise von ¢,
gegeben, d. h. durch diejenigen Lagen der sich verschieben-
den Ebene, in welchen sie eine der beiden Curven beriihrt.
Beriithrt dabei die Ebene die zweite Curve (ist also v, — 0),
so gleitet die bewegliche Gerade auf dieser im Sinne ihrer
augenblicklichen Bewegung fort, wihrend die Bewegung auf
der ersten Curve direct umkehrt (vergl. die beiden durch
oo bezeichneten Stellen in den nebenstehenden Figuren 3
und 4). Dem entspricht analytisch, dass aus der Formel (107)
fiir das positiv zu nehmende Element do,:

30*
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Vo +vh

do, = —- ~di
0, U, 1
folgt, dass mit vy, gleichzeitig dZ, sein Zeichen wechselt.

Ein Gleiches ergiebt sich beziiglich des gleichzeitigen Zeichen-
wechsels von ¢,, und di,. Die beiden Curven werden also
im gegenwiirtigen Falle nicht (wie im Falle des Doppel-
integrals (5)) im Sinne der wachsenden Parameter 4, und 4,
darchlaufen, sondern im Sinne des positiven Lilementes do,.
Die nebenstehenden Figuren dienen noch zur Versinn-
lichung des Umstandes, dass nach dem Gesagten bet der
Bewegung der gleitenden Geraden im Allgemeinen ein-
zelne Theile der beiden Curven mehrfach in verschiedener
tichtung, andere gar nicht von der Geraden ({iberstrichen
werden konnen.

Fig. 3. Fig. 4.

 Weiter aber zeigen sie, dass der Verlauf dieser Bewegung
sich auch aus mehreren getrennten Cyklen zusammensetzen
kann, ohne dass darum die fraglichen Curven aus mehreren
Ziigen zu bestehen brauchen. Der Sinn, in welchem in
diesem Falle die einzelnen Theilbewegungen zu addiren sind,
wird festgelegt durch den an einer Anfangsstelle der Be-
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wegung auf beiden Raumcurven (gemiiss § 2, pag. 454) ein-
getragenen Richtungssinn, durch welchen auch die Rich-
tung beim Beginne jeder in sich geschlossenen Theilbewegung
der Geraden festgelegt wird.

¢) Darstellung von V durch eine (Eronecker’sche)
Summenformel.

Aus Formel (13) und (14) der ,Beitrige I* ergeben
sich fiir V sofort die beiden Summenformeln:

| =g W
13a) V= zsign.{| e ’1

l Por Vs I
und

1 o . [ - Py e \Il
13h)  V=_ - sign. ](ll's-"’ﬁs)' f
Py Ya |

2
wobel die erste Summe sich erstreckt auf alle Punkte, fiir
welche

P — =0, Yy—g,=0, Py—g;>0
ist, die letztere auf alle Punkte
Yy—, =0, PY,—g,=0.

Schreiben wir auch diese Formeln direct in den Co-
ordinaten &; und 2; der beiden Raumcurven, so lauten sie,
wenn man rechts noch mit d4,- d4, multiplicirt:

[? —dz, dz l]
14a) V= Xsign.} M
\ s as )
und

_ ( ‘ | —ds dz 1
14b) V= -2 sign. (¢s )" | 2
= l I —dz dz, ]
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die Summen ausgedehnt tiher
d—a=0, #A—4=0 5-—-5>0,

beziehungsweise iiber:

G —a=0, &—z5=0;

dabei ist zu beachten, dass hier dz; und d#; diejenigen
Aenderungen der Coordinaten bezeichnen, welche positiven
d2, und d2, entsprechen.

Die geometrische Bedeutung dieser Formeln ist un-
mittelbar ersichtlich:

Es wird die Windungszahl ¥V bestimmt durch
die Punktcharakteristiken der scheinbaren Doppel-
punkte, welche das System der beiden Raumecurven
vom Zenith aus gesehen (vergl. Seite 452) darbietet.

Dabei ergiebt sich folgende anschauliche Deuntung fiir

D -] D
das Vorzeichen der beiden in der zweiten Summenformel
enthaltenen Factoren:

Der erste Factor z; — 2, entscheidet durch sein Vor-
zeichen, ob im scheinbaren Doppelpunkt die erste der Curven
unterhalb oder oberhalb der zweiten Curve verliuft.

Das Vorzeichen des zweiten Factors, der Determinante:

[/ ST T ; ~de, dz,
! diydi, =
=P Y | —dz, de,

15)

trennt die scheinbaren Doppelpunkte in zwei zu einander
symmetrische Gattungen in folgender Weise: Man projicire
die beiden Curven in der Richtung vom Zenith aus anf
die Ebene z; 2z, und trage in der Projection die auf der
Curve festgesetzte Fortschreitungsrichtung ein.  Unterscheidet
man dann die beiden Curven wie in den obigen beiden De-
terminanten als erste und zweite, so entsprechen einem posi-
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tiven, beziehungsweise einem negativen Werthe der Determi-
nanten in den scheinbaren Doppelpunkten die durch Fig. 5 und 6
Fig. 5. Fig. 6.
g /A

v I

gekennzeichneten beiden Fille. Die Determinante giebt nim-
lich den mit dem hekannten Mbdbius'schen Vorzeichen ver-
sehenen doppelten Inhalt des Dreiecks, welches durch die
heiden vom scheinbaren Doppelpunkt (im positiven Richtungs-
sinne) auslaufenden Bogenelemente bestimmt ist.

Die Formeln (14a, 14b) ziihlen also die Windungszahl ¥
ab gemiiss der durch die folgende Figur 7 gegebenen Unter-
scheidung der scheinbaren Doppelpunkte, die wir in ihrer
Ansicht in Richtung vom Zenith aus darstellen und wobei die
stark gezeichnete Curve dem Beschauer niiher liegen soll:

Fig. 7.
| —dz; dz; | | —dz, de; |
| >0 | <0
~dz; dz, | | ~dz, dz, |
t -
H—5n>0 — 3 ——_}I
y/4 4
N e
“ ; I I
,5’3—,2’3< O o ——— T ——




464 Nachtrag z. Sitzung der math.-phys. Classe vom 6, Juli 1895

Die Formel (14a) erstreckt sich nur iiber die Punkte,
fitr welche #; — 23>0 ist. Dabei lisst sich diese Formel
unmittelbar in die andere (14b) iiberfiihren, wenn wir be-
achten, dass

[ -y Y l [: -—(7.2‘; (73",’ .

| | —o

16) X sign.

= D sign. /|
|- dz, dz,

— Py Yy J

ist, falls wir die Summation itiber alle scheinbaren Doppel-
punkte (die Unterschiede im Sinne der Figuren 5 und 6 ge-
nommen) erstrecken. Ks entspricht diese hier unmittelbar
geometrisch einleuchtende Bezichung der allgemeinen Formel,
welche Kronecker fiir die Vorzeichensumme aller Punkt-
charakteristiken eines Functionensystems aufgestellt hat
(vgl. ,Beitrige 1¢, pag. 268).

Formeln fiir die Windungszahl unter der Voraus-
setzung, dass die beiden Raumcurven als Schnitt-
linien je zweier I'lichen gegeben sind.

Nimmt man die beiden Raumecurven M; und M; je
durch zwei Gleichungen zwischen den Variabeln z,, z,, 2,
gegeben an und zwar die 1y durch:

I, (2, 2y, 25y =10
" 0\"1: #2+ ~3 ?
177%)
7 y =—
'pl ("‘1= “a; "3) =0,

die M, analog durch:

17 F, (2, 25, 25) =0,
Fy(2y, 25, 2) = 0,

so lidsst sich das Gauss’sche Doppelintegral fiir die Win-

dungszahl nicht allgemein aufstellen. Dagegen treten hier

direct die Formeln fiir die Kronecker’sche Charalk-
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teristik K des Systems der vier Functionen (mit drei
Variabeln)
18) s e N

Es lidsst sich aus den geometrischen Entwicklungen, die
Kronecker inshesondere in den Abschnitten IT und V seiner
Abhandlung iiber Functionensysteme vom Mirz 1869 gegeben
hat und in welchen die Charakteristik als Windungszahl
einer gewissen ebenen Curve um den Nullpunkt erscheint
(vgl. hiezu ,Beitriige 14, § 3), die Bedeutung der Kronecker'-
schen Charakteristik als Zahl der gegenseitigen Windungen
zweier Raumcurven (im Falle von drei Variabeln) herleiten.
Wir gehen indess auf diese Form der Herleitung nicht niher
ein, beweisen vielmehr in den folgenden §§ 4 und 5 die Ueber-
einstimmung der in den §§ 1 und 2 gegebenen Gauss'schen
Zahl ¥V mit der im gegenwiirtigen § definirten Kronecker’-
schen Charakteristik & durch eine directe Vergleichung
der fiir V abgeleiteten Summenformel (13a) und der ent-
sprechenden, sogleich zu erwihnenden Summenformel fiir X
(Formel (26a)).

Aus den in den ,Beitrigen I¢ entwickelten Formeln
(12), (26) und (13), (14) ergiebt sich die Darstellung der
Zahl K durch ein dreifaches, durch ein zweifaches und durch
ein einfaches Integral, sowie durch den Kronecker’schen
Summenausdruck, Formeln, die wir der Vollstindigkeit halber
in Kiirze hierher setzen.

a) Das dreifache Integral fiir K lautet:

l e ¢ Foz Fo::j
Y L R
19)

F, F, Fy 25
F,

g : ‘v Iy, ]-'13«), Em,
E=—-| - — - dog;
J VFi+ Fi4 Fi -+ F;
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hier ist

20) dog=dz, -dz,- dz,

das positiv zu nehmende Element der Integration und die
Integration iiber die Gesammtheit der reellen Werthe 2, 2,, 2,
zu erstrecken.

b) Um die Darstellung durch ein zweifaches Integral
zu erhalten, zeichnen wir eine der Functionen F| z. B. I,
aus und es folgt dann
: 0 FOI ]('02 F03 !
Iy, I, Fy
21) - .
I, F, Iy, Iy

: P, F, Ty T,
K= P iy e—— e —— d oy,
* S VE+ R+ P VEA T+ 1
wo do, das stets positiv zu nehmende Element der Fliche
F,=0, iber welche die Integration zn erstrecken ist, be-

zeichnet. Fiir die Integration ist es zweckmiissig, do, in den
drei verschiedenen Formen

TN )
22) d02=v clain el 3

= Az

iLWwhk1=123

anzunehmen.

¢) Das einfache Integral erstreckt sich iiber eine
der in Betracht kommenden Curven, z. B. ither I~ 0, I, 0,
in welchem Falle wir erhalten :
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0 I'n Fi E:si

O Fll Fl2 F13

F2 Z’zl Fy Y08 l

H

—

F, Fy Fyn Fy|
K= —. — —

e Vl—rg——l‘z’:z‘z‘/ Fo Fy Fg

S F, F. Fy
wobei do, das stets positiv zu nehmende Linienelement der
Curve F,=0, F,=0 hezeichnet, welches fiir die Integration
(beim Auflssen der Zihlerdeterminante nach den Unter-

determinanten der Matrix der ersten beiden Reihen) zweck-
miissig in den Formen

V’ Fo Fu Fulf

;Fn Fn Fm . o

24) doy=— o dz ik 1=1,2,3
Tk ‘ol |

- +do,,

|
Fl k F]l
anzunehinen ist.
Die Factoren w,, w,, w, der drei Integralausdriicke sind

beziehungsweise :

25) w, = 2%, w, = 477, o, = 2,

d) Als Summenformel zur Darstellung von K end-
lich ergeben sich, wenn wir die Functionen F,, F,, ¥, vor
der letzten F, auszeichnen, die Formeln:

| Fu Foo Fy

| Fll -P112 FIS

264) K = — 2 sign. l

‘ F,, F, F, l
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und .
; 0 Iy Fo Iy
1 IR N A 8 ]
26b) K=- 2 sign. 9| e
- 3 0 Iy Fn I
|

I In, It
die erstere Summe, erstreckt iiber die Punkte, fiir welche
I'y=0, =0, I, =0, Iy>0

ist, die letztere aunsgedehnt iiber die Punkte
Iy=0, I'n=20, F,=0.
Man hat daber die Relation
EF(,, "o I

l
27) b sign.]' r, F, F, =0,

l‘ I, I, I, iJ
falls die Summe iiber alle Punkte
F,=0, F=0, =0
erstreckt wird.
Beziiglich der geometrischen Bedentung der vorstehenden
Integralformeln sei auf die Entwicklungen der ,Beitrige I

verwiesen. Auf die Discussion der Summenformeln haben
wir sogleich einzugehen.

§ 4.
Ableitung einer neuen Formel fiir die Bestimmung
der Charakteristik K.
Es handelt sich nunmehr in den folgenden §§ 4 und 5
darum, die Uebereinstimmnng der Zahl 7 (der §§ 1 und 2)
mit der jetzt (in § 3) betrachteten Zahl K zu erweisen.
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Zuniichst stehen, wie schon die geometrische Bedeutung
der verschiedenen Ausdriicke erkennen lisst, die fiir beide
gewonnenen Formeln in keiner directen Beziehung zu ein-
ander. Um sie mit einander in Verbindung zu bringen und
thre gegenseitige Stellung za kennzeichnen, verfahren wir
folgendermassen :

Wir kniipfen an die beiden Summenformeln (13a) nund
(26a) fir ¥V und K an und zeigen, dass die in diesen For-
weln dargestellten Zahlen an denselben Stellen und in glei-
chem Sinne sich dndern, wenn wir die gegenseitige Lage der
Curven M, und M; durch Bewegung derselben abindern.
Nunmehr bringen wir beide Curven, ohne sie zu deformiren,
in eine solche Lage, dass sie keinerlei gegenseitige Ver-
schlingung mehr besitzen (was unter Voraussetzung von ganz
im Endlichen gelegenen Curven stets moglich ist); fiir diese
Lage ist ¥ sowohl wie K gleich Null. Bewegen wir von
dieser Ausgangslage der Zihlung aus die Cuorven in ihre
urspriingliche Lage zuriick, so #ndern sich die beiden Zahlen
in gleicher Weise und damit folgt schliesslich fiir die End-
lage:

28) V=K.

Gleichzeitig aber gewinnen wir in dieser Ab-
zihlung der Aenderungen der Zahlen ¥, beziehungs-
weise K im Laufe der Bewegung der Curven M, und
M; gegen einander eine neue Methode zur Bestim-
mung unserer Windungszahl?!)

1) Die hier angewendete Methode der Abzihlung einer Charak-
teristik hat Kronecker ganz allgemein formulirt mittelst der Einfithrung
willkiirlicher Parameter in die Functionen des Systems; er hat bei
dieser Gelegenheit auf die durch die Einfahrung eines Parameters
gegebene Mioglichkeit einer Abzithlung der Charakteristik mit Hiilfe
des Sturm’schen Verfahrens hingewiesen. Vergl. Berliner Monats-
berichte vom 21. Febr. 1878, pag. 147, 148.
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Zur rechnerischen Darlegung wihlen wir speciell fiir
die Veriinderung der gegenseitigen Lage der heiden Curven
eine Verschiebung der Curve M; in Richtung der Axe z,
bei festgehaltener Curve 2.

Wir betrachten zuniichst die Sumwmenformel (13a)

7 [ — P Y !l
13a) V= 2 sign. \ it
— @y Wy

die Summe ansgedehnt {iber:
t/Il_"(/‘l=07 4’2"'(])2:‘07 1,113—(/’::>0~

Die Curve M sei um die Strecke C in Richtung der
negativen Axe z; verschoben, so dass also fiir die ver-
schobene Curve

f=1y,
29) Zy == Wy,

fy= ?!!3 S (I

ist.  Wiihlen wir nun C so gross, gleich ¢, dass fiir alle
scheinbaren Doppelpunkte 1w, — ¢, =0, ¥,— ¢,=10 der
beiden Curven stets

(W — C) — ;<O

ist, so wird die einer solchen Lage der beiden Curven ent-
sprechende Zahl Vi =0 sein, weil alle scheinbaren Doppel-
punkte aus dem Bereich der Abzihlung geriickt sind. Von
hier ab also als Ausgangslage haben wir die Ziihlung zu
beginnen und nunmehr ¢ von C; bis 0 abnehmen zu lassen.
Passiven wir nun, die Curve B, in der positiven Rich-
tung der Axe z; an die feste Carve M, heranschiebend, mit
emem Zweige der M, die M[, so tritt an einer solchen

Stelle €=, fiir welche also
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Y — =0, W, — =20, (Y, — C) —py =0

ist, der betreffende scheinbare Doppelpunkt in den Bereich
unserer Abzihlung ein, weil hier die Function (y,—C)—q,
von einem negativen zu einem positiven Zahlwerth iihergeht.
Der Werth von V7 wird also an einer solchen Stelle:

um 1 vermehrt, [—¢n Y >0
. wenn fir diesen Punkt |
um 1 vermindert, — Py Wn| <0

ist. Die im Laufe der Bewegung von €= C, mit abnehmen-
dem C bis (=0 an den Durchgangspunkten der heweg-
lichen Curve durch die feste Curve eingetretenen Aenderungen
ergeben also fiir die Endlage der beiden Cuarven die Zahl V
ausgedriickt genau durch die obige Summenformel (13a).

Zu einer neuen Summenformel werden wir dagegen
gefiihrt, wenn wir dieselbe Betrachtung unter der Voraus-
setzung der Definition unserer Curven durch die Gleichungen
F; =0 durchfihren.

Es handelt sich hier um die Summenformel (26a)

: FOI F02 F03
26 ﬂ.) I{ _ — Z] Sif_‘;ll. F“ _Zﬂm F]g )

| sz F22 Faz
die Summe ausgedehnt iiber
F0=0, =0, _F._.:O, I>0.
Die Verschiebung der Curve M; in Richtung der nega-

tiven Axe &, um den Betrag C giebt fiir die verschobene
Curve die Gleichungen:

FO(ZI,ZZ,23+C)=O,

30)
I (2, 202, C)= 0.
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Wiihlt man also, alle Flichen I%,=0 als ganz im End-
lichen liegend vorausgesetzt, nur C gross genug, gleich C.,
so werden simmtliche Punkte der verschobenen Curve M7
kleinere Ordinaten besitzen, als die Punkte der festen Fliche
17, =0 und damit auch kleinere, als die Punkte der auf ihr
liegenden festen Curve B;. Dann ergiebt sich fiir einen
solchen Werth €, von C die Zahl Ky =0, weil die Glei-
chungen

Fo(en o 24 0)=0, Fi(a,2,80+ 0)=0, Fy(ena,2)=0
keine reellen gemeinsamen Losungen mehr besitzen.

Von dieser Lage = C, als Anfangslage aus verschieben
wir nun wieder die Curve M, in der Richtung der positiven
Axe z,; es handelt sich dann darum, zu bestimmen, an

welchen Stellen ¢ die durch die folgende Formel gegebene
Zahl K, sich indert.

31) (220,204 C) F,(21,2:,24+0) lr’ou(z,,zi.,zﬁ())]
]i’C:—ESign. I'yll(zhzmzﬂ_l_c) Iﬂl‘z(zlazhza_*'a) Fw(zuzzaga‘}‘c) ’

1’1‘.'1(2'1732@3) 1’122(.2‘,,22,23) 1"23(31,3‘.*,33)
die Summe ausgedehnt {iber alle Werthe
I, (Zn e+ 0) =0, I (2,2, 2 + U) =107
I, (Zl, 2oy B3) = 0, I (2, &2y 23) > 0.
Zunichst treten von (= C, an je paarweise gemein-
same Losungen der Gleichungen
Fy(2y, 8085+ C)=0, I (21,202, C) =0, Fi(2,25,2)="0

auf an den Beriihrungsstellen der sich verschiebenden Curve
M7 mit der festen Fliche J, =0, bezichungsweise ver-
schwinden je zwei solche Punkte, die im Laufe der Bewegung
der Curve M entstanden sind, wieder. An diesen Stellen
ist die Determinante in der obigen Formel (31) fiir K¢ gleich
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Null, withrend sie fiir die beiden im Beriithrungspunkte zu-
sammenriickenden Schnittpunkte der Curve mit der Fliche
F,=0 (wenn wir von singulidren Vorkommnissen, wie dies hier
stets geschieht, absehen) je verschiedenes Vorzeichen aufweist.
Diese Stellen iiben also keinen Kinfluss auf die Zahl Ky aus.

Wenn dagegen ein Zweig der Carve M, die feste Curve
M, passirt, d. h. an den Stellen, fiir welche die Gleichungen

F,(2p 20,2+ C)y=0
Fi(z,20,2,+ C)=0
Ty (2, 2y, 25) = 0
F, (2,25 2)=0

32)

gemeinsame Lisungen besitzen, tritt eine Aenderung in der
Abzihlung ein, insoferne ein Punkt, fiir welchen die drei
ersten Gleichungen erfiillt sind, entweder aus einem Gebiete,
in welehen Fy <0 ist, in das Gebiet ;> 0 eintritt und da-
durch bei der Abzihlung gemiss Formel (31) neu hinzu-
kommt, oder umgekehrt aus F,>0 in das Gehiet F; <0
eintritt und dadurch fir die Abziihlung in Wegtfall kommt.
Eine solche Stelle ist also im ersten Falle mit & 1 fiir die
Bildung der Zahl K in Rechnung zu setzen je nachdem die
Determinante in der Formel fiir K, an dieser Stelle 2 0 ist, 1m
zweiten Falle dagegen mit + 1.

Nun seien 2,, %, 3; die Coordinaten, C der Parameter
in einem solchen Durchgangspunkt der beweglichen Curve 3,
durch die feste Curve B; vor dieser Lage kommt der be-
weglichen Curve der Parameter ' 4+ dC, nach derselben der
Parameter C— dC zu, wo nach unserer Annahme iiber die
Richtung der Verschiebung (von C=0C, bis C=0), dC
eine positive Aenderung bezeichnet. Die Coordinaten, bez.
der Parameter fiir den gemeinschaftlichen Schuittpunkt der
drei Fliichen Fy=0, F,=0, F,=0 vor und nach dem Durch-
gang durch die singuliire Stelle sind

1895. Matl,-phys. Cl. 3. 31
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Z+dz, FZtda, G+dz, C+dC
wobei, wie sich direct ergieht:
Iy Iy Fy Iy
33) dzy:idezy:dzy:dC= F, Iy, I, I, .
I, I, Iy 0

Der Unterschied, ob beim Durchgang durch die singu-
lire Stelle der Schnittpunkt der drei Flichen Fy,=0, I',=0,
I, =0 aus einem Gebiet I, << 0 in ein Gebiet 17, > 0 riickt
oder ob das umgekehrte statthat, wird duarch das positive
oder negative Vorzeichen des Werthes von

34) — (Fyde, + Fode,+ Iy dez),

(die (—dz) als die Aenderungen der z; nach dem Durch-
gang durch die singuliire Stelle gerechnet), entschieden, also
mit Beriicksichtigung der obigen Werthe fiir die dz; darch
das Vorzeichen des Determinantenquotienten:

I, I, 0 I :
By e I
Fy Fy 0 P |
%) — |\ 7, Fo Fal:
| By 15 I 0

I, Iy Iy
(I Py Iy 0

Nun ist aber nach Seite 473 fiir die Abzihlung der
Durchgangspunkte 4- 1 in Rechnung zu setzen, je nachdem
der Ausdruck (35) und die Determinante in (31), d. i. die
Nennerdeterminante von (35), gleiches oder ungleiches Vor-
zeichen haben, Die an einer solchen Stelle erfolgende Aen-
derung der Zahl K, ergiebt sich also zu +- 1, je nachdem dic
Zihlerdeterminante einen positiven oder negativen Werth
besitzt.
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Danach ergiebt sich also fiir die Abziihlung der
Zahl K durch die Summation simmtlicher Aende-
rungen, welche die Zahl Ky von C=C, bis (=0
erleidet, die folgende neue Formel:

a L 0 Ty [
!
r, I, 0 F, |

36) K =X sign. ]| :
N Fzz E's 0

r, F, F, 0
die Summe erstreckt idber alle Punkte, fiir welche
Fy(eponon+ C)=0, F (2,22 + 0)=0,

F? (ZH 1 ,6'3) == 0’ Fi (le &2, 33) =0

und
>0
1st.

Man erkennt dabei sofort, dass K sich durch diese
Formel darstellt als Kronecker'sche Charakteristik des Sv-
stems der fiinf Functionen

' 1
I’y (21 22y 25 + 0), I (2,2, 4+ C),
it 1 z o
I, (21, 220 &3), Iy (2, 2, "3)s C
mit den vier Variabelu z,, 2, #;, €, und kann sich, davon

ausgehend, auch direct von der Uebereinstimmung der in den
Formeln (26a) und (36) gewonnenen Zahlen iiberzeugen.

Man hat zu dem Ende nur die Kronecker’sche Summen-
formel zu bilden fiir die Functionen :

E)=0, F1=0, 1;1‘_,= 5 G=0’ F3>0’

um unmittelbar Formel (26a) zu erhalten. Dabei ist fiir
die Bestimmung des Vorzeichens die Vertauschung der Reilen-
folge der Functionen £ und €' zu beriicksichtigen.

31*
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§ .

<

Beweis der Uebereinstimmung der Zahlen ¥V und K

Mit Hilfe der neuen Formel fiir die Bestimmung der
Zahl K ist nun der Uebergang von dieser zu der aus dem
System der Functionen v, —¢,, Vv, —¢q,, 13—, abgeleiteten
Zahl V gegeben. Das Vorzeichen der Determinante

Fo F 0 Iy

38)

‘Fn Fy, 0 Fy
|
| Fyy Fyy Fypy 0 l

‘ZWBI Zﬂ32 F33 0 l

unterscheidet niimlich die scheinbaren Doppelpunkte der bei-
den Curven M, und M; (genommen in der Richtung der
Axe z;) in demselben Sinne, wie das Vorzeichen der De-
terminante

— P '1’12 |

39) |

A
=P Uy |

von dessen Bedeutung wir in § 2 (pag. 462) gehandelt haben.

Die letztere Determinante trennt nimlich die scheinbaren
Doppelpunkte nach dem Vorzeichen des kleinen Flichen-
elements, welches bei Projection der auf den beiden Curven
im scheinbaren Doppelpunkt angenommenen Linienelemente
do; und do; auf die Ebene 2, z, entsteht. Dabei sind beide
Curven im Sinne der wachsenden Parameter durchlaufen an-
genommen. Sind nun die beiden Raumcurven durch die
Gleichungen F; == 0 gegeben, so hat man fiir die dz,, dz,, d
der ersten Curve

I, de + Fyde, 4 Foydzy =0,

40") _. ,
Fy de, 4 Fydz,—4 Fydz = 0.
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nnd fiir die zweite Curve analog:

J(" IﬂOl (IZI;+F02(Z5‘2.+ F03 (ZZ;: (),
)

) Fde 4+ Fyde, 4 Fydéy; = 0.

Fiibrt man diese Beziehungen ein, so folgt nach kurzer
Umrechnung fiir den Inhalt jenes kleinen Elementes:

|—ds ds| | —qu W

41) | = e di i,
12, de| — Poy Yo

0 Iy,

o~

dz; dz

FOZ
F, F, 0 F,
Fy, T 0 |Fy Fy| Fy Fy
F, F, F, 0 |F, Fyl F, F,

Nun gilt aber fiir die positiv zu nehmenden Linien-

elemente heider Curven:

42) Vﬁ Fyy Fyp Fyp®
R v, I, F, )
dop =V + gh+ gty diy = —{r 3'14,22—‘?3—-- -d 2,
i F31 F3‘.’
42) V/ o Fu Fur
doy =Vt + v vt diy= -j-—F[‘— et il Y
; ' Fy Iy, |
l Fll Fl"

Nehmen wir also (wie stets) die Quadratwurzeln aus
den Quadratsummen positiv, so sind fiir die Summation
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zugleich mit d7,, bezichungsweise dZ, auch die beiden Aus-
driicke:

dz dz,
S . S und R
| z nl A E Al
13) Ty Ty R
T T | A T,7
Fy Iyl Iy I

positiv zunehmen?), d. h. fiix alle Ilemente der Sum-
mation ist:

[ dz dz — U P
44)  sign. { . ) } . '[1 |
— (],»"z (2,3'2 - (P21 ‘;”22

Ty Ly 0 I

01 02 03
| Iy I'vlz v -l"m
= sign ,
. s .
Fyy Fyy Foy 0

]"31 /",5, I 0

a2 33 |

Es kommen somit fiiv die Abzithlung der Zablen V und X
durch die Formeln (13a) und (36) dieselben Punlkte,

1) Man bemerkt unmittelbar, dass diese Vorzeichenbestimmung
genau iibereinstimmt mit der durch das Kronecker'sche ,Fortgangs-
princip® (Berichte der Berliner Akademie vom Mirz 1869, pag. 160
gegebenen. Nach der Kronecker'schen Regel ist die Fortgangs-
richtung auf den beiden Curven so zu wiihlen, dass die Ausdriicke

Dy Dy Py oy oo I
Iy 1Y Iy |-dP beziehungsweise Iy Iy Iy -dd

Iy Iy Py by Py Dy

stets positiv sind; ersetzt man fiir die beiden Ausdriicke die will-
kiirliche Function @ (24, 3, 25) durch 23, so ergeben sich die obigen
Bedingungen. A
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niimlich die bei der Bewegung von M| gegen M, auftreten-
den wirklichen Doppelpunkte, genommen beiderseits mit
denselben Vorzeichen in Rechnung. Damit ist aber die
Identitiit der nach den Formeln (13a), (262) und (36) ge-
wonnenen Zahlen 7 und K bewilesen.

Wir fassen das Resultat der vorliegenden Untersuchung
zusammen in dem Satze:

Die Zahl der gegenseitigen Umschlingungen
zweier Raumcurven im Gauss’schen Sinne ist iden-
tisch mit der Kronecker'schen charakteristischen
Zahl des Functionensystems:

i) Yy (7”2)_(/’1 (7“1.)-, Wy (;“2)_7’2 ()“1)1 Vs (]'2)_(f3 (}'1)1
bezichungsweise des Functionensystems:

18). F 2t 8 F(Britaids )y Lpleri85:%), - Ll0:5185 )5

wenn

:'1=(/)1()“1)s i w‘(lz)’
1) =gy (), und 5 =yn(y),
2=y (4,), 23 =13(%,),

beziehungswelse

Iy (21125, 25) =0 e neai e ) =0;
17) 10 ( 8 f it} 3) 1 und 1‘2( 10559 3) V
Fi (21,2, %) =0, Fy(21:25,25) =0

die zur analytischen Darstellung der beiden Curven
dienenden Gleichungen sind.
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Zweiter Abschnitt.

Theorie der gegenseitigen Umwindung 7c-dimensionaler
und 2—7% —1-dimensionaler Mannigfaltigkeiten im line-
aren Gebiete von 7 Dimensionen.

§ 6.

Verallgemeinerung des Gauss’schen Integrals fir

Gebiete von #» Dimensionen.

Die Gauss’sche Formel fiir die Zahl der gegenseitigen
Umwindungen zweier Raumcurven und ihre Darstellung als
Kronecker'sche Charakteristik eines zugehorigen Functionen-
systems lisst nun die nachfolgende Erweiterung fiir héhere
Mannigfaltigkeiten naturgemiiss erscheinen:

Es seien im Gebiete von n reellen Variabeln z,, z,, ... 2,
die wir (zu kurzer Sprechweise) als rechtwinklige Coordi-
naten des linearen Raumes L, von n Dimensionen bezeichnen
und deuten wollen, je zwei geschlossene Mannigfaltigkeiten
M und M;,_;_; von [k, beziehungsweise von n—F%k—1 Di-
mensionen gegeben; so definiren wir als gegenseitige
Windungszahl V der beiden Mannigfaltigkeiten den
Werth des Integrals:
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T @) ® ) 42 @)
Zi—2, —dzy —dz ...—dz dzy  dz ... de

(1) (2) (k) (k1) (H—g) (n—1)
V2a—2y —dzy —dzy...—dz, dz, dz,...dz,

: ) ® k1) k) =1
2e—2y —dzs —dzs...—dzy dz; dz; ... dz,

It @ ® 0D D) (1)
~;Z—~’{¢ —dz, —de.,...—dz, de, dz,...dz,
(’) =] " e ;.———‘ “
= V(~ —5 +(ﬁz Zo )2+(‘°_23 )2+ +("n "n

M;’z—k-l M/:
Die Integration erstreckt sich dabei fiir die Variabeln
# ...z, iiber die Mannigfaltigkeit M. fiir die Variabeln
Z ...z, tiber die Mannigfaltigkeit MM _x_,. @,-1 bezeichnet
die n—1-dimensionale Oberfliche der ,Kugel* vom Radius 1
HA4+n+t... L =1
Ehe wir zeigen, dass durch dieses Integral, ausgedehnt
iiber zwel geschlossene Mannigfaltigkeiten, eine ganze Zahl
dargestellt wird, betrachten wir die Bedeutung des unter dem
Integralzeichen stehenden Ausdruckes.
Ausgehend vom Punkte
g1y o Ea .. By
der M} sind ant dieser Mannigfaltigkeit in bestimmter Reihen-
tfolge & Nachbarpunkte:
(N Q)] (G (1)
Zi--de, otdy ziddzn o...oadr i=1,2,...k

angenommen. HKbenso, vom Punkte

" “ " n
'

2 Z z 2
“11 ey ~3 e ~n

der M,_x_ auscrehend, auf dieser 7n —k—1 Nachbarpunkte

" (i) 0 (‘i‘ll g (j) "
21+ d2 :,—}-dzz G4di ... & +di j=k+1,...n—1.
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Diese n~+-1 Punkte bilden die Eckpunkte eines dem
Tetraeder im  dreidimensionalen Raume analogen Korpers
im L,, welchen wir analog wie das Tetraeder zum arallel-
epiped zu einem parallelepipedischen Klement do, dessen
Eckpunkte sich ans den ohen gegebenen durch Addition der
Coordinaten ergeben, erginzen konnen. Der Inhalt dieses
Korpers ist durch die Zihlerdeterminante des unter dem
Integralzeichen stehenden Ausdrnckes dargestellt. Die in der
Mj. hegende Gruppe von k-1 Punkten bestimmt dabei ein
parallelepipedisches Element der My, doj, und ebenso die in
der M, _r—1 liegende Gruppe von n—1ZF Punkten ein solches
Element do,—r-1 dieser Mannigfaltigkeit. Im Nenner des
Ausdruckes steht die (absolut zu nehmende) nt¢ Potenz der
Entfernung » der beiden Elemente doi und doy;_;_; von ein-
ander, die wir auch als den Inhalt des ,n dimensionalen
Wiirfels® von der Kantenliinge » deuten kbnnen.

Iiir die Integration iiber die beiden Mannigfaltigkeiten
sebzen wir in Analogie mit der fiir das Ganss’sche Integral
zu beachtenden Bestimmung fest, dass die Elemente

Mmoo mm L)

dzn  dz, d#y ... dz,
/ @ @ @ )
169 A dzi ide; de; . ... ds;,
() () () (k)
diy, dz, dz, ... dz,
und
() D) Oy (1) 2
dzy, dz diy, ... dz,
/ (b2) (2 (h2) (42)
16 oy = dz de di ... dz,
n -1'J (n-1) (=1 (n=-1)

dz,  dzy dz ... dz)
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der M} hezw. M, _;_; in unserem ganzen Gebiete niemals
verschwinden sollen, dass also niemals gleichzeitig die simmt-
Jichen Unterdeterminanten einer der Matrices Null sein sollen.?)
(Vergl. die Bemerkung auf pag. 452).

Das Vorzeichen der Determinante im Zihler unseres
Integrals unterscheidet dann in analoger Weise wie im Ge-
hiete von drei Dimensionen zwei wesentlich verschiedene
Lagen der Elemente doj und doy-r-1 gegen einander, die
wir in Analogie mit der dort gegebenen geometrischen Vor-
stellung als ,im entgegengesetzten Sinne windend® bezeichnen
wollen. Wesentlich ist dabei der durch die Reihenfolge der

J: bezw. 1 —k —1 Fortschreitungsrichtungen (die durch die
(1) [¢)]
dz hezw. dz' definirt sind) in die Elemente do; und doj—r—1

celegte Sinn.  Dieser Richtungssinn ergiebt sich fiir die
ganze Mannigfaltigkeit M bezw. Mj_;_1 in eindeutig be-
stimmter Weise, wenn er fiir ein bestimmtes, aber iibrigens
heliebiges Element von M bezw. MM, _,—y festgelegt ist. Man
vergleiche fiir diese Festlegung die Formeln (49) und (64).

Durch unsere Annahmen iiher die Moglichkeit der ein-
deutigen Festlegqung des Richtungssinnes schliessen wir die
sogenannten ,Doppelmannigfaltigkeiten®, bei welchen
mwan in dem hier entwickelten Sinne von einer Windungs-
zahl nicht sprechen kann, von der gegenwiirtigen Betrach-
tung aus.

Es ist noch folgender Umstand bemerkenswerth: Wir
konnten dem positiven und negativen Vorzeichen der Deter-
minante in Formel (45) im Falle zweier Raumcurven eine
ganz bestimmte Lagenbezichung der beiden gerichteten Ele-
mente do; und do; der Raumcurven an die Seite stellen

1) Es geniigt iibrigens schon, anzunehmen, dass die Unter-
determinanten je einer der beiden Matrices in (46) und (46") nicht
simmtlich zugleich fiir Gebiete von k—1 bezw. von n—% —2 Dimen-
sionen auf M bezw. M _,_, verschwinden.
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(Fig. 1 und 2, pag. 452), welche gegenseitig umkehr-
bar war.

Im Falle zweier Mannigfaltigkeiten von % bezw.
n—£k—1 Dimensionen ist diese Beziehung nicht
mehr in allen Fillen eine gegenseitig umkehrbare.

Vertauschen wir nimlich in der Formel (45) die beiden
Mannigfaltigkeiten M; und M), _;_1 miteinander, so erhilt,
wenn wir die Reihenfolge der Linienelemente auf beiden
festhalten, die Determinante das Vorzeichen

(__ 1)1; .n—k’

die Determinante behiilt also bei der Vertauschung das Vor-
zeichen, wenn

n gerade, % gerade oder ungerade
n ungerade, & ungerade

ist; d. h. in diesen Fillen ist die Windung des Elementes
doy gegen das Element do;,_,—; dieselbe, wie die Windung
des Elementes do;-x—; gegen do;. Dagegen wechselt fir

n ungerade, %k gerade

die Determinante ihr Vorzeichen, d. h. die Windung des
Elementes doj gegen doj_x—; ist entgegengesetst gleich
der Windung des Elementes doy_r—; gegen doi. Die Win-
dungszahl der geschlossenen Mannigfaltigkeiten
selbst wechselt also fiir ungerades n und gerades [
bei der Vertauschung derselben ihr Vorzeichen.

§ 7.
Formeln fiir die Windungszahl unter Voraussetzung
einer Parameterdarstellung fiir die beiden Mannig-
faltigkeiten.

Wir legen analog wie fiir die beiden Ranmecurven jetzt
fiir unsere Mannigfaltigkeiten M, und M, , ;| eine Para-
meterdarstellung zu Grunde durch die Gleichungssysteme:
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= (/71 (7\41, )-;_,. 00 G }'Ir)a
=y (Mg Aoy - - - M),

™0

(S
[N

A7)

En = Py (Z“ }-2, 000 l],),

heziehungsweise :

g =1, (ZH_I, 7“/;+2’ R

!

477 2= Wy (s o o+ 2, 1)
= (lk-l-l’ 42 o i)

in welchen die Functionen ¢ bez. 1 wieder als eindeutige
reelle Iunctionen der reellen, von einander unabhiingigen

Verinderlichen 2., 4,,...2,; 7.k+1, Dras 2 _, vorausge-
gesetzt sind.

Wiihlen wir jetzt zum Punkte z,, auf M, gerade die

%: Nachbarpunkte =, + (L 1 welche entstehen, wenn wir nur

je einen der Pmametel 2, um den positiven Betrag dZ,

indern und verfahren in gleicher Weise im Punkte 2, auf

i
. . P
M., so setzt sich unser obiges Integral (45) direct um

m die Form:

[apees —q o |
=Py Py =Py W In—l

Jm Py ~Poy - P Wopryor Youg|

| |

‘ E

48) | |
1 “!’,1_(/),. —¢)11 ~(Pn k lT")n k41" l"“n n-1 ! .
I/ _ — PRI ‘(27-1 ...(Z/-

[0) / . L

il l/ ((r‘/'l (/’1)2—*_((:[,2 '_(]"2)2+"‘+("”u_(fn)2
In k- 11 [

in welcher die den ¢ bez. Y angefiigten zweiten Indices die
nach dem entsprechenden Parameter 42 genommenen Dif-

n—1s
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ferentialquotienten bezeichnen. Die Integration erstreckt sich
dabei iiber die siimmtlichen absolut za nehmenden Elemente
der beiden Mannigfaltigkeiten M, und M, _, ,, fiir welche

die Formeln gelten:

/

2
(j)ll (/)21 S (])nl
499 do, = : oo ediydhy .. dd,
P P o P
heziehungsweise
49" / / 2
19%) Wi Porgr o+ Vg
do, . == . - -(77.,_,_{_1 (7/,,:_:_2 NV
/
lf’ln—l l/"Zn—l ‘/,un—]

wir verfiigen dabei {iber die Richtung der Elemente fiir die
[ntegration so, dass wir im Sinne der wachsenden Z inte-
griren; die di sind also stets positiv. Die Integration
ist an Grenzbedingungen nicht gekniipft.

Formel (48) kennzeichnet somit, nach den im
I. Theil der Beitriige gegebenen Entwicklungen
(Formel (12) auf pag. 266) die Zahl V als Kron-
ecker’sche Charakteristik des Systems der » Fune-
tionen:

50) =P Yy =y o =,

SRR : . , F ik Ao
der n—1 Variabeln 2, ... 4. 2, ... 2, ;. Vist da
lier auch stets eine ganze Zahl, die wir eben als
Windungszahl bezeichnen.

Fithren wir nun in Analogie mit unseren fritheren For-
meln (8) die duveh die Gleichungen
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2y = 1/)1 (lk-}-l’ AN 211_1) — @ (7.1, e 7.,:),
s =Py gy oo Buly) = @y Gy o0 2,

go=p, (;“/‘-}-1’ ... 7."_1) — Q. (7.1, A 7.,‘)

definirte n—1 dimensionale Mannigfaltigkeit ein,!) so folgt
auch hier der Satz:

Die Zahl der gegenseitigen Umwindungen der
in (47) dargestellten Mannigfaltigkeiten 3, und
M ,_, ist gleich der Zahl der Windungen der Man-
nigfaltigkeit (51) um den Nullpunkt.

Die Zahl V7 lisst sich nunmehr als Charakteristik des
Functionensystems (50) im Anschluss an die in den ,Bei-
triigen I“ entwickelten Formeln weiter darstellen durch ein
n—2-faches, n—38-faches, ... einfaches Integral und durch
eine Summenformel, und es ergeben sich hieraus neme Me-
thoden fiir die Herleitung der Windungszahl in Analogie
mit den in § 2 fiir zwei Ranmcurven gegebenen. Ks ist
nicht uninteressant, deren Bedeutung im Einzelnen niiher zu
verfolgen?®); wir greifen aber im Gegenwiirtigen von dieser

1) Die Mannigfaltigkeit M,,_; (51) kann dabei analog wie die
Fliche (8) in iibersichtlicher Weise entstanden gedacht werden da-
durch, dass man durch den Nullpunkt des Coordinatensystems Strablen
parallel zu den (n—1)-fach unendlich vielen zwischen den beiden Mun-
nigtaltigkeiten zu ziehenden Sehnen zieht und auf diesen je die Liingen
dieser Schnen, gemessen in der Richtung von der ersten zur zweiten
Mannigfaltigkeit, abschneidet. Andererseits kann, analog wie dort,
M, _, aunch entstanden gedacht werden als ,Translationsmannig-
faltigkeit®, die sich auf eine zur M) _, ,:57= 1y, (;'k-l-l Y
congruente und auf eine zweite aus der M, durch ,Spiegelung am
Nullpunkt® entstandene Mannigfaltigkeit 2z, = — ¢, (4, ... 4;) als Leit-
gebilde bezieht.

2) Man vergleiche fiir cine weitere Deutung der hierher gehori-
gen Formeln auch die Schlussbemerkungen des § 9.
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ganzen Reihe der Darstellungen von ¥V nur das letzte Glied,
die Summenformel, heraus, auf welche wir i der Folge noch
einzugehen haben.

Die Summenformel, in ihrer doppelten Gestalt, lautet:
i
|

TP T2 o e Yk o Viaa

52a)
P TPa o TP Yapga v ¥aaa

V=(-1)""% sign.

! n-11 ——(Pn-l 2% _’/)n-ll: q/}u-l k41" "/’n-] n-1

“Pu P2 T Vg o Viaa

: ; TWar TWar T Par Vagga o Pana
-1 «
=(—])“ Z)—L S]gn. (l/'"—(/ ")'

P11 TPt 20 TPtk Vet 7 Pt i
die erste Summe ausgedehnt iither alle Punkte, fiir welche
P =0, y,—ag,=0, .. Yy P =0, l/?“-—(/‘“>“
ist, die zweite ausgedehnt iiber alle Punkte

S = 0, Py — = 0, ... Yy P = 0.

Wir konnen diese Punkte in geometrischer Sprechweise
bezeichnen als die scheinbaren Doppelpunkte, welche die
Ansicht der beiden im linearen Raume L der 2, ...z, ge-
legenen Mannigfaltigkeiten 3} nnd M_,—; gesehen in der
Richtung der Axe 2, darbietet. Das Vorzeichen des Iac-
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tors (i, —@,) an jeder dieser Stellen besagt uns, welche der
heiden Mannigfaltigkeiten dort dem Beschauer, den wir wieder
im Punkte 2 =+ o, 5, =2z, ... ¢, _;=0 aufgestellt denken,
nither liegt. Das Vorzeichen des zweiten Factors trennt die
scheinbaren Doppelpunkte nach dem Sinne der n—1 Fort-
schreitungsrichtungen auf 1M, bez. M _,_;. Dabei gilt fiir
die Gesammtheit aller scheinbaren Doppelpunkte die Kron-
ecker’sche Formel:

53) ' —Pn o TP Vi o Yrue
|
; P e TWa Wappr 0 Wanem

o
2osigng |, L. =0,
|

| : I
[—(/n—-ll"' = Pk a1 k41t '/'u-ln-—li

die Summe ausgedehnt iiber alle scheinbaren Doppelpunkte

'/'l—'(/1=01 ’/'.3_(/._,=O oy

,n—l -9 n—1 = 0'

eine Formel, welche die Ueberfithrung der Formeln (52a) and
(52b) in einander vermittelt.

§ 8.

Formeln fiir die Windungszahl der Mannigfaltig-

keiten unter Vovaussetzung ihrer Darstellung durch

Gleichungssysteme zwischen den Coordinaten.

Beweis der Uebereinstimmung der in § 7 und 8 ge-
wonnenen Zahlen.

Gehen wir nunmehr von der Darstellung der beiden
Mannigfaltigkeiten 3} und M;_;_; durch Gleichungssysteme
i den Coordinaten z; aus. Bs sei die M}, _ ;1 gegeben durch
die (k-4 1) Gleichungen:

1895, Math.-phys. Cl, 3. 32
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I, (25 290 oo 20y =0,

Fy (2, 25y ... &)=0,
54) C

Ty (e 2y o0 2) =0,
und analog die M} durch die (n—1£%) Gleichnngen
By (e ey e

)
-Z": 2(3 ,’ /3., e 5)=
54%) R

£ ~ - ~ =
& TPy oy e & =

Es lisst sich dann auch hier, wie im Ifalle zweier Raum-
carven das in Iormel (45) gegebene Integral fiir die Win-
dungszahl nicht allgemein aufstellen. Man erhiilt aber analog
wie dort den Satz:

Die gegenseitige Windungszahl der beiden durch
die Gleichungen (54") und (54') definirten Mannig-
faltigkeiten ist gleich der Kronecker’schen Charak-
teristik & der in dem Gleichungssystem enthaltenen
(n+1) Functionen
55) I, I, r, .. I,
der n Variabeln ¢, z,, ... 2,

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich genauw den Dar-
legungen des § 4 entsprechend, wenn wir ankniipfen an

die Darstellung der Zahl K durch die Summenformel:
. 3 s .
oy Foge oo. Do

[ r, ¥, ... Iy
56) K = (—1)"-20 sign. l

]
|

I
|
|

f Al
| ]'Vn-ll ]'n =12 .. ]ﬂn'-vln
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die Summe erstreckt iiber alle Punkte, fiir welche
Fy=0, I'=0, ... I,1,=0, F,>0

ist, und diese mit der in Formel (52a) gegebenen Darstellung
der Zahl V vergleichen.

Verschieben wir, etwa in Richtung der Axe z,, die
Mannigfaltickeit My _x—1, so indern sich die Zahlen ¥V und K
sprungweise an den Stellen, in welchen die bewegte M;_;_,
die feste M durchsetzt. Wir beginnen nunmehr die Ab-
zihlung dieser Aenderungen von einer Lage der M, _,_; an,
in welcher diese vollig getrennt von der DI erscheint. Es
lisst sich eine solche Lage, wenn wir voraussetzen, dass beide
Mannigfaltickeiten ganz im Endlichen liegen, stets duarch
eine endliche Verschiebung der M _,_; (die wir hier in
Richtung der negativen Axe z, vornehmen) erreichen. In
dieser Anfangslage ist ¥ sowohl wie K gleich Null. Die
Aenderungen der Zabhl V zwischen der Anfangs- und nd-
lage fithren unmittelbar zu den Formeln (52) fiir V.

Aus den Aenderungen der Zahl K aber ergieht
sich (gauz entsprechend den Entwicklungen anf pag. 472-475)
die foleende neue Formel:

> E)l F02 e —IJO n—1 () FQ,,
,)/)

—Zﬂll F]Q R ]}11 n—1 0 Fl 3
K (_])“'H'ZJ‘ -\‘if-i“. ]",kl Flﬂ? CR Iﬂkn—] 0 Euz .

: )
Frigir Tregrz oo Lhigau—r Fliprn 0

‘1
_1"11 1 1";1 2 e lﬂn n--1 wn 0
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die Summe erstreckt {iber alle Punkte, fiir welche
Fyle, 5 ... 2.40)=0, F,(2,,85,...84+C)=0,..., Fif2,,2,...60+C)=0,
Frg1(2p 25 ... 80)=0 ... I (2,,25,...8,) =0

und C >0 ist, eine Iormel, welche K als Kron-
ecker’sche Charakteristik des Systems der Funec-
tionen

I T AR R N ) R L { N R S e 61

e (e sl oy 300 R S R
mit den Variabeln z,2,, ... 2,, C darstellt.

Nunmehr aber lassen sich die Formeln (52) und (57)
tiir die Zahlen ¥V und X direct mit einander vergleichen;
sie beziehen sich beide auf die ,scheinbaren Doppelpunkte®,
welche die Manmigfaltigkeiten M und M, _x_; geschen in
Richtung der Axe z, darbieten und unterscheiden dieselben
in derselben Weise nach dem Vorzeichen der Inhaltsdeter-
minante :

58)

1) 2) (k) (k4-1) (1)
| —dzq dzq —dz dzy ... dF

|

1) 2) (k) (k1) (n~1)
i——([zé —dzy ... —dzy dey L. de |
59) ./_’I"__l=[ . . e . . e » "
|
|

! Q)] ) 2) (%) (k1) (i—1)
| —dzy oy —deyy o —dey oy deoy (7-3'3':—1]

der linearen n— 1-dimensionalen Configuration, welche sich
aus der Projection der % bez. n—J% —1 Linienelemente der
M bez. Mj,_;_; in die Coordinatenmannigfaltigkett 2, 2,.... 2,
(durch Orthogonalprojection in Richtung der Axe 2,) ergiebt.
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Fiir die obige Inhaltsdeterminante erhdlt man nimlich

zuniichst in den ¢, P geschrieben die Formel:

~Py Py e P1 Pir e WPia

60) [T P - P2 Yrgr o Yen—

Y I S T g A, Al

| 11 " P12 .ee ~Pu-1k '/’n-l Fef-1 oo 4’11-1 n-1

Fiir die Umsetzung in eine in den Functionen I" ge-
schriechene Formel heachte man, dass die Matrix

(1) (1) (1) (1)

] —des; —dzy ... —dzoy —dz
617)

. () ) ®) ()

| —dzy —dgy ... —dea —dz;,

correspondirende Matrix ist zu

3 8 ’7
]‘(Ic-{—l 11 ]‘?I;—}-I?, II:+1 n—1 E:+l n
627)
v 1
Z'nl In? s "nn—l "nn

und ehenso die Matrix
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(k1) (e 1) (1) 1)
| .5’1 (52 8 o q (.6‘;"_1 az, |
617)
(n—1) (n-n (n—1} (e —1)
2 dz, Ce de, | dz,

correspondirende Matrix zu

ni A Al 1
' 1’01 F02 ct Z(0 n—1 1{0 n
621/)
Fkl FI:Z v 'Z?Ic n-1 E: n

Fithrt man dann in der Mannigfaltigkeit M etwa die
Coordinaten iy &y ... 2y, In der Mannigfaltigkeit M~
die Coordinaten z;, z, ... #,,, als unabhiingige Variable
ein, wihlt die %, bez. n — k — 1 Fortschreitungsrichtungen
anf diesen Mannigfaltigkeiten so, dass jeweils nur eine der
obigen unabhiingigen Coordinaten sich iindert, wihrend dann
die abhingigen Coordinaten den Gleichungen

#<in Qzh
i ! —
Fm‘ + Z I’G‘It 9' =0,
=i, 1
k1
=k+1, ... n, t= 1y, 1y fs
peziehungsweise
vSha g
I+ 2‘1 F =t=09,
J Ean 92’7'
=) -k

’[:0, 1,...7\7, j_——jpjga

v ju—-k—l’

entsprechend sich i#indern, bezeichnet endlich D, bez. D; die
Determinante der F, welche durch Streichung der Vertical-
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reihen i, 7, ... ¢ in der Matrix (62'), bezichungsweise der
Reihen ji, j, -.. j,_,_, in der Matrix (62") entsteht, so folgt
tir die n—1 gliedrige Determinante (59) der dz in den ¥

veschrieben die Formel:

” L 1 SO 0 |
623 l
' Z711 Fu A Fl i—1 0 Fl " Il
I 1
| |

N 7 v
._]u-l=("])”| ‘ Zil:l E:Q Ilcn-l 0 Fkn l'
l r‘-l-l 1 Ez+] 2RO Fk—{-l n—1 ka-{—l n 0 !
!
]1'114 I ]"u 2 ‘ ]ﬂn n—1 ’l"u n 0 |

(7:,1 dz; ... (I:,-/. (1:j1 (L’j? co. dEg o

D; D

Nun hat man aber fiir die positiv zu nehmenden Kle-
mente der beiden Mannigfaltigkeiten die Formeln:

2

U'l") ‘Pn (/)21 SRR T;;l

doj, = : : o ’ -dll (I/_, L di, =

(fl k 'fil: st (Pnk

¥, F R

k11 k12 k410 , , R
* + . dz; dz dz,
= . ) Ce. D; ’
7 1
I’ nl 'Fn 2 S nn

nnd
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647) Wi Ve 0 Y ‘2
do, , = i gy oo di, =
'IUI n-1 lp2n—] v lpnn—l |
T a0 = e
1'01 Foz Fo:; |

n . dz ([ng .. .‘(7,2'{-“_,‘_
. . e D;
1 ¥, ... F

kn

1

Der Vergleich dieser Ausdriicke ergiebt, dass einer
Summation, in welcher die Elemente dZ, ... diz bezw.
dlggr « .. dAy—y stets positiv genommen sind, eine Summation
entspricht, fiir welche die Ausdriicke

del, dz, ... dz, : . adzde, ... dy,_,
e beziehungsweise
D; D;
stets positiv gerechnet werden.') Hieraus aber folgt durch
Vergleich der Formeln (63) und (60), dass fiir alle Elemente
der Summation das Vorzeichen der Determinante (59) in
den dg iibereinstimmt mit dem der Determinante (60) in

den ¢, ¥ und mit dem der Determinante (63) in den I

Daraus aber folgt die Identitdt der durch die
Formeln (52) und (57) gewonnenen Zahlen ¥V und K

und damit der zu Eingang des Paragraphen aufge-
stellte Satz.

1) Das aus diesen Formeln fiir die Mannigfaltigkeiten abzu-
leitende ,Fortgangsprincip® erweist sich als Verallgemeinerung des
von Kronecker in der Abh. vom Miirz 1869 (vergl. auch diese Abh.
S. 473, Anm.) gegebenen, worauf ich in einer folgenden Note noch
niher einzugehen gedenke.
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v § 9.
Folgerungen. Schlusshemerkungen.

Der hiermit gewonnene Satz tiber die Bedeutung der

Kronecker'schen Charakteristik der Functionen

TR R
als Windungszahl zweier Mannigfaltigkeiten M; und BMy_j_1,
die durch Nullsetzen von % —% bez. von k-1 der obigen
Functionen gewonnen werden, lidsst nun die Bedeutung der
Zahl K fiir dieses Functionensystem in ganz allgemeiner
Weise iibersehen:

Wie wir auch das System der 241 Functionen
von n Variabeln # in zwei Theile zerlegen, stets
definiren die gleich Null gesetzten Functionen der
beiden Theile zweil sich erginzende Mannigfaltig-
keiten von k& bez. von n—%k-—1 Dimensionen, deren
Windungszahl stets dieselbe, und gleich der Kron-
ecker’schen Charakteristik K des Functionensystems
ist. Fiir =0 erhalten wir ein System von Punkten
in Verbindung mit einer Mannigfaltigkeit von n—1
Dimensionen?), fiir £ =1 eine lineare Mannigfaltig-
keit und eine n—2-dimensionale u. s, w.

Im zweidimensionalen Raume handelt es sich um
die Windung von Linien um Punkte, im dreidimensio-
nalen Raume um die Windung von Flichen um Punkte,
von Linien um Linien, im vierdimensionalen Raume
um die Windung von dreidimensionalen Riéumen um Punlkte,
von Flichen um Linien, im fiinfdimensionalen Raume
um die Windung von vierdimensionalen Riéumen um Punlte,
von dreidimensionalen Rdumen um Linien, von Flichen um
Flichen u. s. w.

1) Es erscheint in diesem Zusammenhange sinngemiiss, auch
von einer Windungszah! einer (#—1)-dimensionalen Mannigfaltig-
keit um ein Punktsystem zu sprechen.
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Dabel liefern die verschiedenen Moglichkeiten, die n-4-1
FFunectionen des Systems zu je 1 und », zu 2 und n—1 u. s, w.
abzutheilen Im Ganzen n 41 verschiedene Punktsysteme,
n-1-

1-2
faltigkeiten in Verbindung mit ihren complementiiren Mannig-
faltigkeiten von n-—7% —1 Dimensionen, denen siimmtlich
cin und dieselbe Windungszahl zukommt.

Lol . (1 : : :
Linien, allgemein (7‘11) k- dimensionale Mannig-
v

Diesen verschiedenen Moglichkeiten, die Zahl K
als Windungszahl zweier durch Zerlegung des Fuane-
tionensystems

F,, F,, ... Fy || Figa, ... F,

hergestellten Mannigfaltigkeiten aufzufassen, ent-
sprechen nun paarweise die verschiedenen Arfen
der Darstellung von K durch bestimmte Integrale
Oter (Summenformel) bis (n 4 1)ter Ordnung, von
denen wir im ersten Theile dieser Beitrige ge-
handelt haben.

Speciell bezieht sich die dort in (14) gegebene Kron-
ecker’sche Summenformel, und ebenso andererseits das von
Kronecker abgeleitete (n—1)-fache iiber Iiy= 0 ausgedchnte
Integral auf die Deutung der Charakteristik als Windungs-
zahl der (n—1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit J)=0 um
das Punktsystem I, =0, ... I,,=10. Allgemein giebt das
in Formel (26) der Beitrige [ gegebene (n—~& — 1)-fache
Integral und ein correspondirendes k-faches die Auffassung
der Zahl K als Windungszahl der Mannigfaltigkeiten

Jl],",—k—l : Iﬂ()= 0, F1 == O, 000 E: =0
und
My ¢ Fiu=0, Fiye=0,... F,=0.

Es verdient dabei in diesem Zusammenhange nochmals
der dort schon erwihnte Umstand hervorgehoben zu werden,
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dass das zur Berechnung der Windungszahl dienende
(n — It — 1)-fache Integral sich iiber die Mj_,_; als Grenze
erstreckt, withrend der unter dem Integralzeichen stehende
Ansdruck lediglich von den zur Definition der M} dienenden
Functionen abhiéngt. Mit Hiilfe der in den dortigen Ent-
wicklungen zu Grunde gelegten Deutung der Functionen I7
als Coordinaten eines (7 +-1)-dimensionalen Raumes zy,x,, ...z,
erhillt dabetr der unter dem Integralzeichen stehende Aus-
druck die gerade fiir die Auffassung des Integrals als Win-
dungszahl wesentliche Bedentung als Differential eines (n-%-1)-
dimensionalen ,riumlichen Winkels®.

Das n-fache, in Formel (12) der ,Beitrige I* gegebene
Integral fiir K hat fiir die hier erbrterte Theilung des
Functionensystems der I keine unmittelbare Bedeutung, Ein
Integral dieser letzteren Art hat dagegen in den auf die
Parameterdarstellung der beiden Mannigfaltigkeiten 17 und
M; _r_q beziiglichen TFormeln (§ 7) den Uebergang der an
die Kronecker'sche Charakteristik ankniipfenden Integrale zu
der Ganss’schen Darstellung der Windungszahl vermittelt.

Umgekehrt kann maun nun anch die Deutung der Zahl I
als. Windungszahl zweier zusammengeordneter Mannigfaltig-
keiten wieder anwenden auf das aus der Parameterdarstellung
(I'ormel 47" und 47") gewonnene Functionensystem

'30) d'] — ¢y, l/’e il SRR Y — Po

Betrachtet man nimlich die #n —1 Parameter 4; als
Coordinaten eines (n —1)-dimensionalen Raumes, so ergeben
sich auch hier durch Nullsetzen je zweier sich ergiinzender
Gruppen von Functionen ; — ¢; einander zugeordnete Paare
von Mannigfaltigkeiten, deren gegenseitige Windungszahl
eben wieder unsere Zahl K ist. Ich gehe indess hier nicht
niher anf diese Entstehungsweise der Zahl K ein.
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