Sitzungsberichte

‘mathematisch-physikalischen Classe

der

k. b. Akademie der Wissenschaften

zu Miinchen.

Band XXVI. .Taill'gang 189() .

Miinchen,

Verlag der K. Akademie.

1897.

In Commission des G. Franz'schon Verlags (J. Roth),



Sitzungsberichte

der

konigl. bayer. Akademie der Wissenschaften.

Mathematisch-physikalische - Classe.
Sitzung vom 4. Januar 1896.

1. Herr Ropert HarTiG bespricht: ,Die Einwirkung
der schwefligen Séure auf die Nadeln und die Gesund-
heit der Fichte. Die Abhandlung soll an einem anderen
Ort verdffentlicht werden.

2. Herr FErp. LINDEMANN legt eine Mittheilung des aus-
wiirtigen Mitgliedes der Classe, des Herrn Professors Aurel Voss
in Wiirzburg: ,Ueber die cogrediente Transformation
der bilinearen Formen in sich selbst“ vor.

Ueber die cogrediente Transformation der bilinearen
Formen in sich selbst.

Von A. Voss in Wiirzburg.

(Eingelaufen 4. Januar.)

Den von Herrn Lindemann?) in seiner Bearbeitung der
Clebsch’schen Vorlesungen iiber Raumgeometrie fiir drei und
vier homogene Variable bezeichneten Weg, alle linearen Trans-
formationen einer quadratischen Form in sich zu bestimmen,
hat Herr A. Loewy neuerdings in seiner Inauguraldissertation

) Vgl. Vorlesungen iiber Geometrie von Clebsch-Lindemann,
II, 1, 8. 856—3868; Ueber die Transformation einer quadratischen Form
in sich selbst, von A. Loewy, Nova Acta der Leop. Carol. Academie,
Bd. LXV.
1896, Math.-phys. CL. 1. 1



2 Sitzung der math.-phys. Classe vom 4. Januar 18906,

fiir Formen von a Variabeln durchzufiithren gesucht. Aber die
so gewonnenen Formeln lassen weder die Anzahl der willkiir-
lichen Parameter, noch die Analogie mit den Cayley’schen
Formeln erkennen. KEs ist daher vielleicht nicht ganz iiber-
flissig, im Folgenden eine etwas einfachere Behandlung des
Problems auszufiihren, welche einerseits den Vortheil bietet, als
eine unmittelbare Erweiterung der Cayley’schen Darstellung zu
erscheinen, andererseits aber auch die Ausdehnung anf das all-
gemeinere Problem, eine bilineare Form von nicht verschwin-
dender Determinante cogredient in sich zu transformiren, gestattet.

N
Die cogrediente Transformation der hilinearen Formen
in sich selbst.
Soll eine bilineare Form von n Variabeln
Ty Ly .. Xy
1) Yy Yo o v - Un
= e, 2y,
durch die cogrediente Transformation

2) =

= =C X

s 8

Al ot s Y
)/1: ST (‘/c(i?/ﬁ

e

in sich ibergefithrt werden, so sind die #* quadratischen Glei-
chungen

9 PR N
'J) a’sG UG as‘lc cz's CGk

vermdge der Substitutions-Coefficienten zu erfiillen. Ans ihnen
ergiebt sich, falls die Determinante ./ der Form S nicht ver-

schwindet, — eine Voraussetzung, die im Folgenden bestiindig
festgehalten werden soll —, dass
C*=1

ist, unter C die Determinante der Substitution 2) verstanden.
Die letztere heisst bekanntlich eigentlich oder uneigentlich,
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je nachdem C gleich - 1 oder — 1 ist. Sind also die & tiber-
haupt lineare Functionen der z, und geniigen die Coefficienten
den Bedingungen 3), so sind auch umgekehrt die z, als lineare
Functionen der ;“'i darstellbar.

Setzt man, was immer zuliissig ist,
x, =kt + Az,
§=1Ikt,~ it
y,=kT, + AT,
n=kT — 1T,

1)

wo t, , I, T, L, / vorliufig ganz willkiirliche Variable be-
deuten, so ist die nothwendige und hinreichende Be-

dingung fiir das Bestehen der Gleichung
Y — v &
=0 % = = 5y
gegeben durch
.

) Sa, (T, 47, T)=0

-

wie man sofort durch Eintragen der Ausdriicke 4) in die vor-
stehende Gleichung ersieht. Die Gleichung 5) ersetzt daher
vollstiindig die simmtlichen Transformationsbedingungen fiir
die Coefficienten ¢, und es ist nicht erforderlich, nachzuweisen,
dass die letzteren jene Bedingungen erfiillen.
Nun ergeben sich aus 4) und 2) die Gleichungen:
— N4 e ~
Ie(t,— Sc t)=1A(t,-F J¢, 1)

G
) ke (T;— e, Ty=2(T,+ J¢,T)
Hieraus folgt: Verschwindet die Determinante

(11' k + Jt‘ k

o

bl

unter dem Symbol J,, das Kronecker’sche Zeichen verstanden,
welches durch die Gleichungen

$,=0,iFEk; 0, =1, i=4k

ik

definirt ist, oder anders ausgedriickt, verschwindet die cha-
rakteristische Function der Substitution nicht fiir
1*
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¢=1, so sind die 7, lineare Functionen der ¢, und die
T, sind zugleich die nimlichen linearen Functionen
der 7.y Und mutatis mutandis gilt dasselbe, wenn die cha-

rakteristische Function wenigstens nicht die Wurzel ¢ = — 1 hat.

Setzt man, etwa unter der ersteren Voraussetzung,

. =381

i is s
T,=38,1T,

so wird die Bestimmung aller Transformationen, bei denen ¢ = 1
nicht Wurzel der charakteristischen Function ist, da nunmehr
zwischen den £ keine linearen Gleichungen mehr auftreten

diirfen, zurtickgefithrt auf die Losung der »? linearen Gleichungen

Say, ﬂks + Eaksﬂlci =0
s3i=1,2...n

zwischen den 2* Unbekannten . Dies ist bis auf einen ganz
unwesentlichen Unterschied das merkwiirdige System linearer
Gleichungen, das ich in einer fritheren Arbeit?) genauer unter-
sucht habe.

Verschwindet aber die charakteristische Function fiir - —1
und zwar so, dass auch noch ihre g — 1t Unterdeterminanten
simmtlich mitverschwinden, die g'*» Unterdeterminanten (Sub-
determinanten n — u'** Ordnung) dagegen nicht mehr simmt-
lich Null sind, so giebt es eine ufache Mannigfaltigkeit von
Losungen des Systemes von linearen Gleichungen

S —_ S
Sy, =rak=12...n

welche durch die Werthe

/
o=1,2...u

1) Unter der charakteristischen Function einer Substitution U soll
hier die Determinante der Form
U4eE
verstanden werden.
%) Ueber die cogrediente Transformation der bilinearen Formen.
Abh. d. k. bayr. Academic d. Wiss. 1890.
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hezeichnet werden moge. Die wu linearen Formen
— N0
I‘Q =297z
sind alsdann von einander unabhiingig, d. h. es findet keine
Relation von der Form

statt.
Nun folgt aus 6) durch Multiplication mit den 2 und
Summation nach ¢
212 y27,=0,

das heisst: Verschwinden noch alle p—1t Unterdeter-
minanten der charakteristischen Function
I cik _l— Qdik :
fiir o=—1 (e= -4 1), so bestehen zwischen den 7 (?)
@ von einander unabhingige lineare Gleichungen.
Dieser Satz lisst sich in der folgenden Weise umkehren:
Giebt es beil einer Transformation, welche die
Form cogredient in sich verwandelt, ein System von
@ von einander unabhiingigen linearen Gleichungen,
denen die 7' (f) geniigen, so muss die charakteristische
Function fiir o=—1 (¢0=-+1) mit allen u—1t" Unter-
determinanten verschwinden, wihrend die gte® Unter-
determinanten nicht mehr simmtlich Null sind.

Unter der Voraussetzung dev Gleichung
= }/? T:’ =0
folgt nimlich aus 6) die Gleichung
Skt A v 2 — S (kt, + Ar)e, y2 =0,
aber eine solche Gleichung kann nicht bestehen, da sonst
zwischen den z, allein schon eine Relation vorhanden sein
wiirde. s miissen also nothwendig alle Coefficienten in der-
selben gleich Null sein, d. h. es ist
0

~ 0 —m )0
=0V =T

womit der angegebene Satz bewiesen ist.
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Dieses einfache Theorem ist die Grundlage der folgenden
Untersuchung. Aus demselben geht hervor, dass sich alle
Transformationen der Form in sich selbst durch An-
nahme von linearen Relationen zwischen den ¢ oder z
ergeben miissen.

Diese Transformationen zerfallen nun, sogar noch auf zwei-
fache Weise, je nachdem man die Wurzel ¢ =1 oder o=—1
bevorzugt, dem Verhalten der Unterdeterminanten der charak-
teristischen Function entsprechend, in bestimmte Classen. Und
die Aufgabe, die Transformationen jeder Classe durch die ihr
entsprechende Zahl von rationalen Parametern zn bewerkstelligen,
wird im Folgenden ihre Losung finden. Dahei ist es natiirlich
nicht ausgeschlossen, dass die einzelnen Classen aus einander
durch andere Processe, insbesondere Grenziibergiinge, ahgeleitet
werden kénnen.

Unter der Voraussetzung nun, dass genau n—u=g
von einander unabhingige Relationen fiir die ¢ und
damit auch fiir die 7 bestebhen, kann man setzen, nnter
v, w willktirliche Grdssen verstanden,

t.=3ZIca, v

1 s S
8) T =2Z3a_ w

7 18 S

s=1,2...u;1=1,2...n

wo die «, np unbekannte Coefficienten sind, zwischen denen
keine lineare Identitit von der Form

Pty Dy @y - Py @ =0
EF=1,2...n

besteht. Alsdann sind von den je n Gleichungen G) fiir die
7, T genau u tiberfliissig, und die tbrigen 2 — u ergeben diese
Grissen als dieselben linearen Functionen der {4, bezichungs-
weise T, wenn man u der Grossen 7z, T willkilich annimmt.
Es ist daher zu setzen

7. =23 -7 l o
% v, =3h, v, 4+ 4p,+ ... A

===\ Y | . y

T,==l,w,+#p,+-.. % Do

{g
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wo die 2,7 wieder willkiirliche Parameter sind und die (s T
“chenfalls unbekannte Coefficienten bedeuten. Triigt man die
Ausdriicke der 7, z, 7, T aus 8) und 9) in die Gleichung 5)
ein, so ergiebt sich in Folge der Willkiirlichkeit der Parameter

3! r? s s
r=1...u
s=1...0

das folgende System von Gleichungen
Ja, (e, b+, 1, )y=0

10) Sa, ¢, p,=0

Sa, a,p,=0
welches fiir alle Werthe

rt,l=12...u
erfiillt sein muss, withrend die Indices 7, & unter dem Zeichen =
sich von 1 bis n erstrecken.

Von der niheren Untersuchung dieses Systems von Gleich-
ungen hiingt es ab, ob die gegebene Form iiberhaupt congre-
diente Transformationen von dem angegebenen Charakter zulisst.
Die hieranf beziiglichen Untersuchungen hoffe ich bei einer
anderen Gelegenheit darzulegen; der Zweck der vorliegenden
Mittheilung ist es, die angegebenen Gleichungen aunf die beiden
ein hesonderes Interesse in Anspruch nehmenden Fille der
Transformation der symmetrischen und alternirenden
Formen anzuwenden. Dabei wiirde es mdglich sein, die Dar-
stellung in eine einzige zu verschmelzen. Ieh ziehe es jedoch
vor, die beiden Fille gesondert zn behandeln, theils, um eine
grossere Uebersichtlichkeit zu erreichen, theils der besonderen
Aufmerksamkeit wegen, die man vou jeher dem ersten Falle
zugewendet hat.

§ 2.
Die Transformation der symmetrischen Formen.

Ist die bilineare Form symmetrisch, so ist es bequemer,
an Stelle derselben die quadratische Form
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—
S=2Za, z z,

az'k = a’kt’

zi betrachten, und die linearen Transformationen derselben in
sich zu bestimmen. Ohne wesentliche Beschriinkung konnte
man natiirlich S auch gleich als eine Summe von Quadraten
der Variabeln voraussetzen.

Setzt man nun

1) Za,,t,=u,
oder 4t =Zu A,

wo die A, die adjungirten Elemente der Elemente «,, bedeuten,
so reducirt sich die Bedingung 5) des § 1 auf die Gleichung
9 ~ —

"') - uk Tlc =0.

Bestehen nun zwischen den % — u lineare Relationen, d. h.
ist o= 41 eine Warzel der charakteristischen Function, fiir
die noch die n—g—1t" Unterdeterminanten etc. verschwinden,
so bestehen ebensoviel linear unabhingige Gleichungen zwischen
den 2, nimlich die folgenden

Su 0 A =
= 75 Ask 0
e=1,2...n—pu
Diese sind in der That von einander unabhiingig, denn die An-
nahme einer Identitit
~ 0 J—
Sz,y24,=0
wiirde, da die Determinante 4 nicht verschwindet, erfordern,
dass
Sp g0 =
22,72 =0
ist, gegen die Voraussetzung. Setzt man nun
- ¥
U, = =6,
r=1,2...u
wobel die v unabhiingige Parameter bedeuten, so existiren keine
Relationen von der Form

4 —
Pyt Dy Oy = 0
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dagegen gibt es n— u=v Systeme von Grissen
g (] [}
%], x5 ... 2]
c=12...v
welche die Gleichungen
< 0 — < o0 —
4) Seyxl=0,.. e, z]=0
befriedigen, und diese » Systeme sind untereinander linear un-

abhingig. Um nun die Gleichung 2) zu erfiillen, setze man

4

5) T,:=.‘3ﬁkeve—|-7.lx,‘c+...J.Vx;c’

wo die 2, ... 2, wieder willkiirliche Parameter sein mdogen,
withrend die erste Summe von ¢ =1 bis ¢ == geht. Dabei
folgt zugleich, dass » = u sein muss. Denn wegen der Un-
abhiingigkeit der v wiirde, falls in dem Ausdruck fiir z, auch
Vg vorkiime, die Gleichung 2) nur so erfiillt werden kinnen,

dass
>

~O

kg al;l =0

N c2?
=4 ﬂk‘u+q Qo == 0

{
i

Eﬂk‘u-{-q ak/t =0
wiire.  Aber diese Gleichungen charakterisiren jene £, g B
lineare Functionen der z], deren Anftreten in z, bereits durch
die Form von 5) beriicksichtigt ist; tiberdiess ist in § 1 die
allgemeine Darstellung der 7 bereits gegeben.
Die Gleichung 2) reducirt sich nun auf
Sa,,B,,0,v,=0
o,8=1,2...pu,

welehe fiir die unabhiingigen ¢ zu befriedigen ist. Dies liefert
die Gleichungen

G) Eakﬂﬁka=pds

in der die p,, willkiirliche Elemente einer schiefen
Determinante u*r Ordnung sind. In der That kann man
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wegen der iiber die o gemachten Voraussetzung immer aus den
Gleichungen

Y f—
= p)k.r = P15

< S—
- al.::? (glcs - Z)QS

Y p—
= ak/t ﬂks_ p/ts

da eine der u reihigen Determinanten der « sicher von Null
verschieden ist, die Grossen (3, bestimmen. Dabei scheint es
noch mdoglich zu sein, sogar (n—zu) u Werthe der # ganz will-
kiirlich anzunehmen. Indessen gelingt es, die Trans-
formationsformeln von den f tiberhaupt giinzlich zu

befreien.

Unter den angegebenen Voraussetzungen hat man niimlich
wenn zur Abkiirzung

1
;j = Al:l alr = ]}kr
E=1,2...n
r=1,2...u
n—u=vy
gesetzt wird,

N
7) 2{I: T LI.'T v,
—— ¥ 1 e
T, =28 v+ A4+ ... 4k

Setzt man jetzt die gefundenen Ausdriicke in die Formeln 4)
des § 1 ein, so ergeben sich durch Elimination der v, 7 die
Gleichungen, welche die & durch die z ausdriicken.

Um die Rechnung moglichst bequem aunszufiihren, multi-
plicire man die n Gleichungen

z,=kt,+ 7,

mit den «, und summire iiber 7. Infolge der Gleichungen 4)
werden dadurch die Z,...72, eliminirt und man erhilt

8) S at‘s .7/". = .}.‘(k 'Bir + 2'{}11) ais ?)1.,
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wobel
1

‘SI}M' Cs = J = Ail 4y g
die Llemente »  einer symmetrischen Determinante
und die
Eﬁz’r at’s zprs
nach 6) die vollig willktirlichen Elemente einer schie-
fen Determinante gt Ordnung sind.

Setzt man endlich die Determinante der -1 Gleichungen
S =2 (7. b, -l— /'.p”) v,
xh + 5h B
gleich Null, so ergiebt sich

kb, +2py . kb, +/‘.pm 25D,

0 . ..
by 4 2pu, - Ed,, —{—71)”” 2 L])’w [

Yy N
| S, 2 LT z, + & S|

Aus dieser Formel gewinnt man die Darstellung der 5,1
durch die z, sobald noch vorausgesetzt wird, dass die in vol-
liger Analogie mit den Cayley’schen Formeln auf-
tretende schief symmetrische Determinante

9) o="ry, +ip,

s;0=1,2...u4, 0<u<n

nicht identisch verschwindet. Fiir den Fall ¢ = n ergeben sich
die Cayley’schen Formeln selbst.
Zur Bestimmung der Anzahl der willkiirlichen Para-

Transformation ab-

meter, von denen die Coefficienten der
héngen, geniigt folgende einfache Betrachtung.

Die Coefficienten ¢, , deren Zahl g w ist, sind zwar will-
kiirlich, aber nicht alle wesentlich. Denn man kann durch

eine lineare Transformation
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vermdge der die Gleichungen 3) iibergehen in
— ¥ — ~§
U ==, Wy == dks W,

bewirken, dass u* der Grossen d, willkiirlich, aber fest gegebene
Werthe annehmen. Setzt man niimlich
10) 713 al:l c y}ts al:,u i dl:s’
so kann man fiir die Indices & stets solche g Werthe

kyly .. by
auswiihlen, dass die Determinante der Gleichungen 10) von Null
verschieden ist. Demgemiss sind von den nu Grissen d, oder
a, nur (n—w)u als wirklich wesentlich anzusehen. Die Wahl
dieser willkiirlich bleibenden Parameter kann noch auf mannig-

fache Weise geschehen, insbesondere kann man z. B. die @
dem folgenden Schema entsprechend ansetzen:

Ay O .. 9

;"2 1 Z'1 2 0
}”1'1 v—=12
21}2
0
0 0 .. oAy

welches n horizontale und g verticale,Reihen enthilt.

Hiermit ergiebt sich als Gesammtzahl der in der
Transformation auftretenden Parameter

n—u ‘L(H—é—— i)

_re—=1) @—wh—pr—1)
— 2 2
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welche Zahl fiir y=mn, yu=mn—1 ihren grossten Werth, nim-

lich » (”2 )

, annimmg.t)

§ 3.
Die charakteristische Function der Substitution.
Die charakteristische Function
F(o) = l G 05,
erhilt man ohne weiteres aus den aufgestellten Gleichungen
fiir die z und & Hat man nimlich

— ¥,
z,=Zp,, w0
&

5= = gn ek
wo w, ...w, irgend welche Variable sind, vermbge deren sich
die & als Functionen der z ausdriicken lassen, und setzt man
rugleich

g - v

S A TEN
s0 1st

Y p—

= Ciy Py = 4y,
oder

= (cis + 1 Jis) psl: = qik + sz'k

Hieraus folgt, dass die charakteristische Function durch die
Gleichung

k ll = l qik -*‘ ¢ pz‘h ‘I
gegeben ist. Da nun nach den Gleichungen 7) des § 2

— Y N A2 1
x1.—7c~B“,v1,—l— ~~/’1-,~”,-+’7~1%+---2
& v < 1 J— Y4
‘:,-—7€~B,7.7J,.—7~-ﬁ,-,.7),.—7~1$,-"|‘ }.Vx,.

1) Fiir # =1 erhilt man z. B. die bekannte, bei geradem n un-

eigentliche Transformation
SA, 0
&, =2a, N

WO
—_
A=A, a0,

zu setzen ist, mit 272—1 willkiirlichen Parametern.
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ist, so wird die charakteristische Function

I qx'lc + Qpik !
durch die Determinante

kB (1+0)-483,,(1-0), . . k[)’l‘u(l+g) -AB, ‘“(1-9), 21 (e-1) .. a}(e-1) !

kB, (140)-28,,(1-0),. .k B, (14+¢)-13, ,(1-0), 2,(¢-1) . . ;(e-1) .

ausgedriickt, Um sie in eine einfachere Form zu Dbringen,
multiplicirt man dieselbe mit der nicht verschwindenden Deter-

minante
Fee

e oo Gy
w, = |
¥
)
l

11 anl

-7/1 t yu

W 4
in der die y vollig willkiirliche Grissen bedeuten. Man erhiilt
dann, falls
Satyl =(0¢); e =12...»

zur Abkiirzung gesetzt wird, unter Beriicksichtigung der For-
meln 4) des § 2 sofort die Gleichung

P(Q)|p,) 0, = (— 1)~ (1— gyt H(p)
wo unter w;, die Determinante
1y .. ()
l (»1)y .. (v7) |

unter (o) dagegen die Determinante

by, (100) — 2y (1—0) . by, (1+0) —dp,, (1—g) |

]”‘b/tl(l—}—l\')—;'p/tl(l—e) A7 7”.])/1/1 (I+9) _22)/1/¢ (I—9) I
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zu verstehen ist, wobel die letztere aus den im § 2 eingefiihrten
Elementen 0,; eines symmetrischen, sowie den willkiirlichen
Iilementen p,s eines schiefen Systems besteht.

Aus der angegebenen Formel folgt fiir ¢ = o

' — 0
w, | p,, [ =w,,

also endlich durch Division

ey H (o
Fg) = (=1t (1—gy-re 1)

mithin fiir ¢ = 0 wegen H(0)= £,

Ty = 0= (—1p=r
Wiirde man {ibrigens die Variabeln 7 anstatt der ¢ in der
ganzen Darstelling bevorzugt haben, so erhilt man eine cha-
rakteristische Function 7" (o) von der folgenden Form

() = (14~ El_{_,(g)

m welcher
H'(Q)=|p, (1490 — 2, ,(1--0) ]

|
ist, so dass auch

"0 = (—1)"
wird.

Hieraus folgt: Die charakteristische Function I7(o)
der Transformation hat die # —u fache Wurzel o =1,
fiir die noch die n—u—1%" Unterdeterminanten simmt-
lich verschwinden. Verschwindet also die Determinante B
der b, nicht, was von der Wahl der Parameter e« abhiingt, so
ist diese Wurzel auch nicht in hdherer Multiplicitiit vorhanden,
d.h. die zu ihr gehdrigen Elementartheiler sind alle
einfach. Wenn dagegen jene Determinante verschwindet, oder
tiherhaupt der Wurzelfactor 1 —o in hiherer Potenz auftritt,
wird die Vertheilung der Elementartheiler eine andere, so lange
aber tiberhaupt die @ den angegebenen Voraussetzungen gemiiss
gewithlt werden, kann das Verschwinden der Unterdeterminanten-
systeme sich nicht auf einen hiheren als den angegebenen
Grad erstrecken.
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Die Determinante der Transformation ist (—1)*=#;
man erhilt also uneigentliche Transformationen, so oft n—u
eine ungerade Zahl ist, also inshesondere fiir u=n—1 die

n{n—1)

—1
von o ) Parametern abhingigen uneigentlichen Trans-

formationen.

Es beweist zugleich die angegebene Darstellung unter Be-
riicksichtigung der eben gemachten Bemerkungen die folgen-
den Sitze:

Verschwinden bei eigentlicher (uneigentlicher)
Transformation die n — pt® Unterdeterminanten fiir
die Wurzel o =1 nicht mehr, wihrend alle n—gp—1ten
noch Null sind, so ist #—pu eine gerade (ungerade
Zahl), und analog:

Verschwinden bel eigentlicher (uneigentlicher)
Transformation die n— pt" Unterdeterminanten nicht
mehr fiir die Wurzel ¢ = —1, so ist i eine gerade (un-
gerade) Zahl?)

1) Ein anderer Beweis dieser Siitze, welcher sich der von Herrn
Frobenius ermittelten Eigenschaften der Elementartheiler der Trans-
formation bedient, ist folgender.

Bezeichnet man die zu p =1 und o == —1 gehirenden Elementar-
theiler durch

Hy Hy .. 2

By ko .. K
50 ist bei eigentlicher Transformation (bei uneigentlicher gelten ganz
iihnliche Betrachtungen)

%yt 2yt ... %, eine gerade Zahl
und wtrgt ol B 2m=n

wo m die Zahl der reciproken Wurzelpaare bedeutet. Sind nun die
Elementartheiler mit ungeraden Exponenten

%1, "y ... Fp

By ky ... By
go ist die Anzahl der iibrigen Elementartheiler x, & jedenfalls eine
gerade. Daher ist auch ¢ eine gerade Zahl, folglich die Anzahl x
der Elementartheiler von der Form p—1 selbst eine gerade.
Daraus folgt dann aber, dass auch die Anzahl der Elementar-
theiler & ebenfalls gerade sein muss.
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Einige Bemerkungen iiber die im vorigen aunftretenden
Determinanten mdgen hier noch ihren Platz finden.

Die Determinante w,, ist immer von Null verschieden.
Denn wenn sie verschwiinde, so wiirde bei vollig beliebigen
Werthen der y der Ausdruck

N 0% 0 0y
"’x,' ?/,' ‘o

fiir Werthe der 7, Null sein miissen, die von den y unabhingig
sind; dies ist aber nur moglich wenn

ist, was durch den Charakter der z? ausgeschlossen ist. Ver-
steht man unter w, die aus w, entspringende Determinante,
welche entsteht, wenn man die » Reihen der y durch die 22,
o=1....» ersetzt, so ist

4) w,w, =Qw,

wenn unter ) die g reithige Determinante der Grossen

AN
= O]
19 € is qrs

verstanden wird. Und bezeichnet man mit P die aus ®, ent-
springende Determinante, welche entsteht, wenn man die y
durch die Grissen

X 02
= xl‘: (’k i
ersetzt, so erhiilt man leicht die Formel

H—1
5) P4 w, = Baw,

y
wo nun B die symmetrische Determinante der 3, bedeutet.

Endlich ist auch noch
9 gt -1 7
6) P4 =PBX
wobei X die » reihige Determinante der Grissen

N 0 2
- xi ‘Ek as’k

1896. Matih.-phys. CL 1.
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bedeutet. Durch Division von 5) und 6) folgt also

2 =1, 9
b w;, = XA w?

Hieraus ergibt sich, dass die Determinante ., nur
mit @, und dass die symmetrische Determinante I nur
mit X verschwindet.

Die im vorigen entwickelten Formeln liefern alle Para-
meterdarstellungen der Transformation in sich selbst ohne Grenz-
iibergiinge. Dabei ist die Variable ¢ (z) bevorzangt, und diesem
Umstande entspricht es, dass die Wurzel ¢ =1 zuniichst in
hoherer Vielfachheit auftritt. s ist indessen leicht, die be-
sonderen Bedingungen anzugeben, unter denen F(¢) auch die
Wurzel o = —1 erhilt.

Nach den Bemerkungen in § 1 kann dies nur dann der
Fall sein, wenn auch die 7 einem System linearer Gleichungen
geniigen. Sind also genau = von einander unabhiingige Rela-
tionen

0,7, =0

~

k Tk

vorhanden, so muss nach § 2, 7) wegen der Wilikiirlichkeit
der v, und A

~43 g — 8 P —

‘dl.:xl:'—0 tee -'()Itxh_o

S8 0, =0

4

sein. Damit ergiebt sich aber

- ¥ S 9
0, ==¢a b, r=12..u

wobei die Grossen A nun den Gleichungen

30, h =0

ks Tk

oder

=p,h=0

geniigen miissen. Giebt es nun % von einander unabhingige
Systeme der %., d. h. verschwinden noch die »— 1t® Unter-
determinanten der schiefen Determinante der p  so ist

I X 4 2
7",- = 711, w4 o B w
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oder
— N\ 5 — 5
0, =3¢a lhw,s=1, .. =

wobei die 2, willkiirliche Grossen bedeuten.

Und dieser Ausdruck repriisentirt genau » unabhingige
Systeme von Grossen d,.

Bestiinde niimlieh eine Relation
\ £ —_—
Sa ke =0

so wire nach § 2, (unter 8)

d. h. die /2 wiiren gegen die Voraussetzung nicht von einander
unabhiingig. Es wird also die charakteristische Func-
tion F(o) fiir o= —1 noch mit simmtlichen =»— Iten
Unterdeterminanten verschwinden, wobel es von Interesse
scheint, dass dieser Charakter derselben lediglich durch die Wahl
der Elemente p,, aufgepriigt werden kann.

Die Formeln dieses § ergeben also eine nach der Anzahl
der Elementartheiler, welche zu o= +1(p = —1) ge-
hiven, ausgefiihrte Classification der cogredienten Transforma-
tionen, nnd zwar so, dass innerhalb jeder Classe genau die
nothwendige Anzahl willkiirlicher rationaler Parameter vor-
handen ist. Keine dieser Classen kann aus der anderen direct
abgeleitet werden ; dagegen ist dies durch Grenziibergiinge immer
mdglich. Denn die eigentlichen Transformationen bilden ein
irreducibeles System, d. h. jede noch so specielle Trans-
formation dieser Art kann durch einen derartigen Process aus
der allgemeinsten der Gattung hergeleitet werden. Setzt man
andererseits irgend eine bestimmte uneigentliche Transformation
mit einer anderen dieser Art zusammen, so erhilt man immer
eigentliche Transformationen, und hieraus folgt, dass auch alle
uneigentlichen Transformationen aus der allgemeinsten ihrer Art
durch Grenziibergang gefunden werden konnen.

2*
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§ 4.

Die cogrediente Transformation der alternirenden
bilinearen Formen von nicht verschwindender Deter-
minante in sich selbst.

Die Transformation der alternirenden Formen von nicht
verschwindender Determinante lisst sich nun in vollstindiger
Analogie mit den Rechnungen der § 2 und 3 in wenigen Worten
ausfiihren.

Setzt man in den Bedingungsgleichungen 10) des § 1
voraus, dass

aik = ak %,

ist, und setzt man ferner
by —
= Wi Py = Qi

so reduciren sich die beiden letzten Gleichungen 10) auf die
einzige Gleichung

¥ —_
1 Sy g,=0,
welcher man in derselben Weise wie in § 2 durch die Annahme
s
2) e =%
t =1,2...0

geniigt, wobei die Coefficienten «, in derselben Weise wie dort
eingefiihrt werden. Die noch iibrig bleibende Gleichung 10) § 1
3 —
= (ax'lc Yy hkl + Toe % ]Lir) =0
sagt ferner aus, dass die Grossen
31 —
= Ay %y hl;l = 5
zu einer symmetrischen Form gehoren, die vollig will-
kiirlich angenommen werden kann.

Unter den angegebenen Voraussetzungen wird nach § 1, 9)
=2(ka, + Al o, A Apy e A Dig
ko, F+Ab)o, 4 4D, AP

-

3)

ll

INELIR - |
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Nun ergiebt sich aus den Gleichnngen 3) zunichst durch
Multiplication mit « , und Summation iiber %

& _ = ,
2za,=2(ka, o 4 La,h ),

t=qg
T 20 44 Dig Uy

t=1

oder, wenn man zur Abkiirzung

Eaik at‘s =Bks

2a, b =1

s=1,2...u

EF=1,2...n
setzt :

3 _— ¥ A ) !
2zia,=2(B, A1 ), +2p,a,.

Multiplicirt man jetzt mit den e, und summirt tiber %, so
ergiebt sich, wenn man an Stelle von

v ¥
= Blcs gy == = g g O gy

die Elemente einer alternirenden Form b setzt, wihrend die

N — ¥
2 oa, =2a, b a

durch die Elemente s einer véllig willkiirlichen sym-
metrischen Form von u Variabeln vertreten werden, zu-
folge der Gleichungen, denen die p,, geniigen miissen, das
folgende System von u 4 1 Gleichungen

2z, a, ¢ =2(kb — 1 5,0,

& 97N
T, &, =2k a0

18§

aus dem man durch Elimination der v, die Gleichung
. . j! N\
7ub11+;~311 . .7vbllL+/~S][,L,‘—‘Ax‘.Bt-l

=0

e

1

| : .
Fhou A 2SR, s, — 2, B
|

I

Q7T a9 7. [
_47u ahl . . —4]» (/h‘” 5 xk—*“‘:h
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ableitet, welche die Darstellung der & durch die z gestattet, so-
bald die Determinante

Q = v bTS '—{'“ 7., C,,s ;
nicht identisch verschwindet.

Die Zahl der willkiirlichen Parameter ergibt sich auf
demselben Wege wie in § 2 gleich

1 (1 + 1) + — )
e (,-“jr_l_) B Gl 2R i )

und diese Zahl erreicht ihren grossten Werth fiir ¢ =n, dem
rallgemeinen® von Herrn Frobenius behandelten Falle!).

Auch die charakteristische Function erhilt man in der
nimlichen Weise. Unter Anwendung der nimlichen Bezeich-
nungen hat man

(o) 4 w, | Py | = (—1) = (1 —p)*—"* H (o) w,,
Wo » ' ' ‘
He)= k(l4-0)b,,—2s,,(1—0)|
wieder eine g reihige schief-symmetrische Determinante
ist.  Hieraus folgt fiir o = oo

y . —0
A w, Py =2

zy
mithin
F(g) = (—1)*=# (1—g)r~#- ] 2
also fiir ¢ =0, wegen
Hgy = (—1)" 2
C=Fo = (=)~

Die Determinante der Transformation ist daher
immer gleich 41, d.h. die Transformation eine eigent-

) Fiir ¢==1 hat man z B. die cogrediente Transformation
§ = @ X ag a0 —ay,
mit den 7% Parametern aj,
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liche. In der That lisst ja auch eine alternirende Form von
nicht verschwindender Determinante iiberhaupt keine uneigent-
lichen Transformationen in sich zu.

Man erhilt auf demselben Wege, wenn man die Variable =
bevorzugt, die charakteristische Function
, Iil 0
Fl=(14¢rn ¥
Wwo

H@)=|ks, (140 —b, (1—e) .

Ueberhaupt kann man hier fast alle die zu Ende des § 3
gemachten Bemerkungen wiederholen. Ist z. B. u eine gerade
Zahl und verschwindet die schiefe Determinante der b _ nicht,
so hat die Function I7'(p) die n—u fache Wurzel o =1, zn
welcher nur einfache Elementartheiler gehoren. Ist dagegen u
ungerade, so verschwindet jene Determinante; die BElementar-
theiler konnen daher nicht mehr simmtlich einfach sein. Ks
giebt aber die Transformation der alternirenden Formen noch
zu mehreren anderen Bemerkungen Veranlassung, auf die ich
bei einer anderen Gelegenheit einzugehen beabsichtige.
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Die symmetrischen Formen kann man stets so
withlen, dass fiir keine derselben die Determinante
verschwindet, wie der blosse Anblick des Schemas auf S. 278
zeigt. Die alternen Formen dagegen miissen bei ungeradem n
immer eine verschwindende Determinante haben. Soll aber bei
geradem n eine alterne Form X von nicht verschwindender
Determinante vorhanden sein, so ist

SX=A4
wieder eine alterne Form, also
S=A4X1,
d. h. die charakteristische Function von S

A+ e X|
ist das Quadrat einer rationalen Function von ¢ und verschwindet
fiir jede ihrer Wurzeln sicher mit den ersten Unterdeterminanten.

. . . 1
Die Anzahl der Formen X betrigt also hier mindestens o M

Ebenso kann jede Form S auf p® Arten durch das Pro-
dukt von zwei symmetrischen Formen dargestellt werden, von
denen mindestens eine eine nicht verschwindender Determinante
ist. Dagegen kann eine analoge Darstellung durch zwei alter-
nirende Formen mnur unter gewissen Bedingungen erfolgen,
welche im vorigen fiir den Fall, dass die Determinante von S
nicht Null ist, angegeben sind.

Berichtigung.

In der Arbeit Ueber die cogrediente Transformation der bilinearen
Formen in sich selbst® (diese Sitzgsb. Januar 1896) muss die Formel

8,220 4.8 v. o, heissen:

nin41) e p)(n— n+1

2 2
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