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Ueber die linearen Transformationen einer quadra-
tischen Mannigfaltigkeit in sich.

Von F. Lindemann.

(Eingelaufen 7. Mire.)

Trotzdem von Cayley allgemeine Formeln fiir die Trans-
formation einer Summe von Quadraten in sich aufgestellt waren,
und trotzdem Herr Frobenius?) diese Formeln von der Lage
des Coordinatensystems unabhiingig gemacht hatte, war die Auf-
gabe, alle linearen Transformationen einer quadratischen Form
in sich durch Parameter darzustellen, doch noch nicht erledigt,
da sich die uneigentlichen Transformationen jenen Formeln
entzogen. In den von mir hearbeiteten ,Vorlesungen {iber
Geometrie“ habe ich diese Liicke fiir den Fall von vier homo-
genen Variabeln ausgefiillt, und Herr Lowy hat entsprechende
Ueberlegungen fiir beliebig viele Variable angestellt.?) Neuer-
dings hat Herr A. Voss®) dieselbe Aufgabe in anderem Sinne
gelost; Zweck der folgenden Entwicklungen ist es, die Lowy'-
schen Formeln so umzugestalten, dass aus ihnen die von Herrn
Voss aufgestellten Endresultate hervorgehen. Es bietet sich
dabei Gelegenheit, jenen fritheren Untersuchungen manche er-
giinzende Bemerkung hinzuzufiigen. In Betreff der Litteratur
sei auf jene Arbeit des Herrn LOwy verwiesen.

1) Crelle’s Journal, Bd. 84.
%) Ueber die Transformationen einer quadratischen Form in sich
selbst, Nova Acta der Kais. Leop.-Carol. Deutschen Akademie der Natur-

forscher, Bd. LXV, Halle 1895 (Inaugural-Dissertation der Universitit
Miinchen).

3) Siehe Sitzungsberichte vom 4. Januar 1896.
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1. Nach der von mir angegebenen Methode ergeben sich
die Cayley'schen Formeln fiir die eigentliche Transformation
einer Fliche zweiter Ordnung in sich in der allgemeinen Fro-
benius’schen Form, wenn man zwel Punkte £ und 7z betrachtet,
die harmonische Pole in Bezug auf die gegebene Fliche

(1 XXa,zz,=0

sind, und deren Verbindungslinie die Fliche in den Punkten z
und & trifft, welche auns einander durch die aufzustellende Trans-
formation hervorgehen. Die lineare Beziehung wird dadurch
hergestellt, dass man # als Pol einer Ebene « in Bezug auf die
Fliche (1) betrachtet, = aber als den dieser KEbene u in einem
willkiirlichen linearen Complexe zugeordneten Punkt, so dass

(2) —Ad b A w Ay il

l

Rt T T o P PR

wo 4,, die Unterdeterminanten der @, bedeuten, withrend mit
@, = — «  willkiiliche Parameter bezeichnet werden. Die
fragliche eigentliche Transformation ist dann durch die Glei-

chungen

:

(4) xz’ s tx' + A tz" g e ti — 2 T[

dargestellt, aus welchen man die Grissen u, zu eliminiren hat.
Zun dem Zwecke bildet man aus (4) durch Addition:

(B) & +&5E=2x(4 ,u+ 4,4+ 40,14 )

1]

Hieraus und aus den ersten vier Gleichungen (4) ergibt
sich durch Elimination der 4, :

z Py Dys Dsy D1y
Ly D Pas P Py

(6) Zg D3 Psg Pas Pay =0
Zy Py Pz Dy Py

x 9; 94 4 ; 9y A
Lol xS 2wdigr 2
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Fir ¢ =1,2,3,4 sind hierdurch die & mittelst der z; aus-
gedriickt; es ist p,==A, + La, gesetst. Die aufgeloste
Transformation erhilt man duarch Krsetzen von 24, 1«
durch = 4, — Lag,.

2. Wiihrend die Punkte ¢ bisher beliebig waren, miissen sie
durch lineare Bedingungen beschriinkt werden, um die uneigent-
lichen Transformationen zu liefern. Durch diese Ueberlegung
geleitet, habe ich die letzteren a. a. O. in folgender Form auf-
gestellt, in denen zunichst die Punkte ¢ auf eine Ebene v, die
Punkte © auf eine conjugirte Ebene w beschriinkt werden:

1o
= 7 )
z; 291‘—{— (vwu), 4+,
7
v t—/lau—}—l(ku)—w;
ST au /i

Hier ist # der Pol der Kbene v; =0 ist die Gleichung
der Schnittcurve dieser Ebene mit der Fliche (1) in Ebenen-
coordinaten u, so dass

1 e Mgz gy Uy 7"1[

2

{

o gy Oay Oy Uy D
Uy (g gy (g, Uy Ty |
Uy Uy Qg Ay U, T
w, Uy ug oy, 000
R A 0 0
Die Punkte 7 erfiillen eine zu v conjugirte Ebene w, die
folglich der Bedingung
(9) 22 A, 0w =0

geniigt; und (vww), ist der Factor von w, in der Determinante
2t o, wy t,. Man konnte zuniichst versuchen, die Punkte
ganz unbeschriinkt variiven zu lassen, also zu setzen:
J— i { I ;
o= (vw ), -+ u (vw w), + v,
1896. Math.-phys. Cl. 1. 3
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Diese Punkte liegen dann von selbst in derjenigen durch
die Gleichungen

IR i i
w, = ' w, ~+ u'w

bestimmten Ebene des Biischels w’w’ 4 p' w', welche durch
den Punkt # geht. Die Punkte z sind also in der That an
eine feste Ebene gebunden.

Die Gleichungen (7) sind den Gleichungen (5) darin genau
analog, dass die z, und ;l durch Hiilfsvariable 1, mit einander
in Verbindung gesetzt werden. Herr Voss erstrebt a. a. O.
direct die Aufstellung einer zu (6) analogen Gleichung. Eine
solche ergibt sich in der That durch Elimination der «, aus
den Gleichungen (7). Ich hatte a. a. O. diese Elimination mit
Hiilfe derjenigen beiden Ebenen bewerkstelligh, welche dem
durch die Ebenen » und w bestimmten Biischel angehdren und
die Fliche (1) beriihren; einfacher fithrt der folgende Weg
zum Ziele.

Setzen wir in bekannter Weise

E vz‘ xt a vz’ E 7.7,. 1]1' . 7)7]’
so ergibt sich aus (7):
(10) V=V

denn es ist offenbar

Sei ferner

2 s v .
(11) P 1 2*¢ _ d(wwu)

= _— q. = = — ('.’
T 20%udu,’ Qi du, i

so erscheinen die ersten vier Gleichungen (7) in der Form
e —_— MR
(12) Ty — N0 =Yy %" (% - 251

und an Stelle voun (5) haben wir:

(18) z,+ & =2u(F u +F,uyt Poyu, +F, u).
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Wegen der schon bei Ableitung von (12) benutzten Relationen
(14) E zpik Ul; = 01 E qz‘k vk = O

ist von den vier Gleichungen (12) eine die Folge der iibrigen;
aus diesen Gleichungen (12) und einer Gleichung (13) kinnen
die u, nicht unmittelbar durch Determinantenbildung eliminirt
werden, Wegen der Relationen (14) #indern sich weder die
Gleichungen (12), voch (13), wenn man w, durch u, 4 rv, er-
setzt; durch passende Wahl von u kann man es erreichen, dass
diese Khene u 4 wov durch den Pol 5 von » geht. Wir konnen
daher annebmen, dass die in (12) und (13) vorkommenden
Ibenen % alle durech # hindurchgehen, d. h. nur eine zweifach
unendliche Mannigfaltigkeit bilden; uad dann hat die Elimination
keine Schwierigkeiten. Fiigen wir niimlich die Bedinguang

(15) 2u =0

hinzu, so ergibt sich aus 3 Gleichungen (12) und einer Glei-
chung (13)

Ty =i, : . 2P+ Ay,
TV — Y2 ?, Wy A rgy 2y, . 2y 2,
(16) | wyv, —ngv, 2Py ALy . 2wy A Agy | 0.
o (@t E) 22, 248, 2B, 24,
| 0 b /e Ys Ty

Indem man aus den vier Gleichungen (12), einer Glei-
chung (13) und aus (15) die Grossen v,, v, und wu, eliminirt,
erhiilb man dasselbe Resultat in der mehr symmetrischen Gestalt:

o Dy P P Pu

[ .
Ya %y Pay Pag Pos Doy

, N, & P P p P
s Zg 31 32 33 34
17 ==
17 [y, @ P ) ) ) 0

v Ly 11 Pis Pys Py
) & DIvRE LRI YR DRyRt

;( r4s, 22, 24, 2uP, 2xF,
0 0y s s N
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WO
— . — —— — .
pik'—' “ [ik+}'qik7 q“.—O, qik_ qkt._v'.wk w'.vk.

Die Gleichung (16) oder (17) tritt an Stelle von (4); sie
hat mit letzterer Gleichung die Eigenschaft gemein, dass in den
Elementen p,, die Factoren von x fiir sich eine symmetrische,
die Factoren von A fiir sich eine windschiefe Determinante bilden.

3. Auf letztere Kigenschaft legt Herr Voss a. a. O. be-
sonderes Gewicht. Um aber das gefundene Resultat in die
V o0ss’sche Form zu bringen, sind noch einige Umformungen nothig.

Die in (12) und (13) vorkommenden Kbenen u bilden einen
Biindel, da sie an die Bedingung (15) gebunden wurden; die
Coordinaten w, konnen daher durch diejenigen von drei festen
Ebenen w‘, w*, w"' und durch drei Parameter u,, g,, 1, (ter-
nire Coordinaten im Biindel) ausgedriickt werden, so dass

(18) u, = py W+ w4 pgw”

Fiihrt man diese Werthe in (12) ein, multiplicirt bezw.
mit ), w!, w;" und addirt, so ergeben sich die drei Gleichungen:

W, = Uy 7y fy Ty - g g,
(19) W, =y Ty 4 Uy gy 4= Uy Tog,
W, =y gy A Uy gy - ply g,
wo zur Abkiirzung
(20) 7, ==P, +1Q,, =Y 3P, wduw®=P,,
Q,=22gq, wduwh=—0Q

gesetzt ist. Die Elimination der Grossen w,, 1y, g aus (19)
und (13) ergibt endlich:

ki QH=O

w Ty Mg Ty |
i l
7(/'x 71:21 7 292 ‘/123 |
(21) 45 . | =03
u)x 71‘31 7t 32 7L 33

| @+ &) I, 10, 1T

2 i3
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hierin ist: [1, = 2% 2%, w®, Diese letzte Gleichung ist
r

mit der von Herrn Voss fiir diesen Fall aufgestellten
identisch. Die Elemente 77, setzen sich wieder aus Kle-
menten P, = P,; und Elementen @, = — @, , zusammen; von
letzteren kommen nur drei (@, @5, @y) vor, die keiner wei-
teren Bedingung geniigen, wihrend in (17) sechs Elemente g,
auftreten, die noch an die zwischen Liniencoordinaten geltende
Identitéit gebunden sind.

Die Gleichung (21) hiingt nur scheinbar von den Grissen
w;, w), w;" ab; man kann diese durch irgend welche lineare Com-
bination », w; 4 v, w, 4 vy w;” ersetzen, ohne das Resultat zu
dndern.

Die zur Elimination angewandte Methode wird illusorisch,
wenn 7 in der Ebene v liegt, d. h. wenn letztere Ehene die
Fliche f=0 berithrt. Dann folgt aus (7) v =o0; es ergibt
sich also die Transformation xi=—§i, welche jede Fliche
zweiter Ordnung in sich iiberfithrt.

Will man kanonische Formen fiir die einzelnen Iélle her-
stellen, so muss besonders beriicksichtigt werden, ob die Fliche
f=0 von der Schnittlinie der Ebenen » und w beriihrt wird
oder nicht (vgl. ,Vorlesungen® a. a. O. p. 369 £.).

4. Die Punkte ¢ mogen wieder eine Ebene v erfiillen, die
Punkte 7 dagegen auf eine bestimmte Gerade beschrinkt wer-
den. Der Ansatz wiirde wieder durch (7) gegeben sein, wenn
man die Annahme hinzufiigt, dass zwischen 4 und » eine lineare
Relation besteht. Da aber » durch (10) bestimmt ist, so kann
eine solche Relation nicht bestehen; es bleibt nur der Fall
v=0, wo alle Punkte z mit dem Pole n zusammenfallen
(vgl. die Gleichungen (23) a.a. O. p. 369).

5. Die Punkte # mdgen auf eine gerade Linie be-
schrinkt werden, also gleichzeitig in zwei Ebenen (v und w)
liegen ; es seien

929 —
(22) G = VW0, — W, Y,
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die Coordinaten der Schnittlinie beider Ibenen; die Punkte =
seien keiner Beschrinkung unterworfen.  Wir setzen

ay, . - Ay U v W

23 D T o Gy Wy D W
|

so dass die Gleichung @ =0 in Ebenencoordinaten u, die Glei-
chung desjenigen Punktepaares darstellt, in welchem die Fliche
f=10 von der Geraden g getroffen wird. Es sei ¢ der I’ol der
Ebene u in Bezug auf dieses Punktepaar, also:

24) e

: 22’
i

Bezeichnen wir mit % den Pol der Ebene v, mit ¥ den
Pol der Ebene w, mit (# » w) den Schnittpunkt der Ebenen
u, v nnd 2w, so kinnen wir

(23) T:’ =& T/[ + 92 “).{ _}— ) (“ e “‘)f

setzen. Die Polarebene des Punktes # nimlich in Bezug aunf
die Fliche f=0 geht durch die Pole v und < der Ibenen v
und 2w, in deren Schnittlinie # nach (24) hegt, und durch den
vierten harmonischen Puukt von ¢ in Bezug auf das Punkte-
paar @ =0, d. h. durch den Punkt (u v w); die Gleichungen
(25) stellen also in der That einen beliebigen Punkt dieser
Polarebene dar. Letztere dreht sich um die Gerade ¢, wenn
2 variirt; der Punkt v nimmt also in der That alle moglichen
Lagen im Raume an. Aus (24) und (25) erhalten wir nach (4)
die Transformationsformeln:
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% a @ ik
@, = —{—l(nvw) + vy v
(26)
2 % a(l) .
=3 5w Awvw),—ry,—v' 9,
1

Durch Addition ergibt sich

20
21) w5 = 3_“ 2u (D uy A Dy 1ty 4= Dy g -+ D)),

ferner durch Multiplication mit v, bez. w, und Addition
' dop — ! i
112117,7—}—7 Vg, w, = w, T vwy,
demnach durch Auflosung:

V — —_— g 2 ¢ — .
v W=v, wyg—1w,_ vy, v W v, Wy + W, 0,

WO
W= v, Wy = W, Vy.

Dieser Ausdruck ist nur gleich Null, wenn g zur Erzeu-
genden der Fliche wird. In dem Falle wiirden alle Punkte ¢
auf der Fliche liegen, also mit z und § zusammenfallen; der
Pall ist also auszuschliessen. Durch Einsetzen der fiir » und »*
gefundenen Werthe gehen die Gleichungen (26), wenn noch
zar Abkiirzung
(28) Vi=Wa,—u, (v w0y — 1w, v9) + 9, (v, —w,v,
P

w, w, Wy !
gesetzt wird, iiber in
N ~3W
(29) V = + A (v w),.

* 2 au

Da die Relationen X V.ov=0, p W,v,= 0 identisch er-
fullt sind, sind zwel der Gleichungen (25) eine Folge der beiden
iibrigen.  Die Elimination der «, wird dadurch mdglich, dass
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sich die Gleichungen (29) nicht #ndern, wenn man u; durch
w, 4= v, -+ 1w, ersetzt; man kann in Folge dessen die ur-
spriinglich willkiirliche Ebene « der Bedingung unterwerfen,
nur beliebige Punkte zu geben, z B. durch die Punkte » und 9.
7m den Gleichungen (27) und (29) konnen wir somit die Glei-
chungen

(30) w, =0, gy =0

hinzufiigen, und die Elimination der u fiihrt zu den Trans-
formationsformeln:

l 4 2 d .. o2, + g, 1
s Wy +hgy o 2Dy gy, i
(30) | Wiz, +&) 2x0, L. 2, 'l =0.
| 0 o A |
| 0 9, Y |

Dasselbe Resultat erhiilt man aus (26), (27) und (30) durch
Elimination der Grossen u,, v, »* in der symmetrischen Form

|4, n = 2D, oo oDy 4L,

! I 20y +hgy . 20y |
31 9. ; = 0.
GDlo 0 z+E 220, B

I 0 0 0 1, SN 1 i

0 0 0 9, 9, |

Um die Voss'sche Form dieser Bedingung zu erhalten,
bezeichnen wir mit w’ und w’ irgend zwei Ebenen, welche den
Bedingungen (30) geniigen (d. h. durch die conjugirte Polare
der Linie ¢ hindurchgehen). Dann ist

==y w; + w1y 207,

und die Gleichungen (26) ergeben:

: P ) Do .
(82) . =,y + py 7y, W, =ty 70y - ity 7Ty,
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wo wieder
Wy =2 Py + 1 Qo
und :
7 . Wl P O\ ’ ‘ ) N j( o 1
j)]l 2"Z'I(I)z'ku/iu/k’ P]? Lz’u}(’hu)iwk’ 'Z 22 LL I)ihwi u)ka
(33) SR o ,
Qn 0y @ —Qu  L2g,ww (vwww’) 2T Y.
wenn g, die Coordinaten der conjugirten Polare von ¢ bedeuten.
Machen wir noch

I, =2 220D, w,

k?

I[i‘.Z =2 E d)z'k wl’cl’

so ergibt sich durch Elimination der Grossen u,, p, aus (32)
und (27) das Resultat (31) in der Gestalt:

| ¢ 1
| W, Ty Tl
(34) | W, My Thyp | =0,
. i
57 ol T L

womit die von Voss angegebene Form hergestellt ist.

6. Da die Punkte ¢ durch eine gerade Anzahl linearer
Bedingungen (v, = 0, w, = 0) beschriinkt werden, so stellen die
Gleichungen (26), bez. (30), (31) oder (34) nach den allgemeinen
Sitzen des Herrn Lowy (a. a. O. p. 23) eine eigentliche Trans-
formation dar. fu der That, sei

f=2XX,+2X,X,,

und die Ebene v moge durch X, =0, w durch X, = 0 darge-
stellt. werden, Es ist @ =21/, U,; der Punkt % hat die Co-
ordinaten 0, 0,1, 0, ¥ hat die Coordinaten 0, 1, 0, 0. Man
findet also aus (25):

X, =&+ U, E=x—04U,
X, =, E, = —,
Xy =, 5 =—y,
X,=@x=—1U, E=0x4+nU,
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und durch Auvflosung:

o) x,=" = x= 5, X= -5, x=trte
i -2

Die Determinante der Gleichungen ist gleich + 1, wie bei
der allgemeinen eigentlichen Transformation. Den hier behan-
delten Fall hatte ich bei meiner Aufzihlung der eigentlichen
Substitutionen nicht explicite angegeben; Herr Liowy hat fiir
ihn (a. a. O. p. 27) die Formeln (35) aufgestellt. s 1st dies
einer der von Herrn Frobenius aufgestelllen Grenzfille;
in der That ergeben sich die Formeln (35) aus der kano-
nischen Form der allgemeinen eigentlichen Substitution (a. a. O.

p. 364):

T A \_‘—zl_
X=1—7. 5 Ki=7— i 2 e L e
G . 3

wenn man 2, unendlich gross werden lisst.

7. Sollen die Punkte v eine einfach unendliche
Mannigfaltigkeit erfiilllen, wihrend die Punnkte # wieder
auf die Gerade ¢ beschriinkt werden, so miissen die Punkte
die conjugirte Polare der Geraden ¢ bilden, damit die
Verbindungslinie zweier Punkte ¢ und z die Fliche (1) in zwel
zu diesen Punkten harmonischen Punkten trifft. ks ist in den
vorstehenden Formeln (25) ¢, =0, oder in (26) 1 = 0 zu setzen.
Die dann aus (35) hervorgehende kanonische Form

X =E,X,=—25F, X,=—5, X,=E,
habe ich a. a.O. bereits hesonders (als eine eingentliche Trans-

formation) erwiihnt.

8. Betrachten wir jetzt eine quadratische Form von
n homogenen Variabeln z,,2,....2, und deren Trans-
formation in sich. Die Gleichung

f[=2Xa, 22 =0,

deren Determinante nicht verschwinden moge, stellt eine in der
gegebenen 3 (Mannigfaltigkeit von 2—1 Dimensionen) ge-
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legene M@, dar (d. h. Mannigfaltigkeit von n—2 Dimensionen,
die durch eine Gleichung 2t Ordnung bestimmit wird). Die
allgemeinste Transformation der M?, in sich wird dann nach
Cayley und Frobenius durch die Gleichungen

. e Ci PR W
(36) =t 4 L, §=nt,— Az,
dargestellt, wenn:
— Y
(37) ff = IL AH: HI:; ’K,. = }l:’ a'k ”/:'
wo A, die Unterdeterminanten der a,, darstellen und wo

e, = — «, der Beweis kann in derselben Weise geometrisch
gefiihrt werden, wie ich es a. a. O. fir n =4 that. Ist n eine
gerade Zahl, so stellen die zweiten Gleichungen (2) ein Null-
system dar; die Punkte 7 sind dann keinen Bedingungen
unterworfen. Ist n eine ungerade Zall, so verschwindet die
Determinante der Coefficienten e, identisch; die Punkte z miissen
also auf eine lineare MY, beschriinkt werden, damit die Glei-
chungen auflosbar werden.!)

Fiir jede Zahl n hat man verschiedene Iille zu unter-
scheiden, je mach Lage des durch die Gleichung

(38) Y, (z,y, —yzx)=0

dargestellten Gebildes zu der M@ f=10, und je nachdem die
Determinante oder die ersten oder auch hohere Unterdetermi-
nanten der Grosse «, verschwinden.

Um alle mbglichen Fille zu umfassen, sind die Gleichungen
(37) durch andere zu ersetzen, deren Determinanten verschwinden.
Das erste Gleichungssystem kann dabei im Uebrigen willkiir-
lich gewiihlt werden; das zweite System muss der Bedingung
2on,7, =0 identisch geniigen, wenn u, die Coordinaten der
Polar-3®, von ¢ sind. Die Puankte ¢ werden dadurch auf
eme lineare oder auf mehrere lineare Mannigfaltigkeiten be-
schriinkt; fitr die Punkte 7 sind alle dann noch bleibenden

Mbglichkeiten in’s Auge zu fassen.

) Vgl. 2. B. Baltzer, Theorie der Determinanten § 8 (p. 68 der
dritten Auflage).
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9. Um Punkte ¢ in allgemeinster Weise auf me lineare
Mannigfaltigkeiten

(89) Lo =0, L@t =0,....20M¢=0,

d. i. auf die diesen MW, gemeinsame ML.-1) zu beschrinken,
werden wir

130
(40) = —
P29 U,
setzen, wo:
1
ay, a, oL vg'")
a’ul <t a’nn ?L" /UEzl) ot vgln)
41) O=jw, ... uw, 0 0 ... 0
o D0 0 ... 0
1 7n
om0 g ... 0
1 n *

Der Punkt # ist dann der Pol der durch die Gleichungen
(89) zusammen mit der Gleichung u_ == 0 bestimmten M, .
in Bezug auf diejenige guadratische M®!---1, welche auf der
Fliche f--0 durch die linearen Mannigfaltigkeiten (39) ausge-
schnitten wird.

Unter 7 sollte irgend ein Punkt der Polarebene von ¢ in
Bezug auf die Fliche f=0 verstanden werden. Da ¢ auf den
m linearen M _, (39) liegt, so liegen die Pole 7@, 4@, .. . 7™
dieser Mannigfaltigkeiten auf der Polarebene von £ Sind
o, @, Le-m=1) jrgend welche andere Punkte dieser Polar-
ebene, so kann man daher setzen

T;': ¢ 775'1) + Qs r/?) + e + O I/E'm) + Qm-{-l Cs'l) + e + % C(n-m-]).

Der Punkt 7 muss linear von den in (40) vorkommenden
Hilfs-Variabeln «, abhingen. Man wird diese Abhingigkeit

am einfachsten dadurch zum Ausdrucke bringen, dass man die
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Punkte {® auf den m Mannigfaltigkeiten (39) wihlt, gleich-
zeitig aber in der Mannigfaltigkeit «. Die Punkte {0 liegen
dann von selbst in der Polar- M) , des Punktes #, da die Mannig-
faltickeiten (39) von ihm und von der Ebene u in derselben
linearen M, ., geschnitten werden. Die Punkte {® miissen
also den m + 1 Bedingungen

(42) X L0=0, Lo®MIP=0, 2o@0=0,... 2" H=0

geniigen, Man befriedigt dieselben in allgemeinster Weise, in-
dem man

2 - 1
nmw+%ow+ e, Er Y

(43)
—_ (N v(l) v(?) L. s(m) U(I) . w(n—-m——2)).
i
setzt, wenn die rechte Seite den Coefficienten von w, in der
n-reihigen Determinante

(44) D= (wuv® . vl  ge—m=2)

bedeutet, und wenn die o) wieder die Coordinaten der Mannig-
faltigkeiten (39) bezeichnen, die w(® dagegen Symbole be-
zeichnen, diefiir sich genommen keine Bedeutung haben,
wihrend erst einer (n-m-2)-reihigen aus den w® gebil-
deten Unterdeterminante eine wirkliche Bedeutung
zokommt. Durch Einfithrung dieser Symbole w bedienen wir
uns derselben Schreibweise, die Clebsch fiir die Theorie der
Complexe im Raume von drel Dimensionen eingefiihrt hat.

Ist insbesondere m = n— 3, so kommt nur eine Reihe von
Grossen w in Betracht; diese haben dann wirkliche Bedeutung
und sind die Coordinaten einer linearen M(,. Letatere ent-
hilt alle n—3 Punkte ) und die beiden Punkte {M, @, die
hier allein zu beriicksichtigen sind. Die Punkte 7 liegen
daher fiir m=#n—3 in einer festen linearen MY, w,
welche zu den n—3 Mannigfaltigkeiten (39) conjugirt
ist in Bezug auf die Fliche f=0, sonst aber willkiir-
lich gewihlt werden kann (also noch von 2 Parametern ab-
hiingt).

D
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Setzt man die gefundenen Werthe ¢, und 7, in die Glei-
chungen (36) ein, so ergibt sich

2w .
= E—afd;—i—l\uv(l). v 0 ) qplimBy Ly gD, ),
4?’
2 e _ %30 ) (1) (1-m-2) (1) ()
s,~=,)au—.——/~(zw R T U T ) L R SRS T
b H

Diese Gleichungen stellen in allgemeinster Weise
alle diejenigen linearen Transformationen der Mannig-
faltigkeit f in sich dar, welche in den Gleichungen
(36) und (37) nicht enthalten sind. Die Transformations-
formeln ergeben sich durch Elimination der Grossen »; und u,.

Fir n=4, m =1 erhalten wir aus (45) die Formeln (7),
insbesondere fiix A =0 die in Nr. 4 besprochenen Gleichungen;
fiiv n =4 und m =2 ergeben sich die Gleichungen (26).

Die abgeleiteten Resultate stimmen mit denen des Herrn
Lowy (a.a. p. 17) im Wesentlichen iiberein. Wir benutzten
zur Bestimmung eines Punktes 7 einen Punkt, welcher in der
von den Mannigfaltigkeiten #(/) und « gemeinsam bestimmten
M, —p—2 liegt, sich also durch » —m2 —1 specielle solche Punkte
L® ausdriicken lisst, wie es in (43) geschah. Diese Punkte {¥
geniigen den Gleichungen (42). Herr Lowy benutzt statt dessen
nur #—m—2 specielle Punkte {9, die denselben Gleichungen
und einer willkiirlich angenommenen Gleichung

> w, {0 =10

geniigen. Die Gesammtzahl der benutzten Parameter wird da-
durch beeinflusst, so lange man die w, als Constante betrachtet.
Herr Lowy selbst sieht diese Grossen aber nachtriiglich als
Functionen der #, an und stellt dadurch die ndthige Allgemein-
heit wieder her (a. a. O. p. 26 u. 49).

10. Es handelt sich jetzt darum, die Grossen u, aus den
Gleichungen (45) zu eliminiren. Um die Moglichkeit der Eli-
mination zu zeigen, benutzt Herr Lowy a. a. O. eine Hiilfs-
gleichung hoheren Grades in der gleichen Weise, wie ich bei
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n = 4 eine quadratische Gleichung benutzt hatte. Die Wurzeln
jener Gleichung kommen im Resultate der Elimination nur
symmetrisch vor, so dass das Resultat nur die Coefficienten der
Hilfsgleichung enthilt und auch fiir den Fall, wo Wurzeln
zusammenfallen, in Anspruch genommen werden darf. Man
kann die Elimination aber allgemein in gleicher Weise aus-
fithren, wie dies oben in Nr. 2, 3 und 5 fiir » =4 geschah.
Wir setzen:

115_ I/(l) I/g'7J 1/1(."‘) 1

| o® v %
(46) V':E E2SRS VIS ¥ Lm :=],in+“”f1 ,/51)_,__._4_}1/”1,/271;)’

Am) y 5
]x lml lm'l me

wo zur Abkirzung

), = h HJ) ()
L;k 24 (/i e
1

wihrend mit I, die ersten Unterdeterminanten bezeichnet sind;
insbesondere ist

Ui Yz Ui

v, Usy o0+ O,
(47) ‘VV____ P21 22 2m

Uml Z'.111.2 ct /Umm

Durch Multiplication der ersten n Gleichungen (45) mit
¢) und Addition erhiilt man fir j=1,2,...m ein System
von m Gleichungen zur Berechnung der Grissen »
es wird

Y
12 m’

) = ) , .
Vs rlvjl+12vj2+' C +1mvjm’
und hiel‘aus:
W — . Dy 52 —y 3y =V
(xi SWH Vo liim e Yoy, ") Vi

Die ersten # Gleichungen (45) werden daher

1 0@ 2.
48 == v
(18) Vi (2 "au,~+7"aw,-) W
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wenn mit £ die Determinante (44) bezeichnet wird. Iierzu
tritt die aus (45) folgende Identitiit

2W
(49) xi + bz:i B 927: Sk (‘a)“ Hl + (I)t'E ?‘2 + URCRO _}_ U):'m “m)'
WO
1 220
D =0 @ =,
i k203w 9u,

Von den Gleichungen (48) sind m eine Folge der iibrigen n—me;
trotzdem wird die Elimination der u, moglich; denn die Glei-
chungen #ndern sich nicht, wenn man u, durch

aw, g v A, 0@ A o)

ersetzt. Wir konnen daher fiir die Mannigfaltigkeit « noch
m lineare Bedingungen hinzufiigen, ohne das Resultat zu be-
einflussen, z. B. fordern, dass die m Pole 7() der Mannig-
faltigkeiten ) in der Mannigfaltigkeit w liegen, d. h., dass die
m Gleichungen

(50) Du =0 fir j=1,2,...m
erfilllt seien. Die Elimination der Grissen » und » aus

den Gleichungen (45), (49) und (50) ergibt dann das
Resultat:

Pyl ... 7 g Py S50
| - ’
| 77511) ot 7/5:)0 xn pnl ot pnn
(51) .0 ... 0 z+§ 220, ... 2-4(1)},"}:();
0 ...0 0 i) . 5y }
0 ...0 0 B g

hierin ist p, == ®, 4 2Lq,, wo @ dieselbe Bedeutung hat,
wie in (49) und
»*n 2

P g =0,
i T oun, dw, dudw,’ @i



17, Lindemann: Ueber die linearen Transformationen ele, 49

Dieselbe Gleichung lisst sich auch in der Form
schreiben:

l Vl pll tr pln ‘
i
! n—in pn—m,l e 2)n—-m,n
" |
(52) Wz, +E) 220, ...220, =0,
) 1 1
0 i N T
0 r/.(lm) L. 7/:;]”)

Die in (51) und (52) auftretenden Determinanten kann
man wieder auf Determinanten miit weniger Reihen reduciren,
wenn man die durch (50) beschriinkte Mannigfaltigkeit « mit-
telst gewisser fester Mannigfaltigkeiten ©® und willkiirlicher
Parameter g ausdriickt.  Bezeichnen wir also mit oV, 0, .., o/
die Coordinaten von n—am linearen, von einander unabhiingigen
Mannigfaltigkeiten, welche siimmtlich durel die a2 Pole 2/ hin-
durchgehen, d. h. den Gleichungen

3wl =0
PR
fiir
l=1,2,.. .0~ m; F=1,2,...m

geniigen (also zu jeder Mannigfaltigkeit ¢&) in Bezug anf f=0
conjugirt sind), so haben wir

f— (1) 2) (n—m
W=y o) gy 0 4w,

t

An Stelle der Gleichungen (19) bezw. (32) erhalten wir
jetzt Relationen der Form
MO ) e 1 b=y -
53 W = 1 ; ; = 7 .
( l) x ‘“1 Ill i ‘u‘Z Il:2+ M —l ‘“‘n—m 'I,n—m
fiir
I=1,2,3,...0—m;

und hierin ist

und weiter
1896. Math.-phys. Cl. 1. 1



50 Sitzung der math.-phys. Classe vom 1. Februar 1896.

(54) Pih o 2," 2: wrs wf'l) w.(rk) = Pl: i
R
e — \7 el s U‘ _— ==
(‘)') (l)z'l: - Z-J 2 (l) ] 1{ (051) w QI::" (l)l'l’ = 0.
I3 8

Setzen wir endlich noch
22 ®, o,
3
so ergibt sich durch Elimination der Parameter w, aus den
(leichungen (53) und (49) die gesuchte Transformation der
Mannigfaltigkeit M@ , in der Gestalt

1) = po
ol Wy Ty e e T,
(2) . > oo
RC Moy oy « v 1y,
(50) ==
(1) - »
o' Myy  Tyg v Ty,
| < ]
| x:‘+5i Ilf] 171‘2 st H:'V |
filr i==1,2,3,...n; dabel ist » =n — m. Diese Gleichung

hat die von Voss betonte Gestalt, indem in ihr eine Determi-
nante mit den Elementen zr, auftritt, die nach (54) und (55)
sich ans Elementen P, = P,, und @, = — ¢, linear zusam-
mensetzen. Es ist indessen hervorzuheben, dass auch schon in

der Gleichung (51) eine analoge Determinante benutzt wurde.
Die Gleichungen (56) stellen die &, als lineare Functionen

der z, dar; die Auflosungen dieser Formeln ergeben sich, wenn

man in (56) iiberall  mit § und @, mit @,, vertauscht; denn
neben (53) bestehen auch die Glelchungen:

71— Pt
e £ 'rll + Hy 12 ++ Mo 70 ey
wo
T,y == 7~ 'Pz'h — 4 Q:’k'

11. In Folge unseres geometrischen Ansatzes sind wir
sicher, dass die Gleichung f= o0 durch die aufgestellten Trans-
formationen in sich iibergefithrt wird; es geht daher die Form
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Y¥a,zx, in MR a,§§ iber, wo M einen zu bestim-
menden Factor bezeichnet. Diese Bestimmung, die ich a. a. O.
fiir 7 =4, m =0 und die Herr Lowy fiir m =0 und helie-
biges - durchgefiihrt hatte, kann in folgender Weise geschehen,
Multipliciren wir die beiden Systeme der Gleichungen (45) mit v,
und addiren, so ergibt sich

(57) Q)I = Ul Y11 + 1)2 ’022 S + vm vmn = - vé‘»

oW . ol : . .
da E 5y 0ist. Multipliciren wir mit «, und addiren, so
folgt:

13

002

Py
—-1 A a / Z ﬁ (v.
pR— i : - ’ ()
D, 9 > T Sl 222000,
0 ‘ i i 7

{ [

. ANy o L\ 282 O :
[gp— iy —_ — J— s opld) g
Z ””‘ > 2 ZJ du. uil: A ZJ 2w, a{k ZJ Z ’j lz’ ”ilc-
i i 7 ¢

t 1 7

(58)

Nun erhiilt man sofort aus (41)

l 2@ . ) o B
:-)‘ L Q. ([”: = u’: 2 + 1)2'” ([;1 . I'.;:-)) ‘[)2 + o —t" (_ 1)1“ 13;:,“) k[)m’
i
wenn
0 {m) |
L A R
{
P, .- a vl |
LY 7 d o " 5 l
2 ! 0 0 |
17 Y, .
plm) . ) 0 |
1 N e 1
und

J

] oF
fi=s Za o) 1
) i
Aus (58) erhalten wir daher
(5()) 9 L 2" ((I'I: xk (xz' + ;1) = “:r: + 7'.:(:) ‘I)l

. l-g“.’) I[ig + . + (_ ])m ,I.im) i,
4*
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und ebenso:
1 =y A} b} s
-2 L L ail: xik (xi + gl) =—7 uf + 1;(5]) ‘Pl
— vg-’) i[f2 + R (_ ])m Ugu) z[,-m;
also mit Benutzung von (57):
+ —\ ol Bl v t t . ‘) i _
(60) 202 oLt 22 Qi Se s = 2°F (“Jo “S)'

Multipliciren wir die Gleichungen (45) mit », und sum-
miren, so folgt wegen (50):

w,=n0=u_

=
&

£

Die rechte Seite von (60) ist also gleich Null; d. h. der
Factor M ist gleich 1; die Form f=2 2 a, z.z, bleibt
bei unseren Transformationen absolut ungeindert.

Da die Determinante von [ sich bei linearer Transforma-
tion um das Quadrat der Substitutions-Deferminante iindert, o
ist dieses Quadrat immer gleich 1, die Substitutions-Determinante
selbst gleich 4 1. Welcher Werth zu withlen ist, hiingt von
der Zahl m ab. Es ergibt sich das einfach, wenn wir zuvor
diejenigen linearen MY, bestimmen, die in sich iibergefithrt
werden.

12. Ist zuniichst # = 0, so findet man die fest bleibenden
Punkte aus den Gleichungen (36) und (37), indem man die
Bedingungen

(61) z —

7 ~

=0

ey

hinzugefiigt ; dies gibt die Gleichungen
Y[r(l—0) 4, + 720+t e,Ju =0, 1=1,2,...n.
k
Die fraglichen % Punkte werden daher durch die Gleichung
nter Grades 1n u

WA ey ondy, ey,
(62) I

{
|
{
{
i

‘“Anl + anl 010 ot Aem + aun

I
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bestimmt. Wegen der Bedingungen e, —— «,; entspricht jeder
Wurzel w eine andere — g Da nun

z1l—op
L= 5 —-
N
. 1
gesetzt wurde, so erhiilt man —g aus g, indem man ¢ mit —
0

vertauscht. Die Wurzeln sind so paarweise einander 2 -
geordnet; ist n eine ungerade Zahl, so muss folglich eine
Wurzel o=+ 1 sein. In der That ist in diesem Falle die
Determinante der «,, d. h. das constante Glied in Gleichung
(62), gleich Null, also eine Wurzel u gleich Null. Fiir ein
ungerades n hat daher die charakteristische Funda-
mentalgleichung unserer Transformation stets die
Wurzel o= -} 1.

Verschwindet fiir ein gerades n die Determinante der «,,
so verschwinden auch alle ersten Unterdeterminanten. Tritt also
fiir n=2» eine Wurzel 9 = 41 auf, so ist dies eine Doppel-

wurzel, u.s. f. Die Wurzel ¢ -—1 dagegen kann (wenn
m==0) nie auftreten, wenn die Determinante der a,
von Null verschieden ist; denn ¢ — 1 wiirde eine Wurzel

=0 bedingen. Thenso kann fiir n=2» -+ 1 die Wurzel
o=-1 mehrfach anftreten; verschwinden aber dann alle ersten
Unterdeterminanten der a,,, so verschwinden auch alle zweiten
Unterdeterminanten; kommt also die Wnrzel ¢ = -+ 1 doppelt
vor, so kommt sie auch dreifach vor, u.s. f. Bei geradem n
kann die Wurzel o= 41 in der charakteristischen
Fundamentalgleichung in gerader Vielfachheit, bei
ungeradem n nur in ungerader Vielfachheit auftreten.?)
Eine analoge Ueberlegung zeigt, dass die Elementartheiler der
Gleichung ebenso wie die Wurzeln einander paarweise zuge-
ordnet, und zwar paarweise einander gleich sind.

Fiir die sich selbst entsprechenden Punkte gilt der Satz,
dass sie auf der M=, f=0 liegen, mit Ausnahme des bei un-
geradem n der Wurzel ¢ = -1 entsprechenden Punlktes, und

1) Vgl. Frobenius, a. a. O.
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dass ihre Tangential-M(, in sich tibergefiihrt werden.!) Bei
ungeradem n entspricht der Wurzel ¢ = 41 ein fester
ausserhalb der M@, f=0 liegender Punkt, dessen
Polar-M® , in sich iibergefihrt wird.

18. Tst m von Null verschieden, so liefern die Gleichungen
(57) sofort m lineare MV, welche je in sich iibergehen; und
man erkennt sofort, dass zu jeder MM, () eine Wurzel
o= —1 der charakteristischen Fundamentalgleichung
gehéren muss. Die zugehorigen m Pole 24 bleiben
natiirlich auch fest; sie geniigen den Gleichnngen (61) fiir
o= —1.

Die tibrigen 7 — m sich selbst zugeordneten Punkte ergeben
sich aus den Gleichungen (45), bez. (48) oder (53).

In der durch die Gleichung /= 0 und die Gleichungen (39)
bestimmten M 1.--1 denken wir uns eine lineare Transformation
der n — m Parameter, welche einen Punkt linear bestimmen,
derart ausgefithrt, dass diese quadratische M, _,,_s in sich itber-
gefihrt wird. Statt der Punkte der quadratischen M, _,, o
konnen wir ihre Polar-Ebenen in Bezug anf die Gleichung [0
betrachten; wir erhalten dann eine lineare Transformation, ver-
mige deren die (n—m) Grossen o0 linear durch (u(” derartig

ausgedriickt werden, dass die Gesammtheit der linearen ¥ {ne
welche durch die m Pole 79 gehen und die M, f=0 be-
rithren, in sich iibergefiihrt wird.

Diese Transformation ist uns durch die Gleichungen (53)
dargestellt, wenn wir noch hinzufiigen:

(63) wd =g, (2 Py — Q)+ o A a2 Py — 2, )

Die Gleichungen (53) und (63) stellen zusammen eine Trans-
formation der Art dar, wie wir sie in Nr. 12 hetrachtet haben;
es ist nur n durch 2 — m ersetzt worden. Wir kinuen daher
folgenden Satz aussprechen:

1) Vgl. Rosanes, Crelle's Journal Bd. 80; Voss, Math. Annalen
Bd. 13 und Lowy a. a. O.
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Ausser den m linearen Mannigfaltigkeiten o) wer-
den in sich iibergefiihrt:

a) wenn n—m gerade ist, n—m lineare Tangen-
tial-Mannigfaltigkeiten von f=0, die einander paar-
weise dadurch zugeordnet sind, dass die ihnen ent-
sprechenden Wurzeln der Fundamentalgleichung zu
einander reciproke Werthe hesitzen.

b) wenn n—m ungerade ist, eine lineare Mannig-
faltigkeit, die im Aligemeinen nicht Tangential-
Mannigtaltigkeit ist, und ausserdem n—m—1 Tangen-
tial - Mannigfaltigkeiten von f=0, die einander in
gleicher Weise zugeordnet sind.

Die Gleichung vom Grade n —m, durch welche die zuletst
erwithnten festen (), bestimmt werden, d. h. welche die in
den Gleichungen

(D o) ) —
w!! e wf = 0

auftretenden Grissen @ bestimmi, wird aus (63) und (53)
der Form

1 ’ L a0 _ 5} - _
gefunden, wo v=n—m und 7z, ==(1—¢) P, +7i(1+ ¢} ¢,
withrend P, und @, wieder durch (54) und (53) definirt sind.
Dieselbe Gleichung wird aus (45) in der Form

A1) (m) o " |
(7 T Py Py,
(1) (m) 4 2
UM U pnl QLo s
| M w =
‘ ) ... 0 AR ¢
() 2(my |
| 0 oo 0 )/1 000 '4n i

gewonnen, wo p; =z(1—0) @, + A(1+40)q,. Diese Glei-
chung kann nie eine Wurzel ¢ = — 1 haben, wiihrend die
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Wurzel o= -+ 1 eine gerade oder ungerade Anzahl von Malen
auftreten kann, je nachdem n—m gerade oder ungerade ist.
Bine Wurzel — 1 kdnnte in der That nur auftreten, wenn die
filr 2 =0 entstehende Gleichung erfiillt wiire; dann aber miisste
die den Gleichungen (39) gemeinsame lineare M,,_.,—; elne
Tangential - Mannigfaltigkeit von f==10 sein; alle Punkte ¢
wiirden in den Knotenpunkt derselben (d. i. den Beriihrungs-
punkt) zusammentallen, und es kinnte iiberhaupt keine Raum-
Transformation entstehen.

Ist n—m ungerade, so ist die Determinante der ¢, iden-
tisch Null; alle Punkte § liegen in einer von u unabhiingigen
linearen MM ,.  Dem entsprechend kann man eine Reihe der
in 2 und in (45) auftretenden Symbole w als Coordinaten dieser
festen M@, auffassen. Da die Grossen w, durch w, 4 o, vV
+ ...+ 0, v ersetzt werden, also die Bedingungen

2w, =0

hinzugefiigt werden konnen, ohne die Gleichungen (45) zu
dndern, so folgt in der That '
(64) 2 W, T, = Z w & = : :;:l:

:

Es tritt jedesmal eine Wurzel ¢ = - 1 der Fundamental-
gleichung auf, wenn eine Symbolreihe w durch wirkliche Grossen
ersetzt wird. Thut man dies mit einer Reihe von Symbolen,
so spielt von selbst, falls n — m gerade ist, eine zweite Reihe
die Rolle von wirklichen Grossen u.s. f. Ist »n —m ungerade,
so gilt dies fiir eine dritte Reihe von Symbolen, sobald es fiir
eine zweite Rethe gilt, u. s. f. Jede lineare Mannigfaltigkeit w,
welche so einer Doppelwurzel ¢ = 41 zugehort, bleibt in sich
fest, kann aber durch eine andere Mannigfaltigkeit des linearen
Systems der w) ersetzt werden, inshesondere also auch durch
gewisse Tangential - Mannigfaltigkeiten von f=0; auf solche
wiirde man direct gefiihrt werden, wenn man die Doppel-
wurzel 9= -+ 1 aus einem Paare einander gleich werdender
reciproker Wurzeln entstehen lisst.
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Herr Lowy gibt a. a. O. fiir jeden Fall eine lineare
Mannigfaltickeit  an, die bei der Transformation fest bleibt,
d. h. der Bedingung (64) geniigt; er berichtigt diese Angabe
aber spiiter selbst, indem er in gewissen Ifillen die Grossen w
wieder von den u, abhingig denkt.

14, Wir sind jetzt in der Lage, die Determinante der auf-
gestellten Transformationen, deren Quadrat gleich 4-1 gefunden
wurde, zu berechnen. Die Transformation ist dargestellt durch
m Gleichungen von der Form

cij)z_l-(tj) fiir j=1,2,...m
>

durch u Gleichungen von der Form

[t}

wh =w® fir 1=1,2,...u

. 1 .
endlich durch  (n—m—u) Paare von Gleichungen der Form

n—n—y
5 :

ol =g (r)g‘), o) = —1(; wg“*‘” fiir k=1,2,...
Fiihrt man neue Variable X, ein, welche gleich den links
stehenden von einander unabhingigen lnearen Functionen sind,
und entsprechend neue Variable =, so ist die Substitutions-
Determinante gleich (— 1)”. Dieser Werth hat demnach all-
gemeine Giiltigkeit. Die Determinante ist gleich (—1)™,
wenn m lineare Mannigfaltigkeiten v/ in ausgezeich-
neter Weise benutzt wurden.
Je nach dem Werthe der Determinante, d. i. je nachdem
m gerade oder ungerade ist, bezeichnet man bhekanntlich die
Transformation als eigentliche oder uneigentliche. Ist
m==0, so hat man die allgemeine eigentliche Transformation ;
ist m gerade, so hat man nach Herrn Liowy diejenigen Fille,
welche Herr Frobenius als Grenzfille behandelt hatte, wiih-
rend fiir ein ungerades m frither keine allgemeinen Formeln
aufgestellt waren.
Bekanntlich kann man fiir ein gerades n die eigentlichen
und uneigentlichen Transformationen auch geometrisch ” leicht
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vou einander unterschieiden. Bel 724 z. B. (d. h. im Raume) bleibt
bei ersteren jedes System von Erzeugenden einer M{) als solches
erhalten, wilhrend durch letztere die beiden Systeme mit ein-
ander vertauscht werden. Ohne Rechnung erkennt man dies
auf folgende Weise. Bei der uneigentlichen Transformation
(n=4, m=1, pu==1) bleibt eine Khene » und deren Pol ¥
fest, ferner zwei Tangentenebenen, die von 7 ansgehen, also die
Fliiche in je einem Punkte der Kbene » beriithren. Iie von
ihuen ausgeschnittenen Paare von KErzeugenden bletben eben-
falls fest; sie bilden ein windschiefes Vierseit, dessen eine Dia-
gonale die Berithrungspunkte verbindet; auf der anderen Dia-
gonale liegt der Pol 7. Auf dieser bleiben daher das Paar der
beiden Ecken fest und der Pol 7; es bleibt also entweder jeder
Punkt dieser Diagonale ungeindert, oder nur der Punkt 7 und
ihr Schnittpunkt mit der Ebene v, wiihrend jene beiden Ecken
und also die betr. Erzeugenden der Fliche sich mit einander
vertauschen. In ersterem Falle liegt eine einfache eigentliche
Transformation (mit der Determinante 4 1) vor; es bleibt also
nar der andere Fall fiir die Determinante — 1.

Aehnliche Ueberlegungen gelten fiir grossere gerade
Zahlen n. Die Erzeugenden zerfallen hier aber nicht in voll-
stindig getrennte Systeme, die bei uneigentlichen Transforma-
tionen vertauscht werden; sondern es wird nur von den auf
zwel Weisen moglichen Arten der Anordnung dieser Erzeugenden
in gewisse lineare Mannigfaltigkeiten die eine Art mit der andern
Art vertauscht.?)

Bei ungeradem n ist von solcher doppelten Anordnung
nicht die Rede; dem entsprechend konnen auch die eigentlichen
Transformationen von den uneigentlichen geometrisch nicht
unterschieden werden; in der That kann jede Transformation
mit der Determinante + 1 durch die Substitution z,= — X
welche die geometrischie Bedeutung der homogenen Coordinaten
nicht #ndert, in eine solche mit der Determinante — 1 iiber-

1) Man iibersieht das am einfachsten, indem man die stereographische
Abbildung der MP, auf eine MY, durchfihrt, vgl. Klein, Math.
Ann., Bd. 5, p. 264.
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vetiihrt werden. Hs ist aber niitzlich, sich von dieser evidenten
Thatsache an unseren Formeln direct Rechenschaft zu geben.
Wiy fiihren die Rechnung bei =23 (d. h. am Kegelschnitte)
durch.

Fiir 7 =3, m =0 haben wir nach (51) die Transformation

1 [

Zy P DPis P
(65) x‘z Pa Doy Pos i —0.
Ly P31 P32 Pss

, c o, 9. 9,
s, 220, 2x0, _m(l)w‘

Setzt man unter Auwendung der symbolischen Bezeich-
nungsweise

L : 1 o
[=a=0, O=_(abu)=224,uu,6 2= (vuuw),

3

50 ist hier b, = A”_ und:
v, =z4,, D=4+ lw, pa=rd,—iw,
Py =2 Ay — iy, Py =2 d,,, Pog == %A, + dary

Py =2 Ay + 2wy, py, = Ay, —Aw,, Py = Ay

Fiir n =13, m =1 erhalten wir nach derselben Formel

|y e Pl 2n E
; gy Xy oy Pay Py |
(66) Ny &, Py Pn Dy | =0,
0 & 2P, 208 240 |
[0 0 2 Yy i3 |

und hierin ist >0 Y Fou 0, = (auv)? also O ='(“ ), (av),
ferner

Py = % (av)?, Py = (av), («v),+ Avy, pry=2(av), (av),—iv,,

w s, £, Es bezeichnet 17 den Pol der Linie », also ist
vp=r;0,==b.b,; und es ist bekanntlich:
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ay - (beu) — Auph)

Lo —

(@ud)(wucye, b, =

.

wo A =06(abe)®. Die Grossen p,,

gleich

Pyor Py, sind also bez.

4 : 7z %z “ 5
( )2 2 iy 2 2 X A v n
o (bey-a?— 5 47, 9 (be), (bo),uy 5 Ay ny+ da,ag,

% S ’
9 (be), (be)y oy — 5 Adnn,—la,a,.

]

In entsprechender Weise sind die Elemente pj, und p;, um-

zuformen. Multipliciren wir die Elemente der ersten Vertical-

. : L % % . .
reihe von (66) bez. mit 9 Ay, 2—A Tas o An, und addiren die
Producte zu den drei letzten Verticalreihen, so werden die Ele-
mente der ersten Horizontalreihe (A, = (be), (be),):

M Ty, KAy, kA, 4 dvg, EA g — A0y,

wo 2k =xa?. Die Gleichung (66) geht so iiber in:

2
Ut 2¥ Dre Piy |
Ty % Pay Do P
L A Y T U R
0 =z-4% 2xB, 2xB, 2zB, |
0 0 8 UN A l
> 1 2 R “
wo nun B, = 5 A, a5 — Ay, und die Elemente p, aus den

Klementen p, der Gleichung (65) hervorgehen, indem man z
durch %, w durch v ersetzt. Die zweite Verticalreihe in (67)
stimmt mit der ersten in (65), die vorletzte Horizontalveihe mit
der letzten in (65) iiberein. Wir multipliciren weiter die erste
Verticalreihe mit A4, die dritte, vierte und fiinfte bez. mit v,

1) Vgl. z. B. Clebgch: Vorlesungen iiber Geometrie, Bd. 1, p. 286.
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vy, vy und subtrahiren sie von der ersten. Die Elemente der
letzteren werden sodann

0, 0, 0, “/.A?}l,'vn, iy

Endlieh multipliciren wir die letzte Horizontalreihe, d. h.
die Elemente

— 0y 05 75y 7y 7

mit 4 7, und addiren sie zur vorletzten; dann werden die
Elemente der letzteren

0,2, +6&,2k4,2kA,, 2kA,:

und nach Absonderung des Factors ¢, reducirt sich die fiinf-
reihige Determinante anf eine vierrethige. Die Gleichung
(67) entsteht so in der That aus (66), wenn man % durch
Iy v durch w ersetzt.

In gleicher Weise werden sich diese Determinanten-1Um-
formungen bei grisseren Werthen von 2 und e durchfiihren
lassen.  Werden in den Transformationen (51) m Mannigfaltig-
keiten © und g lineare Mannigfaltigkeiten so benutzt, ist also

p _7~ 32 U),” -32!-)1",,H
k9 A AL “nl A !
29 u,.a u, du, 21,

(wenn mit @,, der Ausdruck (41) bezeichnet wird und mit
0, 1 der Ausdruck (44), in welchem g Rethen w wirkliche
Grdssen, nicht symbolische Zeichen sind), so sind diese Trans-
formationen in obigem Sinne aequivalent mit denjenigen, fiir
welche u Mannigfaltigkeiten » und m Mannigfaltigkeiten w zur
Bildung nithig waren; vgl. noch die Zusammenstellung in
Nr. 15.

Bei geraden Werthen von n ist eine analoge Umformung
der Determinanten nicht moglich; denn z. B. fir n=4, m=0,
t=2 haben wir in (51):

O=224, vu, L= (ouww)
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Dagegen bei n =4, m =2, u=0:
O = (av'v"u)? O = (wuv'v").

Beide Transformationen sind eigentliche; und die letztere
ist als Grenzfall in der Transformation m =10, w =0 enthalten;
vgl. oben Nr. 6.

15. Fiir die niedrigsten Zahlen % moge hier eine Zu-
sammenstellung derjenigen Fille gegeben werden, welche in
Bezug auf die Vielfachheit der vorkommenden Wurzeln der
Fundamentalgleichung mdglich sind. Die Zahl s bedeutet
iiberall die Anzahl der Wurzeln, welche gleich —1 sind, die
Zahl u die Anzahl der Wurzeln, welche gleich -+ 1 sich ergeben.

Erstens: n =2,

I. m=0, u=0. Die beiden Punkte der vorgelegten
linitren uadratischen Form f bleiben jeder fiir sich fest.

1. m=1, n=1. Es bleiben zwel einander in Bezng
auf =0 conjugirte Punkte fest; der eine vertritt die
Mannigfaltigkeit », der andere die Mannigfaltigkeit w;
die beiden Grundpunkte der Form f werden mit ein-
ander vertauscht.

Ziweitens: n= 3.

I. m =0, u=1. Eine feste Linie w; in ihren Schnitt-
punkten mit f'=0 zwei feste Tangenten, denen zwel
Wurzeln ¢ und ¢71! der Fundamentalgleichung ent-
sprechen (vgl. , Vorlesungen® II, 1, p. 384). Beide Tan-
genten fallen zusammen fiir ¢ o~ -1 (vgl. ib. p. 385).

. m=1, t=0. Kine feste Linie v, an welcher die
Ebene in gewissem Sinne gespiegelt wird. Die For-
meln (45) lauten

AR )] .
Z= 5;—[— A(uv), 4 vy,
. 2o p
=g 2 (u ), — ¥ 7.
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e

Macht man f=2z z, + 2}, I'=2uu, 4 u2,

v, =0, 0,=0, vg=1, so ist D=2 u,, =0,
7, =0, n,=1, also:

=z u,-}- Lu,, Zy =%, —Lu,, Ly =V,
S Y T . e
=%y — Ay, S =nu,—lu,, &, =—v,
also :
% — 2 22
1 =277 % §2=———x2, -5'-z=_x%'
ey %— 1 ‘ :

Bs treten in der That zwei zu einander reciproke Wurzeln
anf; dieselben konnen inshesondere =1 werden; dann hat man

eine perspectivische Transformation. Nur letzteren Fall habe
ich a.a, O. p. 385 erwithnt; deshalb wiederhole ich hier die all-
vemeineren Formeln; die entstehende Transformation ist aller-
dings nach Nr. 14 mit T wesentlich identisch.

Drittens: n = 4.
IL 1) m=0, u=0. Zwel Paare reciproker Wurzeln

IL.

(6., 0,, 07" a;"). Linearer Complex in allge-
meiner Lage zu f=0; vier feste Krzeugende.
Zwel von letzteren fallen vusammen, wenn o, =0,;
dann konnen ferner alle Erzeugenden einer Art je
in sich transformirt werden (a. a. O. p. 361 ff.
Nr. 1, 2, 5)

ym=0, u=2. Ein Paar reciproker Wurzeln

(o, 071, Der lineare Complex ist ein specieller
in allgemeiner Lage zur Fliche. Die Axe des-
selben bertihrt die Fliche, wenn ¢ ¢~!=—=1. Die
Axe kann dann auch zur Erzeugenden werden

(a. a. O. Nr. 3, 4, 6).

3) m==1, u=1. Ein paar reciproker Wurzeln

(0, 071). Eine feste Ebene v und eine feste con-
jugirte Ebene w (a. a. 0. Nr. 7).

4y m=1, u=3, a. a. 0. Nr. 8 und 9.
HI 5) m=2, u=0. Kin Paar reciproker Wurzeln.

Dieser Fall wurde oben in Nr. 6 behandelt; vgl.
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die Gleichungen (35). FKir 0 =071 =1 entsteht
der a. a. O. p. 370 und oben in Nr. 7 bespro-
chene Fall.

Viertens: 5 ==5.

L

11

111

Iv.

1)
2)
3)
1)
5)
6)

m=10, w=1; zwel Paare reciproker Wurzeln;
m Nr. 1 und 2 bei Herrn Lowy (a. a. O. p. 49).
m==0, wu=23; ein Paar reciproker Wurzeln;
Nr. 5 und 7, ebd.

m=1, w=0: zwel Paare reciproker Wurzeln;
dquivalent mit 1).

m=1, u=2; ein Paar reciproker Wurzeln;
Nr. 3 und 4, ebd. p. 48,

m=2, u=1; ein Paar reciproker Wurzeln ;
fiquivalent mit 4).

m=2:, w=20; ein Paar reciproker Wurzeln;
dqguivalent mit 2).

Finftens: 2 = 6.

I.

1L

111

Iv.

1)
2)
3)

4)

m =0, u=0; drei Paare reciproker Wurzeln.
m =0, ¢t =20; zwei Paare reciproker Wurzeln.
m==0, pu==4; ein Paar reciproker Wurzeln, die
auch zusammenfallen konnen.

m=1; u=1; zwel Paare reciproker Wurzeln;
ebd. Nr. 1, 2, 3, p. 305 eine MY v und eine
M® w; die reciproken Wurzeln kinnen paarweise
zusammenfallen (ebd. Nr. 9).

m=1, u=3; ein Paar reciproker Wurzeln;
ebd. Nr. 4, 5, 6, 7, 8.

m =2, u=20; zweil Paare reciproker Wurzeln.
m=2, u=2; ein Paar reciproker Wurzeln, die
auch zusammenfallen konnen.

m=23, p=1; ein Paar reciproker Wurzeln
(ebd. Nr. 10), die anch zusammenfallen konnen
{ebd. Nr. 11).

Bei dieser Aufziblung sind diejenigen Specialisirangen,
nach der Theorie der Elementartheiler durch Ver-

welche
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schwinden von Unterdeterminanten entstehen konnen, nicht mit
berticksichtigt. Im Falle Nr. 9 ist bei Herrn Léwy als Man-
nigfaltigkeit » eine Tangential-Mannigfaltigkeit von f=0 ge-
withlt, in welchem Falle unsere Formeln nur ein bestimmtes
Resultat geben, wenn man zuerst eine etwas verschiedene Man-
nigfaltigkeit zu Grunde legt und dann einen Grenziibergang
ausfithrt (vgl. oben Nr. 3). Diese Schwierigkeit macht sich aber
nur geltend, wenn man von den Gleichungen (45) Gebrauch
machen will. Das Bestehen der Gleichung v, —0kannim Resultate
(51) ohne Storung zugelassen werden. Liegt z. B. ™ in ), so
sehreiben wir o1 an Stelle von o) +2,0® 4. .. 41+, wodurch
(51) nicht geiindert wird, und bestimmen die lj so, dass die neuen
Grossen +() den Bedingungen
(68) 2y =0 fir j=1,2,...m
geniigen. Wir multipliciren die ersten n Horizontalreihen der De-
terminante (51) bez. mit o, »1), ... +() und subtrahiren die
Producte von der mit einem passenden Factor multiplicirten
(n + 2)tn Horizontalreihe; die Elemente der letzteren werden
dann wegen (68):
0, ...0, —XolVg,0,0...0.

Die Determinante reducirt sich also auf eine solche von

nur 2 - m Reihen. Bestehen die Gleichungen

D=0, Xo@y@ =0, ... Yo =0,
d. . wird die M®, f=0 von den Mannigfaltigkeiten
oD@ e herithrt, so erscheinen in gleicher Weise
die Transformationsgleichungen (51) in der Form

I (5D :
gD L gm g Py SRR ‘
. . . '
{51 (m) ‘
)/17+) tr 7/1(1"” .’13” pul T pnn
/ < 9. 9.
_ () ... 0 ,p[—{— § 2z (])“ .. 922 (I)m = 0.
0 .00 D) ety
i 0 .. 0 0 )/(]“') . 1;)(‘"') j

1596, Math.-phys. 1. 1.
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Die Determinante enthilt # --m -+ 1—s Reihen, withrend
@ ebenso, wie in (51), durch die (n - m -+ 1) reihige Deter-
minante (41) definirt ist.

16. Die Anzahl der in unseren Transformationen
enthaltenen Parameter ist leieht zu bestimmen. Im
Falle m = 0 ist die Anzahl der Coefficienten «, in (37) gleich

})- n(n— 1); das Resultat der Elimination ist im Zihler und

Nenner homogen in diesen «, und in deren Verhiiltniss % : 4.

ke

. . ., 1
Die Anzahl der Parameter ist also gleich | n (n—1).

<

Wenn m > 0 ist, so hiingt das Resultat von den Coordi-
naten derjenigen linearen M _ | ab, die von den Gleichungen
(39) bestimmt wird. Die Anzahl dieser Coordinaten ist m (n—1)

—m (m—1)=m (n—m). In dieser M _
1

Bl

a_p haben wir eine

Verwandtschaft, die von = (n—m)(n—m — 1) Constanten abh-

hiingt, denn es ist jetzt # durch % —m zu ersetzen. Die Ge-
sammtheit der verfigharen Constanten ist daher

:12 (n—m) (n—m—1) + m (n—m) = i (m—m) (n4m—1).

Dieselbe Zalhl wird von Herrn Voss in seiner letzten Mit-
theilung abgeleitet; unsere Zahl n—m ist dort mit g bezeichuet.

17. Die von uns befolgte Methode wird durch das Ver-
schwinden der Determinante von f=0 nicht wesentlich ge-
stort, wie ich a. a. O. fiir den Fall » = 4 (Transformation des
imaginiiren Kugelkreises oder eines Punktepaares in sich) beveits
ausgefithrt habe. Dadurch wird es mdglich, auch die Trans-
formationen einer bilinearen Form in sich allgemein aufzn-
stellen, insbesondere diejenigen einer alternirenden Form.
Waren im Vorstechenden die @, gegeben und die «, (= —«,)
als Parameter anfzufassen, so sind bei der alternirenden Form
. gegeben und die @, sind die Parameter, wo-
bei aber die Ifdlle, wo Determinanten und Unterdeterminanten
von f=0 verschwinden, mit in DBetracht gezogen werden
miissen ; anch dieses habe ich fiir n =4 a. a. 0. dargelegt.

umgekehrt die «,
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