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Ueher partielle Differentialgleichungen II Ordunung,
die sich durch gewdhnliche Differentialgleichungen
integrieren lassen.

Von E. v. Weber,

(Eingelaufen 7. November.}

In einer Note ans dem Jahve 18701) hat Herr Darboux
hinreichende Criterlen dafiirv angegeben, dass eine partielle Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung in 3 Variabeln sich mit Hiilfe
von Systemen gewdhnlicher Differentialgleichungen allgemein
integrieren lasse. Spiiterhin hat Herr Kdnig?) diese Theorie
des Niheren dargelegt, und zugleich auf Grund einiger von
Herrn M. Lévy?®) angegebenen Siitze die Behauptung aufge-
stellt, dass alle Classen partieller Differentialgleichungen 2. Ord-
nung, deren Integration auf diejenige gewthnlicher Differential-
gleichungen hinauskommt, durch die Darboux'schen Criterien
erschopft werden; doch scheint weder fiir jene Lévy’schen
Sitze, noch fiir das daran ankniipfende Konig’sche Theorem
ein Beweis bisher veroffentlicht zu sein. In der vorliegenden
Mitteilung  soll deshalb versucht werden, das letztgenannte
Theorem durch geometrische bezw. begriffliche Ueberlegungen
zu hegriinden, indem zuniichst die Forderung, dass eine gegebene

1) Ann. de I'école norm. t. V1I, 1870; in meiner Arbeit: ,Ueber ge-
wisse Systeme Pfafi’scher Gleichungen® (Sitzungsber. d. k. bayer. Ak. d.
Wiss,, Bd. XXV, 1895, Heft 11I), habe ich diese Ansiitze zu einer allge-
meinen Integrationstheorie der part. Differentialprobleme in 3 Variabeln
erweitert.

2) Math. Ann. 24,

3) Comptes Rendus 75 p. 1094 (1872).
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Gleichung 2. Ordnung sich durch gewdhnliche Differential-
gleichungen integrieren lasse, auf eine wichtige, von den Cha-
rakteristiken der Gleichung zuw erfiillende Bedingung zuriick-
gefithrt, und sodann der Nachweis geliefert wird, dass diese
Bedingung im Wesentlichen mit den Darboux’schen Criterien
Aquivalent ist. Wir gewinnen solcherweise nicht nur einen
Beweis des Konig’schen Satzes, sondern auch einen tieferen
Einblick in die Eigenart des geometrischen Gebildes, das durch
eine partielle Differentialgleichung darvgestellt wird: daneben
finden wir Gelegenheit, die Tragweite der von der Geometrie
der Flichenelemente?!) an die Hand gegebenen Methoden in
einer interessanten Anwendung zu priifen.

1. Es sei gegeben eine partielle Differentialgleichung
2. Ordnung:

(1) f (, Yy & Py ¢y 7y S, {) = 0,

worin # die abhingige, x, y die unabhiingigen Variabeln be-
deuten, wihrend unter p, ¢ die ersten, unter », s, £ die zweiten
Ableitungen von # nach z und y verstanden werden. Die
Gleichung (1) integrieren heisst, alle zweifach ansgedehnten
Mannigfaltigkeiten von Wertsystemen 2, y . . ¢, d. 1. von Fli-
chenelementen 2. Ordnung angeben, welche die Relationen (1),
sowie die totalen Differentialgleichungen:

2y de=pdz+qdy, dp=rda+t+sdy, dg=sdz +tdy

identisch erfiillen. Ist nun die Gleichung (1) ,mit Hiilfe ge-
wohnlicher Differentialgleichungen® allgemein integrierbar, so
lisst sich diese Kigenschaft geometrisch offenbar so aussprechen:
2Man erhilt die allgemeinste zweifach ansgedehnte
Integralmannigfaltigkeit der Gleichung (1) durch pas-
sende Aneinanderreihung von je ! ihrer einfach aus-

1) Tiir die Theorie der Flichenelemente hoherer Ordinung vgl. ansser
den zahlreichen Arbeiten von Lie und Bicklund noch das Bueh von
Goursat ,Lecons sur Vintegration des équations aux dévivies partielles
dir 2, ordre® Paris 1896, sowie meine Anfsiifze in den Math, Anu. 41,
16 und 47,
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cedehnten Integralmannigfaltigkeiten, also von Strei-
fen 2. Ordnung, die ihrerseits als Integrale eines ge-
wissen Systems gewbhnlicher Differentialgleichungen
dy di d* v

hl

dz' " dz dz

®) gt

definirt sind, und dieses System muss selber lediglich
mit Hiilfe gewodhnlicher Differentialgleichungen er-
mittelt werden konnen.®

Ueher die Gleichungen (3) konnen wir nun sofort fol-
gende nithere Angaben machen. Da die Integrale von (3) Streifen
darstellen, deren Elemente die Gleichung (1) befriedigen, miissen
die Relationen (2) sowie die folgende:

. af
(4) Z(?xq— ]:'dl/'-{— f Do+

2x

fdt

unter den Gleichungen (3) enthalten sein. Die linken Seiten
der iibrigen Relationen (3) aber werden von gewissen arbitriiren
Funktionen und Parametern abhiingen; wird iiber diese will-
kiirlichen Klemente in einer bestimmten Weise verfiigt, so moge
das System (3) in das folgende iibergehen:

(33) (_f]:(.ma Yoo ) =0 (=1,2,.. y

Je oot Integralstreifen dieses Systems miissen sich zn einer
Integralmannigfaltigkeit von (1) zusammenordnen und die Glei-
chungen (3) miissen allgemein genug sein, um alle (nicht singu-
liren) Integrale von (1) in dieser Weise zu liefern. Damit aber
durch Kinfithrung des Systems (3) in die Rechnung eine wirkliche
Vereinfachung des Integrationsgeschiifts erzielt werde, d. h. damit
die Ermittelung des Systems (3) nicht ein Problem von ebenso
hoher Ordnung sei als die Herstellung des (von zwei arbitriiren
Funktionen eines Arguments abhiingenden) allgemeinen Integrals
von (1), werden wir verlangen, dass in die linken Seiten von
(3) ansser einer endlichen Zahl von Parametern nur noch die
Coefficienten hochstens einer arbitviiren Funktion eines Argu-
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ments eingehien. Aus der endlichgliedrigen?) Schaar von
Integralstreifen des einzelnen Systems (3a) muss sich somit eine
unendlichgliedrige Schaar zweifach ausgedehnter Integral-
mannigfaltigkeiten von (1) aufbauen lassen, da sonst die Ge-
samtheit der Systeme (3a) nicht hinreichen wiirde, um das all-
gemeine Integral von (1) in dieser Weise entstehen zu lassen.

3. Kin einzeluer Streifen 2. O., der einem bestimmten
Systeme (3a) gentigt, muss nach dem Vorigen unbegrenzt vielen
Integralfliichen von (1) angehoren; bekanntlich aber kommt
nur den ,Charakteristiken 2. 0. der Gleichung (1) diese
Eigenschaft zu. Sind die Wurzeln 4, 4, der Gleichung

2
RAA—SA+T=0 (R = 572 ete.),
wie wir von jetzt ab anuehmen, nicht vermbge (1) identisch,
so gibt es zwei verschiedene Systeme von Charakteristiken 2. O,
die bez. durch die beiden Gruppen von Gleichungen:

dy= A, dz, dz = (p+4 A4, q)dz,
5) dp = (r + A.s)dx, dg= (s + A t)dzx ) :
5 = 1,2
Rdr 4 (S—RA)ds + Mdz =0 =)

Rds+ (S—RA)dt+ Ndx =0

definiert sind,*) und deren Individuen kurzweg mit O bezeichnet
werden sollen. Kines der beiden Systeme (5), ebtwa das erste
muss somit unter den Relationen (3) enthalten sein,?) d.
»Die Integrale eines jeden der Systeme (3a) bestehen
aus Charakteristiken C.¢

4. Zur Ableitung einer weiteren wichtigen Eigenschaft des
Gleichungensystems (3) wollen wir einige Hiilfssiitze aus der
Theorie der Charakteristiken einschalten.

1) d. h. von einer mldlirhen ]’:u"nneterzahl abhitngenden.
N a i af 9/” of
I + ) + + 31/ + 132 o+ 9 p 3

3) Die Relation (l) it eine Fo]g‘e von (),
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Durch »— 1 -malige partielle Differentiation von (1) nach
2z und y erhalte man die » Gleichungen :

(6) AP = 0D 4 Rl -8l 4 Tl =0 (x=1..9),
Worin ;.
%
) 2 xlc—z 2 Ht'

cesetzt ist, willirend unter den MS’) gewisse leicht zu bildende
Funktionen der Variabeln z, i, 2, p, . . «{) verstanden werden.
135 gibt nun filr jedes »>2 zwei verschiedene Systeme von
Charalteristiken ». 0.,}) d. h. von Streifen ». 0., welche

bez. definiert sind durch die beiden Gleichungssysteme :
l(?y — A dz=0,ded — (af}+l) + 4, a(zl_‘}*_'ll)) do= 0‘
(MBdel? + (8= RA)de) 4- UMD dzw = 0,

(i=1,2),
(z=0,1,.. 4 A=0,1,..v—1, 6=1 ..1/)2)]

. . ), .
und  gelegentlich als Streifen (J,(- )¢ hezeichnet werden sollen.
Die w! Flichenelemente ». O. z, 4, 2, p.. ) eines solchen

Streifens befriedigen iiberdies die siimtlichen 5 » (v—1) Relationen

(8) f=0, A2 =0, (z=1..2;4=2,3...r—1)

5. Wir fiihren noch historisch die folgenden Sitze®) an:

a) Jede (nicht singuliire) Integralfliche von (1) ist von «? cha-
rakteristischen Streifen ». O. eines jeden der beiden Systeme {iber-
deckt; b) durch jede Charakteristik Cf” sind ol sie enthaltende
Charakteristiken C,(j"*'l) bestimmt, und zwar ist die einzelne unter
diesen €T durch Angabe eines ihrer Flichenelemente » 4 1. O.
eindeutig festgelegt; umgekehrt ist aufjedem Streifen CY ™ ein ganz

1) Vel meine Avbeit: ,Die Charakteristiken der partiellen Dif-
ferentialgleichungen, Math. Ann. Bd. 47, sowie das pag. 426 citierte
Buch von Gowsat, Chap. 1V,

%) Es wird der Kiirze halber ago) =gz, af)l) =p,.. agZ) =1t gesetzt.

3) Goursat, 1. . Chap. IV: Math, Ann. 47, pag. 230 i1
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« . »” . . .
hestimmter Streifen O gelegen; ¢) durch je zwei, verschiedenen

I .y i ¥ .
Systemen angehirige Charakteristiken O, €8 geht eine und

nur eine Integralfliche der Gleichung (1).

6. Wir denken uns nun einen charakteristischen Streifen
v. Ordnung € des ersten Systems, sowie ein auf ihm gelegenes
Fliichenelement ». 0. ¢ fest gewiihlt; eine heliebige Charakteristilk
r. 0. 0, des anderen Systems, die ¢ enthiilt, bestimmt dann nach

Satz ¢) zusammen mit (/; eine Fliiche ¥V der unendlichgliedrigen
1 =] ]

Schaar von Integralftiichen, die durch (;’1 hindurchgehen, und
man erhilt auf diesem Wege alle Flichen dieser Schaar. Nach
Satz a) kann man sich nun die Charakteristik C| continuirlich
so iiher die Fliche V hin verschoben denken, dass sie in jeder
ihrer Lagen wieder eine Charakteristik von (1) darstellt. Sei
C, eine dieser neuen Lagen, V' irgend eine zweite durch C,
hindurchgehende TIntegralfliiche, O, eine auf ¥’ verlaufende
Charakteristik ». O., die aus C," durch continnirliche Verschie-
bung iiber ¥ hin hervorgeht etc.; durch beliebige Wieder-
holung dieses Processes gelange man schliesslich zu der Cha-
rakteristik €}, Wir wollen den Uebergang von C, zn O, als
,Monodromie der Charakteristik C,* bezeichnen.

7. Zwet benachbarte Streifen ». O. sollen ,vereinigt
liegend® genannt werden, wenn sie beide der gleichen Fliiche,
oder, was dasselbe ist, dem gleichen Streifen » 4 1. O. ange-
horen, Jede Charakteristik ». O. Ul kann durch ,infinitesimale®
Monodromie in einfach unendlich viele henachbarte, mit ithr ver-
emnigt liegende Charakteristiken ». (). {ibergehen; diese sind be-
ziiglich auf den «! nach Satz b) durch C, hindurchgehenden
charakteristischen Streifen » - 1. 0. gelegen.

8. Zu jedem Streifen 2. O, der eines der Differential-
gleichungssysteme (3a) befriedigt, muss es nun eine conti-
nuirliche Schaar von Nachbarstreifen geben, die mit ihm ver-

or

einigt liegen und demselhen System (3a) Geniige leisten; denn
githe es nur einen oder einige solcher Streifen, so kimnte man
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durch Aneinanderreihung von ! Integralstreifen des Systems
(3a) nur eine endlichgliederige Schaar von Integralmannig-
faltiglkeiten der Gleichung (1) gewinnen. Aus den Bemerkungen
der letzten zwel Nunnmern folet jetzt: ,Geniigt eine Charak-
teristik € einem der Systeme (3a), so geniigen demselben
Systeme alle ! mit ihr vereinigt liegenden Nachbarcharak-
teristiken, mithin itherhaupt alle Charakteristiken, die aus C{?
durch Monodromie hervorgehen.® Hieraus ergiebt sich nun so-
fort das folgende ’

Theorem [. ,Damit die Gleichung (1) sich mit Hiilfe
;gewdhnlicher Differentialgleichungen integrieren
slasse, ist notwendig, dass jede einzelne Charakteristik
»2. Ordnung wenigstens eines der beiden Systeme durch
,Monodromie nur eine endlichgliederige Schaar von
sLagen annehme.®

0. Wir setzen fortan vorans, dass die zuletzt genannte
Bedingung fiir alle Charakteristiken €2 der Gleichung (1) er-
fitht sei. Aus Satz D) schliesst man dann leicht: Versteht
man unter » irgend eine Zahl > 2, so geht auch jede Cha-
vakteristik C{” durch Monodromie nur in eine endlichgliedrige
Schar von Lagen iiber; wmgekehrt, trifft die letztere Voraus-
setzung fitr irgend eine Zahl » zu, so gilt sie fiir beliebiges ».*
Innerhalb der Mannigfaltigkeit von Lagen nun, in die eine be-
liehige € durch Monodromie ibergefithrt werden kaun, ist
anserer Annahme zufolge das einzelne Individuum durch An-
gabe einer endlichen Anzahl von successiven Flichenelementen
2. Ordnung eindeutig festgelegt; wir bezeichnen diese Anzahl
mit »— 1. Einerseits sind nun durch ein Flichenelement n. O.,
das den Relationen (8) geniigt, gerade n— 1 auf ihm gelegene
successive Elemente 2. O. einer C(lg) eindeutig mitbestimmt;
andererseits existiert eine und nur eine Charakteristik 05"), die
eine gegebene CY) und ein gegebenes Element 5. O. enthiilt,
wie aus Satz b) leicht hervorgeht; hieraus folgert man das

Theorem IL.  ,Hat die Zahl » die angegebene Be-
Jleutung, so gehit jede Charakteristik " dureh Mo-
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,nodromie in eine Schaar von Lagen iiber, innerhalb
.deren jedes Individuum durch Angabe eines Flichen-
relementes n. O. eindeutig festgelegt ist.*

10. Wir nehmen an, es lasse sich aus den Gleichungen
eines der Systeme (5) durch Multiplication mit geeigneten
Funktionen von z, y, 2, p, . . «{? und Addition eine Relation
der Form

) dI'=

ableiten, wo I eine Funktion der Variabeln z. y, 2z, p, ..«
bedeutet, die sich vermige der Beziehungen (8) nicht auf eine
blosse Constante reduciert, und wo das Zeichen d sich auf alle
in I auftretenden Varabeln bezieht. Wir sagen dann: ,Die
Definitionsgleichungen (5) der Charakteristiken (!
besitzen die integrable Combination (9) oder das In-
tegral I' = const., wenn sich I’ vermige der Bedingungen (8)
nicht auf etne von den hichsten Ableitungen «f? . . «) freie
Form bringen lisst. Da die Fauktion I auch dadurch charak-
terisiert ist, dass der Ausdruck
2 v I

or _{_Z y or k) 4, <3I' ‘_\1 Er 9{’7\ a(,’;’*'”)

dx a”" Y U el 3 g F) Tt
vermbge der Relationen (G) und (8) identisch verschwindet!),
so wiire in dem letztgenanuten Fall die Gleichung (9) offenbar
eine integrable Combination der Definitionsgleichangen eines
der vorhergehenden Systeme von Charaktevistiken C{” (v << ).

11. Die Relationen (8) definieren eine gewisse Schaar von
Wertsystemen z, y, 2, . . ¢, die wir kurz als die ,Element-
mannigfaltigkeit B, hezeichnen wollen. Es sei e irgend
ein der Mannigfaltigkeit B, angehdrendes Ilichenelement ». O.
mit den Coordinaten z, y, . . ;ﬁ’) Wenn nun keines der Cha-
rakteristikensysteme €2, € . . (8 ein Integral zulisst?), so

. - . . . r
werden die von ¢ auslaufenden charakteristischen Streifen CL)

1) Vel meine pag. 425 unter Y ecitierte Mitteilung, Abschnitt 11,
2) Vel indes die zweite Aunmerkang pag. 437,
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offenbar die -gesamte Mannigfaltigkeit Ry ,iiberstreichen®, d. h.

denkt man sich das Element ¢ durch continuirliche Verschiebung
lings einer von ihm auslanfenden Charakteristik ¢ in eine
neue Lage ¢, aus dieser durch Verschichung lings einer andern,
von € ahslaufendcn Charalteristik C-(H»") in eine dritte Lage ge-
hracht ete., so wird es auf diese Weise in alle moglichen Lagen
innerhalb Ity (oder wenigstens innerhalb eines in R, enthaltenen
Continuums der gleichen Dimensionszahl) {ibergehen konnen.
Besitzen dagegen die Charakteristikensysteme O£ .. O irgend
welche Integrale ' const. @  const. . ., und bezeichnen wir mit
F, @ . . die Resultate der Substitution der Werte z . . o’ in
F, ® . . resp., so werden die von ¢ auslaufenden Streifen 8.
nur die Teilmannigtaltigkeit iiberstreichen konnen, welche durch
die Gleichungen :
= :l;', D=0
aus Ity ausgeschnitten wird.

12, Es sei nun n wiederum die in N. 9 definierte Zahl,
e ein der Schaar R, angehdrendes Flichenelement #. Q. mit

den Coordinaten z . . a,(f'), U, eine von ¢ auslaufende Charak-

teristik 7. O. des ersten Systems und ¢, ihr zu ¢ benachbartes
Element 7. 0. Die allgemeinste Lage, in welche €, durch
Monodromie iibergehen kaun, wird nun nach N. 6 in folgender

Weise erhalten: man wiihle eine beliehige von ¢ auslaufende

Chavakteristik C, des andern Systems und auf ihr ein zweites
Element 2. 0. ¢, und denke sich diejenige Charakteristik O,
des ersten Systems construirt, welche e’ enthiilt und auf der
durch C; und C, bestimmten Integralfliche verliuft; hierauf
withle man eine beliebige von ¢ auslaufende Charakteristsk Cg',
auf ihr ein Element ¢”, und erhilt wie vorhin eine durch ¢’
gehende Charakteristik C,”, welche der durch C,, C,’ definierten
Integralfliche angelirt; durch beliebige Wiederholung dieses
Verfahrens gelange man schliesslich zu dem Element n. O. ¢
und der von ihm auslaufenden Charakteristik C,. Es seien

’ 1"

. ”
- - ¢ bez. die zu den Blementen ¢/, ¢’ . . ¢ benach-
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barten BElemente der Streifen €)', ¢,” . . ;. Indem die Cha-
rakteristik C) in die neune Lage ) tibergeht, nimmt gleichzeitig
das Elementenpaar e, >(f71 die neue Lage ¢, ¢, an, und zwar ist
durch Angabe des Klements ¢ das zugehirige Nachbar-
element ¢, eindeutig mithestimmt, da ja der Voraussetzung
nach innerhalb der Schaar von Lagen O, welche ; durch
Monodromie annimmt, jedes Individuum durch ein Klement
n. O. festgelegt ist,  Jedem Element n. O. ¢, in welches e
durch Verschiebung lings chavakteristischer Streifen des 2. Sy-
stems iibergehen kann, ist sonach ein ganz bestimmtes Nachbar-
element ¢, zugewiesen.

Es gibt nun aber ein und nur ein Element n 4~ 1. O. der
Mannigfaltigkeit R, 41, das die Elemente ¢, ¢,, sowie das zu ¢
benachbarte Element des Streifens €, enthiilt; durch dieses
Element »# 4 1. O. ist nach Satz b) lings C, ein charakteris-
tischer Streifen n -4~ 1. O. festgelegt, dem oben mit ¢ bezeich-
neten Idlement also ein Element n - 1. 0., mithin auch ein
ganz bestimmtes Nachharelement e,” zugewiesen u.s. w. Durch
Wiederholung dieses Schlusses ergibt sich sofort, dass die vor-
hin geschilderte Zuordnung der Elemente ¢, ¢, schon
durch Angabe der beiden Nachbarelemente ¢, ¢, voll-
kommen definirt ist.

13. Es werde nun angenommen, dass die von dem Element
e ausgehenden Charakteristiken n. O. des zweiten Systems die
gesamte Mannigfaltigkeit R, iiberstreichen (N. 11); dann ist
nach dem Vorigen jedem Element e¢ von R, ein ganz be-
stimmtes Nachbarelement e, zugeordnet; stellt ferner die Cha-
rakteristik C, eine der Lagen dar, in welche.C; durch Mono-
dromie gebracht werden kann, und ist e irgend eines ihrer
Elemente n. O.; so enthiilt sie auch das zn e gehdrige Element
e,, ebenso das dem Element e, zugewiesene Nachbarelement e,
u. s. w., d. b, sie wiire nach dem Schlussergebnis der vor. N.
durch die Wahl der beiden Nachbarelemente ¢, ¢, und Angabe
cines ihrer Klemente e schou eindeutig festyelegt, mit andern
Worten: Die endlichgliedrige Schaar von Lagen, in die eine
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beliebige Charakteristik € n. O. durch Monodromie iibergehen
kann, wire schon durch Angabe zweier successiver Elemente

n. O..e, ¢ von -C", vollkommen definiert, und es giibe nur ein-
fach unendlich viele derartige Schaaren von Lagen, da ja nur
w1 Elemente ¢ existieren, die zu einem gegebenen Element
n. 0. ¢ benachbart und mit ihm anf einer Charakteristik C,
gelegen sind.  Dies ist aber absurd; denn es wiirde in diesem
Falle die Gleichung (1) tiberhanpt nur eine endlichgliedrige
Schaar von Charakteristiken C\ besitzen. Also konnen die von
irgend einem Element ¢ auslaufenden Charakteristiken ¢ nicht
die ganze Mannigfaltigkeit B, (auch kein in I, enthaltenes
Continuum gleicher Dimension) tiberstreichen, und wir haben das

Theorem III. ,Besitzt eine partielle Differential-
.¢leichung 2. Ordnung die Eigenschaft, dass jede ein-
ss¢lne Charakteristik 2. O. des einen Systems durch
,Monodromie nur eine endlichgliedrige Schaar von
oLagen annimmt, innerhalb deren jedes Individuum
»durch Angabe von n~1 successiven IFliichenelementen
22. 0. festgelegt ist, so existirt in der Reihe der Zahlen
22,3 ...n wenigstens eine Zahl » von der Beschaffen-
,heit, dass die Definitionsgleichungen der Charak-
Steristiken ». O. des zweiten Systems eine integrable
,Combination zulassen.®

14. Wir behalten die Bezeichnungen der N. 12 bei, und
nehmen an, dass die Definitionsgleichungen der Charakteristiken
of, 0P .. 08 irgend welche integrable Combinationen be-
sitzen. Dann wird das Element e durch Verschiehung lings
charakteristischer Streifen n. O. des 2. Systems eine Schaar von
Lagen e annehmen konnen, welche innerhalb der Mannigfaltig-
keit 2, durch ein System von Gleichungen der Form

(10) =1 0=

definiert ist, und mit R, bezeichnet werde. Durch Angabe des

Elements ¢;, das zu ¢ benachbart und mit ihm aunf einer G

gelegen 1st, wird nach N. 12 jedem Element ¢ von 12, ein be-
1896. Matl.-phys. CI, 3. 29
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stimmtes Nachbarelement e, zugewiesen, so zwar, dass die Ge-
samtheit der Elementenpaare e, e, identisch ist mit der Gesamt-
heit der Lagen, die das Elementenpaar e, ¢ durch Verschiebung
lings charakteristischer Sireifen O anzunehmen imstande st
Iis sei jetzt 14 irgend ein Element n4-1. O. der durch die Relationen

(1) f=0, 4P =0@x=1,2..4; A=2,3..9)

definierten Mannigfaltigleit R,4i, so sind auf I zwei und nur
zwel successive Ilichenelemente n. O. gelegen, die zusammen
einer Charakteristik n. 0. C” angehbren konnen. Bezeichnen
wir diese Elemente gerade wieder mit e, (’;, ferner die Mannig-
faltigkeit von Lagen, in die das Element / durch Verschiebung
lings chavakteristischer Streifen o tibergehen kann, mit
R,,_H, dann besteht R”Jrl aus elner =chaar von Eementen
n -+ 1. 0., die man erhiilt, indem man dem einzelnen Element ¢
von R, entweder die Gesamtheit, oder auch immer nur eines
der einfach unendlichen vielen Elemente 2 -t-1. O. zuweist,
welche ¢ selbst und das ihm zungeordnete Nachbarelement e
enthalten. Andererseits gibt es zweifach unendlich viele Ele-
mente » -+ 1. 0., welche ein gegebenes Element n. O. ¢ enthalten
und den Relationen (11) Geniige leisten. Mithin ist die Mannig-
faltigkeit Rr-i-l definiert durch die Relationen (10) (11) und
wenigstens eine weitere (leichung der Form:

Pzyy, 2, p, .. (”‘H) = (x . _“i:i_ll))’

die sich vermdge (11) nicht auf eine von den hochsten Ableitungen
alrt afl”_l“_"ll) freie Form bringen lisst. Hieraus folgt das

Theorem: IV. ,Unter den Voraussetzungen des Theo-
srems III besitzen auch die Definitionsgleichungen der
,Charakteristiken n-}1.0. des zweiten Systems wenig-
,stens eine integrable Combination.

15. Aus den FErgebnissen meiner {ritheren Mitteilung:
,Ueber gewisse Systeme Plaff’scher Gleichungen®!) erhilt man
durch geeignete Specialisirung nnmittelbar den Sata:

1) Vgl. die erste Anm. p. 425.



v. Weber: Partielle Differentialgleichungen IT. Ordnung. 437

,Gibt es zwei verschiedene Zahlen #, # von der Beschaffen-
Lheit, dass die Definitionsgleichungen der Charakteristiken oy
;und C87 je eine integrable Combination zulassen, so kann man
,die gegebene Gleichung (1) durch gewbhnliche Differential-
gleichungen allgemein integrieren.® Aus den citierten Knt-
wickelungen schliesst man auch ohne weiteres, dass unter der
gemachten Annahme jede Charakteristik Ci der gegebenen
Gleichung durch Monodromie nur eine endlichgliedrige Schaar
von Lagen annimmt.?)

Indem wir diese Resultate mit den Theoremen 1, III, 1V
vergleichen, gewinnen wir schliesslich das

Theorem V. ,Die notwendige und hinreichende Be-
olingung dafiir, dass sich eine partielle Differential-
,gleichung 2. Ordnung, deren beide Charakteristiken-
psysteme nicht zusammenfallen, mit Hiilfe gewdhn-
Slicher Differentialgleichungen allgemein integrieren
Jasse, ist die Kxistenz zweier verschiedener Zahlen
o7, 7 von der Eigenschaft, dass die Definitionsglei-
schungen der Charakteristiken sowohl der ». als auch
sder #'. Ordnung eines der beiden Systeme je eine inte-
.erable Combination besitzen.“?)

') Dann gehort nimlich, nach der 1. c. gebrauchten Terminologie,
jede Charakteristik ('g’.), falls >, cinem und nur einem ,unbeschriinkt
integrablen Streifensystemn ;S:,")‘ an.

) Wir haben im Texte den Fall, dass die gegebene Gleichung (1)
inr, s 6, ri—s? linear ist, der Kiirze wegen beiseite gelassen; unter
dieser Voraussetzung existicren zwei verschiedene Systeme von charak-
teristischen Streifen erster Ordnung, wnd die vorhergehenden Resultate
sind nur dahin za modificieren, dass in Theovem III die Zahl r, in
Theorem V die Zahlen # 2" auch den Wert eins annehmen konnen.

20 %
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