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Zur Theorie der infinitesimalen Biegungsdeformationen
einer Fldche.
Von A. Voss.

(Eingelaufen 1, Mai)

In seiner Théorie générale des surfaces ') hat Herr
e 2y der Puncte eciner Ober-

fliiche I72) durch Ausdritcke dargestellt, welche man in der fir

Darboux die Coordinaten x,, a

heliehige Constante «,, «a,, «, gilltigen Identitit zusammen-
fussen Jann

3 .
Dy (l,-.'l-’,-:f((l OOy (Ddu+t Dydr) -—J (0 @O)(Ddu-Ddv)
=l
Dabei hedeuten in den dreireihigen Determinanten®) nnter
den Integralzeichen 6, @,, @, dret Functionen, welche gleich-
zeitig der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung

] ] )
N 5 D O—DiO)+ (DO, — Dy 0,) =6

fiir jeden bei den @ hinzugeliicten Index i =1, 2, 3 ceniigen.
. Enel D A * D te)
Die Gleichungen I) und II), welche man auch als eine Trans-
) ;

1) Le¢ons sar la théorie générale des surfaces Tom. 1V, S. 42 ff.
2) Der Kiirze halber soll ein solcher Punet durch o, daher auch die
Fliche F gelegentlich als ,Fliche @ hezeichnet werden,
3) Das Symbol (a b ¢) dient zur Bezeichnung der Determinante
ay @y dg |
|

by by by

¢ €y Gy
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formation der Lelieuvre’schen Formeln!) auf ein allgemeines
System krunmuliniger Coordinaten  betrachten kann, scheinen
mir - dadurch ein besonderes Interesse zu besitzen, dass sie
eine andere Formulicrung der partiellen Differential-
gleichungen einer krummen Fliiche geben. Wiihrend
niimlich bei der Gauss’schen Darstellung  die Fundamental-
grissen erster Ordnung bevorzugt und mit ihnen  die der
zweiten Ordnung  durch unsymmetrische Differentialgleich-
ungen von complicirter Gestalt verkniipft sind, treten hier die
Coefticienten ), Dy, Dy, welche den Fundamentalgrissen
zwelter Ordnung proportional sind,?) in den Vordergrund und
die Functionen @ sind nun Infegrale einer einzigen Diffe-
rentinlgleichung.  Dureh die consequente Anwendung der Mor-
meln ) und L) diieften manche Probleme der allgemeinen
Fliichentheorie eine neue Wendung erhalten.  Namentlich aber
gewnmnt das Problem der infinitesimalen Biegungs-
deformation eimer Fliche vermige derselben eine durch All-
gemeinheit, wie mir scheint, ausgezeichnete Behandlung, und
von diesem Gesichtspuucte sollen  vorzugsweise diese Formeln
m Folgenden hetrachtet werden.

Kine auch nur ecinigermassen  erschopfende  Behandiung
dieses Gegenstandes, inshesondere auch nach derjenigen Rich-
tung  hin, welche durch  die  Untersuchungen  der  Herren
Cosserat und Guichard?®) iiber Strahlensysteme za so schiinen
Resultaten gefithet hat, konnte hier natiirlich nicht meme Aut-
gabe sein. Allerdings wird man im Folgenden auch den cinen
oder anderen Satz vorfinden, der aus der zusammenfassenden

) Lelicuvre, sur les lignes asymptotiques el lear réprésentation
sphérique, Bulletin Darboux, 1888, p. 126; auch Compies Rendus, t. CXI,
p. 183,

%) Vel § 1, 9).

3) Guichard, G. Sar les congruenees dont la surface moyenne
est un plan, Compies Rendus, CXIV po 729 (1892); Determination des
congruences telles que les lignes asymptotiques . .. Compt. R, CX
p. 126.1890. Cosserat, K., Sur les congruenees de droites ete..., Ann,
de la ae, de Touwlouse, t. VI, 1893,
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Darstellung von Bianchi und Darboux?) bereits hekannt ist,
doch diirfte zugleich eine Reihe von neuen, zu weiterer Durch-
fiihrung im eimzelnen vielfache Veranlassung bietenden Gesichts-
puncten in der hier gegebenen Darstellung enthalten sein.

Was die Bezeichnung betrifft, so werde ich mich der von
mir in verschiedenen fritheren Arbeiten®) gebrauchten Formeln
bedienen.  Es scien also @, z,, x, die drer rechtwmkeligen
Coordinaten, p,, p,, py die Richtungscosinus der Flichennormale,
e, fvg die Coefficienten des Litngenelementes, ¢, f7, ¢ die des
Liingenelementes der sphiivischen Abbildung, endlich J¢, I, ¢
die Fundamentalgrissen zweiter Ordnung.  Alsdann bestehen
die folgenden Gleichungen:

1) x, =Ax 4+ Az + Ep
i1 I ol P Sl
B == 0 = 0.m S Gp;
p,=Hzs, + Hzx,
p,=dJr, 4+ J

|

33

fitr jeden den Variabeln », p hinzugefiicten Index ¢ =1, 2, 3;
die Coefficienten A, A,. .. sind zur Abkiirzung fiir die helannten
Christoffel’schen Symbole

[13] fdL)
L) e

deren Anwendung bei dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten mir
nicht zweckmiissig erscheint, -

) Darboux. Legons générales, 1. 1V p. 1—110; Bianchi, Le-
zioni di geomelrin differenziale, Pisa 1894 . 272--320. Vel anch
Cosserat, K. Sur la déformation infiniment petite d'une sarface flexible

el sur les congruences de droites, Ann. de la fac. de Toulouse, t, VIII
1894 und C. Rendus dée. 1892,

2)  Ucher die Fundamentalgleichungen  der Flichentheorie,® diese
Sitzungsberichte 1892, p. 257; man vergleiche ferner Cosserat, K. Suar
les congruences des droites, Ann, de Ta fac, de Toulouse, t. VI N, 5 0,
1893.
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Setzt man
H=cy—f*

und hezeichnet den Coordinatenwinkel der Curven «, » mit ,

so 1st
. 3lVH .. .. 2lVH
2) A4+ B = 55" D4 O = i
y } (! 3N L
( {1 + j)> VH = o < -+ I"> VH= o,
‘ q Y ¢

HH =1I'f— Ly, HJ =G Iy
HH =FEf—T'e, HJ, =1f— (e

YN ) — N .
E=2px, = 2p 7,
L S, = Slip e S
F=%pr, =—2pr =-2p.ur
L . —_— N .
(r == pa,, = P,

Die Fundamentalgleichungen der Fliichentheorie sind dann,

wenn noch das Kritmmungsmass mit /A bezeichnet wird

r

5 KV H— <,»11VH> e <J}1]/H ) 9 <(']/H> 2 <_1;}/'H>
AN cu 2 u\ ¢ a\ gy

4) I —°F 4 d—DL) I+ A4, —B1N=0
r,— I+ (O, - B)YF+CFE— D =0;
die letzteren bheiden kann man, wenn
E=EVR F=IVH (-==GVH
gesetzt wird auch in der Form
1) E—F +FECA+GA—21"B =0
G-I 4G A+ EC—=21"1F =0
schreihen.  Die zweiten Differentialquotienten  der Normalen-
cosinus p geniigen den Gleichungen
) Do =P+, p, —p¢
-pu v = ﬂpu + /gl pu 1) f
Py, =7, -+ i, ry
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fiir jeden hinzugefiigten Index i =1, 2, 3, und die Christoffel-
schen Symbole a, a,, . . . sind durch die folgenden, durch Diffe-
rentiation der Ir, I, (7 in 2) unmittelbar folgenden Gleichungen
definirt
6) E=A4+a)E+ A4 +a) F
B o= BB+ B+ ) F
F=UA+p)I+ A, G+ pE=(DB o) '} oG+ BE
F=WU+y) '+ DG+ yE=C+HI+G+ CE
=B+ H I+ B+ )G
G = (0 ) B+ (O 4 7) G

Inshesondere ist also bet der Beziechung auf conjugirte

Systeme (I7==10)

- , al Ll __9/(:'
7) A+ a= ol (4 ) &
al Ly ol

D4 = 2 (/)’l—}—/;’1 =3
“11("+/;[3':"1(;’Jf‘ DE =0
Bt yll=p0+4 01 =0

withrend  hei Zngrundelegung von Haupttangentencurven

(= (= 0)
Al + a, =0, [)'1 4 =0

s ; oAF
-+ fr= 1», 4 a == au

'\/]«
i —{—,1_(’+/’_

D —*-ﬂ =“, (»'—-}-—7’ =0

wird.  Durch die hinzugefiigten Indices . v sind iiberall die
entsprechenden Differentialquotienten bezeichnet.
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§ I. Die Coefficienten des Liingenelementes und das
Kriimmungsmass von I

Aus den Gleichungen 1) der Einleibung ergibt sich sofort
durch Differentiation

Sa)y=(@OO)YD, ~(aOO)D
Sar)=(@@O)D, —(@EO) D,

also inshesondere

e (‘(-):r”) =0
X(@r) =0,
Es sind daher «ie Cosinus der Flichennormale
den @ proportional. d. h.
l) /'/;l e (")1’ )'/)2 = (;‘)2, I'I):{ e} (;)3_

wenn man wmit 7 den Radius Vector der Fliche @ mit den
Coordinaten @, 6,, 6,

2) = O O e

bezeichnet.  Wird ferner zur Abkiirzung

66, 6
kY Dot Rl
3) A= : (-)Il (-)‘.EL‘ (-).‘hv - ((-') (-)“ (-)1 ) 1)
6, 6, 0,
gesetzt, so folgt
2 (-)" r, = 1D
RANC A )
i " i
X0 2 =AD,

X6 e — 10D,

3

Multiplicirt: man die Determinante (v 2 «) in der die
a,, a,, a, willkiirliche Grossen sind, mit A, so crgiebt sich die
auch fiir A =0 giiltice Identitiit

S

).
1) 0, bedeutet aul' entsprechend sind 6, , @, ... zu verstehen.
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&€, ;‘i" .'l'3” !
4) Xy Ty Ty | =A02(a6)
o T T 8
wenn
5) Q=DD,— D

gesetzt wird. Damit also durch die Formeln 1) eine Fliche
und nicht nur eine Curve dargestellt wird, dart weder 4
noch 2 versehwinden) Erhebt man die Gleichong 4) zum
Quadrat, nachdem man die o, ¢y a, durch 6, 6,, 6, ersetat
hat, so folgt

6) H=ry — =420

and  zugleich  hat man, wenn ¢, 7, ¢ die Coefticienten  des

Liingenelementes der sphiivischen Abbildung von I hedeuten,

nach 1)

120 = 32 42
n K

Pf =260 —rr
iy = X6 — 2,
und aus den Gleichungen
e=r' Dl —2DD [+ Dy}
[= DD ¢ —(D;-- DD+ DD,y |
g = [ s g e=2. DD f b 1]
welche sich aus den o ergeben, erhiilt man sofort
Y Dye—2Df4 Dg=+rQ(D, ¢ —2Df + Dg)
s0 - dass

S N =
) . L)
das Kriimmungsmass von I’ ist. Denkt man sich endlich
1) Uebrigens st auch der Fall, wo die Fliiche 7' in eine Curve
degenerivt, also nach der Bezeichnung des § 111 eine Curve der Fliche
O adjungirt ist, nicht ohne Interesse.
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die  Differentialquotienten der Coordinaten 2 in die Form
(Kinleitung 1))
6

PR

w, =Adr, 4+ Az + E

1

gebracht, so findet man durch Multiplication mit ©,, @,, 6,
und Addition die Formeln

= - AD
9) r = 1D,
r (= 1D,

Die Fundamentalgrissen zwetter Ordnung sind
also, wie bereits in der Einleitung bemerkt wurde,
den D, D,. D, proportional. Insbesondere st daher
D= D, =0 dic Bedingung dafiir, dass die Coovdinatenlinien
Haupttangentencurven sind; ), = 0 characterisirt die con-
jugirten Systeme.  Da £ nicht verschwinden darf, sind die
developpabelen Fliichen 17 von der obigen Darstellung
ausgeschlossen')  Eme besondere Krwithnung scheint auch
der Fall zu verdienen, wo zwischen £ und » eine Relation?)

[ (r, Q) =0
besteht.  Derselbe findet (unter anderem) statt bei den Mini-
malfliichen, den I'lichen constanter Kriimmung, with-
rendd im allgemeinen eine solche Beziechung nur fiir ganz
bestimmte Coordinatensysteme aaf 17 auftreten wird.

§ II. Normalform der Differentialgleichung II.

Bei der Anwendung der Lelicuvre’schen Formeln pflegt
man als Normalform der Differentialgleichung 1) die Form?)
G
— =m0
du v
1) Trotzdem wiirde auch die Biegung der Developpabelen Flichen,
wie aus § V zu ersehen, hier ihre vollstiindige Erledigung finden.
2 Vgl. § XI.
3) Bianchi, Lezioni p. 280.
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zu bezeichnen. Es sei hier gestattet, eine andere Normalform
zu withlen, bei der die Allgemeinheit des Coordinaten-
systems erhalten bleibt. Multiplicirt man die Gleichungen
) fiir ©,, O,, O, mit diesen drei Grossen und addirt, so folgt
fitr M die Gleichung

]
M=y, Dy = DY+ o, D — 1, D))
D, X@ 2D, 36,6 + DX

R . KA |
-—;.la"(;"]?” 11,])1)—{‘8@(7”]) 1“Dl)J

— D, ¢ —2Df + Dyg]

oder mit Benutzung von 7) und 9) des § I)

) = 2
Mr= T [r,D,—r D]+ 7 [r,D—r, D]
LEg+4+Ge—21I
4+ S f

0

welche fiir den speciellen Fall # =1 sich schon bei Darboux?)
aufgestellt findet. Man kann indessen immer M gleich Null
voraussetzen, und diese einfache Bemerkung ist es, die eigent-
lich den Gegenstand aller folgenden Betrachtungen bildet.

Die Ausdriicke I) haben niimlich, wie man un-
mittelbar erkennt, die Eigenschatt, dass die Coordi-
naten x,, z, 2, sich nicht findern, wenn man unter dem
Integralzeichen gleichzeitig die drei Functionen ©
mit dem Nenner 2, dafiir aber die Grissen D mit dem
Factor 2* versieht, wobei 4 jede beliebige Function von
w, v sein kann. Fiir die Differentialgleichung II) der
die © geniigen miissen, ist aber diese Aenderung von
einem sehr wesentlichen Einflusse. Setzt man niimlich
an Stelle von

D, D, D,, 6

117

1) Legons. t. IV S. 45.
1897. Silzungsb. d. math.-phys, C1, 16
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der Reihe nach
i, D22, Dy 22— O

so geht dieselbe iiber in

) , s
1) ;.[au(z)n D)y (DO, ])l(-)“)]

o2 (o) ()] -2 ) -2()]

Wiihlt man daher = z, so dass z wieder der Differential-

gleichung II) gentigt, so kann man die Coordinaten der IFliche
I in der Form

A) X(aw) =f(c( 06 (D du-+D; dv)-— f((( ) (D du+Ddr)

darstellen, aber die Integrabilititsbedingungen von A) werden
jetzt einfach durch die partiellen Differentialgleichungen

3
B) aau (D}, 0, Dy O) + 5 (V60— D 0) =0

ausgedriickt.  Man kann also, unter Fortlassung des Index ’
von vorne herein in I) und II) die Grosse M gleich Null
voraussetzen.  Diese Form der Differentialgleichung mage hier
als Normalform bezeichnet werden. Jeder Lisung der
partiellen Differentialgleichung

3

T

llzu—_] = I ")__]][~

3 .
+ 30 {De, — D
entspricht eine besondere Darstellungsart der Fliiche,
bei der sich indessen die ) gleichzeitig um den Factor

—+ die @ um den Factor # indern. Der invariante

Character der Normalform spricht sich auch dadurch aus,
dass unter Voraussetzung der Gleichung I1) mit M = 0 die
Identitiit 1) iibergeht in die Gleichung
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3 (D, 36) D26\ | 3 (D3OL . 36)]
du dv

2 ou 72 Qv 2w TV ou
) o7 3 ) 3y o\ |
- (){91/ (D“Em—])’?ﬂ?}) + 3’1]([)5’(}—])13_?? J

1 - !
welche fiir jedes 4 besteht. Genligt also 7 der Differential-

2)

v

. . e DD
gleichung II) mit M =0, so gehiren die Coefficienten I 22‘

D . . . . ;
= ;‘51 und die Functionen @, 4, 6,2, 6, wieder zu einer Dar-

stellung der Fliche, bei der die Differentialgleichung die Nor-
malform besitzt.

Endlich sei darauf aufmerksam gemacht, dass ber allen
Transformationen der Variabelen u, ¢ in andere Variabeln #,
jene Gleichung 1) einen invarianten Character hat. Bezeichnet
man die Functionaldeterminante der Transformation durch o,

. 2u 24 Qu v
T du dvw v du

so erhalten die Coefficienten D, D, D,,, die Werthe
; Qu\? Loou du'\*
) ) — B I
RO (dn) 21 Qu 2w D (91 > &
o duaw S dv Qw2 2w 3
D )=D, = ‘ :
ey j“auau Dl<9118r+8 ”u>+])ara'r'(s
dv'\? 31 R 2v\?
(D) = D, (a“) 2, +J)( >
und zugleich findet die Identitiit
- ; 2 ’
o (g“ Dy, O — D1 6)) {—a = (D6, — D, ('),,)} —

) o :
o [(D,) O — (D)) O] {—é v (D) Oy — (D) O,]

statt, wie sich durch directe Rechnung Destiitigen lisst; man
erkennt also in der linken Seite von B) einen Differential-
parameter zweiter Ordnung.

16*
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§ III. Die Flache ©.

Die Fliche I ist vermdge der Formeln A), B) des § 1)
in denen die Indices * jetzt rechterhand fortzulassen sind, aunf
die Fliiche @ mit den Coordinaten @, 6, 6, in eincr cigen-
thiimlichen Weise bezogen; I' mige zu © adjungirt heissen.
Wiilirend aber I der Beschriinkung unterliegt, nicht develop-
pabel zu sein, kann fitr O jede beliehige Fliche gewiihlt werden,
falls nur nicht die Determinante A verschwindet. In diesem
letzteren Falle wiirde © eine Kegelfliiche sein, deren
Spitze der Coordinatenanfang O, = 6, = 6, = 0 ist,
wie sich aus der Gleichung

€] )
|
y O“i du  dv |
T e 9y
| 2 Do
! du 2w

ergicht; nur dieser Fall ist auszuschliessen, tbrigens
durch Aenderung des Coordinatenanfanges immer zu vermeiden.
Ist nun
Ouu = A O, + 4,60, + I'q
1) Oy =16, + B, O,-|- I"g
O, = C O+ C160, 4 (V¢
so gehirt zu O eine Fliche I, wenn die Differentialgleichungen
B) des § II) erfiillt sind, oder wenn nach 1)
DA —2DB+DC+ Dyyy—D,y=01
2) DyA,—2D, B+ DO+ D, — D=0
Dyl —2DF 4+ DG =0

ist. Nun geniigen aber die Grissen
E=E)VH, I'=@)VH, = (G)VA,

den Differentialgleichungen (Einleitung 41)
oD,

L) Bs ist Dy, = 'c)ul ete.
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(A —=2(I"YB+ (E)C +(G)—(I")y=0
3) () 4i—2(") B+ (1 D) Cit () — ()= 0
und I (') — (I")*
ist das Kriimmungsmass von F). Es bestehen daher fiir jede
unendlich kleine Biegung der Fliiche @ hei der die (J9'), (I'), (G')
die unendlich kleinen Incremente

eD, ¢, D,

erhalten — wobei & eine infinitesimale Constante bedeuten
mige — genau die Gleichungen 2), denn die heiden ersteren

gehen aus den entsprechenden Gleichungen 3) hervor, wenn
man die (/), (J), (') m (&) + ¢ D, .. iibergehen liisst, und
aus der Unveriinderlichkeit des Kriimmungsmasses von 6 folgt
die letzte der Gleichungen 2). Um also bei gegebener
Fliiche © alle Fliichen I zu finden, die zu 6 adjun-
girt sind, hat man ® allen infinitesimalen Biegungs-
deformationen zu unterwerfen. Dabei verschwindet fiir
jede zu O adjungirte Fliche 77 die simultane Invariante
der Fundamentalgrissen zweiter Ordnung
D,Iw—2D 1"+ DG

und die Normalen von I sind parallel den Radien-Veetoren
der entsprechenden Puncte von 6. Ist insbesondere I7 auf
Haupttangentencurven bhezogen, so ist auf @ ein con-
jugirtes Coordinatensystem mit gleichen Invarianten
anzunehmen. Und auch umgekehrt gehirt zu jeder Fliiche
O, die auf ecin solches System gleicher Tnvarianten bezogen
ist, immer - - ubgesehen von einer Aehnlichkeitstransformation —
eine bestimmte Fliche I, welche auf Haupttangentencurven
bezogen ist.  In der That, wenn man

- o N
I, =0 und w3,
9] 9
oder D= QB J == lf?
dp du

voraussetzt, kann man die Gleichungen 2) dadurch erfiillen.
dass man
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D =D,=0

D, = w* const

setzt. Die adjungirte Beziehung wird tihrigens in den folgenden
8§ weiter hehandelt werden.

§ IV. Unendlich kleine Biegungen der Fliche 77

Vermige der Gleichungen B) des § 1) kann man setzen
1) Dl (:)u — D (-)u = Pu
Dll(”)u — -[)1 6, = Do
so dass @ ¢, oy drel Functionen sind, die man als Coordi-
naten einer neuen Fliche ¢ Dbetrachten kann. Die am Kin-
gange von § I) angegebenen Identitiiten werden aber nuach
1) jetzt
Nae )= (46
Juw)=(eBqp,)
N ) = (1 6
2aw) =(tOqg)
und  hieraus folgh, wenn man den willkiirlichen Grissen «
geeignete Werthe ertheilt
3o ) == S ——
= Ly TV 0 = Ly Py 0
N (o s J—
= ('l’u Ty + Ly (pu) =0
Man  erkennt hierin die Bedingungen, denen die drei
Functionen ¢ zu geniigen haben, wenn die Verschiebungs-
componenten
EPy: g €

eine unendlich kleine Biegung von I vorstellen sollen.

Auch ist
L p,=(p, Op)=42
oder nach § I, 6)

G

; = Dy = —
2"'1171' <= Ly Ty

mithin ist = die als characteristischie Funetion dey
”
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Detormation von Herrn Bianchi (Verschiebungsfunc-
tion von Herrn Weingarten) bezeichnete Function,
letztere also der reciproke Radius Vector derjenigen
Fliche © zu der F adjungirt ist.?)

Aus diesem Zusammenhange nun ergiebt sich zugleich ein
Beweis der Darboux’schen Formeln selbst.?) Setzt man niim-
lich die characteristische Function 1w einer Infinitesimalen
Biegung von I als bekannt voraus, und hezeichnet die Coordi-
naten der zugehérigen infimtesimalen Verrlickung durch

EP €Dy £
) P
2 < L ,3,,,>
S iy /SR A
T KVH v du

yr af aq
P == (l" ! G =
" KVH ov Qu

so ist?)

oder fiir

|/| — 1—’ 1) = (")
A iy
E6 10 FO - G6,

P — (Fv -

T AKVH RKVH

Aus der Gleichung

EG -1 (6,0,0) 4
_—]/H— = ).3h”‘_,.3

(P, 0,0y =
folgt jetzt
|
PEVH=

1) Weingarten, Ueber die Deformationen ciner hiegsamen unaus-
dehnbaren Fliiche, Kronecker’s Journal, C. p. 296, 1886; Bianchi

Lezioni p. 275, Cosserat, E., Déformation infinitésimale E. 19.
) Man vergleiche die beiden auf ganz anderen Betrachtungen be-
ruhenden Beweise, welche Herr Darboux selbst in seiner Théorie géné-

rale gegeben hat S. 42 u. 46.
3) Vgl. z. B. Bianchi p. 276.
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oder, wenn man die Grissen I durch die Gleichungen

rl=—Dd, rF=—Dd, rG=—D,4

einfiihrt,
'3) (rn=Dl QH—D(-)W (Pv=“Dl] (-)u' _J)l F)v
und aus den Gleichungen
2Oz)=0 2X(Oz)=0
2p,z)=0 X(p z)=0
¥
p,z)=—2(p,x)= } E =04

ergeben sich jetzt die Werthe der 2, 2, in der unter A), § II)
angegebenen Form. Die Betrachtung der infinitesimalen Defor-
mationen ist also villig diquivalent mit der Darboux’schen
Darstellung, wenn die zugehorige Differentialgleichung in der
Normalform vorausgesetzt wird.

v

Umgekehrt aber entsprechen auch alle infini-
tesimalen Biegungen von I¥ den Liésungen der par-
tiellen Differentialgleichung B). Soll niimlich tiberhaupt
eine Function » die Gleichungen 2) erfiillen, so kann man, da
die Determinante 4 als nicht verschwindend vorausgesetzt wird,
Y., p, in der Form

p,=4O04+u 0 +v 6

1/!0 = }'l (_) + 1”1 F)u + 1'1 (-)n
annehmen, wo nun Z, g, »; 4, gy, », noch zu bestimmen sein
werden.  Unter zugrundelegung der Ausdriicke fiir die x, =,

folgt aber nunmehr aus dem Nichtverschwinden der Deter-
minante 4

I
I

M QDx My QDu
v=—poD y=—pl,

und aus den Bedingungen der Integrabilitiit fir v,y weiter
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=
ot
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oL ) :
L O
v du )
A—o D +o0,D =0
o+, Dy—e, D=0
also
0 ; d
4) 3y (oall—a. )i e (o, D,, —o,D)=0

Man hat also den folgenden, iibrigens schon von Ilerrn
Darboux angegebenen Satz.!)

Die Coordinaten w,, v, y, jeder infinitesimalen
Biegung von I sind durch die Ausdriicke
p,= (@, D, —o0,D) ©—po(D 6,—D 6)
w, = (0, D, —o0,D) ©—po(D,6, — D, 6)

~u

5)

gegeben,?) falls o der Differentialgleichung 4) geniigt,
und zugleich wird

0 1/o
b3 e el
2L, == 00 l~)—VH

o .. .o . . .
also = die characteristische Funetion der Deformation.
2

Dabei gehiren wber, da o um eine Constante noch helichig
geiindert werden kann, zu jeder Lisung von 4) noch unendlich
viele Functionen w;; bezeichnet man eine derselben mit z/)?,
so ist
S AT
=y — ¢, const,

wie sofort aus 3) erhellt.

) Legons t. IV S. 45,

2) Dieser Satz wird fast selbstverstindlich, wenn man die Identitit

2} des § II beachtet; die y ergeben sich dann sofort in der mit Gl 5)
des Textes {ibereinstimmenden Form

“

0)

[¢]
—p, == 02D ?g_i't_).—QZD ag 5
(%)

©
3(—)
—y, =02, 2 —o02]D)
Hom et au  ° dv
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§ V. Die zu ¢ adjungirte Fliche .

Bezeichmet man  die  dareh — £ dividirten Grossen
D, D, D, durch d, d,, d,,, so gilt nach § IV) 1) die Gleichung

2 : ) v
P (4, — @, d) + 55 (p,d—p,d)=0

Durch die Identitiit

=3
1 Y08) ———f(b(,‘qf") (ddu+td, dv) —f(l”l“'f,-) (ddutd dr)
=1
wird also eine Fliche @ definirt, die zu ¢ adjungirt ist. Die
Fundamentalgrissen zweiter Ordnung von @ sind dabei denen
von I' proportional, d. h. conjugirten Systemen auf I7
(inclusive der sich selbst conjugirten Systeme der Haupt-
tangentencurven) entsprechen wieder inshesondere solche auf @.

Setzt man
Kt = St

N G - . . . T
so 1st — die characteristische Funetion einer infinitesimalen

Biegung von @, und fiir das Product der Kritmmungsmasse
K und K| von I" und @ gilt nach § I), 8) die einfache Be-
ziehung
KK S
1 ().).')4
Die I'liiche @ ist iibrigens noch auf mannigfaltige Weise
withlbar, da die drei Functionen ¢ nur his auf willkiirliche
Constanten ¢;, ¢,, ¢; bestimmt sind. Bezeichnet man die
Coordinaten einer bestimmten dieser Fliichen &, etwa @ durch

50, so ist allgemein

oy

— GOy ¢, 0)
— ((‘,3 (')] — C] (‘)3)

3 =800, - 0)

Die beiden Fliichen & und ¢ haben nach § IV), 1) m

correspondirenden  Puncten  parallele Normalen.  Bezeichnet
man die Fundamentalgrissen zweiter Ordnung von & und ¢ mit

—

vy
W

Yy

2

e U

<o



A. Voss: Infinitesimale Biegund von Flichen. 247

T Al 1
'Ll’ ]‘1, (11

By M G

so 1isb

E,=D, E,—D F,

F,=D, Fy,—D G,=D, E — D, F,

G0 I =D G,
mithin
2) EG—2FF, 4+ 6G,G,=0

E G —Fi=Q2(E,G,— F;

Zwei Fhichen, die so auf einander hezogen sind, dass die
Normalen in entsprechenden Puncten parallel sind und  die
Gleichung 2) befriedigt ist, heissen nach Herrn Bianchit)
zu einander associirt. Zwischen ihnen besteht villige Reci-
procitiit; withrend die «,, x,, 2y die Coordinaten einer infinitesi-
malen Biegung von ¢ sind, sind auch die &, &, &, die einer
solchen von 6.

Sind umgekehrt zwel Fliichen F ound 77 durch parallele
Normalen auf einander hezogen und hezeichnet man die ihnen

zugehorigen Grissen 1) durch D, D), D+ D', Dy, Dy, so ist

(2} a e ) a - / R
")) aﬁ (1)]1 ()u e 1)1 ()v) + a? (1) ()u = ‘[)I ()n) =~

d . A PG 2 i s . 5
3 (D0 (00, — D (O1) + (D (92), — D; (02),) =0

wobel unter 2 ein geeigneter Factor zu verstehen ist.  Setzt
man nun

so wird

oW

- — =z (6
3 2x(61),
o Wi .

S =Xu(0)),

h

also auch nach § I) wunter 3)

!} Lezioni, p. 279.
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R Wi
at:"-) = <&, (OZ)u + ¥ (O/)un - y + x (();)1 6
Wi . 3 -
-3-73—0 =2 z, ((.)l). + 2w (F) }”)uu = 'Dl A2 + S ((-))”)m-
o2 IV/'~ g

d r (00, 4 Xa(08), =D, Ai+ X0,

Multiplicirt: man diese Gleichungen mit D},, -— 2 D}, I¥

und addirt, so crgiehbt sich vermige einfacher Umformungen
1) o [0y (WD), = Dy (WD, ]+ 5, [D' (WD, Dy (W]
=7A[D, D' —2D,D,+ DD,].

Wird daher angenommen, dass die beiden Fliichen
associirt sind, so verschwindet die rechte Seite, und damit
wird W41 eine Losung der partiellen Differentialgleichung 3).
Demnach ist

Wi

™~

~—

—
<

eine characteristische Funection fiir die zweite Fliiche.  Da aber
vV

Ld v

- nichts anderes als der Abstand der Tangentenebene von I
=

vom Coordinatenanfang ist, so erhilt man den folgenden von
Herrn Bianchi herriihrenden Satz.

Bei zwei zu einander associirten Fliichen ist der
Abstand der Tangentialebene der einen vom Anfang
eine characteristische Funetion der anderen I'liiche.l)

Setzt man dagegen in der Formel 4) A=1 und nimmt
sie jetzt filr den selbstverstiindlichen Yall D = D', D, = D,
D, = D, in Anspruch, so ergiebt sich die Gleichung

) (D — D, H)—{— (1)”’—]) W)=240=2 I_H
.
von der spiter Gebhrauch gemacht werden wird.

1) Sulle deformatione infinitesime delle superficie Rendiconti dell’
accad. del Lincel, 17 Juli 1892. Lezioni p. 278.
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§ VI. Projective Umformung von ©.

Wenn die Differentialgleichung B) des § II) fiir drei
Functionen © erfiillt ist, so besteht sie auch bei ungeiinderten
Werthen der D, D, D,,, falls man an Stelle der © lineare
ganze Functionen derselben anfiihrt, also die IFliche & durch
eine affine Fliche ersetzt. Hierdurch geht die Iliiche /7 in
andere Fliichen iiber, die man in weiterem Sinne zu ©
adjungirt nennen kann. Liisst man zuniichst die drei @ um
Constanten ¢, ¢,, ¢4 sich iindern, so ergeben sich als Coordinaten

@

1 @5 @y der zugehorigen Fliiche

=7 -+ €y P3 — C3 P -+ const
Y=Y, + €9, — ¢, ¥, + const
Z =z + ¢ ¢, — ¢y, 4 const

falls man mit ¢, die durch Quadratur aus den Formeln des
§ IV), 3) entstehenden Functionen bezeichnet. Wihrend durch
diesen Process wesentlich neue Fliichen entstehen, ist dies nicht
mehr der Fall, wenn man die @ durch homogene lineare
Functionen ersetzt.  Wird niimlich

Y (')k Uy = (,‘):.

cesetzt, derart, dass die Determinante A der o« nicht ver-
schwindet, so transformiren sich die Coordinaten der adjungirten
Fliche wie Ebenencoordinaten, wie unmittelbar aus der
Gleichung A) des § II) durch Multiplication mit 4 hervor-
geht, nach der Gleichung

Az, = Xa.
4 3

X 'Lk'

Um endlich zu der allgemeinsten projectiven Umformung
von O iiberzugehen, setze man

A L _ N [y JES)
O, =2a,0, +a,i=123

A5 L, < &
()4__,..(1“‘(),‘—{— My

Fihrt man nun in die Ientitiit 2) des § 1) an Stelle von
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1 A : .
n den Ausdruck @ ein, so wird derselben zufolge, da die

42

rechte Seite verschwindet

du |

; 5 /0 q 1O\"
o G o @ i ) © ) L s
+é[{ Do = <(_) ) — D, 02 = ((—)')) =0

Setzt man also

so ist die Fliiche 5 die allgemeinste projective Umformung von
©. Bei dem durch den Nenner 6 hervorgerufenen Ueher-
gang von der affinen Bezichung zur allgemeinen Projectivitiit
indert sich nun aber, wie aus der in § II) gemachten Bemer-
kung hervorgeht, die Fliiche I7 gar nicht mehr, wodurch auf
eine bemerkenswerthe Invarianz des Systems der adjun-
girten I'liichen hingewiesen wird.

Und setzt man endlich

oy ) ;
62D, 9 6P D, 55 Tu

e, oM ol O ,
(-)»l— ])I é}; == (_')4_ 1) a '[. — (/‘“
! o Pk
P e K
S D= )
[ ])Il ()4.1
= DD,— Dy
1)
—d = 3 e
LA )
also
8)/ - P .
i (/11 Py — (/l P,
2y ’ .
a/{ = (/l (/‘" — (/ !/»v
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— wobei wiederum den 3 und ¢ gleichzeitig dieselben Indices
i=1,2,3 zu ertheilen sind — so findet man vermige der
Quadratur

20E = j(b ¢ ) (d,du +d, dv) ——J(b ¢ p)(ddu+ ddv)

die Coordinaten &, &, & einer infinitesimalen Biegung von i),
da ja die Gleichungen

29, &E,=0 2y, ¢+, E)=0 29 & =0

erfiillt  sind.  Hiermit ist ein directer Beweis des Satzes?!)
geliefert:

Kennt man eine unendlich kleine Biegung einer
Fliiche, so liisst sich auch mittelst Quadraturen eine
unendlich kleine Biegung jeder projectiven Umfor-
mung derselben bestimmen.

Hierhei st vorausgesetzt, dass man  die drei Grissen
D, D, D, kennt, vermige deren die drei beliebig gegebenen
Functionen @ die Gleichungen

D,0,—D 6 =q

D 6 —D 6 =gp,

befriedigen.  Wie im § IlI) gezeigt wurde, erfordert dies die
Bestimmung einer infinitesimalen Biegung von ©; aber die dort
gegebene  Darstellung  witrde ausserdem noch iiberfliissige
Quadraturen nithig machen. Ich beweise daher folgenden Satz:

Kennt man die characteristische Funetion einer
infinitesimalen Biegung der — hier als nicht developpabel
angenommencn — Fliche @ mit den Coordinaten 0, 6,. 0,
so kann man vermdge blosser Kliminationen und
Differentiationen drei Functionen ¢, und ebenso drei
andere 'unctionen D) finden, durch die die Ldentitiiten

1) Darboux Legons t. IV p. 76 78; Bianchi Lezioni p. 804.
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Dll Ou - 'Dl Ov = (‘pu
D O —D 6 =¢

fiir jeden der hinzugefiigten Indices i = 1, 2, 3 erfiillt
werden.

Es seien also o die characteristische Function der Defor-
mation von @; g, ¢, ¢y die Richtungscosinus der Normalen,
K das Kritmmungsmass, [, I, G die Fundamentalgrissen
zweiter Ordnung von ©;1) &, &, & die Coordinaten der ent-
sprechenden Deformation @ 4 &£, so dass

3§ 0 =0 Y560 =—23(6 =c)H, 356 =0
und ?)
. (Eq—TFq) (o, —TI'c,)
R 47 B e 7
. (Fy—Gq)  (Fe—Go),
RS T

ist. Man definire nun drei Functionen ¢, durch die Gleichungen*)

g =0
2(p€)=0
2(p&)=0

Vermige derselben wird aus den vorstehenden Gleichungen
durch Multiplication und Addition

EXqep, —1I'Yqe,=0
IF2qp —G2qp, =0

1) Von der frither gewiihlten Bezeichnung dieser Grissen fiir die
Fliiche © wird hier einen Augenblick abgesehen.
2) Bianchi, Lezioni, p. 276.
3) Es ist also hier o
VR = ((1 Ou Qv)
HK=FEG-— F?
4) Diecselben gestatten eine Auflosung nach ¢, da die Determinante
der auf der linken Seite stehenden Coefficienten den Werth o2V H hat,
also nicht verschwindet.
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und hieraus folgt
2y P, = 0 2q @, = 0.
Da aber die ¢, ¢4 ¢, #u der Normalen von @ gehiren.
so folet hieraus weiter
(/-” = a O” —f— f)) 6)1‘
P, =7 @“ + 006,
mithin wird
ZE g =— /}61/-”; 2E p=—90 ¢V H
XE o, =+ aaV H; 2§ p,=-+7yo 7 H.

Da ferner die Gleichungen

2 Su (/;u =—2 Ve -Ezm
‘}-‘ 51( (/ v = 2" (/" E’I”)
2 Sr i =) i Em;
N — Sreps
=& g, =—20¢f
bestchen, so ergiebt sich
Sk 2t
ny ) T
o == & . B
JH P T 7n
o & S £
5 = ___j_'_(/ :u 7 e —i" =4 ‘?uz‘
¢V'H «V'H
so dass, wenn man
a=—0=1),
p= -D, y=1,
setzt
A (1)
D =—-—""=
oV H
D = A(F)
! o) H
D = &)
il 61/_H

wird, falls man zur Abkiirzung
1897, Sitzungsb. d, math.-phys. Ci. 17
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L= Vi
setzt und wmit (1), (I), () die Fundamentalgrissen zweiter
Orduung von & bezeichnet.  Hiermit ist aber die verlangte
Darstellung ausgefiihrt und zugleich die Aufgabe gelost, alle
Flichen zu finden, die auf eine gegebene durch parallele Nor-
malen so hezogen werden kinnen, dass die simultane Invariante
der beiden aus den Fundamentalgrissen der zweiten Ordnung
gebildeten quadratischen Formen verschwindet.
Setzt man endlich noch zur Abkiirzung

0, == 00y + U;G) — ¢ 6 — Oy

03 = Bou+ broe—["0 — ou

Oy ==7 Gy + ¥,00 — ff 06— 0y
wobel die Coefficienten a, a, . . ¢, f', ¢" sich auf die sphiirische
Abbildung von @ beziehen, so hat man iibrigens

L) _ 0 E—o, I’

o KV H

I o —1TIs, o¢,I'—Go,
s~  KVH  KVH
1) e B0,

o KVH

& VII. Aequidistant gebogene Flichen.

Ist die I'Liche J7eine Minimaltliiche und auf die Cosinus
ihrer Normalen @, 6,, @, bezogen, oder nach der in § III)
eingefithrten Ausdrucksweise der Kugel @ adjungirt, so ist
cleich Null.  Die Differentialgleichung II) der Einleitung he-
findet sich daher in ihrer Normalform, wnd auch umgekehrt
wird sich nur daun Dbei einer zur Kugel adjungirten I'liche

r==1 und demgemiiss die in § II) mit M bezeichnete Grisse

die Differentialgleichung 1) in der Normalform Dbefinden, wenn
dieselbe eine Minimalfliiche ist.

K besonderes  Interesse  besitzen  diejenigen  Fliichen,



A. Voss: Infinitesimale Biegung von Ilichen, 255

welche ecine infinitesimale iiquidistante Biegung ge-
statten, bei der also alle Puncte der Fliche gleich lange Weg-
elemente beschreiben.  Sollen nun ¢, ¢, @, die Coordinaten
einer solchen Verschichung sein, so ist ¢f - 95+ ¢f = Constans.
Dann aber ist die in § V) eingefithrte Fliche @ cine Minimal-
fliiche, fiir die ¢, ¢,, ¢ den Cosinus ihrer Normalen bis
auf einen constanten Factor, den man auch gleich der Kinheit
annchmen kann, proportional sind.  Da man auch umgekehrt
diese Minimalfliiche beliebig annehmen kann, so erhiilt man
die explicite Darstellung aller Flichen, welche eine infinitesi-
male iquidistante Biegung gestatten, wenn man, von den
Gleichungen einer Minimalfliiclie ausgehend, dieselbe der Kugel
Py Py ¢y adjungirt.  Alsdann kann man nach dem im § VI
auseinandergesetzten Verfahren mit Hiilte der characteristischen
Function die Grossen @, 6,, ¢, finden, aus denen endlich ver-
mige der Formeln I) die Coordinaten der gesuchten Fliche
sich durch Quadratur ergeben.?)

§ VIII. Die adjungirte Beziehung.

In § D) ist als adjungirte Fliche emer Fliche @ die
Fliiche I bezeichnet worden.  Umgekehrt ist eine gegebene
Fliiche I" zu wnendlich vielen Fliichen @ adjungirt, und die
Aufgabe, alle diese Flichen zu finden, ist geradezu die der
infinitesimalen Deformationen von /. Denn bezeichnet man

1) Tm XXI. Bande des Bulletin de la Société Mathém. de France,
p. 134, 1893 hat Herr Caronnet (Sur des couples de surfaces applicables)
diejenigen Fliichen untersucht, welche so in isometrische Beziehung ver-
setzt werden konnen, dass die Entfernung correspondirender Puncte con-
stant ist.  Das dort benutzte Verfahren, mit Hiilfe des aus den Linien
von der Liimge Null gebildeten Coordinatensystems die Gleichungen in
eine {ibersichtliche Form zu bringen, lisst sich natiirlich auch hier an-
wenden, wo diese Entfernung eine unendlich kleine Constante sein soll;
ich bemerke hier nur, dass man dann auf die Liouville'sche partielle
Differentialgleichung gefiihrt wird, Die expliciten Gleichungen der fiqui-
distant verbieghaven Flichen finden sich iibrigens schon bei Darboux,
théorie géndrale, t. 1V, p. 17, wie ich crst spiter bemerkte.

17*
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mit y die characteristische Funetion irgend einer Deformation
von Iy, so sind

Py Py s
o = 0,== @,==32
/7 1/1 1/v
die Coordinaten jeder Fliche, zu der I7 adjungivt ist. Alle
diese Flichen sind, wie man sicht, dureh Centralprojee-
tion vom Anfang der Coordinaten auf einander be-
zogen,

Mittelst der in der Einleitung angegebenen Bezeichnung
fiir die Christoffel'schen zu dem sphiirischen Bilde von I
gehdrigen Symbole kann man leicht die Fundamentalgrissen
zweiter Ordnung filr © angeben. Sind niimlich, wie friiher,
die Cosinus der Normalen von @ durch ¢, ¢, ¢; bezeichnet,
und setzt man, was nach der in § I fiir @ eingefiihrten Vor-
aussetzung immer zuliissig ist,

q=20,4 u0 + vp

so wird

2
"’

iy

1) @m:(-).,(;— ok —;.-’j'>+(-).» (/’1 L ﬁ:) P
‘ & iy ,

l/'

op = 5
/'s>_t_01‘< _*-'/g__/(’én)_l_)nq

Y Ig

Ovr . (')u (}'
falls zur Abkiirzung

1 . , y

6 = 7/35 [y, a,py— €y — Y]

9 1. 5 . :

"‘) ()1 = 'l/yAz [ﬁl/,“ —{_ /'1"/'0 '_'f Y — 'y 1'»|

11 == '/’2 [/ " W — gy - ’/’vv_J

die mit » multiplicirten Fundamentalgrissen zweiter Ovdnung
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von © bedeuten. Nach § III), 2) ist aber die Gleichung, der
die Function ¢ geniigen muss

3) Eo,—2F+Go=0."
Dabei ist zugleich
Yy 2,06, = — ’J, 1/'2."13,, ('),, = —
w2, Oy =— =4 922,06,

also
Edu*+2Fdudv 4 (rdo®
B o . ot
l/'
oder, wenn man mit ds, do correspondirende Liingenelemente
auf F, @, mit ¢ den Winkel derselben, mit o den Kriimmungs-
halbmesser des zugehdrigen Normalschnittes von I7 bezeichnet

ds
——QI/'COS(-I:(Z g
g

Den Richtungen der Haupttangenten von I (und
nur diesen) entsprechen daher auf jeder Fliiche, zu
der FFadjungirt ist, dazu senkrechte; die Haupttangenten-
curven von I stehen senkrecht auf denjenigen, die ihnen auf
6 entsprechen. —

Ts soll sich nun im folgenden um eine nithere Characteri-
sirung der adjungirten Beziehung handeln. Insbesondere,
welche Kigenschaften Dbesitzen diejenigen Ilichen,
die zu gegebenen Flichen @ adjungirt sind? In Riick-
sicht auf die ausgezeichnete Stellung, welche projective Um-
formungen von @ hesitzen, § VI), soll hier nur auf solche
Charactere von @ Bezug genomnen werden, welche projectiven
Umtormungen gegentiber ungeiindert bletben,  Und auch von
diesen kann hicr nur eine kleine Zahl herausgehoben werden,
da die Untersuchungen sonst die hier gesteckten Grenzen weit
tiherschreiten wiirden.?)

1) Diese Forw dey Weingarten’'schen Differentialgleichung (Kron-
ecker's Jownal C. p. 803). auch bei Bianehi Lezioni, p. 277.

2) Aus demselben Grunde habe ich mir gestattet, an manchen
Stellen des folgenden nur anzudenten, in welcher Weise die betreffenden
Uutersuchungen weiter ausgefithrt werden konnten,
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Man kann die Gleichung 3) zuniichst durch die Annahme
d=0,=10,=0 erfiillen. Die Fliiche © ist dann eine Ebene;
die characteristische Function y ist durch das unbeschriinkt
integrable System der Gleichungen 2), in denen die linken
Seiten gleich Null zu nehmen sind, definivt, dessen allgemeinste
Losung, wie aus der Bedeutung der a, a,... ¢, ', ¢ als der
zur sphiirischen Abbildung von 17 gehirigen Christoffel’schen
Symbole hervorgeht, mit Hiilfe von drei willkiirlichen Con-
stanten «, «,, @, durch

Y=y p, -+ y Py -+ Uy Py

ausgedriickt wird.  In der That wird dann auch X (¢ @) =1.

Jede Fliche kann also auf unendlich viele Arten der

Ebene adjungirt werden, aber die zugehirigen infinitesi-

malen Biegungen sind einfach die unendlich kleinen Be-
_—

wegungen der Flichet)

Soll @ anf Haupttangentencurven hezogen sein, so ist
=10, = 0 zu setzen. Daun ist nach 3) nothwendig 7= 0,
d. h. das Coordinatensystem auf der I'liche I ein conjugirtes.
Aber dies ist nicht hinreichend. Denn fiir o hat man nach
2) die Gleichungen

Yhuw == Yy = )y — 4 Ud
" Vv =B+ e — [y 4 X

Yoo ==V 2 e — gy
falls mit X eine noch zu Dbestimnende I'unction von o, ¢ he-
zeichnet wird.  Dieselbe muss den Integrabilitiitsbedingungen
von 4) zufolge den Gleichungen

21X ,
au '_'a_ﬁl
Al X
. =7, ﬂ
v

geniigen.  Da aber nach den Gleichungen 6) der Einleitung

5 Bianchi, Lezioni, p. 277.
b 3
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AV VI
(L-}—ﬂl:—a?L«’ ﬁ—_}';)l:'a[;‘
G o

f=—dp ﬂ,=*6'(;;

ist, so ergicht sich fiir 17 die weitere Bedingung
EC .
@ 97g

du_ av il v du
Diese Gleichung sagt nach den hekannten Untersuchungen
des Herrn Dinit) aus, dass das conjugirte System auf I?
zum sphiirischen Bilde die sphiirische Abbildung des
Systems der Haupttangentencurven einer (anderen)
Fliiche haben muss.  Bezeichnet man unter dieser Voraus-
setzung mit 1y, eine der Lisungen des unbeschriinkt integrahelen
Systems 1), so ist die allgemeinste Lisung, wie aus der vorher
gemachten Bemerkung folgt:

yo= A py A g py - agp,

Die Bedingung 5) ist inshesondere erfiillt fiir diejenigen
Fliichen, auf denen .1, = ('=10 ist, d. h. auf denen ecin con-
jugirtes Curvensystem von geodiitischen Linien existirt; diese
entsprechen  dabei  den Haupttangentencurven von @; eine
weitere Ausftthrung aber muss hier unterbleiben.

Die Fliiche @ wird zur Regelfliche, wenn noch die Be-
dingung «, = 0 hinzugefiigt wird: denn nach 2) sind dann die
Haupttangentencurven « (variabel) zugleich geodiitisch.  Der
Gleichung o, = =0 (Finleitung 7)) zufolge muss jetzt aber

> 1 (r N o) . o '
D verschwinden, die Fliche I also ein conjugirtes
System zulassen, dessen eine Curvenschaar aus den
Berithreurven von umschriebenen Cylindern besteht,
oder jeylindriseh® ist; ausserdem muss natiirlich die Bedingung
5) erfiillt sein.  Ms ist leicht diese Fliichenklasse vollstiindig

1) U. Dini, sopra alecune formole generali .. Ann. di Matematica,
ser. 1, t. 1V, p. 183,
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durch Gleichungen zu definiren. Nimmt man nitmlich an, dass

9[ 2 7
F=0, B=0, f=- 37‘_’ /31=Ca'1‘(f, a, =0

sel, so folgt aus den Gleichungen 6) der Kinleitung
=pFE F=¢lU

wo {7 nur Funetion von u ist, und ebenso

T
3 (1 21(")
W48 B L)
! ! du’ 2 du
Die Gleichungen
2y 3L+] Qe
i 4 D
Qu 31; 12¢
liefern nun
"
2!, : .
o “ oder nach Integration
Qu Qu
(G ——
ar == ;I. [,
SR

und damit die Darstellung der Pliche 77 in der Form

6) Tr— ZY'J‘;.’—,'(/I_‘—}— [
wo Uy 1y U willkiirliche Functionen der zugehirigen Argu-
: ; . o O

mente w, v allein bedeuten, und 2 zur Abkitrzung fiir o ge-
setzt ist.  Aber die Gleichung 6) liefert noch keine explicite
Darstellung der Coordinaten von [/, da dic Funetion 2 von «
und v nicht willkiivhich angenommen  werden  darf, vielnehr
noch emer complicirten Differentialgleichhung geniigen muss,

Eine solche erhiilt man aber. wenn man sich der von
Herrmm Konigs?!) angegebenen  expliciten  Darstellung  aller

N Konigs, (. Détermination sous forme explicite de toute sur-
face réglée rapportée o ses lignes asymplotiques, Compt., Rend. CVI,
p. 5104, 18:8,
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Regelflichen in Bezug auf das System ihrer Haupttangenten-
curven bedient. Nimmt man demgemiiss

Ouuz a @117
@“U=Z)@” + Z)IOU “‘}' /[Fl.
Ol'v =c¢0, + Cy Ov

wo sich die a, b, by, ¢, ¢, Iy ohne Schwierigkeit aus den von
Herrn Konigs angegebenen Formeln herechnen lassen, so er-
achen sich nach § D), 2) fiir die Grissen D, Dy, Dy, der Fliiche
I" die Gleichungen

D=0 Dya-+Dec—H D=0
De+- D, =0

Da aber nothwendiger Weise

AV 2V I I
= - : == -

¢ .«
dy 7 du

1

ist, so folgt

( .
j):VJV' ) DV = -fcl*(7;¢+V
1

und man erhiilt jetzt die expliciten Coordinaten dieser Flichen-
classe durch Quadraturen, sowie man die ermittelten Werthe
der 0, D, D, in die Gleichung 1) ecintriigt. s ist damit
zugleich die Bestimmung aller Flichen gegeben. auf denen
die eine Schaar der Curven eines conjugirten Systems, dessen
sphiirische Abbildung der Dini’schen Differentialgleichung 5)
gendigt, cylindrisch ist.

Die Regelfliiche wird inshesondere zur IFliche
zweiten Grades, wenn auch p mithin 22, gleich Null
angenommen wird. Dann aber wird I ecine Translations-
fliiche, wie iibrigens auch unmittelbar aus 6) hervorgeht, denn
es wird (4 = ¢ V', also #; von der Form U7, <+ V. Die Coordi-
naten dieser I'liichen kann man unmittelbar hinschreiben; os
sind fibrigens ganz specielle Translationsfliichen, da ihr sphiiri-
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sches Bild aus dem anf die Kugel projicirten Systeme der Fr-
zeugenden einer Fliche zweiten Grades bestehen muss.?)

) Die im Texte enthaltene Bemerkung erkennt man sehr leicht
im Zusammenhang mit den Betrachtungen des § 1V); sie kommt iibrigens
auf den geowmetrisch fast selbstverstiindlichen Satz hinaus, dass eine
Haupttangentencurve liings deren die Normalen der Fliiche
einer festen Ebene parallel sind, eine Gerade ist. Um dies
direct nachzuweisen, beweise ich den folgenden, vielleicht neuen Satz:

Eine Haupttangentencurve, lings deren die Fliichen-
normalen miteiner festen Richtung einen constanten Winkel
bildet, ist eine Schraubenlinie.

Sei also @ eine Haupttangentencurve der auf das System ihrer
Haupttangentencurven u, v bhezogenen Fliche, p; die Cosinus der Nor-
malen. Ist nun lings der Curve u

X p; V= const = ¢,
so folgt durch Differentiation nach n (nach Einleitung 1) u. 2))

[SVae,—eSVa, =0

oder
ZVz,=1le
ZVa,=1f
Durch weitere Differentiation folgt:
BEVe, +BIVae, +cl=i,f+1f,
AZVz, A2V, =1, c+le,
oder
iBe4+ DB fy+cel=i,+if,
MAde4Af) =1l,c- e,
Aus der letzten Gleichung folgt aber
14
M=t
Ve

wo V eine Function von v allein ist, withrend die erste iihergeht in
iAH=c¢cel
oder
A, VH cI’
eVe VVH
Die (geodiitische) Kriimmung der Haupttangentencurve ist daher

g i e " .
aleich % VK, wenn K das Kritmmungsmass der Fliche hezeichnet. Da
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Zu diesen Flichen gehéren inshesondere auch die

Minimalfliichen. Setzt man fiir einen Augenblick

2 2 w? == (

dyr=d, O, y*=d, O,yp*=d,

so geben die Gleichungen 2)

Yuu = U Yy + Ay Py L‘,'l/’ + d

Pur =Py =+ Py — [y 4 d

, .
Yoy = 7w v — o A dyys

sic erfordern die Integrabilititshedingungen

- 2d
7) ad, + a d, + 75 =fd+ fd, —l—

(lu
2
fd, 4 fpd, ;Z}l =yd-}yd + q”
nebst der Gleichung 3)
3) Id,—2I'd + Gd=

Die heiden Gleichungen 7) sind immer erfiillt fiir o =L,
dy= k", d,,=ky', falls I eme Delichige Constante bvdoutot,
denn es sind die Gleichungen 4) der Einleitung fiir die Kugel-
fliiche.  Aber die Gleichung 3) hesteht fiir die Werthe der d
nur dann, wenn

Iie -G —21¢ =0
d. h. wenn I eine Minimalfliiche ist. Man erhiilt so die Lisung

=l -foa, p = a,p, - agp,
und das heisst: Jede Minimalfliiche ist adjungirt zu den
I'liichen zweiten Grades
0, ="1"
I/’
deren Gleichung

PO =1 - X(Ou)]
aber die Torsion der Haupttangentencurve ebenfalls zu ¥ J proportional

ist, so hat die Curve die Eigensehaft, dass das Verhiiltniss ihrer beiden
Hauptkrinmmungen ein constantes ist, wie zun zeigen war.
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ist; es sind dies Rotationsfliichen zweiten Grades mit imagi-
niiren Lrzeugenden.

Die Fliche @ kann auch eine Developpabele wer-
den.  Wiihlt man die Erzeugenden derselben zu den Curven
w (variabel), so ist 6 = 0, = 0, also nach 3) auch I = 0.
Durch Wahl der Curven » aber liisst sich erreichen, dass auch
(r gleich Null wird. Da jetzt auch a, == 0 ist, folgt nach 6)
4, = 0, d. h. die Fliche I ist eine Regelfliiche.
Jede Regelfliiche kann also einer Developpabelen ad-

der Linleitung -
jungirt werden, und umgekehrt konnen auch nur Regel-
flichen zu developpabelen Fliichen adjungirt sich verhalten,
Dabel stehen, wie oben bemerkt, die lrzeugenden der heiden
TFliichen " und @ auf einander senkrecht.
In der That, setzt man nach 2)

Y == Ay — ¢ p

Vur =+ Py —1y

Por=yYu+ ¥y 1+ X
wo X eine noch zu bestimmende Function bezeichnet, so muss
zufolge der noch erforderlichen Integrabilitiitsbedingung

.
21X, allyy
2

_ﬂl_z du

X aus der Gleichung
i T
I
Xi— l-l fed
JV'H
bestimmt werden.  Da die Function 77 noch vollkommen will-
kiirlich bleibt, so kann jede Regelfliiche noch unendlich
vielen Developpabelen adjungirt werden:') ich werde
spitter  zeigen, dass man  jede Regelfliiche sogar noch auf
unendlich viele Arten solchen Developpabelen adjungiren kann,
die einer gegebenen Fliiche, inshesondere der Kugel,
umschrieben sind.

') Ee durfte nicht wninteressant sein, die hierin enthaltenen M-
lichkeiten genaner zn untersuchen,
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Tinen noch specielleren Character besitzen natiir-
lich diejenigen Fliichen, welche einer Kegelfliche,
deren Spitze nicht mit dem Coordinatenanfang zusammenfallen
darf, adjungirt sind. Es ist leicht, die expliciten Coordi-
naten dieser Flichen anzugeben.

Sind

O = a; + wu;
die Coordinaten einer Kegeltliiche mit der Spitze «;, die 2; also
Tunctionen von », welche die Gleichung 22 =1 erfiillen, so
wird das System der Coetficienten e, f, g fiir © gegeben durch
e=1, =0, g =u*n?
wenn w? =2} gesetzb wird. Die in § III), 1) mit A", 4]

bezeichneten Christoffel’schen Ausdriicke fiir @ werden daher

A=0,4=0 B=0DB=" = ({” ¢ = ;)”
29’ ay
und die Gleichungen 2) des § III) geben
Dy — Dyy= 0, D, Ju + I)luf/ = 0, D=0
oder
D, = :

TN

: Vv’
Dy =— iy + 7

wo F7 der Differentialquotient von 17, 1 eine neue willkiir-
liche Function von » ist. Hicraus folgt dann fiir die Coordi-
naten der zu @ adjungivten Fliche die Darstellung

.

2 =f((/2 Z—agy) Vide ~—f(y se—ay) Vido——(ay,2—ayy) Z,

nebst analogen Ausdriicken fiir 2y und 2.

Da also
2ax)=- —f(a x2ay) Vdo

wird, so ist lings jeder Erzeugenden die Projection des Radius
Vector der Fliiche auf die feste Richtung a,, a,, a, constant,
d. h. die zu Kegelflichen adjungirten Flichen sind
Regelflichen, deren Erzeugende einer festen Kbene
parallel sind.
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Man wird unmittelbar iibersehen, wie sich derartige Unter-
suchungen, die hier nur fiir die einfachsten projectiv ausge-
zeichneten Flichen © angedeutet sind, in der mannigfaltigsten
Weise fortsetzen lassen. Nur ein Fall mag hier noch ange-
fithrt werden. Sind die Curven u, » auf ' zuniichst nur der
Bedingung unterworfen, ein conjugirtes System zu bilden, so
ist die Function ¢ den Gleichungen 7) gemiiss zu bestimmen.
Man setze daher

dy=un, d=ol, d,=—oC

so dass aus 7) entsteht

2o ll : o
7 0
ap-—a 0G4+ S —=poli++pu+t+
Qv 2u
Qu 206/
) 2 b4 i J— "_ ~ ~
pru—pob -4 T roli 4y 0 — 5

oder nach 6) der Einleitung

91_11 ]'4' 2 u
y f S— U - — ’,‘ 21 1
[ Yu — A + ¢ (;J o {200+ o]
37(r | a ¢ ! ) ¥
z [a[—"ﬂ‘ 1*1J o= Gl2el+ ol

Ist nun die Fliche I7 anf ein conjugirtes System
gleicher Invarianten bezogen, so kann man diese Gleich-
ungen durch die Annalime g =0 erfiillen, womit zugleich o
bis auf einen constanten Factor bestimmt ist.  Die Fliiche ©
ist nun auf ein conjugirtes System bezogen: man hat einfach
den bekannten Satz, dass zu jedem conjugirten System gleicher
[nvarianten eine infinitesimale Biegung geehirt. — Wenn aber
auch noch die Bedingungen

ol AL )

S (,/ e 4‘
Qu 3t + G
2lu 2l (;
o i — o (V
Qv v + 1‘ J

erfilllt werden kionnen, welche wegen der fiir conjugirte Systeme
allgemein giiltigen Identitit
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2l 9 < (}) 3 ( E ,
WA ) -\ =D — D
Suav+’o‘u 'K RN £ g
Ly o _ 3,

= 0 oder 3 = 30

dudw

ithergehen, so ergieht sich auch u gleich einer mit einer Con-
stanten multiplicirten Function. Man hat also den Satz:

Wenn auf einer Iliche ein conjugirtes System

gleicher Invarianten existirt, dessen sphiirisches Bild

zugleich das der Haupttangentencurven einer IFliche

ist, so kinnen durch Quadratur zwei Functionen ¢ o,

¢ gefunden werden, vermdge deren das System

Yuu == LAYy + Ay iy — ¢ W + 0 cls

Yur = s + ﬂ1 yo — [y + Gou

l/'l‘U = ;’ l/'“ —'I'— }’1 7/'0 —‘f/’ l/) e Q 4 (I"
unbeschriinkt integrabel wird, so dass nun ool infini-
tesimale Biegungen dieser Fliichen Dbekannt sind.  Auf eine
nithere Untersuchung der Flichen, bei denen die angegebenen
Bedingungen erfiillt sind, gehe ich hier nicht ein.t)

§ IX. Kinematisches.

Der Punct der Fliiche 7 mit den Coordinaten @ nimmt
vermige der Deformation, deren Componenten ¢; (i =1,2,3)
sind, die Lage

2 - e i
an.  Daher ist die Grisse der relativen Coordinatenver-
schichung fiir den Punct #; 4 do; ge
ponenten

gchben durch die Com-

edg,, edgy, edg,

Man hat sich dabei vorzustellen, dass alle zum Punete 2
unendlich benachbarten Puncte dureh die Translation £q;

1) Finige weitere Bemerkungen iiber diese Fliichengattung findet
man bereits in meiner Arbeit . Zur Theorie der Kriimmung der Flichen,
Mathematische Annalen Bd. 89, insbesondere S. 248 ff,
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verschoben werden.  Durch diesen Process kommt der Punct
in seine neue Lage, withrend die iibrigen erst durch die ange-
gebenen Verschiebungscomponenten in dieselbe gebracht werden
kiénnen.
Aus der Gleichung

Sade=(aOdy)
des § IV) erhitlt man aber

de, = O,dp, — O,d g,
1) dz,= Oydp, — O,d ¢,

_ dag = 0 dp,— O,dp,
und hieraus

. . G
dop, = 'll (Oydia,— Oydxy) 4 }).‘ )
] o)
2) do, = }2 (0, dxy — O,dr,) 4 —)-.2 1)

— -,
s )1‘2 (0, dw;, — 0,dx,) ,).% )
falls

S .
3) m="X06,dg;
”

gesetzt  wird.  Diese  Verrtickungen  2)  entsprechen  einer
Rotationsgeschwindigkeit um die zu 2 gehirige Nor-
male von I, deren Grisse die characteristische Fune-
tion — der Deformation ist.!) und einer in der Rich-

%
tung dieser Normale stattfindenden Translationsge-
schwindigkeit w. Diese letztere ist flir jeden Punct in der
Nithe von @ eine hesondere, niimlich

o =du[D r.— Dr,)+ de(Dyris— D;r|

wie sich aus 3) ergiebt, wenn man an Stelle der d¢ ihre
Werthe aus § IV), 1) einsctzt. Hieraus folgt der Satz:

1) Diese Bemerkung ist nach Bianchi Lezioni p. 275 zuerst von
Volterra, Sulle deformazione delle superficie flessibili ed inestensibili,
Rendiconti dell’ Ace. dei Lincei, April 6. 1884, gemacht.
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Nur fiiv die Minimalfliichen giebt es infinitesi-
male Biegungen, die in einer Rotation um die Fliichen-
normale hestehen, deren Grosse die characteristische
Funection der Deformation ist, — denn @ kann nur dann
verschwinden, wenn » eine Constante ist.

Aus der am Eingang des § II) entwickelten Gleichung

] ! .(1 _O ("A
2 Dure Diry+ L (Dr—Dir)=—VH (ﬁ”ié”f‘y)
folgt durch Multiplication mit du d» und Integration iiber
ein  beliebiges Fliichenstiick von 17 dessen Element durch
dT=7VHdudv bezeichnet wird, wenn man zugleich unter I
die mittlere Kriimmung von I versteht

1 uffidf:fw

wo rechterhand das Integral iiber die Begrenzung des Fliichen-
stiickes zu nehmen ist.  Es ist vielleicht nicht unpassend, das
Integral linker Hand die totale Verschiebung des Flichen-
stitckes zu nennen: dieselbe wird nach der soeben angegebenen
Formel durch das iiber die Verschiehungen o genommene
Curvenintegral ausgedriickt.

Andererseits folgt aus der Formel 5) des § V), wenn man
zar Abkiirzung

W= (WD, — W, D)dv+ (WD, — W, D)du

setzt

dT B
5) -_)f - =fll,

und diese Formel driickt das tiber die c¢haracteristische
Function erstreckte Flichenintegral durch ein Rand-
integral aus; man kann das erstere die totale Rotation des
betreffenden Flichenstiickes nennen. Bei den Fliichen con-
stanter mittlerer Kriimmung (mit Ausnahme der Minimal-
flichen) ist die totale Rotation eines Fliichenstiickes proportional
mit der totalen Verschiebung.
1897. Sitzungsh. d. math.-phys. CI. 18
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Durch die Betrachtung der Fliiche 0, zu der I7 adjungirt
ist, erhalten diese Siitze eine grissere Anschaulichkeit. Be-
zeichmet man, wie frither, die Richtungscosinus der Normale
von 6 durch ¢, ¢y ¢y, so ist nach 1)

qdO=0=2qdyp

also wegen

sy — qodag=dp, 2q 60 — 60, Zqdg

do,= '1_ (1 dwy — gy d )
S &
1 ,
(;) ([(/‘2 —_— \‘. ((ll d‘,_-s o (13 lz.l'l)
1
doy= & (gudz, —q,dx,)
wenn s=3q0

der Abstand der Tangentialebene der Fliche © vom
Anfang der Coordinaten ist. Die relative Deformation
in der Niihe des Punctes 2 besteht also immer in einer
Rotation um eine durch den Punct = gehende, der
Normale derjenigen Fliche, zu der I' adjungirt ist,

. ; . !
parallele Axe mit der Geschwindigkeit —  Daher be-
s

) drT
e
S
zugleich die Grosse der totalen Deformation des Flichen-
stiickes I

Setzt man nun das Flichenelement von @ gleich
A

dudeVh

zelchnet

so ist nach § I), 3)
4
V J/
oder, wenn man den Werth von 4 aus § ), 6) und 8)
einfiihrt,

&
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. hdwdv
py_ [Vidua
73K
Beachtet man, dass der Coefficient /i, i dem Flichen-
element dt, = Vi, dwde der Fliche ¢ (§ IV) mit 2 durch
die Gleichung
Iy =h £2*
verbunden ist, so hat man

Dyp= fr di;

die totale Deformation von I ist also auch gleich dem
tiber die Fliiche ¢ erstreckten Integral des reciproken
Werthes der characteristischen Function der Defor-
mation von I
Bezeichnet man den Winkel zwischen der Axe der totalen

Rotation und der Richtung der Verschiebung ¢, ¢,, ¢, durch e,
s0 1st

. 1o, 1

Cose=—2(py) =—=(0,6,¢)

" ')'IV/L

Multiplicirt man die Determinante rechter Hand mit
(é:u Ev (l')
deren Quadrat gleich » H, ist, wo VH,dudv das Flichen-
element von @ bedeutet, so ergiebt sich als Product
2 _ 2
71 ('/' (ju ()v)
so dass
1.,
(p Ou O) =— ]/Hx
’
oder auch
1 1/H1
Cose = "1
Vi
wird.
) .1
Um die Grisse der Rotation durch Formeln auszu-
s
driicken, die sich unmittelbar an die Weingarten'sche Theorie
anschliessen, kann man folgendermassen verfahren. Bezeichnet
18*
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man die zu der characteristischen Funection ¢ der Deformation

von I' gehdrvigen Verschiebungen wieder durch ¢, ¢,, ¢,

so ist?)

KVHdp=Jay+ J ) (Edu 4+ Fdvyy —p Eyp,—Fyp)du
—MHay+HWa) (Fdu+ Gdeo)yy —p (Lyp,— Gy do
= Ny [(wuf — 2e) du -+ (gry— f2,)dv]

[ (Eypy— I'ypy) due 4 (ITypy— Gpy) d o]

fiir jeden gleichzeitig bei ¢, »# und p hinzugefiigten Index

i=1,2,3. Nun ist aber

VHX(ap) = ()

VHdu3(ap) = (adar,)
VHde2(ap) = (¢xydr)
wnd - VHR@apda)=2a|(ruf —ap0) du—- (g, —fa,)dv],

also

demnach wird
(L ypy— Iyy)
dp,==yp(dayp,— dayp,) — KH Zyydrs——xo, day)
Gy
KH
und analooge Werthe ergeben sich durch cyelische Vertauschung
D te) Y o
fitr d ¢, und d ;. Hieraus folgt, dass die Rotationscomponenten

) (o drg=— g, ara)

h T 1
s 8 s
durch die Formel
G oo Te—Gyw) (o —1Ty)
7) P Y Pi + Liu KH Ly KH

gegeben sind. s wird demmach, wie eine einfache Rechnung
zeigt

1) Die Formel des Textes ergiebt sich durch Umformung der Wein-
garten’schen Formel vgl. z B. Bianchi, Lezioni, p. 276) mit Hiilfe
von 1) und 2) der Einleitung.
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i — 2y w4ty
L ey s Vu ol T Wl

st I*H

wenn man, wie bisher, die Coefficienten des Lingenclementes
der sphiirischen Abbildung von I" mit ¢, f*, ¢ bezeichnet. Da
aber bhekanntlich

K=Végy—f*:Veg—1*
so folgt

: e
womit das Quadrat der Rotation durch den ersten
Differentialparameter 4y der characteristischen Fune-
tion in Bezug auf die sphiirische Abbildung der Fliiche
ausgedriickt ist, und zugleich erhiilt man aus 7) die heiden
durch ihre Finfachheit bemerkenswerthen Formeln

o
Yy = > ;é" Pu
9)
— {
7/',) — 4}4 '{.1)[

Wiihrend also die Normalcomponente der Rotation durch
die characteristische Function der Deformation ausgedriickt wird,
ist nach 8) die tangentiale Componente gleich der
Quadratwurzel aus dem ersten Differentialparameter
von v, in der sochen bezeichneten Weise genommen.

Diese Formeln geben zu mehrfachen Fragen Veranlassung.
Bemerkenswerth erscheinen namentlich die Curven aut der
Fliche 6, lings denen der Abstand der Tangenten-
ebene vom Coordinatenanfang constant ist. IThnen ent-
sprechen auf I'' solche Curven, liings denen die totale Rotation
constant bleibt. Insbesondere erwiihne ich die folgenden Iiille.

Krstens. Die Fliche I7 ist einer Ebene @ adjungirt.
Alle Puncte erfaliren jetzt die niimliche infinitesimale Rotation,
man hat, wie das schon i § VIII bemerkt wurde, einfach eine
infinitesimale Bewegung der ganzen IFliche.
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Zoweitens. Die Fliche F' ist der Kugel adjungirt; dies
ist der Fall bei den Minimalfliichen, es findet eine Rotation
von constanter Grisse um die Fliichennormale statt.

Drittens. Welches sind diejenigen Fliichen, bei denen
eine constante Rotationscomponente senkrecht zur I'Lichen-
normale stattfindet? Unter welchen Bedingungen kann also die
partielle Differentialgleichung der characteristischen Function
ein Integral haben, das zugleich die Gleichung Ay = const
betriedigt?

Viertens. Welches sind diejenigen Fliichen, bei denen
die totale Rotation constant ist? Auch hier wiirde aus der
Betrachtung der Gleichung Ay + ¥ = const!) und der par-
tiellen Differentialgleichung {iir v die fiiv I erforderliche Be-
dingung sich, wie es scheint, nicht sogleich ergeben. Aber
man sieht unmittelbar, dass in diesem Falle die Fliiche 17
einer Developpabelen adjungirt sein muss, welche
einer um den Anfang der Coordinaten als Mittelpunct
heschriebenen Kugel umschrieben ist. Die Fliiche I7
ist also nothwendig eine Regelfliiche, und umgekehrt
liisst sich auch leicht zeigen, dass jede Regelfliiche die Kigen-
schatt hat, infinitesimale Biegungen zu gestatten, -die fitr jeden
ihrer Puncte in einer Rotation um eine zu der jeweiligen Kr-
zeugenden normale Axe bestelien,

Man erhiilt ferner aus 7)
10) ]s g day
= (B By ) g de)—(Fyp— i) (ednfdr)]

als Ausdruck fiir den Cosinus des Winkels, den die Rotationsaxe
mit irgend einer Fortschreitungsaxe da; auf der Iliche I7
hildet.

1) In dem dritten und vierten Falle sind also die Curven y = const
geodiitische Parallelen anf der sphiirischen Abbildung, vgl. z. B. Darboux,
Legons, t. 111, p. 195,
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Dieser Winkel ist also ein rechter, wenn der Differential-
ausdruck rechter Hand in 10) verschwindet. Unter welchen
Bedingungen kann nun die hierdurch auf I bestimmte Fort-
schreitungsrichtung eine vorgeschriebene, z. B. die einer Kriim-
mungslinie, eciner Haupttangentencurve ete. etc. werden? Von
den zahlreichen hierher gehorigen Fragen!) will ich hier nur
die behandeln, wo die gegebene I'liiche I eine Regelffiiche ist.
Soll zugleich die Richtung in die der Tirzeugenden fallen, und
withlt man (man vergleiche den folgenden Pnrafrrnphen)

-If
b=1, f=0, =0, 1«*— =Vi+; f»—-r?u
VJ g

Iﬂ"/’u — G"/"u =0

so muss nach 10)

sein.  Hieraus aber folgt durch Einsetzen der angegebenen
Werthe von £ und &
= D (w)

wo @ eime willkiirliche Function des Argumentes

. Vo
= ]1—{—f du
9
bezeichnet, so dass

3(/) (/ dm a i
v o= wird.
CINE A T
Die Weingarten'sche?) partielle Differentialgleichung
fiir

MGy — Fy, {L 0 ]U/u,}
1 _ it 2L -—(r{’
)M[ KVH }Jraz KVH VHf i 2

1) So z B. ergiebt sich sofort, dass nur bei der Kugel die
Rotationsaxe senkrecht zu der Richtung stehen kann, lings
der die characteristische Function y constant ist. Denn der
Differentialansdruek 10) wird fiir Kriimmungslinien

1
—dvy,+ ! duy,
Ty T2

wo 1y, 75 die Hauptkriimmungsradien sind, und dies kann vermoge
dy =0 nur dann verschwinden, wenn r; = 7y ist.
?2) Bianchi, Lezioni, p. 276.
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liefert dann, wenn man die angegebenen Werthe von £4, IY, G, v
einsetzt, zur Bestimmung von @ die Gleichung

P = — P
oder

@ = Asin (w -+ D)

wo A und B von o unabhiingige Constanten sind.

Der Ausdruck

1 R o e o o >
Tl + v, KH D2 D= AP

hat dabel zugleich die merkwiirdige Figenschaft constant zu
sein.  Hieraus folgt also:

Die infinitesimalen Biegungen einer Regelfliiche,
bei der die Rotationsaxe mit den Erzeugenden be-
stiindig einen rechten Winkel bildet, sind zugleich
diejenigen, hei denen die Griosse dieser Rotation selbst
constant ist.

Man erhiilt ferner durch Differentiation aus der Gleichung 7)

Soo=vs

oL q
3 s o
=P 2 = Yu
i =
oder nach 9)
o
Y 35— 0
1) 87(, g
7
:jf a £ - 0
ov

Das heisst: Die Normale der Fliche @, welche von den
als Coordinaten aufgetragenen Rotationscomponenten gebildet
wird, ist der Normale von I7 parallel. Is liisst sich aber
leicht zeigen, dass die Flichen /7 und ¢ zu einander
assoclirt sind. ‘

Wiihlt man niéimlich auf I das System der Haupttangenten-
curven zu Coordinatenlinien, so ist zu beweisen, dass die mittlere
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Fundamentalgrosse der Fliche € unter dieser Voraussetzung
verschwindet. Dieselbe ist aher nach dem so chen hemerkten
proportional mit den Ausdriicken

g 1

_ L= S,
22}0316 P Qv

Man erhiilt nun aus 7) nach einfachen Umformungen

/i

iy I I :
9:6 =y H (f Ziw — C24) KH [ B o i~ Ajpy 24|
ra Uy ya Wy
= . = \
Ly KVH L  KVH I’ I
— ~ A- ki 'Tzu -B v Au
TyH se TR eu wm AT et
oder
Fpg
¥ % + 72 € (Byyy— DB Yu) I aﬁﬁ:
h =~«1J~» e s
Py / KH VH du
Vertauscht man in dieser Gleichung « mit », so folgt
P Fuyy,
o1 2 ) 2
b ) N ’IJT f I (]) Pu— ])17/’”) _ .F ]“/
“\Pvgy) =0 IH VH v

und hieraus folgt der Bewels des angegebenen Satzes, da die
Summe der heiden Ausdriicke rechter Hand zufolge der Diffe-
rentialgleichung  verschwindet, der die Function 4 geniigen
muss.!)

§ X. Zur Deformation der Regelflichen.

Die im vorigen § angedeutete merkwiirdige infinitesimale
Deformation von constauter Rotation der Regelfliichen will ich
hier austiihrlicher darlegen, indem ich direct den Satz beweise:

Jede Regelfliiche lisst sich auf einfach unendlich
viele wesentlich verschiedene Arten einer um eine
Kugel beschriebenen Developpabelen adjungiren.

1) Vgl. die 11) fiir v angegebene Formel.
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Es seien, um dies zu zeigen, 7,, 1,, 7, die Coordinaten einer
sphiirischen Curve auf der mit dem Radius Eins um den An-
fang beschriebenen Kugel. Nimmt man die Bogenliinge v als
unabhiingige Variabele, so ist

2y =1, Xy =
1) 2y =0, e =0.

=10, Zyn,+1=0.

Aus diesen Gleichungen findet man durch Multiplication
der Determinanten, wenn

2) 0 = (770 7u)
gesetzt wird, die fiir beliehige Coetticienten a,, a,, a4
Identitiitent)

aeltenden

3) oy @) (e o) = Sy 4+ aiy,
(900 @) (1) 9 ) = — X aanyy,

0+ 1= 2(n,)%

Dann sind
1) O, =1, + u (0,7, — 137,,)
10y -+ w (g, — 0,0,
Oy =5y + w (4, 9y, — 0,70,

|

D
I

die Coordinaten eines Punctes der allgemeinsten Developpabelen,
deren Tangentenebenen den Abstand Lins vom Coordinaten-
anfang haben. ks wird daher nach 1), 2), 3)

1
), = = -
)” (S (77 i— 7711)

O, =y, (1 —uo)

und hierans folgt fiir die Coefficienten e, f, y des Liingen-
elementes von @

c=1, =0, g=(1—ud?

1) Da die Determinante § verschwindet, wenn X ()2 =1 ist, also
die Developpabele ein Kreiscylinder wird, bedarf dieser Fall noch einer
besonderen Betrachtung.
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also sind nach § 11T, 2) die zur adjungirten Fliiche I" gehorigen

Grissen D gegeben durch

.])ZO ])nu—])“,-_—o {/D,u—{/.,])“,=0

mithin

LA e 4
Di— ’/ , Dn= W,+ o 7 du
wo W und W, =£Z—;12 willkiirliche Functionen von » sind.
¢

Des weiteren wird nun

(@ ©60,)=— Z(aty)

(0 O 6,) = t (g2 (ay) + Vg I an

so dass sich fiir die Coordinaten z der zu @ adjungirten Regel-

fliiche die Ausdriicke

W
5) Ty = — 1y Y = 7]"])1
D ‘
oy =y Dy — r/l (gn -+ l/f/ )

ergehben.  Aus denselben geht, wie zu erwarten war, hervor,

dass die Richtung der Rotationsaxe #,, 3,, n, auf der

der Hrzeugenden senkrecht steht.
Ieh setze nun das vollstindige Differential
Dydu+ D dv
gleich duy, so dass
W
) ",

- 4w
oy 1

wird und fithre als neue Variabeln u, und v =, ein.
treten an Stelle von 5) die Gleichungen

Loy = Xy — Dn Ly
Zu

M=)

Dann

eder, wenn man jetzt wieder die Indices bei » und v in Bezug
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auf das neue Orthogonalcoordinatensystem aunf I
fortlisst

7) T == — 1,
I Z W— (1t — W)

Die Coefficienten des Liingenelementes der Regelfliiche 17
sind nummehr

8) e,=1, f,=0, g, = ](’ (n W) - (1462 (0 — W)

und zugleich wird nach 4) und 6)

.

1 W )
— i [ 2 (=T A (1 8 (e — T 2)2J
2 .

oder
g
2 1
Sa )
) T (u—T)reY
. - T A 9% 6, F)a
Die Cosinus der Normale von I7 sind daher —!, 2 ,
e e

und hieraus ergeben sich die Fundamentalgrissen zweiter Ord-
nung L, I, " dieser Fliiche in der Form

. W W 280 W, e
J E—O’r—i/g: ri=—=rt e dv (u—W,o
(e —=Ty)aé
) v
B
wobei W' = (—Z(;}-, W= d(-[];;? gesetzt 1st.

Es sei ferner eine willkiirliche Regelfliiche gegeben, deren
Lingenelement
du 4+ (2 4- 2 Bu 4 O)dof
sel, wo B3 und (' willkiirliche Functionen von »; sind. Dazu
gehdren dann die Fundamentalgrissen erster Ordnung

(’n = ]’ /]1 = 07 ((/11 = 1(2 —|— 2]))7{ + (/'
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und die Fundamentalgrissen zweiter Ordnung sind, wie man
durch Integration der Gauss’schen Differentialgleichungen
leicht findet,

/(]
4 E,=0 I, _Ven
Vo

. 1/0 I

(ru—V(/“‘l +, f/ J

oder nach ausgefithrter Integration
BV—BV' —u V’J

.’/11
dabei ist 7| eine willkiirliche Function von ¢, V*= ('— I,
27 und V7 sind die Differentialquotienten von I3 und V. Ohue
diese Fliiche zu iindern, kann man an Stelle von dv, den Aus-
druck 4 d v einfithren, wo y eine willkiirliche Function von »
ist.  Hierdurch werden die angegebenen Fundamentalgrissen
iibergehen in

11 1; /.11"‘“a .’/11*'/'2[.”'?'-*— 2 Bu+ (Jr_]
4 - 1 (B V—BV'—uV")
~ o (l" —_ ]/( I 1 20 - i
-l/!/“‘ 1 Ju '’y Fy _l/!/u

wo I wieder eine willkiirliche Function von v ist und die
Differentiationen in dem Ausdrucke fiir (¢ sich auf die neue
Variable v beziehen.t)

("11=]/!/141 [Vll"*'

10) ¢

Al FAl A 2
I ]'"——l/r

ll=

Kann man nun zeigen, dass die unter 8) und 9) ange-
gebenen IFundamentalgrissen von 17 sich mit den in 10) be-
stimmten einer allgemeinen Regelfliiche identificiren lassen, so
ist der Bewels des Satzes geliefert.

Man setze also, um die Uebereinstimmung von g, und g,
herbeizuftihren

1) Die hier gegebene Darstellung der Fundamentalgrdssen
erster und zweiter Ordnung einer Regelfliiche habe ich nicht

unterdriicken zu sollen geglaubt, da ich sie in keiner mir bekaunten
Arbeit gefunden habe.,
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yut4-2Bu-tC ]—"6‘5 - -2”'@ __(T”—z)-%-(l—l-éz)(u—— W,)

oder

pr =140
2 3 v N
Y ])=—~()-—(1+(5) W,
7
o= e
woraus (O — DYy = N"*
oder
11) W=y*l, 14 *=1y?
v
A B=—
w,-- D 5
folgt. Hiermit wird zugleich nach 9) und 10)
=1,

Aus dem Ausdrucke fiir &,, den man durch Eintithrung
von » aus 3a) und g, =g¢,, in die Form

- Vi, 36 1 [ b ON 26
Cr‘__'1+o2'av“"1_/y“ (= M e s

S L W, 26
i *””]H' o aL1+o2+“ﬂozsazJ

bringt, wird nun, wenn man fiiv W,, W, 1 4- 6% ihre Werthe
aus 11) einfithrt

(= Von

”2 177 VAN P4 7
= 1+ozab+/ (VB—BV —ul?)

V!/u
so dass vollige Uebereinstimmung von G, und (|, stattfindet,
wenn man
N, SR
1 1_]_()23 v
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setzt, wodurch die I'unction 4§, d. h. die erste Kriimmung der
sphiirischen Curve 3 bestimmt ist.  Hieraus folgt aber

.1 X
are sin — == f’ ,dv 4 const.
1/7

Bestimmt man endlich die Verschiehungscomponenten
(=]
P1s Pgs ¢y, so folgt leicht, dass dieselben ganze lineare
Functionen von u sind, denn es wird fiir beliechige Werthe
der Constanten A;

SAipi=(Ayy)(u— W) + fﬂr; (Ayny)do;
diese Deformationen fithren also immer die Erzeugen-
den in Krzeugende iiber.

In dem besonderen, bei der vorhergehenden Betrachtung
ausgeschlossenen Fall, wo die Developpabele @ ein Kreiseylinder
vom Iadius » Ist, setze man

O,=1u, Gy,=rcosv, O;=rsino
Man erhiilt dann
D=V, D,=uV"+V
also (€@ 6,) =r[a,sin v — a, cos v]
(@@ 6,)=r[ar — u(a,cos v+ aysinv)]
mithin

2(az)=r {(u,sinv—a, cosv) V, dv
&2 3 1

32 T v " ST O 7
— alfl dv -+ 1 Vr (a,sin v — ay cos v)

als Darstellung dieser speciellen Gattung von Regelfliichen. In
dem besonderen Falle, wo 17} gleich Null gewiihlt wird, ergeben
sich hier die geraden Conolde:

e=—0V

y=ulV'sinv

& =ul" cos v

Durch die vorhergehende Untersuchung ist die allgemeine
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Aufgabe gelost, eine durch ihre Fundamentalgrissen gegebene
Regelfliiche einer um eine Kugel beschriebenen Developpabelen
zu adjungiren. Sind aber die Gleichungen der Regelfliiche
durch explicite Ausdriicke threr Coordinaten
Xy = U; + 11 ,8,'
gegehen, so lassen sich die siimmtlichen infinitesimalen Defor-
mationen, bei denen die Erzeugenden wieder in Krzeugende
iibergehen, sehr einfach bestimmen.
Die allgemeinsten Ausdriicke fiir  die Verschiebungen
@1y Por Pge welche in o linear sind,
.
At B
T
bei denen A, B, p, ¢ willkiirliche Functionen von # sind,
kann man, wenn ¢ nicht verschwindet, auf die Form
Ay
(P, —= ———
SRR

bringen. Aus der Bedingung

+ B,

2dede =0
folgt zuniichst, da

Zy=pf, @ ———--—41——

S (N

T, = d U Py, Q= _/_1,, D A
e SR VRS

tiir jeden gleichzeitig bei z, ¢, A, DB, a, # hinzugefiigten Index
i = 1,23 ist,
2(pA)=0 2PEL)=0 2(U,p)=0 2(p,A)=0
2(a, 4)=0.

Hieraus aber wiirde hervorgehen, dass die Determinante

(av Bu P)

verschwinden muss, falls nicht alle A; verschwinden. Dann
aber wiire die I'liiche gegen die Voraussctzung developpabel.
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Da sonach die Annahme ¢ nicht = 0 auf einen Widerspruch
fithrt, hat man den Satz:

Alle infinitesimalen Biegungen der Fliiche, hei
denen die Erzeugenden geradlinig bleiben, sind von
der Form linearer ganzer Functionen von u, so dass
12) p, = u; -+ piu
ist. Bestimmt man nun die zu dieser Form gehirigen Rotations-
componenten

so crgiebt sich leicht, dass diese nur von ¢ abhiingen. Denn
nach § IX, 6) kann man bei willkiivlichen Werthen der Con-
stanten A, setzen
13) 2Ady = (A, r,a, 4 pouydo 4+ (Arf) du
und hieraus folgt
20 do == (p,rya, + pyu) de
2acdg = (ayrp)ude 4 (a,»p) du
2hdp = {(f.ra)yde+ (prf)ydu
oder, wenn man fiir die d¢ thre Werthe aus 12) einfiihet
2pa = (fr uv), 2a = (a,rf)
2pp=(prp), Ja p= (arf,)
und aus diesen Gletchungen folgen, wenn man
r==1p+ pa, +rp,
setzt, fiiv 4, g, v die Werthe
v (Bf,u)=Spa.
i (/‘)’ alﬁl) = lﬁﬁ'
i(a,pp)=2a.pf
womit die »; als Funetionen von » allein Desthumt sind.
Die Bedingung der Integrabilitiit von 13) aber er-

fordert, dass
1897, Sitzungsbh. d. math.-phys, Cl. 19
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(Aryf)=0

sel, und aus dieser Gleichung folgt wegen der Willkiirlichkeit
der 4

37y
14) -)J

v

womit also alle Verschiebungen der verlangten Art
durch die Quadraturen

rp= JQ pidv 4 const

vegehensind. Dabetist o eine willkiirliche Funetion von 2. Man
kann daher auch leicht diejenigen Biegungen finden.
bei denen die Grisse der Rotation Vr'f-{—)".;’ -|-_)_'3 eine
vorgeschricbene Function von ¢ ist. Ohne diesen Gegen-
stand weiter zu hehandeln, wende ieh mich sofort zu dem Falle,
wo dieselbe gleich einer Constanten sein soll. Man kanu
noch voraussetzen, dass die «, f den Bedingungen

15) Qai=1, Za =0, 2pF=1

geniigen, indem man die Regelfliiche durch cine ihre Erzeugenden
orthogonal schneidende Leitcurve definirt. Unter dieser Voraus-
setzung  wird das Quadrat der nicht versehwindenden Deter-

minante
(ct, /7 /}l.)
eleich P "'i 2By @)
Aus der Gleichung

AL L SR J
v e 2o
folgt nunmehr wegen 14)
2,1 /))‘ ry = “
also nach 15)
16) Fi== 2y o ay
wo A und o zwei noch zu hestimmende Funetionen von ¢ sind.
und endlich aus 14) fiir jeden bei a, f hinzugefiigten Index

O (2 5 0
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a;&
7/?,,,,—}-1((@,,—}— ﬂ,, ~r-7a,,——,g/;

woraus durch Multiplication mit den £, «,, f, und Addition
folgt (15)

17y 12p /J’W—}—/LZﬂ Ay =0

]
L2y P + " 2y iy 'u == 0

a7 YT ,
A Put n Xt X+ S T hiay=0

Die Gleichung fiir 4, welche man hieraus erhiilt, ist cine
homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren
algemeine Lisung von der Form

L=cd +4

/lt_-——(f ”()_t— 2A1

ist, falls Ag, rey3 2y, pe, entsprechende particuliive Losungen sind.
Und so (‘l‘ll:llt man, dem willkiirlichen Werthe des Verhiilt-
nisses ¢, 1 ¢, entsprechend, « ! Biegungen, bei denen die Fliiche
cine constante Rotation erfiihvt.  Die daber auftretende characte-

ristische Function ist, wie sich leicht ergieht

G ) (a B )
Vi+2ula B2 \'

Die genannte Differcntinlgloichung kann aber
dureh Quadraturen vollstiindig integrirt werden. Die
beiden letzten Gleichungen 17) nitmlich — die erste ist ohne-
dies iiberfllissig, da sie nur o bestimmt

Y Z-)u
»4.4(11,/)“, ” axﬁx =0

A2 By o+ 12 anffy + S%Zﬂv a"z ayfly =10

g‘(‘])(%]l. wenn

o= 22— (Ja, /)'v)‘2

19*
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. ST du
gesetzt wird, durch Elimination von 5’%’
37 3o
30° T35
v 52 S
= -t utriap=0

Setzt man den hieraus folgenden Werth von ;o in
erste Gleichung ein, so folgt
2_/1 P )a_q
o-+ 14
2 |ov v = .
e — |+ A Zap iy =0
v .;.(lwflv |

oder

=

3
72
2 ‘ap(" ) 2

L e S 2 (2o) =0
43,(. 22:(lmvﬂv +a?,( 0)

2

(o)

v ———

(dhee 1o =V2c—1%
=2 Uy [y

mit ¢ als willkiirlicher Constanten.  Setzt man noch

Mo=r1
so wird
o1
80 _ Zaufh
Vaer—<2 Vo
3 N?
Ti—C % > s Ayy P .
oder ——— = sIn (’71 A1 [l it (lvr>
4 V(]

womit 4 und g vollstiindig gegeben sind.

Die Aufgabe, ecine gegebene Regelfliiche eciner um

die

die

Kugel umschriebenen Developpabelen zu adjungiren, lisst sich
also durch zwei Quadraturen (die eime ist erforderlich zur
Bestimmung des in der Untersuchung vorausgesetzten

Orthogonalsystems) vollstiindig 16sen.

Als Beispiel betrachte man die Fliche
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fy
fy
fy =10 y Oy =V
wo V eine beliehige Function von v ist.

Man findet dann

f

cos V, a, =0

sin V, ;=10

r=- c¢sin}
ry= -+ ccosV
Fy= 0

wid hieraus

Py=c fcos Vdo—ue sin V'

Py =¢ jsin Vdo+ we, cos V

(g = — CU

mit der characteristischen Funection

§ XI. Ableitung neuer Deformationen aus bereits
bekannten.

Die Differentialgleichung
2 2
Do Do Do)+, e — Dy =0

welche die siimmtlichen characteristischen Functionen der

~ |

Deformationen von 7 hestimmt, lisst sich in besonders ein-
fachen Fiillen allgemein 16sen.') Von ebenso grossem Interesse
erscheint es, dass unter gewissen Voraussetzungen sich aus
ciner Liosung derselben andere, ja selbst unendlich
viele herleiten lassen,

Setzt man in den Gleichungen 1) des § IV

1) Vgl. 2. B. Darboux, Le¢ons t. III, p. 872 ff. Bianchi, Lezioni,
p. 306—310.
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2) D, O, D, O, =,
D, Op--D O,=q,

welche die Coordinaten der Fliche ¢ Destimmen,

3) o =200
- 4) ry == g
s0 st =2, =D X6 — D YpO,
oy =S, =D 200, D X0,
oder

nr u - I)l Gu T D 01: - 'Dl ‘}' (-) (pu + ]) l (_)(/ v

171

Py, = I)” o, DIUU — D“)J(')(p“ -+ ])l,l'(-)(/'r

171

also, wenn man flir ¢y, ¢, wieder thre Werthe aus 2) einfiihrt,
nach § 1, 8)

1 a']‘z
"
Ty — _(_);-;«“ =rr, + K B =, ])] — 0, D
3]
. Ollvgr. —— %30 i I r bi
Mt "))r_)l)lr—*.zK ay = Cu D0, D,
oder
) ' 81;9 l‘ : 1’9 1‘
:)) ,)((711])”'—' 0, Dl\)_* q(,ol'—[)'_'ﬁuj)l) 1 —[\- I')’ I\ ).)'
< — - O e == - - —
du dv S \ow v Qv du

Hierans folgt:

Ist die characteristische Function 1 der Defor-
mation von I eine Function des Krimmungsmasses
allein, so wird 7 der Abstand der durch den Punect

Ty 4y 7y parallel zu der Tangentialebene von 7 im
Puncte ), z,, 2, oeclegten Ebene vom Anfang der
Coordinaten wieder eine characteristischie Function
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von I und die Coordinaten gy, y,, vy der zu derselben ge-
hirigen  Verschiehungscomponenten  sind nach § IV, 5) ge-

geben durch
e O YO A
V= ('I'Iu i 'u) 6 o,

e Orr N
p, = (ryr, —2rr) 6O -agp,

oder, wenn man {iir die ¢, ¢, thre Werthe 2) wieder einfiihrt,

dap du dur,

) ~/‘=f/)2 By 1y 20,
‘ i du du
Q. Q. o,

/,;=,,,3_. U S, 00,
du S ou du
9’/’3__ CES °o&y

3=y —_ —rr, 26
ou - Mgy Tray “ 3

nehst analogen Ausdriicken fiir die nach » genommenen Diffe-
rentinlquotienten  der yp: fiir die Minimalfliichen, Dei denen
r == const ist, nehmen diese Formeln eine besonders einfache
(restalt an.

Um die Betrachtung zu verallgemeinern, nehme man jetzt
an, dass o eine beliebige Lisung der Differential-

gleichung 1) sei. Dann kann man setzen

dh 2 (3)

=00, = > -0*D
” v

2
)2l
L D2

" - V)

1/!,] =5 0“” _])

und g1y, 41y, v, sind die Coordinaten der zur characteristischen

. P o . .
Function == gehirigen Verschiebung.  Setzt man nun

¥ k

1) Die Lisung o wird trivial, wenn o gleich Null oder gleich einer
Constanten wird. TIm ersten Falle ist die Deformation von 47 mit den
Componenten ¢, eine solche, bel der I7 in sich selbst verschoben wird,
was nach Bianchi, (Lezioni p. 805) nur bei den anf Rotationsfliichen
abwickelbaren Flichen miglich ist; im zweiten Falle erhiilt man dieselbe
characteristische Funetion wieder, von der man ausging.
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o =2y
;"f = N 1/)2

so folgt nach gunz ihnlicher Rechnung wie vorhin

ok 2% | a(f)
S SR Q) . e ~ 2
ror =0, awwglf) 90 8K du
)\ 2
. RO 3(,>
oy, =0 Dy 2 t:_ P au T 9K a\,."
oder
5° 3° NG 20
2\ 02D, - G2l e O et D=0 D)
du v
o\* o\?
+ : 91"0('> _31C3<"). =)
2K* \ou v v du

und mit Hiilte der Identitiit 2) in § 11,

- 2 ) .
7) 2 (D, 60— D;s) + 2 (D ay,— D, o)
0\2 0\2

_ 1 fewp(8) eI

T 20K Vou 3w dv  du J

Ist nun die Fliche eine Minimalfliiche, so ist o =
selbst ecine Lisung der partiellen Differentialgleichung.  Dann
ist aber auch o eine Losung derselben.  Man hat also den
folgenden Satz:

Bei einer Minimalfliiche gehirt zu jeder Losung
der partiellen Differentialgleichung eine associirte
Lisung, welche dureh Quadratur gefunden werden
kann.

Auf den ersten Blick scheint es, als ob mit Hiilfe dieses
Satzes unendlich viele Lisungen der partiellen Differential-
gleichung bei einer Minimalfliche gefunden werden konnten.
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Denn man kann, von der soehen ermittelten Lisung o aus-
gehend, die Fliche wieder einer neuen Fliche & adjungiren,
dann cine zweite Lisung o erhalten, u. s. f. Aber es ist
leicht zu sehen, dass in Wirklichkeit ein solcher Process nicht
zu Stande kommt, da die auf diesem Wege erhaltenen Lissungen
alshald nicht mehr wesentlich von einander verschieden ausfallen.

Ist niimlich o iiberhaupt cine Lisung der Gleichung 1),
so ist vermdge der Gleichung

3
S Wy DOY+ (DO D,0) =10

nach § I}, 2) noch die folgende

€] ] ) a0
e 2ot 20

0
du du Qv

erfiilllt, d. h. aus der characteristischen Function © ergieht sich
2
als Fliiche @ zu der man die wrspriingliche adjungiren kann,

. . . ., 0O o
die Fliche mit den Coordinaten & = =, und die Grissen J),
6
Dy, D, gehen daber gleichzeitig iiber in
D= Do* D =D D,=D,c%
Nun sind ¢, -F ¢, ¢, + ¢, ¢y 1 ¢, die Componenten einer
. . . . .1
Delormation mit der characteristischen Function —, wenn
7
pu=2D, 6,—1D 6,
S 1
o =D,0,— D 6O, r=|2O*}
genomnien wird.  Liegt aber eine Minimaliliiche vor, so ist »
selbst ecine Lasung der Gleichung 1), mithin sind auch die aus
den Gleichungen

) (()—)) 3 ((‘))

. . =) ' 7
R e i
(0,000

P = ])” & dn hil)l()% ov
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gefundenen ¢y + O, ¢y 4+ Oy, ¢ + €5 Componenten  einer
Deformation (mit der characteristischen Funetion EKins), und
diese vermitteln cine newe Lisung

6o=220¢ 4 2¢ 6
mit der characteristischen Function —. Adjungirt man vermige
=
derselben die gegebene Minmmaltliiche der Fliche
., B
= —
o

und Lisst an Stelle der Grossen D die 1) treten, so ist

-\-v @,215 — )_

g

cine Lissung der Differentialgleichung

e ¢ 2 o a¢
y s AT Y W
Qu < L 91 mk ‘917>.+ Qv <1) dv ])'Su

und vermoge dieser kann man

\? 2 o r 2@ (.H"n\)
B )- B (_), I 4% v
70 =D <0> 31(< /') £ <a> v
“a
5 0 0
r\* 2 v 0 e 2 ( T )
(P —1)” <G> du ((.) I:>' .1)' <a> v

setzen.  Da aber D)= D, c* ete. ist, so erhiillt man hier nur
oo PR
Pu= P O, =9,
s PO ,
also vy =q; + U,
N i
(/ 9 = (/ 9 + (/2
m -
e + (';;
und aus diesen Werthen folgt als neue Lisung nur

O+ 306

G

F=30 g 3O =

gehirig zur characteristischen Funetion
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L r SOg4-200
L e R

0 r
welche, wie man sicht, nur durch die Werthe der Constanten
v s e g : ‘
(' von der fritheren — verschiceden ist.

7

Man erhiilt daher, von eciner helichigen Darstellung der

Minimaltliiche ausgehend, ausser der dieser zu Grunde liegenden
Deformation mit den Componenten ¢, ¢y, @5 zuniichst die zur
characteristischen Function Eins gehorige Deformation o) und
mit Hiilfe derselben allerdings die neue Lisung o, zu welcher

2 (@ 5 (8
2z 9 ﬂ) 9 /;)
i ‘Dl e s Dlptae

die Componenten ¢,

Qi ov

5 (j)‘) 3 ((~)>
v 9y \0 2 o
Py _])”G M I)' g ED

gehisren, aber durch Fortsetzung dieses Vertahrens ergeben sich
keiite weiteren wesentlich neuen Lisungen.

Als Beispiel hetrachte man die Scherk’sche Minimaliliiche

@y =u
_1,'2 —— )
2y = log cos i — log cos v

Hier wird H=1 - tg*u - tg?v = »?, und die Cosinus der

Iliichennormale sind

: tou
Ori—p — r
/
(")2 =, =— ?}ﬁ:’ v
/

Q:; == ]

;Y

also 3 1 1
1IN = - GG = 4 — =0

oder
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, o :
D =——l=y*coszv
&
S R By
D, = = rteostu.
Termioe der Formeln
3\ ge der I
Py — - D 6,, Py = + Dll Oy
wird also
24, tow tow g, ] +_t”21f
2Qu Ty v Y
Ll s
I, Lﬁ%j — _+ LQTL’(’ dqy, tow tg o
a’l_ -7 ;r A aU - ;’
2qy _tar Sy tuu
du  y Todw y

und fiir tgw = & tg o=y erhilt man

_j‘ <1/:(1‘- '([’l>
V1+‘2+11

‘ ~_J‘ o <(Z‘: E))(l;;)
i Vigeafp\ o I+

1 ydé Edy )
q, —— — - - o5 = =
= f]/] Ny e <I-}-;2+ 1 - 2%
Hieraus findet man

T R
Ty == — 2 bog -
iS=,
t }—- )
&

7y = -+ 1 Log (t d
s 7

y

¢y = —arctg

£y

und aus diesen Werthen ergiebt sich als neue Losung  der
Differentialgleichung

) 2 Q
7% cost v O 7% costu 29
o v dut u
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o= 1t§ﬁ ()()-GE—H’) 1tngo(r<t—gu+)’>+l} arcty

2y P \tge—y/) Py T P\tgu—y ) Stoutge

Wendet man dagegen die Gleichung 7) auf den Fall einer
I'litche constanten Kritmmungsmasses /= const an, so
ist die rechte Seite von 7) immer gleich Null. Es ergicht
sich also

o .. .o : . . R
Ist = die characteristische Function einer Defor-
=

mation fiir cine Fliche constanter Kriimmung, so ist

“ ¢ine neue characteristische Function, sobald man
0=20¢ sctzt und die ¢ aus den Gleichungen 2) ent-
nimmt.

Im allgemeinen lassen sich daher aus jeder Lisung der
particllen Differentialgleichung 1) unendlich viele andere ge-
winnen; doch ist auch hier der Fall nicht ausgeschlossen, dass
in der Reihe der so gefundenen Funetionen ¢ eine Periode
cintritt, oder auch eine derselben gleich Null wird, da im
Verlaufe des Processes keine wesentlich neuwen Constanten
eingefiihrt werden.

Adjungirt man z. B. die Fliche der Ebene, setzt also,
wenn gy, pay py die Cosinas der Flichennormale bedeuten

(")i:j"l’ Y = 2> ((l, 11)

so gehiren dazu die Verschiebungscomponenten
Gy = 42y — (ty 2y -+ const
(g == (l; Xy — (13, - const
g =y, — (2, + const

welehe einer infinitesimalen Bewegung  entsprechen.  Hieraus
folgt dann

oy

(et p)

als Losung der partiellen Differentialgleichung 1), wobei

g =

~3
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D=—FEy:KVH, D;=—Fy*:KVH, D,,=—Gy*:KVH
zu setzen ist.

Die Fliichen constanter Kriimmung besitzen also
die characteristische Funection

o:i—:(a,xp)
/

und diese Kigenschaft ist fiir dieselben characteristisch.  Die
Fliichen constanter Kriimmung sind die einzigen, bei
denen der Ausdruck (¢ 2 p), fiir beliehige Werthe der
Constanten «, c¢ine Lisung der Weingarten’schen par-
tiellen Differentialgleichung ist.

Setzt man, um dies zu beweisen, voraus, dass die Fliche
auf thre Haupttangentencurven hezogen sei, so ist die Bedingung
zu ermitteln, unter der die Gleichung

3 .
Ou{]/ A((/II;)J Fa, V— (ru/;),,‘._-- )(u:/;)f]/

befriedigt ist. Formt man nun die linke Seite nuit IHiilfe der
Identitiiten (BEinleitung 1) und 2))

Ly == D, + JJ" Ty “l— ]'wj)
. [)“L = /} Xy + /))1 XLy — f’])
A 1.
Pu == i; (fn—ea,), py= H (fay-—ga)

um, so ergiebt sich wegen "= Kf

o3, el e

3( 1 213 1y, 2B
MN'””( (V 1)+1/ 1> (( T”D<9H<V ]f>+]/ }f>:”

' N a ],,
Da abe 2 Log i]}f 2 L()() =
2 — 2= —— -
B nu ’ L
R
VH

ist. so folgt:
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1 1
d—— o =
205, V—K 2])”_7_1/_](
V-x  uw V-K Qv
so dass sich wegen fiy= — I,, = — DB die Bedingung auf

1
! 2

a A
(2 p) l'a-b = (« 2, p)

=y
Lt
dut
reducirt.  Dureh Multiplication mit (x, z, p) = VH verwandelt
man diese In

1 1
1 1 S

2 e .
— A L = )
o —_— i,y = e
du : ot 1t

Saa T }

T
7

Yrdaat
aus welcher folgt, dass & cine Constante sein muss.  Dagegen
ist nicht ausgeschlossen, dass der Ausdruck (a2 p) fiir be-
stimmte Werthe der Constanten auch bei anderen Flichen
eine Lisung der Differentialgleichung ist.

Zur weiteren Untersuchung  der Lisung ¢ betrachte ich
die Rotationsfliichen constanter Kriimmung
X, = UCO8 T
£, ==t sin e
‘(,'3 = /

wo [ Function von « allein ist.  Man erhiilt

O — [feosv _[Teosv
Vokfeose —uny y
0= [ sine _ /" sin ¢
kf cosz—ayg y
6, = . —— 1
s If cos z — ay y

wobel 2= a - v, y =Lk cosz—a, gesetzt ist; Fy a4 a sind
willkiirliche Constanten.  Dann ist

H=w(1+ 7). KVH=([":(1+ "}
p* 2
D= 2 D,= o

])1 = ()
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und, wenn man das constante Kritmmungsmass mit m bezeichnet
£ 1= (L4 5
1
TR
— s = mutc
e o
1
i
Man erhitlt also zuniichst
gy = — ({ksina 4 a, 0 sinv)

—(fkcosa — wy u cosv)

= mu*f-c 4 1

Gy
gy= uksing

und hieraus die neue Lisung

ksin z o
o ="M g rp)
/
Fiir ¢ = —1 hat man die Kugel. In dem Dbesonderen

Falle, wo der Mittelpunet der Kugel im Coordinatenanfang sich

belindet, ist

also w4 = 0.

Fs ergicbt sich also hier keine neue Lissung mit Tiilfe der
infinttesimalen Bewegung, von welcher ausgegangen war, denn
6 wird gleich Null.  Schliesst man diesen Fall, der auch nur
unter der angegebenen Voraussetzung cintreten kann, aus, so
ergeben sich aus der Lisung o die neuen  Verschiebungs-

componenten

py= k j(u /) cosadu-—k(c-+ 1) fsin zeosvdo

o= — f(u A fF)sin adu—FE (e 4+ 1) f sin 2 sin ¢ dv
.f,(”_t/'fi), du
-

tpy = —1Ilcos 2

In dem besonderen Falle ciner Kugel mit dem Radius Kins,
deren Mittelpunet nicht im Coordinatenanfang liegt,
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£y =1l - V1w

wird wt+ff'=—af
| sin 2z
also g="—
71
Aus den soeben angegebenen Werthen der ¢ findet man nun
v, = [cosu
Go= s a
(g == 1 COSZ

und aus diesen die neue Lisung

o =2X¢ O =cosz (_?,’_i"”f 1)

i

Eine Fortsetzung der Rechnung zeigt, dass man, von
diesem Werthe ausgehend, wicder die urspriingliche
Lisung o erhiilt. Hier reducirt sich also die Gesammtheit
der Lisungen, abgesehen von der auf der infinitesimalen Be-
wegung  beruhenden, auf die beiden ¢ und ¢'; wic aber die
Verhiiltnisse sich fiir den Fall einer allgemeineren Fliiche, als
der Kugelfliiche gestalten, bedarf noch einer nitheren Unter-
suchung.

1897, Sitzungsb. d. math.-phys, CI, 20
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