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Ueber die Du Bois Reymond'sche Convergenz-Grenze
und eine hesondere Form der Convergenz-Bedingung
fiir unendliche Reihen.

Von Alfred Pringsheim.

(Efngelarfen 17, Juni.)

Wie ich schon in einer Note am Schlusse meiner Abhand-
lung iiber unendliche Doppelreihen erwiithnte!), hat Du Bois
Reymond in seinen ,Paradoxen des Infinitir-Caleiils®?)
den Versuch gemacht, die Einfiithrung seiner Function 7 («)
(welche die Grenze zwischen der Convergenz und Diver-

a ()

ie bilden soll, je nachdem ¢(a)<t(n)

genz des Integrals f—

0

a
-
oder £ («) > 7 («)) in austiihrlicherer Weise zu rechtfertigen. Oh-
schon nun durch diese Auseinandersetzungen die von mir bei
fritherer Gelegenheit®) gegen die Zuliissigkeit einer solchen
Function 7(a) erhobenen Einwendungen weit eher bekriiftigt.
als erschiittert werden, so erscheint es mir doch zweckmiissig,
zur weiteren Kliirung dieser fiir die Principien der Fuunctionen-
lehre immerhin wichtigen und interessanten Frage auf die
Hauptpunkte jenes Rechtfertigungs-Versuches etwas genauer
einzugehen und daran einige allgemeine Bemerkungen iiber die

1) Sitz.-Ber. 1897, S. 152.
2) Math. Ann. Bd. 11, S. 158 ff.
3) Sitz.-Ber. 1896, S. 605 1t

20*
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Unzuliinglichkeit gewisser Du Bois Reymond’scher Grund-
Anschanungen zu kniipfen.

1.

Zuniichst zeigt Du Bois Reymond in ganz correcter
Weise und ihnlich, wie ich es gleichfalls a. a. 0. kwrz ange-
deutet habe, dass die Annahme, es existire cine solche Fune-
tion 7 («), auf unlosbare Widerspriiche fithrt.  Anstatt nun
aber hicraus den einzig miglichen logischen Schluss zu zichen,
dass also jene Annahme a limine abzuweisen set, folgert er
wiederum nur soviel, dass die fragliche Grenze zwischen Con-
vergenz und Divergenz durch keine bekannte Function
d. h. ,durch keine geniigend gekennzeichnete Abhiingigkeit®
darstellbar sein konne. Sodann aber fiihrt er folgendermaassen
fort:1)

L Gleiclavold awird es Niemanden geben, der, vorausgesetzt
duss er von den hier auscinandergesetzten Dingen noch nichls
weiss, aber geiibte  geometrische Vorstellungen besitzt, wicht alle
Zwischenstufen zwischen dem Nulliweyden von

1
ol und o (1“_ 717*)
(=1 ] On

Yy —
Sn g o a

I-—Jr-'// .

fiir gedanklich vorhanden wnd gleichberechtigt hielte.  Aber auch
die genaue Kenntniss der obigen Frgebnisse vorausyesetzt | liitte
es, meiner Ucberzeugunyg nach , wicht den gevingsten  Sien an-
zunehmen, dass es keine Grenze zwischen Convergenz und Diver-
genz gebe, oder ricktiger, cine solche Vorstellung wiirde wnsern
cingewurzelten  Vorstellungen zwwider laufen.

Wie also dicsew Widerspruch zwischen den Lirgebnissen der
analytischen Untersuchung wund der angeborencn Grdssenvorstelliny
versohnen 24

Ich muss gestehen, dass diese letzten Siitze auf mich
ungefithr so wirken, als seien sie In einer véllig fremden
Sprache geschrieben.  Und ich kann daraus nur soviel ent-

oa.a. O, 8. 164,
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nehmen, duss die ,eingewurzelten® oder gar ,angebore-
nen® Grissenvorstellungen verschiedener Mathematiker offenbar
grundverschieden sein miissen. Wenn ich nun aber auf
Grand meiner jeingewurzelten® Grissenvorstellungen mit ganz
dem entsprechenden Maasse von apodiktischer Ueberzeugung
lediglich den Satz niederschreiben wollte: ,Ks hat nicht den
geringsten Sinn, die Existenz einer Grenze zwischen
Convergenz und Divergenz anzunehmen®, so wiirde
hierdurch die Erkenntniss der Wahrheit uwm keinen Schritt
gefirdert werden. Ich will also versuchen, dem Gedanken-
gange, welcher der Du Bois Reymond’schen Behauptung zu
Grunde liegt, etwas genauer nachzugehen, und hierzu liefert
der erste der oben citirten Siitze den geniigenden Anhalt.

Darnach soll also ein mit der Natur des vorliegenden
Problems nicht genauer vertrauter, aber mit getibten geometri-
schen Vorstellungen ausgeriisteter Beurtheiler Lalle® Ziwischen-
stufen des Nullwerdens zwischen zwel hestimmten fiir gedank-
tich vorhanden und gleichberechtigt halten: mit anderen
Worten, er soll auf Grund seiner geometrischen Vorstellungen
unfehlbar zu der Anschauung gelangen, dass die verschiedenen
Ordnungstypen des Nullwerdens eine stetige lineare
Mannigfaltigkeit bhilden.

Nun liisst sich aber leicht zeigen, dass der Versuch, die
geometrische Vorstellung emes Lincar-Continuums auf
die Mannigfaltigkeit jener Nulltypen?) zu iibertragen, von
vornherein vollstiindig scheitert, und dass daher im Munde
jenes geometrisch-denkenden Beurtheilers die ¥xistenz ,aller®
mdglichen Zwischenstuten des Nullwerdens lediglich eine Re-
densart ohne Imhalt bedeuten wiirde.

') Ich gebrauche den Ausdruck Null- bezw. Unendlichkeits-
Typus hier und im folgenden stets zur Bezeichnung einer Function,
welche eine bestimmte Art des Null- bezw. Unendlichwerdens
charakterisirt; nicht aber im Sinne des Du Bois Reymond’schen
Ausdruckes Infinitiir-Typus® (5. 2. B. den Aufsatz: Sur la gran-
deur relative des infinis des fonetions., — Annali di Matematica,
Serie I, TU1V, p. 338,
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Denn, Lisst man nur in dem Ausdrucke 2/ den Exponenten
i osuccessive das ganze stetige Gebiet der positiven Zahlen
durchlaufen, so entspricht jedem Punkte g der positiven
Zahlen-Linie eine bestimmte Function 2z, also auch ein
bestimmter Typus des Nullwerdens — und umgekehrt.
Um sich also nur die Gesammtheit dieser Nulltypen als ge-
ordnete lineare Mannigfaltigkeit vorzustellen, wm die-
selben  gewissermaassen auf einer geraden Linie unter-
zrubringen, besitzt die geometrische Phantasie kein anderes
Mittel, als sich jeden Punkt dieser Geraden mit einem
solchen Nulltypus belegt zu denken. Wenn sodann rein-
arithmetische Ueberlegungen zeigen, dass es fiir jeden ein-

. . . . . AT
zelnen Werth @ unendlich viele Functionen, wie a - <lg
xr ’

x 1

= =
£ <lg']> <1g9]> veeen >0, 020, ...) giebt, welche
fiir lim2z = 0 stiirker Null werden, als 2¢, aber sehwiicher
als jedes 2 ++ wie klein auch die positive Zahl & angenom-
nen werden mag, so ist fiir alle diese neuen Nulltypen
auf der gedachten Geraden kein Platz vorhanden. Mit an-
deren Worten, es ist schlechterdings unmiaglich, sich etwa
eine angebliche .Gesammtheit® von Nulltypen als geord-
nete lineare stetige Mannigfaltigkeit., also unter dem
Bilde einer geraden Linie vorzustellen. Ohne diese Vor-
stellungs-Moglichkeit hat aber die Aussage: man halte jalle®
Zovischenstufen des Nullwerdens zwischen zwel bestimmten fiir
.gedanklich vorhanden und gleichberechtigt* nicht
den geringsten Sinn, und ein einigermaassen scharfsinniger
geometrischer Beurtheiler wird sich sehr wohl hiiten, dieses
von Du Bois Reymond als selbstverstiindlich priisumirte Ur-
theil abzugeben.

LGedanklich vorhanden® sind eben nur alle diejenigen
Nulltypen, welche durch irgend welche Functionen wirklich
definirt sind.  Solcher Functionen giebt es nun aber that-
sichlich  stetige unendliche Mannigfaltigkeiten von
unendlich hoher Ordnung, =z B.
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1\ 1\
(h) xr (lgl .c> . <1g25> e = Pragry e ()

WO .
2 1<r<e, —o<y<tw, —olrltow,...
mit der Beschriinkung, dass:

. [ p. >0, fulls v =0,
(2w) ‘ :

| »,>0, falls v =0, », =0 ete.

Bezeichnet man mit (ne, mey, my, . .) und (i, 0, 0y, . .02)
irgend zwei den obigen Bedingungen geniigenden  Systeme
reeller Zahlen, so schreibt man nach Du Bois Reymond’s
Vorgange:

f Pm omg mg + - - (’) < Doy - v - (.’)))
1 Pnongug » - - (’) Pt P mgmy -+ - (";)

in Worten: gu mymy ... (r) ist Jinfinitir kleiner® als

3

Py g+« (£)y DEZW. Py gy + .. (@) ist infinitir grosser®
als @y g« o (), wenn:

. Cmomgomg « oo L
4) s L TR

=0 QPuongng -« .-

3,20-

(.
(v

Man bemerke nun vor allem, dass diese letztere Bedingung
i Wahrheit unendlich viele Bedingungen von der Form:
() Pumm: D gy s

Pnmgng - ("‘)

repritsentirt.  Nur dadurch, dass man eine solche unendliche
Menge von Bedingungen zusammenfasst und fiir ihr gleich-
zeitiges Bestehen ein bestimmtes Zeichen (3) einfiibrt,
werden die Terme der unendlich-vieldimensionalen Man-
nigfaltigkeit (1) in dem Sinne mit einander vergleichbar,
dass in der That zwischen je zwel ganz beliebig aus ihr
herausgegriffenen Termen ausnahmslos eine Bezichung von
der Form (3) besteht.  Wird nun aueh auf diese Weise fiir die
Pyt g .. () ein eindentig bestimmtes Ovdnungs-Princip
definirt, welches demjenigen der veellen Zahlen miglichst
analog ist, so gewinnt hierdurch die stetige unendlich-



308 Sitzung der muath.-phys. Classe vom 1, Mai 1897.

vieldimensionale Mannigtaltigkeit der ¢, 4 ... (%) keines-
wegs alle Eigenschaften einer stetigen linearen Mannig-
faltiglkeit. .

Dergleichen Ordnungs-Gesetze lassen sich fiir jede
mehrdimensionale Mannigtaltigkeit aut unendlich viele Arten
definiren, ohne dass hicrdurch der eigentliche Charakter ihrer
Mehrdimensionalitiit beseitigt werden kann.

Um den Sinn dieser letzten Bemerkung  deutlicher zu
machen, will ich den einfachen Fall einer zweidimensionalen
stetigen Mannigfaltigkeit etwas genauer hetrachten. Eine solche
bilden z. B. alle moglichen reellen Zahlenpaare (i, ») oder,
geometrisch  gesprochen, die Punkte einer Xbene. Wird nun
durch das Symbol:

(6) (1. v) < i1y, 7y

ausgedriickt, dass in jeder Folge von Termen (s, ») der Term
(tty« vy dem Terme (pey, v,) voranzugehen hat, so lisst sich
die Existenz einer Bezichung von der Form (6) fiir jedes be-
liebig gewiihlte Paar (u,, »), (15, »,) in folgender Weise
eindeutig festlegen. Ks selen f (1, v), ¢ (1, v) zwel ein-
deutige reelle Functionen (die eventuell auch nur von je
einer der beiden Veriinderlichen g, » abzuhiingen hrauchen
2. B. fuy ) = po g (g v) = ») mit der cinzigen Kin-
schrimkung, dass das gleichzeitige Bestehen der heiden
Gleichungen:

(T (g v) = [ (g, o) g (g v) = g (1, »,)
ausschliesslich dann mdglich sein soll, wenn:

(8) Hy = gy, v = 0,

Alsdann soll die Beziehung (6) dadurch definirt sein. dass
[ entweder: [ (. v)) <[ (1ty. v,)

()

. : — 7 Ly 1
| oder: [l v) = (g, vy)s g (g, v) <y (g, 1))
) Man konnte die durch G1. (7) und (8) den Functionen f und g
auferlegte Beschriinkung auch fallen lassen. Nur miisste dann zu den
beiden Festsetzungen (9) eine dritte hinznkommen. welche sich auf
das Kintreten des Falles (7) zu beziehen hiitte.
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Man erkennt ohne weiteres, dass in der That auf Grund
dieser zwei Festsetzungen jede endliche Anzahl von Termen
(1, ») im Sinne der Ungleichung (6) (also in ,monoton zu-
nelimender® oder auch umgekehrt in ,monoton abnehmen-
der® Folge) vollstiindig eindeutig geordnet werden kann.
Auch lassen sich. wenn (1, v) < (g, v,), aus der zwei-
dimensionalen Mannigfaltickeit der (s, ») unendlich viele ab-
zithlbare monoton zunehmende Mengen herausheben, welche
mit (1, »,) beginnend die Grenze (i, »,) haben; desgleichen
unendlich  viele monoton zunehmende, stetige linecare
Mengen, welche von (p,, v,) und (u,, v,) begrenzt werden.
Dagegen liisst sich nicht umgekehrt jede aus der Mannig-
faltigkeit der (u, ») herausgehobene stetige lineare Menge
als geordnete (d. h. monoton zu- oder abnehmende) lineare
Menge auffassen.  Und am allerwenigsten bilden alle mog-
lichen der Bedingung:

(pgs vy) < (1, ») < (ptys 7y)

aeniigenden Terme (1, v) eine einzige lineare stetige und
gcordnete Menge, wie mit aller Strenge ans dem bekannten
Satze ') hervorgeht, dass eine zweidimensionale stetige
Mannigfaltigkeit nicht stetig und eindeutig umkehrbar
auf cine lineare abgebildet werden kann.

In ganz analoger Weise lassen sich fiir jede n-dimen-
sionale oder auch unendlicli-vieldimensionale stetige
Mannigfaltigkeit mit Hiilfe von # bezw., unendlich vielen
Bedingungen beliebig viele eindeutige Ordnungs-Gesetze
aufstellen.  Und der sogenannte _infinitiire Grissen-Be-
griff* st lediglich e derartiger zusammengesetzter
Ordnungs-Begrift, durch dessen Einfiihrung die Mannig-
faltigkeit der Null- bezw. Unendlichkeits-Typen keineswegs

) Litroth, Erlanger Berichte 1878. — (. Cantor, Ueher einen
Satz aus der Theorie der stetigen Mannigfaltigkeiten. Gottinger Nachr,
1879, 5. 127. — Netto, Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre. Journal f.
Math. Bd. 86, S. 263.
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die Kigenschaften einer unendlich-vieldimensionalen Man-
nigfaltigkeit vollstindig verliext.

Aus der Nichtbeachtung dieses letzteren Umstandes ent-
springen in Wahrheit alle jene angeblichen ,Paradoxen® des
Du Bois Reymond’schen ,Infinitiir-Caleiils®, welche eben
cinzig und allein darin bestchen, dass gewisse aus den ge-
wdhnlichen Grossen-Bezichungen zwischen reellen Zahlen
abstrahirte Gesetze und Anschauungen nicht ohne weiteres
anf die Objecte jener ,infinitiren® Grissenbezichungen
(d. h. die Null- bezw. Unendlichkeits-Typen) iibertraghar sind.
Wirkliche Analogien mit der linearen Mannigfaltigheit der
reellen Zahlen konnen niimlich nur, da erwartet werden, wo
lediglich eine lineare, geordnete und stetige oder aus
ciner solechen entnommene unstetige Menge derartiger
Objecte in Betracht kommt.') Sie erscheinen hingegen a priori
da ausgeschlossen, wo die Mehr-Dimensionalitiit der he-
treffenden Mannigfaltigkeiten in’s Gewicht filllt.  Und ich muss
es, nach dem Gesagten, als auf einem fundamentalen Trr-
thume beruhend hezeichnen, wenn Du Bois Reyvmond in
seiner Allgemeinen Functionen-Theorie?) beziiglich der
Jdnfinitiiven Pantachie®, d.h. der Gesammtheit der Un-
endlichkeits-Typen, die Aussage macht: | Idealistisch ist sic cin
infinitirves Contineann, dhnlich dem Zablen-Contivan, welches
man ehenfulls, wenn avch minder cinfach (2) als Punltvictheit auf
ciner Linic auffussen Lann.*

1 S, oz B. den oben citirten Aufsatz in den Anuali de Mate-

matica, Serie II, T. 1V, p. 838, — Twm iibrigen tritt anch hier schon
als fundamentaler Unterschied gegeniiber der Menge der reellen Zahlen

der Umstand hervor, dass das bekannte Axiom des Archimedes

nicht mehr gilt. Vgl Stolz, Zur Geometrie der Alten, inshe-

sondere iber ein Axiom des Archimedes. Math. Ann. Bd. XX1I,

8. 505507 Fussnoten. — Derartice dem Axiome des Archimedes

nicht geniigende Mannigfaltigkeiten sind newnerdings von Bettazzi ge-

nauer untersucht worden: Teoria delle grandezze, Pisa 1890, p.47-58.
%) Tibingen 1882, S. 283,
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2.

Tm iibrigen handelt es sich ja in dem vorliegenden Falle
gar nicht um die Entscheidung der (lediglich von Du Bois
Reymond ganz unnithiger Weise herbeigezogenen) allge-
meinen Frage, ob man ,alle méglichen® Stufen des Null-
werdens als eine lineare stetige Mannigfaltigkeit anselien
kann, sondern um die wesentlich speciellere, ob zwel ganz
hestimmt vorgeschriebene Folgen (also abzihlhare
Mengen) von Ordnungs-Typen eier gemeinsamen Grenze
zustreben; noch genauer gesagt, ob die beiden Functionen-
Folgen:

: 1 ) 1
)= ——ay P o) =
A= [ PV = T e
lg;]gzj; g - lg; 1g2;. e

eine einzige bestimmte Grenz-Function definiren, wenn »
cganzzahlig in’s Unendliche wiichst, withrend p eine helichig
klein anzunchmende, aber feste positive Zahl bedeutet.

Diese Frage diivfte nun freilich der von Du Bois Rley-
mond zu Hilfe gerufene geometrische Beurtheiler in dem
folgenden Sinne hejahen: _.Die beiden unendlichen
Curven-Schaaren:

(1) y=p )y y=u () =1,2,3,...),
deren Ordinaten fiir hinlénglich kleine Werthe von »
ler Bedingung geniigen:

(12) Pr, o ) <@y 1,0 (1) < o (2) <y (), .

nithern sich fiir imvy = o eciner hestimmten Grenz-
Curve.®

Und er hiitte, wie sogleich mit Hiilfe der nothwendigen
analytischen Ueberlegungen gezeigt werden soll, hiermit voll-
stiindig Recht. Nur entspricht das wirkliche Resultat keines-
wegs der auf den ersten Blick nahe liegenden Vorstellung
zweier Curven-Schaarven, die sich, wie Ungl. (12) zu lehren
scheint, von verschiedenen Seiten einander unbegrenzt
nithern und auf diese Weise eine gewisse Grenz-Curve ein-
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schliessen.  Vielmehr wird das Intervall, fiir welches Ungl. (12)
gilt, mit unbegrenzt wachsenden Werthen von » auch unbe-
grenzt verkleinert, d. h. die betreffenden Curven durch-
setzen sich bei wachsender Ordnungszahl in immer grisserer
Niihe des Nullpunktes, und die Grenz-Curve wird voin ihnen
nicht ein-, sondern ausgeschlossen. Als die fragliche Grenz-
Curve erscheint hLierbei der positive Theil der Ordinaten-
Axe, also gerade die einzige Curve, deren Gleichung nicht
aut die Form y =+ (z) gebracht werden kann. Mit anderen
Worten, gerade die Kxistenz einer ganz bestimmten Grenz-
Curve fir die beiden Curven-Schaaren y= ¢, (x) und
Y=g, , (r) lisst unmittelbar erkennen, dass die Existenz einer
Grenz-Function () fir die ¢, («) und ¢, , (z) definitiv
ausgeschlossen erscheint, und man gelangt also auf diesem
von Du Bois Reymond ausdriicklich zur Unterstittzung
sciner Behauptung vorgezeichneten Wege nur von neuem zu
der Ueberzeugung ihrer Unhaltbarkeit.

U dieses angedeutete Resultat wirklich abzuleiten, werde

oesetzt:

(I3Y) ep=1, ¢, =c, cy=2"", 0, =¢%, .. 0, =" ...
so dass also:

(I3 lgye,=rc_, lgyeo=0c_o,... lg, e, =1, lg, 1 0, = 0.

Hieraus folgt zuniichst, dass allgemein ¢, (£) und g, 41, (2)

) 1 )
fiir x = unendlich gross werden. Da sodann:
e, e

el (2 1\ v (2 1
(1‘” i (l>‘.-_—_ (1gl'+l ) ! 2 (J),_:]gv-i-l )
P, (1) )7 g (2) &

und:
1 < [ fitr ‘IJ>(1~
- vt
(1)J 1g).+|.l;— ]
‘ > 1 fiir # < :
"1’-}-]

so hat man:
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(16) Pt o (£) > o (2) 2>y () i 2> T
»4-1
und:
(17) f//+1,,(./’)<(/ +,(7)<(/,(x) fiir ’l/<—"
Crd-1
Krst bel der Stelle z = y 1 , welche mit wachsendem » der
'1/-{—1

Nullstelle immer nither riickt, findet also jenes Durchsetzen
der betreffenden Curven statt, welches ihre endgtiltige Reihen-
folge bestimmt.

Um die Gestalt der fraglichen Curven etwas genauer festzu-
stellen, bilde man zuniichst aus:

2 ]
pu(x)y= ITr — i
bl z

durch Differentiation:
] d 1

=B ()

"

gz,
< 1
=y (/) . L,, —
1 ey l N 1
2 lg B e, -

1 ” .
= ” P (l) . Ly 72 (.lf).
' 1

also schliesslich:

09 i) =" gu()- D). wor ,,,“()_",,,] ()

Da sodann:

1

(1)

so folgt mit Berticksichticung von Gl (1R):

P (0) = g (£) -

, 1 1
<)=”m@ | 1,)'-*0" k() )
498 e K L
£ S =
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oder:

19) ¢y (@) =l'(’n o (@)D, , (1), wo: D, ,(2)=D,(x)+ o pu(2).
o) P (N 2 9

Hieraus ergiebt sich durch nochmalige Differentiation
zuniichst :

: 1
(20) @ o(®) = — =5+ Pu, o (@) - Dy, ()

1 . 1 ,
+ = P () Dy () + o e Dpo ()

wo nach Gl (16) und (15):

2 1
B, ()= ) o il )—  2 n(x) Do) A0 - pu(ir) Pul),
- @

1

Man hat nun:

L» (@) Dy (2) = H/a(»l)Luflu(t)—z_w Pu () - }_,u'/u( r)

also:

n

25 g (4) - B () = 330 - s (2) L«(/ e )"l‘)_y vy ()
1

= (]),‘; (:7?) —i-— 2-‘,,- (//;': (.I').

und daher:

o gu (@) Do (2) + 0 - pu () Do ()
1

2 ”n ’
=3 [([)n ("i) 40 (’)l -+ 3 [E, Wy (flf) — 0% gy (/)] i
l |15 J
sodass Gl (20) schliesslich in die folgende iibergeht:
(21) O, o (x)
| [ X g (2) — 0 g (-"')I
—= — —_—t 4 8 —,1 ....l_._ ==
) B o) | = B )|

[lieraus folgt noch, wenn man speciell o =0 setzt:
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e o oL Bl
P (@) =— R (@) Py (2)- l] — D) =5 ”(’];;(7)*]-
Die Gleichungen (15), (16) und (18), (19) lehren, dass die
Curven y = ¢, (z) und y=q, ,(x), oder, was auf dasselbe
herauskommt, die Curven y==¢, , (¢) fir p =0 und ¢ >0,
bei beliebigen Werthen der ganzen Zahl » den gleichen sehr
einfachen Charakter besitzen. Die Ordinaten haben fiir 2 =0
den Werth 0 und nehmen, wie Gl. (15), (16) zeigt, mit wach-

.. 1 .
sendem # monoton zu, bis sie fiir . =-—— unendlich gross
€1

werden (s. GL (10)): die Linic z = p 1—1- ist dann die Asym-
.
ptote der beiden Curven y = ¢, () und y = ¢, , (¢), wihrend
siimmtliche Curven die Ordinaten-Axe im Nullpunkte tan-
given. Aus GL (18), (19) ersiehit man, dass die zuniichst concav,
schliesslich convex gegen die Abscissen-Axe verlaufenden Curven
zwischen der Nullstelle » = 0 und der Unendlichkeits-Stelle
1

#== je einen ecinzigen Inflexions-Punkt besitzen.
Cy—1

Da im iibrigen die Asymptote » =-"— fiir lim» == o mit
: ¢

'y —1
der Ordinaten-Axe zusammentillt, so bildet deren positiver
Theil i der That die fragliche Grenz-Curve.

Dieses Ergebniss kann sogar in dem Sinne gedeutet werden,
dass jene Grenz-Curve cuim grano salis die wahre Grenze
zwischen Convergenz und Divergenz definirt. Wenn
man niimlich sagt, dass von den beiden Integralen:

o

([) f(/ ":'(I) ~da, (1) f’/l;(i) du
0

a
0
das erste convergirt, das zweite divergirt, so ist iiber
die walre Bedeutung dieser Aussage folgendes zu hemerken:
1) Die obere Integrations-Grenze @ ist keineswegs in dem
Sinne als constant anzuschen, dass es cine Zahl « >0 giebt,
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welche fiir jeden noch so grossen Werth von » die Convergenz
te] tw]

des Integrals (I) gewiihrleistet. Vielmehr muss o < an-

€1

genommen werden, wenn das Integral (I) convergiren soll;
und andererseits bleibt das Integral (II) divergent, auch
weun @ in der angedeuteten Weise verkleinert wird.

2) Jene Integrale sind sogenannte ,uncigentliche®,
d. h. sie haben lediglich die Bedeutung einer abgekiirzten
Schreibweise fiiv:

a o

Lim f(/ﬁf'xi'_@_) ~dr, lim f(/ - .('i“) cda, wo:r 0 <e<n.

L +=0 g

z ] -

e=0

Da nun auf Grund der sub 1) angestellten Betrachtung fiir
limy = o geradezu a = 0 gesetzt werden muss, so kann man
nicht etwa sagen, dass sich jene beiden Integrale zugleich mit
der Liinge des Integrations-Intervalls auf den Werth 0 reduciven.
sie hidren vielmehr ganz unzweldeutig auf, iiberhaupt
zu existiren, und in diesem Sinne sind sie in der That
weder convergent, noch divergent.!) Zugleich ergiebt

1) Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, dass diese Schliisse keine
Aenderung erleiden, wenn man etwa, nm das Unendlichwerden der
Functionen ¢, , (v), ¢, (@) fir « = giinzlich zu eliminiren, dieselben

- r—1
durch andere Fuanctionen v, (v), v, (@) ersetzt, sodass:
0
'/11', o (7) = (/'7', o (')
P, () = Py ()

= 1 B . 1 .
nur fir das Intervall: 0 <. < -, withrend dber @ = . hinans
[& 5] 4 9
p—9 y—2
.., (@) uud (@) als willkiirliche, endliche und stetige Functionen
gedacht werden konnen. Denn zerlegt man  die betreflenden Integrale
in folgender Weise:

b
eq’ 2 a
=J§+
‘l) 1] —_l B
61'—-2

so gelten fiir das erste Theil-Integral genaun wieder die im Texte ge-
machten Bemerkungeen,
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sich als immerhin einigermaassen werthvolles Resultat dieser
vielleicht manchem Leser ziemlich zwecklos erschéimenden Uuter-
suchung cine neue Bestiitignng der erfreulichen Thatsache: Die
Sprache der Analysis ist von so erstaunlicher Voll-
kommenheit, dass sie auch auf die verfiinglichsten

giebt, wenn man

Fragen stets die richtige Antwort g

sie nur richtig anzuwenden versteht.

Anstatt durch iihnliche Betrachtungen, wie sie im vorigen
Artikel angestellt wurden, Aufschluss iiber die wahre Natur
jener praesunmirten Grenze zwischen Convergenz und Divergenz
zu gewinnen, nimmt Du Bois Reymond seine Zuflucht zur

Heranzichung ciner Analogie, welche ich — ohne diese Aus-
einandersetzung zu kennen — schon . meinem ersten Auf-

satze!) als sechr nahelicgend, aber durchaus unzutreffend
bezeichnet habe, niimlich die (scheinbare) Analogie zwischen
jenen jundefinivharen® Null- bezw. Unendlichkeits-
Typen und den Irrationalzahlen. Um diese Analogie
nither zu begriinden sagt er (a. a. O. p. 165) zuniichst folgendes:

» Wenn acir o in dev yemeinen Zallenfolge, trotzdem die
Lolye der vationalen Zolden wunbegrenzt dicht ist, hier durveh
analytische Detracltungen, dort dwrch geometrische Constructionen,
dahin yefiilrt werden, Grissen als vorlanden anzunchinen, welche
dureh Zablen vicht ausdriickbar sind, wie V2 oder = dergleichen
sind, awas Wunder acenn avch i der infinitiren Grassenfolge
wnsere Gedankenverbindungen 2 der Anndime ciner Art - des
Wachsthoones wns hinleiten,  dic maw durch analytische Opera-
tionen nic awird darstellen kimnen 2

Also: Wir werden in der gemeinen Zahlenfolge dahin
gefithet (sic!), Grissen als vorhanden anzuschen, welche
durch Zahlen nicht ausdriickbar sind, wie z. B. 72 und a.

1) a. a. O. 8. 606 ff.
1897, Sitzungsh. d, math.-phys, €1, 21



318 Sitzung der math.-phys. Classe vom 1. Mai 1897.

Obschon ich nicht reeht verstehe, wie iiberhaupt irgend-
welche ,Grissen® in die ,gemeine Zahlenfolge® hineinge-
rathen, zumal solche, die ,durch Zahlen nicht ausdriickbar
sind®, so glaube ich diesem etwas merkwiirdigen Satze mit
Sicherheit soviel entnelmen zu kinnen, dass speciell 12 nach
Du Bois Reymond’s Terminologie ,durch Zahlen nicht
ausdriickbar® ist, und michte dies zum bhesseren Verstiind-
nisse des nun folgenden  Satzes ausdriicklich  hervorheben.
Dieser lautet:

SIWrzune ich o meine, die ideelle Grenze zwisclhen Con-
vergenz und Divergenz ist ein ivrationales Unendlich,
welches sich zu den convergenten and  divergenten awiendlichen
Operationen ganz  dhnlich verkdlt, awie die Linge der Kieis-
peripherie zu den von aussen und von innen sicle thy wikernden
geschlossenen Linien von wwmerisch darstellbarer Liinge. ¢

Du Bois Reymond erblickt also die fragliche Analogie
nicht, wie ich sciner ersten Bemerkung dihulichen Inhalts
entnehmen zu miissen glaubte ), in der rviiumlichen Bezichung
zwischen den geometrischen I'iguren des Kreises und der
cingeschrichenen oder wmschriebenen Polygone, sondern in der
analytischen Beziechung zwischen der Liinge der Kreis-
peripherie und derjenigen der sich ihr nithernden

n -
schlossenen Linien von numerisch darstellbarer Liinge.©
So einfach das klingen mag, so gchirt doch immerhin
einiger Scharfsinn und guter Wille daza, um nur zuniichst
genau zu verstehen, was mit diesen ,geschlossenen Linien
von numerisch darstellbarer Linge® gemeint sein mag.
Kine bestimmte Liinge kommt nach der blichen — und
von Du Bois Reymond acceptirten?) — Ansicht zuniichst
nur ciner geradlinigen Strecke zu. 1Mt den analytischen
Lingenbegrift eciner kraummen Linie stelll Do Bois
Reymond in seinen Erliuterungen zu den Anfangs-
) ef. S. B. 1897, S, 6OG.
2) 5. die Note: Ueber den Begriff der Linge einer Curve®
— Acta math., T. VI, p. 167,
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griinden der Varviations-Rechnung?) die folgende De-
finition auf: ,Diese Linge ist die Grenze eimer Sumime nach
bestimmtem Gesetz in’s Unbegrenzte sich vermehrender und
dabei angemessen sich verkiirzender wirklich vorgestellter
Liingen.©

Hieraus geht zuniichst hervor, dass unter den oben be-
zeiclmeten ,Linien® (mit numerisch davstellbarer Liinge) jeden-
fulls gerade Linien, also unter den ,geschlossenen® Linien
gewihnliche Polygone gemeint sind. Was sind nun aber
Polycone mit ;numerisch darstellbarer Liinge*?
SNumerisch darstellbar® kann doch garnichts anderes he-
deuten, als: ,durch Zahlen ausdriickbar.® Da nun Du Bois
Reymond in dem unmittelbar zuvor citirten Satze ohne jede
Kinschriinkung ausspricht, dass z. B. V2 Ldurch Zahlen nicht
ausdriickbar® sei, so hiitte man offenbar unter ,numerisch
darstellbar® soviel wic ,rational® zu verstehen.

Auf der anderen Seite erscheint es mir aber, soweit meine
elementar-geometrischen und algebraischen Kenntnisse veichen,
vislhie unerfindlich, wie es maglich sein soll, eine asymptotische
Aunitherung an die Kreisperipherie durch  eine unbegrenzte
Reihe von Polygonen mit rationalem Umfange herzustellen.
Und da ich nicht glauben kann, dass Du Bois Reymond
hieriiber anderer Meinung war, so bleibt nur die weitere
Annahme {ibrig, dass unter den  geschlossenen Linien mit
numerisch darstellbarer Liinge in dem vorliegenden Falle
gerade solche mit irrationaler Gesammtlinge zu verstehen
sind — eine Annahme, die freilich tm Hinblick auf die un-
mittelbar zuvor proklamirte numerische Nicht-Darstell-
barkeit von V2 kein besonders giinstiges Licht auf die Con-
sequenz und Correctheit der Du Bois Reymond’schen Aus-
drucksweise wirft, zumal es sich doch hier um die Yrérterung
ziemlich schwieriger Principienfragen und die Einfithrung
eines ganz neuen, von vornherein fusserst fragwiirdigen Be-

griffes handelt.

1) Math. Ann. Bd. XV, S. 285.
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Steht nun aber einmal die Irrationalitiit jener Polygone
ausser Frage, so ist nicht mehr recht ersichtlich, in wiefern
der obige Vergleich dazu dienen soll, die angebliche Beziechung
des Jirrationalen Unendlich® zu dem ,rationalen® deut-
ticher zu machen. Denn erstens crscheint die Zahl o als
(irenze einer Zahlenfolge, deren Terme selbst schon irrational
sind; zweitens aber ist die Trrationalitiit von z selbst in
gewissem Smne rein zufiillig, . h. durch die Natur des De-
treffenden Problems in keiner Weise gefordert.  Wiihit
man niimlich statt  des Kreises, der doch in dem obigen
Vergleiche lediglich generell den Typus eines eigentlichen
d. h. in jedemr Punkte mit einer Tangente versehenen Curven-
stiickes repriisentivt, eine passende andere Curve, z B. die vom
Kreise mit dem Radius 1 erzeugte Cycloide, so liefert der
fragliche Grenz-Process die ganze rationale Zahl 8. Mit
anderen Worten: der sogenannte analytische Liingen-
Begrift ist ein rein numerischer Grenz-Begriff, dessen In-
halt sich in keiner Weise mit der FKrzeugung des [rratio-
nalen ans dem Rationalen deckt.

Geht man dagegen auf die urspriingliche geometrische
Bedeutung des Liingen-DBegriffes zurtick, so cerscheint derselbe,
auch wenn es sich um krumme Linien handelt, mumerhin als
etwas in unserer Vorstellung a priori vollstindig vorhan-
denes, von jeder Grenz- Vorstellung durchaus unabhiingiges:
man stellt sich ehen unter der Liinge ecines (cigentlichen)
Curvenhogens diejenige geradlinige Strecke vor, in welche
er durch Bicgung oder Abwickelung iibergefiithet werden kann.
Und die Eiftthrung jenes analytischen Liingen-Begrifies
erscheint lediglich als ein der empirischen Anschauung ange-
passtes Hiilfsmittel zur numerischen Berechnung der geo-
metrischen Linge.

Bei dieser geometrischen Auffassung des Liingen-
Begriffes wird dann  aber der fragliche Vergleich mit dem
Jdrrationalen Unendlich® erst vollends unverstiindlich.

Halten wir uns nun schliesslich an die scheinbare Ana-
logie des ,irrationalen Unendlich® mit der gewdshnlichen
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Irrationalzahl, so fiihrt ecine genauere Betrachtung des
wahren Sachverhalts zu dem Ergebnisse, dass auch hier ecin
brauchbares tertium comparationis in Wahrheit nicht
vorhanden ist.  Bei der Einfithrung der Irrationalzahlen
handelt es sich  darum, die Liicken') einer unstetigen
lincaren Mannigfaltigkeit durch Schispfung einer neuen Zahl-
Classe auszufiillen. Und die Schiptung dieser neuen Zahl-
Classe erweist sich als durchfiihrbar, da sich die erforder-
lichen Eigensehaften ihrer Individuen, sowie deren Bezieh-
ungen zu einander und zu den bereits vorhandenen (rationalen)
Zahlen eindeutig und widerspruchslos definiren lassen.
T vorliegenden Falle ist dagegen von vornherein eine un-
endlich-vieldimensionale stetige Mannigfaltickeit vor-
handen, und man erkennt weder das Bediirfniss, noch die
Miglichkeit, dieselbe durch Einschaltung neu zu schaffender
Individuen noch zu ,verdichten.® Diese Moglichkelt er-
scheint aber geradezu ausgeschlossen, da der Versuch,
Jenes irrationale Unendlich® zu definiren, wie gezeigt
wurde, auf logische Widerspritche fiihrt.

Im iibrigen ist der tiefere Grund dieses ganzen Du Bois
Reymond’schen Irrthums, wie ich schon in meiner ersten
Mittheilung hervorhob?) und wie seine ,Allgemeine Fune-
tionentheoric® beweist, darin zu suchen, dass Du Bois
Reymond iiherhaupt zu keiner mathematisch befriedigenden
Auffassung des allgemeinen Zahlbegriffes gelangt ist.

Auch wenn man, wie Du Bois Reymond, die (positiven)
Zinhlen als Zeichen fir hestimmte Quantitiiten ansicht,
so sind sie doch, geradeso wie die Heine-Cantor’schen rein
formalen Zallen, in erster Linie Zeichen, deren Bezieh-
ungen und Verkniiptungs-Regeln eindeutig und wider-
spruchslos definirt werden miissen. Bs scheint mir fiir
die Begriindung der Lehre von den Trrationalzahlen (im Du
Bois Reymond’schen Sinne) ziemlich gleichgiiltie zu sein,

) Genauer gesagt: Schnitte® ==  Tiicken zweiter Art* — ¢f. Stolz,
Allg. Arithmetik, Bd. I, S. 81.

o

2) a.a. 0. 80606, Mussnote.
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ob man die Existenz ,lineiirer® Grenzwerthe und hier-
durch definivter 1rrationaler Quantititen mit dem Du Bois
Reymond’schen JEmypiristen® lediglich als eine darch unsere
Anschauung  nitherungsweise  bestiitigte Fiction oder, mehr
idealistisch,) als cin Axiom ansicht. Die Berechtigung,
diediesen JirrationalenQuantitiitenzuzuordnendenZeichen
als Zahlen in die Arithmetilk cinzufithren, beruht doeh sehliess-
lich einzig und allein aut der Moglichkeit, die Rechnungs-
Operationen fiir diese neuen Zeichen auf Grund der {ir
rationale Zahlen geltenden Rechnungsregeln formal zu de-
finiren.*) Die Auffassung der Zahlen als Quantitiits-
Zeichen versagt nun aber vollstindig beziiglich der nega-
tiven Zahlen, ohne deren Anwendung die allgemeime Arith-
metik?®) sich bisher nicht behelfen konnte und wolll schwerlich
auwch In Zukunit sich behelfen wird.

I Teh sage ausdriicklich nicht: im Sinne des Du Bois Reymond’-
schen  Idealisten.®  Denn dieser betrachtet die Iixistenz des
Grenzwerthes als eine beweisbare Thatsache,  Dass dieser Bewels
misxlingt, ist selbstverstiindlich und wird anch von Du Bois Rey-
mond hervorgehioben.  Im {ibrigen wiire es woll, um dieses negative
Resultat zu erreichen, kaum nothwendig gewesen, jenem ldealisten,
der keineswegs  als  abschreekendes Beispiel  eines philosophirenden
Nehwiitzers, sondern als ein durchaus ernst zu nehmender Mathematiker
cingefitirt wird (Allg. Funct.-Theorie, 8. 12 und 152), vollkommene Ab-
surditiiten, wie ddie folgende, in den Mund zu legen: ,Die Anzald
scmmtlicher Zallen st unendlich.  Die Anzablen werden gemessen durch
die ganzen Zahlen: also () gicbt es unendlich viele ganze Zahlen®
(a. a. O. 8. 77). Dagegen ,qicbt es der rationalen Zallen cine unbe-
grenzt grosse und keine unendliche Menge® (3. 79).

?) vel. 7z B, Iligens, Zur Definition der Trrationalzahlen.
Math. Ann. Bd. 85, 5. 454, Der Standpunkt des Herrn ligens heziie-
lich der Einfillirung  der Trrationalzalilen deckt sich im iibrigen genan
mit dem oben charakterisirten des Empiristen,* und Herr Hligens
befindet sich in einem prinecipiellen hrrthume, wenn er meint, seine De-
finitionsweise der Irrationalzalilen sei cine rein arithmetische, Rein
arithmetische Quantitiiten sind eine leere Redensart, und anch die
blosse Fiction® irrationaler Quantititen ist unfrennbar mit
der Vorstellung ciner stetigen lineiiren® Grisse verknipft.

3) Teh verstehe unter allgemeiner Avithmetik die Zahlen-
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Die Begriffe ,grosser® und ,kleiner® driicken bei der
Uehertragune auf negative Zahlen nicht mehr Quantitits-
D tw} & 4
Unterschiede, sondern lediglich eme bestimmte Succession
L] D

lehre 1m weitesten Sinmne, inshesondere also auch die Algebra
und Analysis (Functionen-Theorie), keineswegs also jenen speciellen
Begriff, den Kronecker (Jomrnal fiir Math. Bd. 100, 8. 491) damit ver-
bindet (nimlich: ,die arithmetlische Theovie ganzer Grissen
eines beliebigen natiirlichen Rationalitiitsbereichs®) und den
er bei anderer Gelegenheit als eigentliche Arithmetik bezeichnet
(Journal £. Math. Bd. 101, S. 345). Wenn also Kronecker an der zu-
zatetzt erwithnten Stelle die Bemerkung macht, man koénne aus der
cigentlichen Arvithmetik jalle ihr fremden Begriffe, den der nega-
tiven, der gebrochenen und der algebraischen Zahlen aus-
seheiden,” so wird die im Texte gemachte Aussage hierdurch zuniichst
in keiner Weise getroffen. Im ibrigen besteht doch diese angebliche
SJAunsselicidung® der negativen und der gebrochenen Zahlen
lediglich in eciner ebenso scharfsinnigen, wie unbequemen Umschrei-
bung der betreffenden Zahtbegriffe, durch welche deren Gebrauch,
bezav. derjenige der entsprechenden Zahlzeichen aueh fiir die eigent-
liche Arvithmetik keineswegs enthehrlich wird. Und dass Kron-
celker selbst sie nieht enthehren konnte, zeiet auf’s deutlichste die nun
unmittelbar folgende [Ausseheidung® der algebraischen Zahlen (a. a. O.
5,847 ). Darnach besagt die ,sogenannte® Ixistenz algebraischer
Zalilen nichts anderes,” als dass eine ganze ganzzahlige Funetion inner-
halb gewisser, arithwmetisch definirbarer, von zwei gebroclienen Rational-
zablen begrenzter Intervalle thr Vorzeichen wechsele. Man versuche
nur cinmal, dies

en Satz zuniichst so zu formuliven und darauf auch so
st heweisen, dass die Begriffe der gebrochenen und der negativen
Zuhlen nach dem Kronecker'schen Verfuhren vollstiindig ,ausge-
schicden® werden! Wenn nun aber Kronecker in diesem Aufsatze
2Ucher den Zahibegrift® sogar so welt geht, es fiir moglich und einzig
erstrebenswerth zu halten, dass auch die Arithmetik im weitesten
Sinne alle \Modificationen und Erweiterungen des Zahlbe-
griffes (uusser demjenigen der natiirlichen Zabl) wieder abstreife®
(a. a. O. 8. 839), und wenn er darin die wahre ,Arithmetisirung®
der betreffenden Disciplinen erblickt, so fehlt mir hierfir jedes Ver-
stiindniss,

Nach meinem Dafiichalten besteht doch gerade das Wesen der
arithmetischen Disciplinen darin, dass sie es ermiglichen, ganze Ge-
dankenreihen, selbst solche von iusserst verwickelter Nutur, durch
eine verhitltnissmiissig gevinge Anzahl bestimmter Begriffs.
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in der geordneten  Zahlenreihe aus.  Die Multiplication
negativer Zahlen kann garnicht anders als rein formall')
auf Grund des Princips der Permanenz formaler Gesetze erklirt
zeichen darzustellen. Eine Beseitigung der als Frucht der Geistes-
arbeit von Generationen mithsam erworbenen wnd erprobten Begriffe
und Zeichen wiirde nach wmeiner Ansiecht nicht einer JArvithmeti-
sirung,® sondern einer villigen Vernichiung jener Disciplinen gleich-
kommen. Nicht darin, dass man die negativen, gebrochenen und
irrationalen Zahlen wieder ,abstreift,” sondern dass man aus ihren
Definitionen alle fremdartigen, insbesondere gcometrischen
Vorstellungen ausscheidet, scheint mir das witnschenswerthe Maass
von JArithmetisirung® zu liegen. Und dieses Ziel diirfte insheson-
dere durch die Bemithungen von Weierstrass, Cantor und Dedekind
vollstiindig erreicht worden sein,

) Auf der anderen Seite entbehrt die von Du Dois Reymond
zur Bekiimpfung der formalen Auffussungswelise des Zahlbegriftes vor-
gehrachte Behauptung (a. a. O. S. 51):

» Wie sehr der Formalismus bel den elementarsten arithmetischen
Operationen uns im Stiche lisst, zelgt w. A. das Belspiel der
DBruchmudtiplikation®

jeder SpurvonBerechtigung., Aus den definirenden Gleichungen:

« . (3
b-(b>——a, b-(h,) —=q

folgt niimlich zuniichst:

(5 1))

und daher, wenn der commutative und associative Charakter des
Productes erhalten bleiben soll:

{2 (1) e

Da andererseits die Definitions-Gleichune besteht:
g

, o’ ) ,
bl (/} —b—,) = ad,

\

so ergiebt sich schliesslich:

« «\ _ fad
b v T \by)

Die obige Dehauptung Du Bois Reymond’s erscheint mir hier-
nach einfuch unverstiindlich,
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werden, w. s. £ Kurzum: die negativen Zahlen sind rein
formale Zahlen, sie siud blosse Zeichen, welche zu den
Zeichen der positiven Zahlen und unter cinander in be-
stimmt definirten Bezichungen stehen.

Nun pflegen doch in arithmetischen Formeln positive
und negative Zahlen als villig gleichberechtigt neben
ehder aufzutreten; ja ein und dasselbe Zeichen kamn
zumeist ganz nach Belichen  eine positive oder negative
Zahl vorstellen. Wie man in einer solchen arithnietischen
Formel noch cigentliche Quantititszeichen und blosse
Formalzahlen auseinanderhalten will, schemt mir vollig uner-
findlich.  Und, was Du Bois Reymond lediglich als eine
Art Gewdhnung hiustellt (a. a. O. 5. 50) nitmlich:

Ldass, wenn wir in cine wumerische Ausrechrung oder in
cine alychraische Untersuchung verticft sind, es uns nicht
cinfdlll, witer unseren Zoulden oder Duchstaben, welche wnbe-
stimmt - gelassene Zallen bedeuten, wirkliche Grissen be-
stéindiy uns vorzustellen —
das st in Walirheit eine absolute und zwingende Noth-
wendigkeit, Soll also eine solche arithmetische Formel etwas
hesseres vorstellen, als die graphische Fixirung einer heillosen
Begriftsverwirrung, so ist man schon in dem aller-elemen-
tarsten Stadium der Arithmetik (niimlich hei und nach der
Linfithrung der ganzen negativen Zahlen) gezwungen, die
Auftassung der Zahlen als Quantititszeichen vollstindig
fallen zu lassen. In wieweit man bei der Eintiihrung der
positiven Zahlen (auch der gebrochenen und irrationalen)
aus historischen und didaktischen Riicksichten den Quanti-
tiits-DBeartll’ zu Grunde legen will, ist schliesslich Gesehmacks-
und Ansichissache. Eine einlieitliche Auffassung der arith-
metischen Operationen und ein consequenter Authbau der
allgemeinen Arithmetik ist aber auf diesem Wege nimmer
7 cerzielen.

Will man hierzu gelangen, so ditrfte es am  einfachsten
erscheinen, schon die positiven ganzen Zahlen nicht als
Quantititszeichen zu definiven, sondern, nach dem Vorgange
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von Helmholtz!) und Kroneeker?) an den Begriff der Ord-
nungszahlen ankuniipfend, als Zeichen, denen lediglich eine
bestimmte Succession zukommt. Diese mit einem hestimmten
Zeichen beginnende und unbegrenzt fortsetzbare Zeichen-
Folge lisst sich dann aut Grund der fitr sie definirharen Rech-
nungs-Operationen dureh Binfithrung der Null, der negativen,
gebrochenen und irrationalen?) Zahlen zu einem Zeichen-
System ausgestalten, welches im Cautor’schen Sinne eine
zweifach unbegrenzte, Hneare, stetige Mannigfaltigkeit bildet.
s bictet alsdann keinerlel Schwierigkeit, a posteriori fest-
zustellen, in wieweit die Individuen dieses Zeichen-Systems
geeignet sind bestimmte Quantititen (2 B. Anzahlen dis-
creter Vielheiten, Lingen) oder andere Objecte (z. B. Punkte,
Strecken der Liinge und Richtung nach) vorzustellen, und in
welcher Weise die zwischien ihnen méglichen Bezichungen dazu
dienen kinnen, die Bezichungen solcher Objecte abzubilden.

Da Du Bois Reymond diese von ihm etwas oering-
schiitzig als Jliteraler Formalismus® hezeichnete Auffassung
der Arithmetik principiell verwirft und ihr nur allenfalls fiir
praktische Lehrzwecke eme gewisse Berechiticung zuer-
kennen will)) so scheint er garnicht hemerkt zu haben, dass
sein ganzer Infinitir-Caleiil durchaus auf einem solchen
literalen Formalismus Dberuht, mit anderen Worten, dass
dabel garnicht Quantitits-Vergleichungen, sondern, wice
m Art. T des nitheren  erdrtert wurde, lediglich — his zu
cinem  gewissen Grade willkiirlich definirte — Suceessionen
in I'rage kommen.  Und er findet auf Grund seiner ,einge-

)} JZihlen und Messen, erkenntnisstheoretisch betrach-
tet,* Ges. Abh. Bd. I, 8. 360.

%) In dem schon oben citirten Aufsatze: ,Ueber den Zahlhegrift
A.a. O, 8. 330,

3) Am einfachsten wohl nach Cantor (s. Heine, die Elemente
der Functionenlehre, Journ. f. Math. Bd. 74, S, 17441, Cantor, Math,
Ann. Bd. 5, 8. 123 £, Bd. 21, 8. 567 ).

4) a, a. O. S. bb.
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wurzelten Grossenvorstellungen® da ,Paradoxen®, wo
in Wahrhett nur eine unzuliissige Anwendung von Quanti-
tits- Vortellungen vorliegt.

4.

Teh miehte Dei dieser Gelegenheit noch cinen anderen
Punkt hesprechen, weleher gleichfulls gecignet ist, die Unklar-
lieit der Du Bois Reymond’schen Grenz-Vorstellungen  in
Fvidenz zu setzen.  Auf S, 165 seiner Allgemeinen Fune-
tionentheorie heisst es im Hinblick auf das sogenanute
yallgemeine Convergenz- und Divergenz-Princip®:t)
WSo acenig Deachtung war il geschenkt worden, duss icl 1871
cinen besonderen Teall des Prineips (dass eine Reilie a4 w, 4= cle.
convergirt, wenn der Caucliy’ sclhe Ausselonitt g, 4. -,
hei t’s Unbegrenzte zunchmenden o und ne stets die Grepze Null
hat) fiir cines Deweises bediirftiy evbliren musste.“®)

Iierzu will ich zuniichst historisch bemerken, dass die
ragliche Cauehy sche Formulirung der Convergenz-Bedingung
sich in den Exercices de Mathématiques, T. 11, p. 221
vorfindet, und auch anderen Reihen-Theoretikern bereits Anlass
zu kritischen  Erorterungen gegeben hat. Sie lautet, wenn
o=l 0, oo b =5, gesetzt wird, n der Originalfassung:
JLour que Ta série soit convergente, 1l est nécessaire,
et 1l suffit que [a différence

Spedem = Sy == Uy, + '?ln-}-l + e + Uy d-m—1
devienne infiniment petite, quand on attribue au
nombre 1 une valeur infiniment grande, quel que soit
QCailleurs le nombre entier représentd parn.®?*) Dabei
ist der auf die Zahl m Deziteliche Zusatz so zu verstehen, dass

1) Davunter versteht Du Bois Reymond das bekannte Kriterinm
fiir die Existenz bezw, Nicht-Existenz cines bestimmten Girenz-
werthes; ef. Allg, Funct.-Th. S. 6.

2) Dabel wird anf 8.2 des Antrittsprogramms: Neue Lehrsiitze
iiber die Summen nnendlicher Reihen® (Freiburg 1871) verwiesen.

3) Achnlich iibrigens hei Abel: Crelle’s Journal, Bd. 1, 8. 313. (1826).
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m sowohl cine bestimmte, d. h. bel wachsendem 5 constante,
beliehig gross anzunehmende Zahl vorstellen oder auch gleich-
zeitig mit » und zwar in ganz beliebiger Weise in’s Un-
endliche wachsend gedacht werden kann.?) Dies geht freilich
aus der von Cauchy gewihlten Fassung allein nicht mit
genticender Deutlichkeit hervor. s folgt aber mit absoluter
Sicherheit aus der Art und Weise, wie Cauchy .auf den
unmittelbar folgenden Seiten der hetreffenden Abhandlung Sur
la convergence des séries® jene Convergenz-Bedingung
anwendet. So erschliesst er aus derselben die Divergens
1 oo g . :
von Y —, weil hier der fragliche lim (sS4 — s0) zwar fiir
7 n=x
jedes noch so grosse endliche m verschwindet, dagegen
unendlich gross wird, wenn m so unendlich wird, wie n

oder ein endliches Multiplum von #n (a. a. 0. 8. 225). Und er

folgert ferner die Divergenz von ‘\‘“_II-]%PX daraus, dass jener
an

Grenzwerth, der noch versehwindet, wenn i so wie »7 in's

Unendliche wiichst, unendlich ausfiillt, wenn w = n (n+ 1)

oder n (2 -+ 1)* cte.?)

Lediglich der Nicht-Beachtung dieser den cigentlichen
Sinn der Cauchy’schen Convergenz-Bedingung unzweideutig
fixirenden Ausfithrangen ist es zuzuschreiben, dass Catalan
m seinem Traitd élémentaive des sdéries® (Paris 1860)
dieselbe schlechthin fiiv falsch erklict.?)  Daber versteht er

jene DBedingung

ng zuniichst in der Weise, dass me lediglich jede

1) Es geniigt sogur, aussehliesslich solehe Werthe m in's Auge
zu fassen, welche gleichzeitig mit 2 in beliebiger Weise unendlich wer-
den — vgl. den Schluss dieses Artikels.

.

%) Beiliinfig bemerkt wird wohl das auf die Reihe heziig-

1
nlan
liche Resultat gewohnlich Abel zugeschrieben. Die betreffende Mit-
theilung Abel’s: Note sur le mdémoire de Mr. Olivier: ,Re-
marques sur les séries infinies cte.” (Crelle's Journal, Bd. 8, S. 74)
ist aber um ein Jahr spitter erschienen (1828), als der citirte Band der
Exercices,

3) a. a. 0. 8, 4, Fussnote.
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noch so grosse hestimmte Zahl bedeuten soll, und fiigt hinzu,
dass sie selbst dann nicht richtig ist, wenn man auch un-
endlich grosse Werthe von m zuliisst. Da er sich aber hier-

bei ausdriicklich auf das Beispiel der Rethe Y3 . beruft,!)
»

nly
so geht daraus mit vollster Sicherheit hervor, dass er jene
Cauchy’sche Abhandlung garnicht gelesen haben kann und
aus diesem Grunde den Sinn der obigen Bedingung missver-
standen hat.

Laurent in seiner ,Théorie des séries® (Paris 1862)
erwithnt (S. 6), dass Catalan jene Bedingung fiir unzurcichend
erkliirt habe, und fihrt dann fort: ,Sans oser partager son
opinion, je laisserai de c¢oté ce théoréme, qui n’est
nullement indispensable dans la thdéorie des séries®
Im iibrigen steht er, wie einige weitere theils nichtssagende,
theils geradezu falsche Bemerkungen beweisen, dieser Frage
doch vollig rathlos gegeniiber und findet sich damit schliess-
lich sehr einfach i der Weise ab, dass er sagt: ,Marchons
drott & notre but et tournons l'obstacle, qu’il serait
trop difficile de renverser.® )

Wie weiter unten gezeigt werden soll, steht die Richtig-
keit der Cauchy’schen Bedingung, wenn man nur ihren In-
halt von vornherein richtie auffasst, ausser Zweifel. Du Bois
Reymond giebt derselben in dem  oben citivten , Antritts-
programm® (S. 1) die folgende Form:

U7 ist endlich wnd bestinemt oder U ist es nicht, jenach-
dem die Swine

™ + “m+1 + e + Uy
Null zur Grenze hat oder nicht, wenn m und n mit irgend
weleher velativen Gesclucindigheit wnendlich werden.  (Da-
bei ist: U=lim U, und: U, =, 4w, ... 4 u,).

n=uw

Nachdem dann kurz erwiihnt ist, dass der auf die Diver-

1 oa, a. 0. 8.6.
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genz von Y u, beziigliche Theil dieser Aussage leicht crwiesen
werden kann, heisst es weiter:

WNicht so leicht ist zu beweisen, dass, wenn a, 4 iy
G .oy, fiir o m=, n=o stets versclucindet, U nicht
catch wunbestimmt oder wnendlich awerden Finne. Wiewolld men
das vorstehende Princip dfters ameendet, st mir cin strenger
Deweis dafiir nicht belannt, und ich werde es hier voraussetzen,
diesen Dewels aber, dev mir ohne den Degrifl’ des bestimmten
Integrals wicht scheint gefiilot werden zu kinnen, i ciner an-
deren Stelle nachtragen.©

Dabei wird auf cine sdemniichst zu versffentlichende®
Schrift: Die Theorie der Convergenz und Divergenz
bestimmter Integrale und unendlicher Reihen hin-
gewiesen,

Diese Schrift, welehe Du Bois Reymond auch noch an
einer anderen Stelle!) als demniichst bei B. (. Teubner
erschieinend citirt, ist meines Wissens niemals erschienen:
aus welehen Grinden, ist wir unbekannt.  Aber auch ander-
wiirts scheint der in Rede stechende Bewels nicht publicirt
worden zu sein.  Tmmerhin wiire ja in dieser Bezielng ein
Irrthum von meiner Seite nicht  ausgeschlossen, und ich bin
sogar schr ceneigt, an cien solchen zu glauben, da kauwm an-
zunehmen ist, dass ein Mathematiker, der cinen fiir unbewiesen
erkanuten und fiir nicht leicht beweishar erkliivten Satz
hentitzt und den Beweis dafiiv in Aussicht stellt, ganze
11 Jahre spiiter sich ausdriicklich dieser That rithmen sollte,
ohne den versprochenen Beweis nachgeliefert zu haben.

Im tibrigen geniigt die oben citirte, auf die Form dieses
Beweises beziigliche Andeutung vollstiindig, um zu erkennen,
dass Du Bois Reymond den eigentlichen Kern der vorliegen-
den I'rage villig missverstanden hat. Gewiss kann es in
manchen Fillen bequemer erscheinen, Bigenschaften unend-
licher Reihen als specielle ille von Integral-Eigenschaften
abzuleiten; ja bei Reihen-Sittzen complicirter Natur kann

1) Annal. di Mat. S, 1, T. IV, p. 838, Tfussnote.
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dieser Weg miglicherweise als der einzig brauchbare gelten,
da die Einfiihrang des Continuitiits- und Infinitesimalbegriffes
die  Anwendung  eines iibersichtlichen und wunderbar
wirksamen Algorithmus gestattet, fiiv welchen bei der Be-
schriinkung  auf discontinuirliche Mannigfaltigkeiten kein
rsatz vorhanden ist. Hier aber handelt es sich lediglich um
dic principicelle Begriindung eines einfachen, auf die ¥xi-
stenz des Grenzwerthes einer abzithlbaren Menge beztig-
lichen Fundamental - Satzes.  Und  wenn  jemand  hehauptet,
dieser Satz lasse sich nur durch Anwendung des hestimmten
[ntegrals begriinden, so begeht er damit einen schweren
logischen Fehler?) und zeigh nach meiner Ansicht unwider-
loglich, dass er von vornherein mit falschen Grenz-Vor-
stellungen arbeitet. Um diese meine Ansicht vollends zu
rechtfertigen, wird es schliesslich nur noch néthig erscheinen,
den sehr einfachen Beweis des fraglichen Satzes hier wirklich
folgen zu lassen.

Bevor ich hierzu iibergehe, erscheint es mir zweckmiissig,
zuniichst den Unterschied zwischen der Cauchy’schen For-
mulirung der Convergenz-Bedingung und der sonst iiblichen
deutlich hervorzuheben,  Diese letziere lautet mit Bentitzung
der oben von Du Bois Reymond angewendeten Bezeichnungen
folgendermaassen:

1) Denselben logisehen Fehler begeht {ibrigens Dn Bois Reymond
an einer auf die besprochene unmittelbar folgenden Stelle (a. a. O. 8. 2,

Satz 3); anch: Zur Geschichte der trigonometrischen Reihen
’ = s
S. 58, Fussnote), indem er die Bezichung:

TR SR DR SO SR TR T
=v, (- uy .+ Du,._H) 4o, (1—9) ?l,»+1+?‘,~+g+---+n)

als eine Folge .seines” Integral-Mittelwerthsatzes hinstellt.  Dieselbe
ist vielmehr eine canz direkte Consequenz des bekannten Abel’-
schen Lemma's (Journ. f. Math., Bd. 1, S. 314) und steht zu dessen ge-
wohnlicher Form genau in demselben Verhiiltniss, wie die Du Bois
-Reymond’sche Form des Mittelwerthsatzes zu der von Bonnet auf-
gefundenen Fundamentalform, welche keineswegs, wie Du Bois
Reymond priitendirt, lediglich einen besonderen I'all jseines® Mittel-
werthsatzes darstellt (Zur Gesch. d. trig. R, S, 58).
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Fiir die Convergenz der Reihe Yju, ist nothwendig
und hinreichend, dass:

(1) | Unggo — U | < fiir: p=10,1,2,...

d. h. jeder (beliebig kleinen) Zahl & >0 muss sich eine ganze
Zahl mg so zuordnen lassen, dass Ungl. (1) fiir jeden ganz-
zahlicen Werth von o hesteht.

Die Richtigkeit dieser Aussage bedarf keines Beweises,
dieselbe deckt sich in Wahrheit vollstiindig mit der Defi-
nition der Convergenz, d. h. der Existenz eines bestimm-
ten Grenzwerthes lim U,. Denn die Ungleichung (1) ent-

N=®
hiillt geradezu die Definition der Grenzwerth-Fxistenz im
Cantor’schen Sinne, dic nothwendige und hinreichende
Bedingung derselben (das allgemeine Convergenz-Princip®)
m Du Bois Reymond schen Sinne.
Bedeuten dann m, 2 zwer beliehige ganze Zahlen 2 my,
so hat man nach (1):

LT N r 7 :

|(m"'zm., <"'~ (n' [m0|<“'
und daher:

B . ne>
(2) U,— U, <2¢ fiir: [ o8
| »>m,
Alsdann wivd aber allemal:
(3) lim | U,— U.|=0,
m=n,n=n

ohne dass iiber die Art des Grenziiberganges von e und »
irgendwelche besondere Fortsetzung getroffen zu werden
braucht.

Also: Aus der iiblichen Form (1) der Convergenz-
Bedingung liisst sich stets die Existenz der Caunchy'-
schen Bedingung herleiten.

Aber auch das Umgekehrte kann chenso einfach gezeiat
werden.  Angenommen niimlich es bestehe die Cauehy sehe’
Bedingung (3) in dem von Du Bois Reymond festaoesetzten
Sinne d. h. mit der Einschriinkung 2 > m, oder, um mich ganz
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genau der Du Bois Reymond’schen Bezeichnungsweise an-
zuschliessen, es bestehe die Beziehung:
(4) L (i s + -+ 1) = 0,

Mm=w, n=m
wenn 22 und 7 mit irgend welcher relativen Geschwin-
diglkeit unendlich werden, so setze man » ==m -}- p, wo p>0
wegen 2. Alsdann folgt aus (4), dass:
> .
(5) I (4 s 4 - o - thgp) = 0,

th=w

gleichgiiltig ob p als constant oder gleichzeitig mit # in’s
Unendliche wachsend angenommen wird. Die Bedingung
(5) zerfiillt also in Wahrheit in die folgenden zwei Beding-
ungen :

(5a) Lim (= g1 =+ o A Uingp) =0

fiir jedes einzelne p=0,1,2,..., und:

(61 lim (A ttpger o A Uagp) = 0.
m=w p=®

Die Bedingung (5a) wiirde selbstverstiindlich fitr die Con-
vergenz von Y «, nicht geniigen (sie ist niimlich allemal
schon erfiillt, wenn nur lim u, = 0).

m=—aw
Dagegen  liisst sich zeigen, dass die Convergenz der
Reihe schon auns der Bedingung (5b) allein folgt. Mit anderen
Worten: Die Cauchy’sche Bedingung ist fiir die Convergenz
der Reihe nicht nur hinreichend, sondern sie lisst sich sogar
von vornherein noch durch eine formal etwas weniger ver-
langende ersetzen.?)

1) Gerade um dies deutlich zu machen, habe ich den vorliegenden
etwas umstiindlicheren Weg eingeschlagen. Andernfalls konnte man auf
Grund der Definition des Grenzwerthes einer zweifach-unendlichen
Zahlenfolge (s. z B. meinen Anfsatz iiber Unendliche Doppelreihen,
Sitz.-B. 8. 108) aus Ungl. (3) ohne weiteres schliessen, dass:

| Un_ U'mI <8
1897. Sitzungsb. d. math.-phys. Cl. 22
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Die GL. (5b) besagt niimlich: Jeder Zahl ¢ > 0 lassen sich

zwel ganze Zahlen my, p, so zuordnen, dass:

[t = s oo gy | < ; fiirs m > my, p> Py
Alsdann wird aber:
| iy =+ Umy1 - - - - Unggpete | < % fiir: 0=0,1,2,...,
also speciell:
| Uiy = Umgr + + o+ gy | < ;
und daher durch Substraction:
| tmgtpodt =+« T Umgppote | < fiir: 0=1,2,3,...
oder, wenn man noch i, 4 py = n, setzt:
(6) |tngg1F - -t thugro| =] Ungtro— Unp| < fiir: p=1,2,3,...,
womit nach Ungl. (1) die Convergenz der betreffenden Reihe

erwiesen Ist.

etwa fiir m >m’, # > 2, und daher wenn m, die grissere der beiden
Zahlen m’, %’ bedeutet:
VO, — U, | <e fiie: n2>mg,

eine Ungleichung, deren Inhalt genau mit demjenigen der Convergenz-
Bedingung (1) iibereinstimmt.
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Nimmt man jetzt [« |>1, so wird, da die £, (y) durchweg
positiv sind:
(21) S y>S1,y) d h >1,

und man erkennt somit durch Vergleichung der Resultate (20),
(21) mat GL (18), dass S (z, y) an der Stelle y =0 unstetiyg
ist, sobald man 2 einen beliehigen Werth > 1 bezw., < —1
beilegt.

Fiir [ 2 | <1 bleibt, beiliufig bemerkt, die Gleichmiissig-
keit der Convergenz und somit die Stetigkeit der Reihen-
summe S (2, y) auch an der Stelle y = 0 erhalten. Denn die
£y (y) bleiben fiir jeden Werth von » und  nwmerisch kleier
als 1, es tritt also hier der oben ausgesprochene, modificirte
Abel'sche Satz ohne weiteres in Kraft.

Nachtrag zu dem Aufsatze:

»sUeber die Du Bois Reymond’sche Convergenz-Grenze ete.*
$.-B. p. 303—334.

Um beziiglich der auf S. 332 gemachten Bemerkung, duss
die Bedingung:
(1) Ungo— Un<e (0=0,1,2,....)
stets die Existenz cines bestimmten Grenzwerthes lim U, in-

H=om

volvire, jedes Missverstiindniss auszuschliessen, michte ich zu
dem dort gesagten noch folgendes hinzufiigen.

Nur, wenn man die Cantor’sche Definition der Irrational-
zahlen acceptirt, enthiilt die Bedingung (1) geradezu die Defi-
nition der Grenzwerth-Existenz und zwar in folgendem Sinne:
Auf Grund von Ungl. (1) definirt die Folge der U, eine
hestinimte Zahl U, mit welcher nach bestimmten Vorschriften
gerechnet werden kann, sodass also inshesondere auch ' U/ — A
eine wohldefinirte Zahl vorstellt, gleichgiiltig ob A eine
rationale Zahl oder eine solche vom Charakter U bedeutet. Da
nun, wie leicht zu sehen:
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(2y | U— U,| beliehig klein wird, etwa fiir » > n,

I
so nennt man U auch den Grenzwerth der U,, in Zeichen:

U= lim U,.
n=w

Legt man dagegen irgend eine andere Definition dey
Trrationalzahlen zu Grunde, so bildet, wie ich es auf S, 332
ausdriickte, die Ungl. (1) lediglich die nothwendige und
hinreichende Bedingung fitr die Existenz cines bestimmten
Grenzwerthes, d. h. einer bestimmten Zahl U, welche der Be-
dingung (2) geniigt. Das ist so zu verstehen, dass in diesem
Falle die Existenz der Ungleichung (2) erst bewiesen werden
muss, aber auch wirklich hewiesen werden kann. Dabei
wird natiirlich  der betreffende Bewels je nach der ge-
wiithlten Definitions-Form der Irrationalzahlen zu
modificiren sein.

Den  ersten correcten Beweis auf Grund seiner eigenen
Definition hat Herr Dedekind am Sehlusse seiner Schrift
JStetigkeit und irrationale Zahlen® (1872) publicirt.?)
Herr Dini hat demselben eine etwas leichter fassliche Form
gegeben.

Demniichst hat Herr Stolz, gelegentlich der Besprechung
eines unzuliinglichen Beweises von Bolzano, einen anderen.
auf” der Existenz der . Unbestimmtheits-Grenzen® heruhen-
den Beweis geliefert.?) Derselbe ist naturgemiiss merklich ein-
facher und kiltzer: nur muss man sich dariiber klar sein, dass
hierbei der Schwerpunkt des fraglichen Beweises in Wahrheit
lediglich in den Nachweis fiir die Existenz der Unbestimmt-

) Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili
reall (1878), p. 27, Art. 22 mit dem unwesentlichen Untersehiede,
dass es sich dort wm den allgemeineren Fall einer Leliehigen (1 L.
nicht nothwendig abziihlbaren) Zahlenmenge handelt. Dieser Beweis
ist auch in die deutsche Ausgabe (3. 83, § 22) anfeenommen, obschon er
dort wegen des veriinderten Ausgangspunktes (Annahme der Cantor’-
schen Definition) in der Hauptsache iberfliissig ist.

2) B. Bolzano's Bedentung in der GGeschichte der Infini-
tesimalrechnung., Math. Ann. Bd. XVIII, 8. 260 (1881),
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heits-Grenzen verlegt ist,) wozu wiederum uoch die folgen-
den zwel Sitze erforderlich sind: 1) Jede Menge endlicher
Zahlen hesitzt eine bestimmte obere bezw. untere Grenze.
2) Jede monotone Folge endlich bleibender Zahlen besitzb
emen bestimmten Grenzwerth. — Der Beweis dieser Siitze
hiingt dann wiederum wesentlich von der Wahl der Irrational-
zahl-Definition ab.

Der Beweis, welchen Du Bois Reymond in seiner
Functionen-Theorie?) fiir den in Rede stehenden Satz (,dus
allgemeine Convergenz-Princip®) giebt, ist eine einfache Modi-
fication des Dini'schen Beweises (der sich, beiliiufig bemerkt,
i analoger Weise auch leicht fiir die Weierstrass’sche
Definitions-Form der Irrationalzahlen adaptiren Lisst).

Herr Tannery, der in seiner Introduction ala théorie
des fonctions (1886) zuniichst von der Dedekind’schen
Definition ausgeht, beweist den fraglichen Satz, indem er zeigt,
dass jede Irrationalzahl tm Cantor’schen Sinne auch eine
solche nach Dedekind ist,’) mit anderen Worten, dass jede
der Bedingung (1) geniigende Zahlenfolge einen Dedekind’-
schen Schnitt definirt. Dieses letztere Prineip liegt auch dem
von Herrn C. Jordan in der zweiten Auflage seines Cours
d"Analyse (1893) mitgetheilten, sehr priicis gefassten Beweise
zu Grunde.*)

1) Vgl. Du Bois Reymond, Antrittsprogramm 8. 3. Uebri-
gens enthiillt der dort gegebene Beweis wiederum einen fiir die Unklar-
heit der Du Bois Reymond’schen Grenz-Vorstellungen charakteristi-
schen Irrthum.  Es wird dort behauptet und bewiesen (1), dass U, fiir
lim 7 = @ die Werthe 4, B der beiden Unbest.-Grenzen stets unend-
lich oft annehmen muss. Diese Behauptung hat aber entweder iiher-
haupt keinen bestimmten Sinn, oder sie kann nur soviel bedenten,
dass U, fiir noch so grosse endliche Werthe von 2 immer wieder ein-
mal die Werthe 4 und B annimmt (in diesem Sinne dinfte sie auch
gemeint sein, wic der vorgebliche Bewels — a. a. O. 8. 4 — anzudeuten
scheint). Dann ist sie aber offenbar falsch, wie ein einziger Blick auf
das Beispiel U, = sin n lehrt.

2) 8. 260 (1882).

3w, a. O, Art. 27,

4 a, a0, Art. 9.
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