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Ueber die Reducirbarkeit eines Pfaff'schen Systems
auf eine gegebene Zahl von Termen.

Von Eduard von Weber.

(Bingelaufm 7. Juli.)

1 Eines der zunachst sich darbietenden und wichtigsten

Probleme in der allgemeinen Theorie der Systeme PfafFscher
Gleichungen ist die Beantwortung der Frage: Welches sind
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen da-
far, dass ein gegebenes System von n— m Pfaff'schen
Gleichungen in wVariabein:

m
(1) <HEGH* = 21> < *(*%, -Xn)dx, A= 1,2,..n—m)

sich auf eine Form mit nur r Differentialelementen:
(2) XI> Ftkdf9= 0 (A= 1,2,..n—m)

bringen lasst, wo fv f2 ..fT unabhédngige Funktionen
der Variabein xX..XxHbedeuten, und unter t eine Zahl
verstanden wird, die nicht kleiner als n— m und
nicht grésser als n— 2 ist?

Wir wollen die Beantwortung dieser Frage ,das Problem
A* nennen.

Die Annahme x= n— 1 fuhrt auf eine triviale Aufgabe,
die Annahme Xx= n— m auf den Fall, dass das System (1)
unbeschrankt integrabel ist; dazu ist bekanntlich notwendig
und hinreichend, dass man identisch habe:
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ciiks = 0O = s=1l,..n — m),
wenn gesetzt wird:
aiks= — ojtic= — 4*a,,,
oder, fur die unaufgeléste Form des Systems (1):
M
El* iihdx*= 0 (i= 1,2,..» —tn),

dass die alternirenden bilinearen Gleichungen:

vermoge der Relationen:

1) M
If‘*£ikdzk: &1 fikdxk= 0 (i= l..n — m)

identisch stattfinden.

2. Es gilt zunéchst der Satzz: Damit sich das System
(1) in der Form (2) darstellen lasse, ist notwendig und
hinreichend, dass in der alternirenden Matrix:

0, L @«¢. -2 if Qnt, Al fl, . mAifc

U nmis E* A an® ... 0, Amfl . mAmfe
©) 1 ili/., Atfi .. Amf, o .. 0
1 /et A2f0 .. Amfg oo .. O

alle 2g -f- 2-reihigen Hauptunterdeterminanten iden-
tisch, d. h. fur jedes beliebige Werthsystem

verschwinden, wenn

gesetzt wird.
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In der That, aus unserer Annahme folgt, dass das PfafTsche
System

(4) dxmth= £ aikdxr, dfx= Q,..dfQ= 0

unbeschrankt integrabel sein muss; dazu ist nach dem oben
gesagten notwendig und hinreichend, dass die n — m bilinearen
Gleichungen:

m m
(5) E1 £1* aardxidxk= 0 (s= 1..n—m)

vermoge der Relationen (4) und der dazu congruenten, in den
6Xx geschriebenen, d. h. also vermodge der Gleichungen:

©) . XAifkdxt= 0 (k=1..6

identisch bestehen; dasselbe muss also auch fur die Relation
Xj Xj akBdxi&xk= 0

bei beliebigen Werten der X stattfinden, und diese Bedingung

findet bekanntlichl) ihren Ausdruck in dem Verschwinden aller

29+ 2-reihigen Determinanten in (3).

Umgekehrt, sind diese Bedingungen erfullt, die Gleich-
ungen (4) also unbeschrankt integrabel und fv ., fe, fL+1, . ,fT
ihre Integrale, so kann das System (1) augenscheinlich in der
Form (2) geschrieben werden. Eine erste notwendige (aber,
wie sich zeigen wird, keineswegs hinreichende) Bedingung fur
die Mdglichkeit der Darstellung (2) ist also die, dass der Rang
der Matrix

(7) 1 (i,*=1,..m)

nicht grosser als 2 g sei.*)

3. Die obigen Bedingungen koénnen offenbar auch so
formulirt werden:

J Vgl. z. B. mein Buch: ,Vorlesungen uber das PfafTsche Problem*
Leipzig 1900, S. 308 ff.
2 Diese Bedingung wurde schon von H. Grassmann ausgesprochen;
vgl. Herrn Engels Note in Grassraanns Werken Bd. I, Abt. 2y pag. 480.
1900, Sitznngsb. d. matiu-phys. Cl. 18
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Damit sich das Pfaff'sche System (1) auf eine Form mit
nur t Differentialelementen reduciren lasse, ist notwendig und
hinreichend, dass

1) Uberhaupt wenigstens ein System von g =r—n-j-m
congruenten Relationenpaaren

(8) fudxx-F - 4“fmidxm= 0 (i= 1.. @
(9) fi,, dxx-f- .. ~fwidZm= 0 {i= 1..9)

existire, vermdge dessen allen — tnbilinearen Gleich-
ungen (5) identisch erfullt sind;

2) dass sich unter diesen Relationensystemen eines
so auswahlen lasse, dass die Gleichungen (1) (8) zu-
sammen ein unbeschrankt integrables System bilden.

Bei der Losung des Problems A handelt es sich nattrlich
darum, die Bedingungen fur die Moglichkeit einer Darstellung
(2) durch Gleichungen zwischen den Coefficienten af* des ge-
gebenen Systems (1) allein auszudricken, also die fx».fe aus
den Bedingungen der vorigen Nr. zu eliminiren. Fur die ein-
fachsten Falle m= 3 und m= 4 reicht dazu, wie wir sehen
werden, der Satz dieser Nr. vollstandig aus.

In allen Fallen erhélt man aus der Forderung, dass in der
Matrix (3) alle 2 g -\ 2-reihigen Determinanten identisch ver-
schwinden, in den Unbekannten fX..fe und den Independenten
xX.. Xlt ein Differentialsystem 1. 0., das auf seine Integrabilitat
hin zu untersuchen ist.

4. Statt dieses Differentialsystems wollen wir indes ein
anderes betrachten, das fur unsere Zwecke, insbesondere fur
die Behandlung des sogleich zu besprechenden ,Problems Ji*
besonders geeignet ist.

Aus der Darstellung (2) des PfafTschen Systems (1) folgt,
dass die Relationen

fx= cov f2'=:@...fx= &
fur jedes Wertsystem der arbitréren Constanten C ein r-gliedriges

Integraldquivalent, also wenn wir die Ausdrucksweise der Geo-
metrie in dem n-dimensionalen Punktraum Rn(xx.. xH heran-
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ziehen, eine ,,n — r-dimensionale Integralmannigfaltigkeit, * oder
kurz eine ,Integral-iLf*-*# des Pfaff'schen Systems (1) dar-

stellen. Durch jeden Punkt ..#Q geht eine und nur eine
solche hindurch. Wird eine dieser Mn X durch die
Relationen

(20) Xi= w(lijw2..uy (i= 1..n; v—n—1t)

dargestellt, wo die u wesentliche unabhangige Parameter be-
deuten, so genuigen die X identisch den Differentialgleichungen

(H) n = S'O*~ (r= 21,..v, h= 1,..n—m)

und somit auch den folgenden:

N 23 23 an 212Xk _ g
1 i dUr dus8

(r,s= 1,2, ..v; h= 1,2, ..n— m),

die sich durch Derivation von (11) nach w, .. uv und Ver-
QO #

gleichung der links auftretenden Ableitungen ergeben.

Wir wollen das System (11) (12) mit Sv bezeichnen. Umge-
kehrt liefert jedes Integral (10) des Ditferentialsystems Sr von
der Eigenschaft, dass in der Matrix

1 H

dxxdX% dxn

13
(13) 3urdur ' * 3ur

nicht alle v-reihigen Determinanten identisch verschwinden,
eine Integral-JI/*., von (1).

Ist ferner das Differentialsystem Sy so beschaffen, dass
durch jeden Punkt atf..xP eines gewissen w-dimensionalen
(also nur durch Ungleichungen definirten) Gebietes des BH
wenigstens eine Integral-3fM r hindurchgeht, so lasst sich
das Pfaff'sche System (1) in der Form (2) schreiben, und

umgekehrt.
18*



278 Sitzung der math.-phys. Classe vom 7. Juli 1900.

5. Aus der allgemeinen Theorie der Systeme partieller
Differentialgleichungen] ergeben sich jetzt nachstehende
Resultate.

Figt man zu dem System Sv der Reihe nach diejenigen
Gleichungen, die aus ihm durch wiederholte Derivation nach
ux. ,uyhervorgehen, so gelangt man nach einer endlichen An-
zahl solcher Derivationen entweder (durch Elimination der
partiellen Ableitungen der x) zu Widerspriichen, ev. Relationen
in den Variabein X allein, oder zu einem Differentialsystem,
das durch Auflosung nach gewissen partiellen Ableitungen der
X in ein ,canonisches, passives System“ 2 verwandelt werden
kann. Als canonische Forml) kann man dabei immer eine
solche wahlen, die aus lauter Relationen der Form

BarH*2+-*+ey / dRi+--B*xk ~
3m“1 C.dun~r ~ A s, ey Loyt .. dufir *© J

mit folgenden Eigenschaften besteht: Keine der links vor-
kommenden Ableitungen tritt auf einer der rechten Seiten auf;

+ X k
far jede in vorkommende Ableitung —

I * y
ist 2 B<s2a; gilt das Gleichheitszeichen, so ist und im
Falle k— i die erste nicht verschwindende der Differenzen

Bi — ap R%— at... positiv. Bezeichnet man mit Riquier die
auf den linken Seiten der Gleichungen 2 vorkommenden par-
tiellen Ableitungen und alle die unbegrenzt vielen, durch
Derivation nach ux.. uvdaraus hervorgehenden Ableitungen als
.principale”“, die Variabein xXx..XH selbst und die noch
Ubrigen partiellen Ableitungen der x als ,parametrische*
Grossen des Systems 2, so findet die Passivitat des letzteren
darin ihren Ausdruck, dass man vermoége der Gleichungen 2
und der daraus durch unbegrenzte Derivation folgenden Re-
lationen jede principale Ableitung auf eine und nur eine Weise
durch die parametrischen Grossen allein ausdricken kann.

* Vgl. C. Riquier, Ann. < norm. 1893, p. 65, 123, 167; Par. sav.
[etr.] 32; A. Tresse, Acta math. 18 p. 1 (1894) u. a.
2 Vgl. A. Tresse a. a. O.
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Sind dann beliebige Constante, so besitzt das
Differentialsystem 2 — und infolgedessen auch das System Sv
— ein und nur ein System an der Stelle u® regularer Integral-
funktionen xx.. xn von der Eigenschaft, dass sich die x und

ihre sémtlichen parametrischen Ableitungen ~Nver-

moge der Gleichungen ul =u°l .. uv= bezw. auf die will-

kdrlich vorgeschriebenen ,Anfangswerte”

reduciren, vorausgesetzt, dass die rechten Seiten der Gleich-
ungen 2 in der Umgebung dieser Anfangswerte reguldr sind,
und die n Potenzreihen

d*+k+ - + XK\
) (W, ")

m ..o/

einen gemeinsamen w-dimensionalen Convergenzbezirk besitzen.

Insbesondere besitzt also das System 2 wenigstens eine
Integral-Uf,, die den willkurlich gewahlten (nur durch Un-
gleichungen beschrénkten) Punkt xf>.. x enthalt; hieraus und
aus der vorigen Nr. folgt:

,Damit das Pfaff'sche System (1) sich in der Form
(2) darstellen lasse, worin die t Funktionen fx..fx
von einander unabhangig sind, ist notwendig und hin-
reichend, dass aus den Relationen Sr und den Gleich-
ungen, die hieraus durch unbegrenzt wiederholte
Derivation nach ux. . uv hervorgehen, weder das Ver-
schwinden aller r-reihigen Determinanten der Matrix
(13), noch eine Relation zwischen den Variabein xx.. xH
allein folge. Ob diese Bedingungen erfullt sind, oder
nicht, lasst sich in jedem einzelnen Fall durch eine
endlicheZahl von Differentiationen und Eliminationen
entscheiden.

*) Die Summe erstreckt sich Uber alle parametrischenAbleitungen von Xh.
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Bezeichnet man allgemein mit Sx das System:

1 1 aur du9
r,s= 1,2, ..% h= 1,2 ..n— w),

und besitzt Sy die im vorigen Satze genannte Eigenschaft, so
gilt Analoges a fortiori fur alle Systeme &, wo X<v.

Verlangt man, um die Ideen zu fixiren, dass die n—v = X
Funktionen /4 hinsichtlich xvA\ .. xw<i. .xu unabhangig seien,
so kann man in Sv die Variabein xJ.. xv statt w, .. uv als
Independente einfuhren.

6. Die Bedingungen der vorigen Nr. verlangen naturlich
vor allem, dass nicht schon aus den Relationen (11) (12) selber
das Verschwinden aller v-reihigen Determinanten in (13) oder
eine Relation zwischen den x allein hervorgehe, m. a. W., dass
sich v linear unabhangige Funktionensysteme

(a4) ], rju, mtjm, (s= 1,2,..V)
derart bestimmen lassen, dass die Beziehungen
m m
(15) . X> aikhrjir ik ==
i
(r,s= 1,2 ...v; h— 1,2, ..n— m)

erfallt sind. Es ist dies nichts anderes als die in Nr. 3 unter
1) aufgestellte Forderung. In der That, gibt esv=n—X= m—g
Grossensysteme (14) der genannten Eigenschaft, so besitzen die
Gleichungen
E Msfi= 0 (s= 1,2 ..m—q)
genau g linear unabhangige Ldsungensysteme
flil f2* .. fMl (i= 1,2,..7),

und die bilinearen Gleichungen (5) sind offenbar veimége der
g linear unabhangigen Relationenpaare (8) (9) identisch erfullt.
Umgekehrt, ist letzteres der Fall, und bedeuten die Grossen



E. v. Weber: Pfaff’sche Systeme. 281

(14) die v linear unabhéngigen LOsungensysteme der Re-
lationen :
fw*h+ .- + Emrim= 0 (i= 1..9),

so bestehen offenbar auch die Beziehungen (15), was zu
zeigen war.

7. Bemerkenswert ist der Spezialfall, dass schon das
Differentialsystem Sy selber durch Auflésung nach gewissen

3Xm
Ableitungen i*1 e canonisches passives System verwandelt

werden kann. Dazu ist notwendig und hinreichend, dass das
System Sr und die Gleichungen, die hieraus durch unbegrenzte
Derivation nach den u folgen, weder das Verschwinden aller
r-reihigen Determinanten (13) noch auch irgend eine nicht in
Sr enthaltene Relation zwischen den Gréssen

Xu *= 1,. .»; r= 1, ..r)

zur Folge haben. Alle Systeme Sv S3 .. Sr-\ besitzen daun
a fortiori die analogen Eigenschaften.

8. Eine weitere Spezialisirung der Annahme der letzten
Nr. ist far die allgemeine Theorie der partiellen Differential-
probleme von besonderem Interesse. Es seien fur das System
Sv die Bedingungen der vorigen Nr. erfullt, und’es werde die
Forderung hinzugefiigt, dass aus Sv und den aus ihm durch
Derivationen folgenden Gleichungen keine &ndern Relationen
in den Variabein

() XtdM' 3u,’ " 3nt_, ( )

folgen, als solche, die vermége Sw\ (vgl. Nr. 5) identisch
bestehen, ebenso, dass aus dem System Syi und den daraus
durch unbegrenzte Derivation folgenden Gleichungen fur die

Variabein
3X 3IXi M
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keine andern Relationen hervorgehen koénnen, als solche, die
in Sy- 2 enthalten sind, u. s. w., endlich dass S%zu St in der
analogen Beziehung stehe. Betrachten wir jetzt eine beliebige
Integral-des Differentialsystems Sw\:

()] Xi= tpt(uxu%. wy-j) (i= 1,2,..n),

und beachten, dass jede partielle Ableitung der x, die in der
canonischen Auflésung von Sr-i parametrisch ist, infolge
unserer Annahmen sich offenbar auch unter den parametrischen
Ableitungen der canonischen Form von Sy findet, so erschliesst
man nach Nr. 5 die Existenz einer Integral-jlfv des Systems Sr,
die jene Integral-Jfr_i vollstandig enthédlt. Eine Ausnahme
wirde nur dann eintreten, wenn fir jedes Wertsystem der
Grossen (16), das durch die Relationen (17) definirt wird, die
rechten Seiten der canonischen Auflésung von Sv aufhdrten,
samtlich regular zu sein. Da dies aber, wie man leicht er-
kennt, nur far besondere Integral-Jf,_i eintreten kann, die
ausser Sy-\ noch andere partielle Differentialgleichungen er-
fullen, so schliesst man:

Unter den zu Anfang dieser Nr. gemachten Voraus-
setzungen geht durch jede Integral-JIfj des gegebenen
Pfaff'schen Systems im Allgemeinen wenigstens eine
Integral-Jf8, durch jede Integral-3fawenigstens eine
Integral-Jij etc., endlich durch jede Integral-Uf*-!
wenigstens eine Integral--5fy.

Die Aufstellung der hiezu notwendigen und hinreichenden
Bedingungsgleichungen zwischen den Coefficienten aih des Pfaff-
schen Systems bezeichnen wir als das ,Problem jB.“ Es er-
hebt sich in jedem einzelnen Fall insbesondere die Frage nach
der grossten Zahl v von der angegebenen Beschaffenheit.

9. Damit die Forderungen der vorigen Nr. erfullt seien,
ist vor allem notig, dass ausser den Bedingungen der Nr. 6
noch die folgenden erfullt seien: Bezeichnet man allgemein
mit Gx da« Relationensystem
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S'E* a*™tjir)k — O
B jir 1)
r,s= 21,2 ..X; A= 1,2, ..n— w),

so durfen aus den Relationen Qv durch Elimination der »/,
nur solche Relationen folgen, die vermége Gv_i identisch erflllt
sind, ebenso dirfen aus Gv_i durch Elimination der nur
solche Gleichungen hervorgehen, die inGv_o enthalten sind, u.s.w.

In den einfachsten Fallen m = 3 und m = 4 wird sich
herausstellen, dass diese Bedingungen zusammen mit denjenigen
der Nr. 6 bereits die Passivitat des Differentialsystems Sv zur
Folge haben.

10. In den Fallen m= 1 und m = 2 sind die Probleme
A und B trivial. Wir betrachten daher zunachst das Pfaif'sche
System:

(18) dxz+h= ahix\ + ahdx2+ dx3 (h= 1,2,.. n—3),

und fragen, unter welchen Bedingungen sich dieses System auf
eine Form mit n — 2 Diiferentialelementen bringen I&sst.

Soll zunéchst durch jede Integral-M x (oder ,Integralcurve*)
des Systems eine Integral-M 2gehen, so missen die Gleichungen

3 3

(19) X>5> aithf, k= 0 (A= 1,2,..n- 3)

far jedes Wertsystem f2f8 ein davon linear unabhangiges
Losungensystem 7l 1j21j3 zulassen, und dies kann offenbar nur
dann eintreten, wenn sich die n — 3 bilinearen Gleichungen
(19) auf eine einzige reduciren, d. h. wenn in der Matrix

aiz2l

(20)

a192 W23s ,a3l2

alle zweireihigen Determinanten identisch verschwinden. Sind
also etwa die Elemente der ersten Zeile nicht alle null, so
muss man haben:

<< = era<wtl (A= 2,3,..» — b i,k= 1,2, 3).
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Ich habe diese Annahme in einer friheren Abhandlungl
ausfuhrlich untersucht. Es sei hier nur hervorgehoben, dass
ein PfafTsches System (18) dieser Art unbegrenzt viele Integral-
M 2 besitzt, und dass jede dieser M 2 von ool , charakteristischen
Curven“ erzeugt wird, die durch das simultane System ge-
wohnlicher Differentialgleichungen

dxz+h = E aihdxr, dxx:dx2:dxs= am :a8l1 am

definirt sind; man erhalt die M% die durch eine beliebig vor-
gegebene Integral-Jfj des Systems (18) hindurchgeht, indem
man alle diejenigen ool charakteristischen Curven, die bezw.
von den ool Punkten der Integral-Jf, auslaufen, zu einer

zusammenfasst. Dieser einfache Satz enthalt als Spezialfall
Cauchy’s Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung mit zwei Independenten, sowie die Theorie der von
Lie*) so genannten ,Darboux’schen Systeme“ erster Klasse,
d. li. derjenigen partiellen Differentialprobleme in zwei Indepen-
denten, auf welche sich Cauchy’s Methode Ubertragen lasst.

11. Soll das System (18) Uberhaupt eine Darstellung
(21) dfh= Fhdf (A= 1,2,..n—3)

zulassen, so muss es nach Nr. 3 ein Funktionensystem ut ti2us
geben, derart, dass die Gleichungen

3 3
(22) Iixl> aah dxtoéxk= 0 (h= 1,..n— 3)
vermdge der Relationen
(23) uxdxj + u2dx2-f dx9= O
uxdxx-f w*dx2+ wddx9= 0
erfullt sind; also hat man
J ,.Zur Invariantentheorie der Systeme Pfaff’'scher Gleichungen*“»

Leipziger Berichte 1898, p. 207.
2 Leipziger Berichte 1896, p. 71.
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0 aAhdSAM

@ 0 aBAt2
(24) = 0 oder a8 M X\ RaW 4* aiaA’3= 0;

«31* «32h 0 Wa

ux u9 us O

in der Matrix (20) mussen also alle dreireihigen Determinanten
identisch verschwinden. Sind nun nicht alle zweireihigen
Determinanten null, so besitzen die Gleichungen (24) eine und
nur eine Auflésung, und es kommt noch die weitere Forde-
rung hinzu, dass die Gleichungen (18) (23) zusammen ein
unbeschrankt integrables System bilden. Man findet hierfur
die Bedingung:

O=rW(ANtt3 Aswd -} (-4Sux AxWY -~ w3(Al AN W),

Durch Betrachtung spezieller Falle Uberzeugt man sich
leicht, dass diese Bedingung nicht fur jedes beliebige System
(18) stattfindet; ist sie erfullt, so erhalt man durch Integration
des Systems (18) (23) eine und wesentlich nur eine Dar-
stellung (21).

Die Probleme A und B sind damit fur m= 3 voll-
standig erledigt.

12. Soll das Pfaff’'sche System

4
(25) dxi+h= '£aihdxi (h= 1,2,..n—4)

auf eine Form
(26) dfh= Fhdf (h= 1,2,.. n—4)

gebracht werden kénnen, so muss zundchst der Rang der Matrix

n—4
(27) <k h (i,* = 1,2, 3, 4)

gleich zwei sein. Deuten wir daher fj f2f3  und ebenso
rjl .. 24 als homogene Punktcoordinaten eines Ji8, so sind alle
linearen Complexe des i?3, die in der Schaar:
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4 4 H—a

(28) L 1 O @Ah) £i*]k= 0

enthalten sind, speziell.
Es werde mit x der Rang der Matrix

(29) (12A «18A «14A 23A «24A A= 1,.... n— 4)

bezeichnet. Ist dann x = 1, d. h. reducirt sich die Zahl linear
unabhangiger Complexe der Schaar (28) auf eins, so kommen
wir auf den Fall zurick, den ich in meiner pag. 284 citirten
Arbeit betrachtet habe. Die Reduktion auf die Form (26) ist
auf unendlich viele Arten mdglich, und zwar gehen durch jede
Integral-Jtfj unbegrenzt viele Integral-Uf2, durch jede der letz-
teren wenigstens eine Integral-M s hindurch. Umgekehrt, soll
dies der Fall* sein, so muss zwei der Rang von (27) und eins
deijenige von (29) sein; in der That folgt nach Nr. 9 aus der
gemachten Annahme, dass durch jeden Punkt f des iig wenig-
stens eine Gerade gehen muss, die allen Complexen der Schaar
(28) gemeinsam ist, und durch jede solche Gerade eine Ebene,
deren sadmtliche Geraden den Complexen der Schaar gemeinsam
sind, und dies kann offenbar nur eintreten, wenn alle Com-
plexe der Schaar (28) speziell und identisch sind.

13. Ist der Rang der Matrix (27) gleich 2 und x =
d. h. enthéalt die Schaar (28) zwei und nur zwei linear unab-
héngige Complexe, so bilden die Leitgeraden der ool Complexe
der Schaar ein ebenes Buschel. Ist

(30) wxsj + wif2+ wsi84" “ 0

die Gleichung der Buschelebene, so ist das Relationenpaar
(31) wxdxx4- - -+ dxA= O

(32) w dxt 4---4"wi $#4= 0

das einzige, vermoge dessen alle bilinearen Gleichungen:
4 4

(33) E'Xj* a,*AdXi dxk= Q (A=I, ..n — 4)

21
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identisch erfullt sind. Es gibt dann eine (und nur eine) Dar-
stellung (26), wenn das Pfaff'sche System (25) (31) unbe-
schrankt integrabel ist, d. h. wenn in der Matrix:

0 R * Bii W\
w. W9 . wA O

alle 4-reihigen Hauptunterdeterminanten verschwinden. Dieser
Pall lasst sich leicht auf denjenigen der Nr. 11 zurickfUhren.
Unter der gemachten Annahme gibt es namlich ein Funktionen-
system f, .. f4, das den Relationen

4
(34) 1 =0 A= 1..4, A= 1,..m—4)
genugt, indem f den gemeinsamen Schnittpunkt der Leit-
geraden der Complexe (28) bezeichnet; also gestattet das
Pfaff'sche System (25) die infinitesimale Transformationl

Xf=ZI1AIf+.. + d9AJ1
und wird, indem man die n— 1 Integrale der Gleichung
(35) Atf-f..+ AKF= 0

als neue Variable einfUhrt, auf ein n — 4-gliedriges Pfaff’'sches
System in n— 1 Variabein reducirt, fur das also m den Wert 3
hat. Da die Anzahl unabhangiger bilinearer Covarianten durch
die Transformation sich nicht andert,} so erhalten wir in der
That den Fall der Nr. 11

Ist 2 der Rang von (27) und x = 3, sind also 3 und
nicht mehr linear unabhangige Complexe in der Schaar (28)
vorhanden, so besteht letztere aus oo* speziellen Complexen,
deren Leitgeraden entweder durch einen Punkt f,. .f4 gehen,
oder eine Ebene (30) erflllen, je nachdem die Gleichungen (34)
eine LOsung besitzen oder nicht. Im letzteren Falle ergeben
sich fur die Moglichkeit einer Darstellung (26) ganz analoge

1) S. meine Arbeit, Leipziger Berichte 1898, p. 209.
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Bedingungen wie soeben; im ersteren Falle ist eine Darstellung
(26) Uberhaupt nicht mdglich.

Da nun unter der Annahme, dass 2 der Rang der Matrix
(27) sei, in der Schaar (28) mehr als drei linear unabhangige
Complexe nicht enthalten sein kdnnen, so sind die Probleme
A und B fur den Fall m= 4, v= 3 vollig erledigt.

14. Wir wenden uns zu dem Problem B unter der An-
nahme m = 4, v= 2; der Rang der Matrix (27) werde mit
2 0 bezeichnet.

1) 20= 4, x= 1|. Nach meiner oben citirten Abhand-
lung kann das Pfaff'sclie System (25) auf unbegrenzt viele
Arten in der Form

dft= Fdf + d<p; df%= Q,..dfn<= 0

geschrieben werden, worin die n Funktionen

f <, fv H. - fe-*i &

unabhéngig sind; durch jede Integral-M x gibt es unbegrenzt
viele Integral-ilf2

2) 20= 4, x= 2. Die Schaar (28) enthalt nur zwei
(im allgemeinen verschiedene) spezielle Complexe. Durch jeden
Punkt f, der nicht auf einer Leitgeraden eines der speziellen
Complexe liegt, geht eine einzige, den Complexen (28) gemein-
same Gerade, so dass die Bedingungen der Nr. 9 erfullt sind.
Ferner hat das System hier die Form:

(36) =

aur X cly (A= 1,--« —4; r=1,2)

(37) 11 dHo 0 (A= 1,..»—4),

(wobei man von den Relationen (37) nur die zwei ersten bei-
zubehalten braucht), und kann nach den Grissen
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aufgelost werden; diese Auflésung ist canonisch, und offenbar
passiv, da die zwei Werte, die sich fur jede der Ableitungen
~ ctlg durch Derivation von (36) ergeben, vermdge (37)
C

identisch ausfallen. Dementsprechend geht durch jede Integral-
curve des PfafTschen Systemes (25) mindestens eine, und, wie
man leicht erkennt, auch nur eine Integral-M %hindurch. Eine
Ausnahme tritt nur ein, wenn die gegebene Integral-ili,, die
wir durch Gleichungen der Form

Xi= w (w,) (i= 1..»)
definirt denken, ausser den Relationen

d xi+h X d Xi
dux I ihdul

auch noch das eine oder das andere der Gleichungspaare:

* N = - = i =
£1 “*oux 0: 1 dux o 1.2)

erfullt, wobei die beiden Relationenpaare

bezw. die Direktricen der in der Schaar (28) enthaltenen zwei
speziellen Complexe definiren sollen. Eine solche Integral-3/j
heisse eine ,Charakteristik*; sie ist auf unbegrenzt vielen
zweifach ausgedehnten Integralmannigfaltigkeiten des PfafTschen
Systems (25) enthalten. Umgekehrt enthalt jede Integral-3/2
je einfach unendlich viele Charakteristiken eines jeden der
beiden Systeme.

Wie man sieht, ergibt sich hier eine Theorie, die den
bekannten Satzen Uber partielle Differentialgleichungen 2. Ord-
nung mit zwei Independenten ganz analog ist, und auch wirk-
lich nicht nur die zuletzt genannte Theorie, sondern auch die-
jenige der sog. Darbouxlsehen Systeme zweiter Klasse als
Spezialfalle in sich schliesst. Indem wir wegen weiterer Einzel-
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heiten teils auf eine frihere Abhandlung,) teils auf eine an
anderer Stelle zu gebende ausfuhrliche Darlegung verweisen
missen, erwahnen wir hier nur noch, dass jedes n—m-gliedrige
PfafTsche System in n Variabein, dessen bilineare Covarianten
sich auf genau m — 2 linear unabhéngige reduciren, zu einer
analogen Theorie Anlass gibt, indem es im Allgemeinen eine
und nur eine Integral-Uf2 besitzt, die eine gegebene Integral-
Jf, enthélt.

Ist 20 = 4, so kann, falls die Bedingungen der Nr. 9
fur v = 2 erflllt sein sollen, x nicht > 2 sein, da sonst nicht
durch jeden Punkt des iZ3 eine den Complexen (28) gemein-
same Gerade hindurchgehen konnte.

3) Es sei 20= 2; dann ist x< 3.

Ist x = 1, so kann die Zahl v der Nr. 8 gleich 3 ge-
nommen werden.

Ist x =m 2, so kann das Differentialsystem (36) (37), genau
wie beim vorhergehenden Fall, ohne weiteres die canonische
passive Form erhalten, und man schliesst, dass durch jede
Integral-Ufj des Pfaff'schen Systems (25) im allgemeinen eine
und nur eine Integral-geht. Diese Integralmannigfaltigkeit
wird aber nunmehr durch Integration eines simultanen Systems
gewohnlicher Differentialgleichungen gefunden. In der That
reducirt sich das Pfaff'sche System (25) unter der gemachten
Annahme durch EinfUhrung der Integrale der in Nr. 13 be-
trachteten Gleichung (35) als neuer Variabler auf ein System
mit n — 1 Variabein, oder etwas anders ausgedruckt, die durch
eine gegebene Integral-itf, gehende Integral-M % wird erzeugt
von den ool charakteristischen Curven der Gleichung (35), die
bezw. von den ool Punkten der M x ausgehen.

Soll endlich im Falle 20 = 2, x = 3 durch jeden Punkt
des jRRB eine gemeinsame Gerade der oo* speziellen Complexe
(28) gehen, so missen die Leitgeraden der letzteren einen Punkt

) ,Ueber gewisse Systeme Pfaff'scher Gleichungen®,
Sitzung8ber. der math.-phys. Classe der k. bayer. Akad. d. Wiss., Bd. XXV,
p. 423 (1896).
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fj .. £4 also die Gleichungen (34) auch jetzt wieder ein Losungen-
system gemein haben. Dann aber geht durch jede Integral-ikf,
eine Integral-Mv die genau wie vorhin von den charakteristi-
schen Curven der partiellen Differentialgleichung (35) er-
zeugt wird.

Wir kénnen die Ergebnisse dieser Nr. so zusammenfassen:
Damit durch jede Integral-Jfj des Pfaff’'schen Systems
(25) eine Integral-Jf~ hindurchgehe, ist notwendig
und hinreichend, dass entweder in der Matrix (29)
alle dreireihigen Determinanten identisch verschwin-
den, oder dass die Gleichungen (34) ein Lésungen-
system besitzen.

15. Indem wir nun dazu Ubergehen, fur die noch Ubrigen
Falle, die sich unter der Annahme v= 2, m= 4 darbieten,
das Problem A, d. h. die Moglichkeit einer Darstellung

(38) df4*= Fndf+ Okdsp (h= 1,2 ..n—4)
des Pfaff’schen Systems (25) zu erdrtern, betrachten wir zunachst

1) den Fall 20= 2, x = 3 unter der Annahme, dass die
Leitgeraden der oo* speziellen Complexe der Schaar (28) nicht
durch einen Punkt gehen, sondern in einer Ebene liegen, die
im jRs(fj.. f4 durch die Gleichung

W f, + waf* + f8+ wAh “ O
definirt werde. Dann sind die Relationen (37) mit den folgenden

algebraisch &quivalent, d. h. jede Integral-il™ des Pfaff’'schen
Systems (25) erfullt auch die Pfaff’'sche Gleichung

(39) WAX\+ -+ d#= 0.

Wenn wir von dem in Nr. 13 behandelten Fall absehen,
dass das System (25) (39) unbeschrankt integrabel ist, und
beachten, dass die bilinearen Gleichungen (33) vermdge der
Relation (39) und der dazu congruenten identisch verschwinden,
so erkennen wir in den Gleichungen (25) (39) ein n — 3-gliedriges

1900. Siteimgsb. d. math.-phys. CL 19
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Pfaff'sclies System mit n Variabein, dessen bilineare Covarianten
sich auf eine einzige

4 4
BikdXi dxk= 0 (Bik= Aiwk— Akw,)

reduciren. In Nr. 10 wurde gezeigt, dass dieses System, und
mithin auch das gegebene Pfaff'sche System (25) sich in un-
begrenzt vielen Weisen auf eine Form mit n — 2 Differential-
elementen reduciren lasst. Diese Reduction verlangt die In-
tegration einer linearen homogenen partiellen Differential-
gleichung erster Ordnung, die offenbar in der Gestalt:

0, Rt% RIS Btv w AJ
Riv 0, Rn> Ryv W AtfT
0 > AJd
(40) Rtv Bm - Rsv o
Rtv RBw RBiv O, W ag
W Ms, W 0 o

AJ, AJ, AJ, AJ, O O

geschrieben werden kann; durch jede Integral-M x des Pfaff-
schen Systems (25) (39) geht eine und nur eine, von den
Charakteristiken der partiellen Differentialgleichung (40) erzeugte
Integral-Jf2 hindurch.

2) Es sei 20= 4, x = 3, und es werde ferner ange-
nommen, dass die Leitgeraden der in der Schaar (28) vor-
handenen ool speziellen Complexe eine allgemeine Regelschaar
2. Grads bilden. Die Leitschaar der letzteren besteht dann aus
allen den Complexen (28) gemeinsamen Geraden, und moge
durch die beiden Gleichungen:

£ ME+ Qs vii.j

0;
(41)

/i - Q(1j W 0

dargestellt werden, wo g einen Parameter bedeutet. Es ist
leicht, die /, v, jii v als Funktionen der a,*8 auszudricken,
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doch ist die explicite Aufstellung der betreffenden Formeln fur
unsere Zwecke nicht noétig. Das allgemeinste Relationenpaar
in dxx.. dxv das mit dem congruenten zusammen alle bilinearen
Gleichungen (33) identisch erflllt, hat darnach die Form:

S fidxt+ e (2jvidxi)= O;
(42)

£ RidXi+j(Sv(dxtu= 0,
worin g eine arbitrare Funktion der x bedeutet; diese ist jetzt
S0 zu bestimmen, dass das n — 2-gliedrige Pfaff'sche System
(25) (42) unbeschrankt integrabel wird. Zu diesem Zweck
betrachten wir die Gleichungen (25) (42) als ein Pfaff'sches
System in n -f 1 Variabein g, xt.. xM Die bilinearen Co-
varianten desselben reduciren sich auf die beiden folgenden:

Jj  (*<k+ QViK) dXidxk+ £n (iR dXi— dgdx,)= 0,
Jj 2j Rih + Q=*ik)dxibxk+ 2jvi(dg dxt— dg dx>) = 0,
worin zur Abkurzung
Ai Hu— AKkfii = filk u. s w.

gesetzt wurde. Von diesen zwei Gleichungen ist keine eine
Folge der andern; denn sonst ware die Relation SJ i»= 0

eine Folge von E v, &= 0 und von (41), d. h. die Regelschaar
(41) ware ein Kegel oder ein ebenes Buschel.

Nehmen wir, um die Ideen zu fixiren, an, dass die Gleich-
ungen (42), solange g beliebig, nach dx% dxK auflésbar seien,
so koénnen wir das Pfaff'sche System (25) (42) in der Form
schreiben:

(43) dxi+h= bihdxx+ bhdx% (h= 1,..n—2),

wo die btk rationale Funktionen von g bedeuten.
Setzen wir:

bt = o; Bibu, — Bithy —bm, (h&= o,1,2),

19*
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so verschwinden nach dem eben gesagten in der Matrix

*01 *21 *01
*012 *i2  *02

alle dreireihigen, aber nicht alle zweireihigen Determinanten
identisch.

Um auf das Pfaff'sche System (43) die Methode der Nr. 11
anzuwenden, suchen wir zwei Funktionen vv v der Variabein
Xi, g S0 zu bestimmen, dass die Relation

(44) dg = vxdxx+ wdxt

mit (43) zusammen ein unbeschrankt integrables System liefert.
Nach Nr. 11 missen die v den Gleichungen

(45) vxaz0a 4" v2*0lh= *2. (A= 1..» — 2)

gentigen, und sind hierdurch offenbar als rationale Funktionen
von g eindeutig bestimmt. Ferner muss man haben:

CRIf + vi -®ofi f + ve®f) — O,
oder also:
(46) (BxB% + vi{BxBQ + (BOBJ +
4 BOf(SI\— B2+ M SoM—WBOM )~ 05
da aber die drei ersten Terme wegen (45) eine identisch ver-
schwindende Summe haben, so folgt:
47) B xv2— B %vx4- v, BOWs— vi BOvx= O.

Es ist dies eine algebraische Gleichung in g; ist sie fur
jedes beliebige g erfullt, dann und nur dann ist das Pfaff'sche
System (43) (44) unbeschrankt integrabel. Bedeuten fv f%. .fH\
seine Integrale, so erhalt man fur das gegebene Pfaff'sche
System (25) zunachst eine Darstellung der Form

(48) Fihdfx4-.. & FnithdfHi = 0 (A= 1,..n— 4),

wo die F' f Funktionen von g, xx..xn bedeuten, und das
Zeichen d sich auf diese w4 1 Variabein bezieht. Da aber
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das unbeschrankt integrable System (43) (44) nach dg auf-
gelést ist, so kann eine der Gleichungen f, = c, etwa

fn—1(Qi --Xn)= C

(wo c eine arbitrare Constante bedeutet), nach g aufgel6st
werden. Substituirt man diesen Wert von 4 in (48), so erhalt
man fur das PfafTsche System (25) eine Form mit n— 2
Differentialelementen, und es gibt, wie man sieht, einfach
unendlich viele Darstellungen dieser Art.

Ist die Bedingung (47) nicht fur jedes 4 erflllt, so kann
die Grosse g hochstens auf eine endliche Zahl von Arten als
Funktion von xv .. x,, so bestimmt werden, dass das PfafTsche
System (25) (42) unbeschrankt integrabel wird. In der That,
damit die Funktion g das genannte System unbeschrankt in-
tegrabel mache, ist notwendig und hinreichend, dass man
identisch habe:

Bxbjh— B2bh+ Bgbh'Bxg— BOG/,- B%g ~ O,

dass also g den beiden nicht homogenen linearen partiellen
Differentialgleichungen

(49) Bxg = vx, Btg= v

genuge. Setzt man nun
-B —pi; Bxg wvx~ F\ B%y v2= O,

so muss die Funktion g auch die folgende Identitat befriedigen:

AaF (d0 , aQO\ d<(dF
o= [F*]=LA £p. 0 ) - s ldXi + P

Diese Gleichung aber reducirt sich, wenn man die Re-
lationen (49) bertcksichtigt, auf eine in den p, lineare Relation,
die aus (46) dadurch entsteht, dass man darin 5%_ durch pi

1

und BOf durch — 1 ersetzt, m a W. auf die algebraische
Gleichung (47).
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Fur jede einzelne Wurzel g dieser Gleichung hat man
jetzt zu priufen, ob das System (25) (42) unbeschrankt in-
tegrabel wird; dabei kann indes auch noch die Annahme g =
in Betracht kommen, d. h. es kénnen die Gleichungen

— 0, E dxi= O

mit (25) zusammen ein unbeschrankt integrables System bilden,
also zu einer Darstellung (38) Anlass geben.

3) Wir betrachten den Fall 20 = 4, x = 3 unter
Annahme, dass fiur die in Xx X2 X0 homogene quadratische Form,
deren Quadrat mit der vierreihigen alternirenden Determinante
(27) identisch ist, die Diskriminante identisch verschwindet,
dass also die 00l Geraden, die allen Complexen der Schaar (28)
gemeinsam sind, in zwei ebene Blschel zerfallen. Ist das eine
dieser Buschel durch das Gleichungspaar:

4 4 4
50 E* fiifi + gE* f»= 0, £ =0
(50) ] 9E » 189£

definirt, so hat das allgemeinste Relationenpaar in dxy.. dxv
das mit dem congruenten zusammen alle bilinearen Gleich-
ungen (33) erfullt, die Gestalt:

(51) IAidXi+ g'EiVidXi® 0, EjWid#,= 0,

oder die analoge, aus dem Gleichungspaar des zweiten Buschels
zu bildende Form. Damit dann eine Funktion g der Variabein
xX.. xH das n — 2-gliedrige Pfaff'sche System (25) (51) unbe-
schrankt integrabel mache, ist notwendig und hinreichend,
dass die beiden folgenden Identitaten stattfinden:

0 M3 M A*i+ Qvv Mi
M1 M2 B 0 = o
Mi+ gq*i - : 0 0

A h MW M 0 0

der
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0 Au A9 Au (*t+ Bwv /*

(52) ML A NS AT Pw fli — 0)
Jii+RVi . . 0 0
Mi Pt. 0 0

worin gesetzt ist:
Aik= Pik + QVik+ AiQ—ViAkQi

und die /4* u. s. w. die auf pag. 293 angegebene Bedeutung
haben.

Die erste dieser Identitaten hat die Form
(53) Ag+B=0

wo A, B Funktionen von xx.. xHbedeuten. Ist A= 0, B = 0,
so liefert (52) fur g eine nichthomogene lineare partielle
Differentialgleichung 1. Ordnung, und jedes Integral derselben
macht das Pfaff’'sche System (25) (51) unbeschrankt integrabel;
es gibt fir das gegebene Pfaff'sche System (25) unbegrenzt
viele Formen mit n — 2 Differentialelementen. Ist A 5~0, so
hat man zu prifen, ob die durch (53) definirte Funktion g die
Relation (52) erfillt; ist dies der Fall, so erhalt man fur das
Pfaff’'sche System (25) eine Form mit n— 2 Termen. Schliess-
lich hat man, wenn A ~ 0 ,B €0, noch zu untersuchen, ob
nicht etwa die Gleichungen

AVidXi= 0, E vidXi= 0
mit (25) zusammen ein unbeschrankt integrables System

liefern.

Dieselben Untersuchungen sind naturlich auch fur die
Definitionsgleichungen des &andern der beiden Geradenbuschel
durchzufuhren.
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4) Ist20= 4, x = 4, so kénnen die Complexe der Schaar
(28) ein Geradenblschel (50) gemein haben, dann ist die
weitere Diskussion dieselbe wie vorhin; oder sie haben zwei
Gerade gemein, d. h. es gibt nur zwei verschiedene (oder
coincidirende) Relationenpaare

(54) £ fiildXi=Q, YjjjLidXi= O

die mit den kongruenten zusammen den bilinearen Gleichungen
(33) genugen, also fur das gegebene Pfaff’'sche System (25)
héchstens zwei verschiedene Formen mit n — 2 Differential-
elementen. Ebenso erkennt man, dass im Falle x = 5 hoch-
stens eine solche Darstellung, im Falle x = 6 aber Uberhaupt
keine existirt.

Durch die vorstehenden Betrachtungen sind die Probleme
A und B fur m= 3 und m — 4 vollstdndig erledigt. Zu-
gleich erkennt man, dass fur diese Werte von m die in Rede
stehenden Reduktionen stets auf die Integration gewohnlicher
Differentialgleichungen zuriickkommen, mit einziger Ausnahme
des Falles Nr. 14, 2).

Die Behandlung der Falle m > 4 erfordert ein genaueres
Eingehen auf die Theorie der linearen Complexe in hoheren
Raumen, d. h. der Schaaren von alternierenden Bilinearformen
mit mehr als vier Variabeinpaaren. Ich gedenke meine auf die
Falle m= 5 und tn= 6 bezuglichen Untersuchungen dem-
nachst an anderer Stelle ausfuhrlich darzulegen.
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Nachschrift.

Nach Ablieferung dieser Arbeit erhielt ich durch
gutige Vermittelung der Herrn A. Mayer und F. Engel
Kenntnis von einer Abhandlung des Herrn J. K. Russjan:
LSistema urawnenij Pfaff’ a“ (Odessa 1899). Herr Russjan
versucht darin, die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen daftir aufzustellen, dass ein Pfaff'sches System (1)
sich auf die Form (2) bringen lasse; doch sind die Resultate
seiner Untersuchung unrichtig. In unserer Bezeichnungsweise
lauten die Russjan’sehen Bedingungen so: Es missen in der
Matrix ; aiks X8 | alle 2g + 2-reihigen] Hauptunterdeter-
minanten identisch verschwinden, und das System linearer
homogener partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung, das
erhalten wird, wenn man ausdrickt, dass die Matrix:

0 X Q@2 X - - ij* Ok X A\ f
£* Ql« X% 0 ij* a2 Xfi A2 f
2ja@ues X6 0, Amf i

4f, Af, Amf, o 1

héchstens den Rang 2 g besitzt, muss g unabhangige Integrale
uv u% .. ue zulassen.

Die Notwendigkeit dieser Bedingungen leuchtet nach
Nr. 2 unserer Arbeit unmittelbar ein; Herr Russjan glaubt
aber, dass sie auch hinreichen, und dies ist keineswegs der
Fall. In der That, waren die genannten Bedingungen hin-
reichend, so misste man (wie es auch Herr Russjan thut,
1 c p. 109 ff.), folgern, dass bei geradem m jedes n — w-

HDa—r—
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gliedrige PfafTsche System in nt Variabein auf eine Form mit
n — ~ m Differentialelementen reducirt werden kann, da ja in
diesem Fall g = \m, mithin das obige Schema, als alternirende
Matrix der ungeraden Ordnung m -J 1, fur jedes beliebige f
einen Rang <2 g besitzt. Also misste z. B. jedes n — 4-
gliedrige Pfaff'sehe System in n Variabein auf n — 2 Differential-
elemente reducirt werden konnen, was nach den Ergebnissen
der vorliegenden Arbeit nicht der Fall ist, schon deswegen
nicht, weil mehr als vier lineare Complexe des jRO im allge-
meinen keine Gerade gemein haben.

Damit werden aber auch alle Ubrigen Schllsse der Russjan-
schen Arbeit, soweit sie sich auf Systeme Pfaff'scher Gleich-
ungen beziehen, illusorisch.
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