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463

Ueber die Convergenz periodischer Kettenbrüche.
Von Alfred Pringsheim.

1. DtttmUr.)

Allgemeine Kriterien zur Beurtheilung der Convergenz 
und Divergenz periodischer Kettenbrüche mit beliebigen 
complexen Gliedern sind zuerst von Herrn 0. Stolz ange­
geben worden.1) Später hat Herr G. Landsberg2) den Fall, 
dass sämmtliche Theilzäliler und Theilnenner ree l l  und 
rational sind, mit Hülfe einer besonders einfachen und sinn­
reichen Methode behandelt, welche zugleich auch den Zu­
sammenhang zwischen dem betreffenden Kettenbruche und einem 
anderen, durch geeignete Inversion der Periode daraus hervor­
gehenden unmittelbar erkennen lässt und auf diese Weise die 
Verallgemeinerung eines bekannten, von Galois3) zunächst 
nur für sog. regelmässige Kettenbrüche bewiesenen Satzes 
liefert. Da Herr Landsberg seinen Untersuchungen eine 
etwas andere und zwar, wie die Durchführung der Rechnung 
lehrt, weniger zweckmässige Kettenbruchform zu Grunde legt,4) 
als Herr Stolz, so erscheint die Vergleichung der beider­

*) Innsbrucker Ber. 17. Febr. 1886. Die Beweise der daselbst mit- 
getheilten Sätze findet man in den V or le sungen über  al lg .  A r i t h ­
metik,  Bd. II (1886), p. 299 ff. Ein dort noch nicht angeführtes D i ­
vergenz-Kriterium giebt Stolz:  Innsbr. Ber. 1887/88, p. 1. 2.

2) Journ. für Math. Bd. 109 (1892), p. 231-237. Vgl auch: E. Netto ,  
ebendas. Bd. 110 (1892), p. 349.

8) Gergonne Annales, T. 19 (1828— 1829), p. 294.
4) S. weiter unten p. 465, Fussnote 2).
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seitigen Endresultate einigermaassen erschwert. Ueberträgt 
man aber die Landsberg’sche Methode, die überdies in einigen 
Einzelheiten eine noch etwas elementarere und durchsichtigere 
Darstellung gestattet, auf Kettenbrüche mit beliebigen com- 
plexen Gliedern in der von Herrn Stolz benützten Form, so 
kann man in der That mit den denkbar einfachsten Hülfs- 
mitteln zu einer äusserst einfachen und übersichtlichen Formu- 
lirung der Stolz’sehen Convergenz- und Divergenz-Kriterien 
gelangen. Zugleich ergiebt sich dann auch die oben erwähnte 
Verallgemeinerung des Galois’sehen Satzes für Kettenbrüche 
mit ganz beliebigen Theilzählern und Theilnennern.

Die Durchführung dieses Gedankens bildet den Inhalt der 
folgenden Mittheilung.

§ 1. Nothwendige und hinreichende Bedingungen für die 
Convergenz eines rein periodischen Eettenbruches.

Ich bezeichne den Kettenbruch:

&o+

• +  &n 
b»

durch eins der Symbole:

seinen auf Grund der bekannten Beziehungen:

(1) j =  M o  +  ax =
A y  =  by A y - 1 “ f" ®y A y - 2 S y  =  by B y —\ 4 " B v - 2  ^  2 )

A y
formal gebildeten vten Näherungsbruch mit ^  oder K r und

setze:
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(2 ) (6#; v ‘ · ■ £ ) ■ " £ — ■K r ’

gleichgültig, ob der Kettenbruch als solcher einen be­
stimmten Sinn besitzt,1) sofern nur K y selbst eine bestimmte 
Zahl vorstellt, d. h. Bv von Null verschieden ist.

Im Falle bQ =  0 schreibe ich statt:

kürzer:
(0V - " s )  bezw· b s n

( * ■ · ·■ £ )bezw- f ö D
Bedeuten dann av, bv (y =  1, 2, 3 , . . .) irgendwelche com- 

plexe Zahlen (mit Einschluss der reellen und für die bv 
auch der Null, während durchweg: | av | >  0), welche den 
Bedingungen genügen:

(3) i  aAp+'4 ^  aft ( *  =  2’ 3’ * * ’ in
1 bAp+/t =  bM V = l , 2 ,  . . .p  ) '

so soll der unendliche Kettenbruch:

m :
als ein rein periodischer*) und zwar mit der ^gliedrigen 
Periode:

( al  M  
W " b f)

*) Ygl. Stolz,  Allg. Arithm. II, p. 269.
2) Darnach gilt der Kettenbruch:

anders geschrieben:

hn +

K r ·

för
schon als unrein periodisch.  Es ist dies diejenige Form, welche Herr 
L an d sb e rg  zum Ausgangspunkte seiner Untersuchungen gewählt hat.



bezeichnet werden, wobei noch angenommen wird, dass p die 
kleinste Zahl bedeutet, für welche die beiden Beziehungen 
(3) erfüllt sind.

Wenn nun der Kettenbruch (4) überhaupt convergirt, 
so muss sein Werth x der Relation genügen:

r = ( aX a> \ =  Är + Är -i x
\bt ’ bp 4" #/ Bp 4“ ’

sodass also x eine bestimmte Wurzel der quadrat ischen 
Gleichung sein muss:

• (I) Bp-i x%4- (Bp— Ap-\)x — Ap =  0,

sofern nicht etwa gerade jBp-i =  0 ist. In diesem Specialfalle 
reducirt sich diese Gleichung auf eine lineare, und sie wird 
überdies gänzlich hinfällig, wenn auch noch Bp — =  0 
ist. Wir betrachten zunächst den allgemeinen Fall:

I. |JB,-i|>0.

Die beiden Wurzeln x der Gleichung (I) werden dann 
durch den Ausdruck dargestellt:

(6) x =  2 ~ - { A p. , - B p ± V D } ,

wo D  die Discriminante von (I) bedeutet, also:

(7 a) D  -  (A p -X -  B , ) ' + 4  Ap Bp- X 
=  (A p-1 +  -Bp)* +  4 (A p Bp-1 — Ap-i Bp)  

oder auch:

(7b) D  =  S%—  4P ,

wenn man beachtet, dass:

(8) ApBp-\ Ap _i Bp =  ( 1)p 1 · ax ct2... dp =  U  ( ß*)
v= 1

und sodann die Abkürzungen einführt:

(9) A p . 4 Bp =  S, h ( - a v)  =  P.
v = l
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Um die Convergenz oder Divergenz von |^J , d.h. schliess­

lich die Beziehung von lim K r zu einer der beiden Zahlen x
y=oo

festzustellen, untersuchen wir allgemein einen Ausdruck von 
der Form H — x, wo:

/I A\ TT--  ( a 1 aP  ̂ ___ Ap "f" Ap—1 h
“ - ^ " - - b p  +  h J - B p + B p - t h '

also zunächst:
TT „ __Ap Bp x -f· (Ap—\ Bp-i x) · h

Bp+ B p- th

Da aber aus Gl. (I) folgt:

(11) Ap — Bpx =  —  (Ap-i —  Bp- ix ) -x ,  

so hat man:

(12) =

Für die weitere Untersuchung ist nun zu unterscheiden, 
ob Gl. (I) zwei verschiedene Wurzeln besitzt oder nicht, 
d. h. ob I D  I >  0 oder D  =  0.
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I\ |D|>0.
Werden alsdann die beiden verschiedenen Wurzeln von 

Gl. (I) mit xv x% bezeichnet, so kann man dieselben nach 
Gl. (6) definiren durch die Beziehungen:

i 2 Bp-i xx =  Ap-1 Bp e · Y D
'  '  1 /— ’

l 2 B p - l xi =  Ap- l —  B p - e - V D

wo V D  den Hauptwerth der betreffenden Quadratwurzel be­
deutet und e =  +  1 oder — 1 in der Weise fixirt werden soll, 
dass der Kettenbruch, falls er überhaupt convergirt, ge­
rade den Grenzwerth xx besitzt. Setzt man dann in Gl. (12) 
x =  xx bezw. x =  xv so folgt durch Division der resultirenden 
Gleichungen:



<14> 

wo:
(15) m  = ^p~1 Bp-\ $x_s g · Yd )

Ap-\ —  Bp-\ xt '

Man hat nun für v > p in Folge der Periodicität der ör„, bv:

(16) x = ( v ' - - 6 7 + ^ ; . · ) ’

d. h. es wird: H =  Kv für: h =  Kv_p und daher nach QL (14):

(17) =
V Ky --- X % Ky-p — X %

Substituirt man hier der Reihe nach v =  p jli, 2 /> +  /i, 
• · · lp  +  M (wo M eine beliebige Zahl aus der Reihe 1, 2,. . ,p\ 
so folgt durch Multiplication der resultirenden Beziehungen:

/i o\ K-ip+ft xx __ K fl xx __ ,_A A fl B fl xx 
W  K kp̂ - x %~ m  K tl- x t ~ m  ' A , - B p X ,  
d. h. 
/iq\ v- __*, (Ap Bp xa) Jfi · x% (Ap B^ xx) 
K } p+l1 ~  (A h -  *,) -  M l · (4 . -  B/t *,)

=  Xx +  M ' - ( x - x ty  BfiXi)·

Damit also lim Kxp+/t =  xx werde (für: p =  1, 2,. . .p) ist
>l=rao

nothwendig und hinreichend, dass:

m  lim * >  ■ <*. -  * ,) · =  0 ·

Da aber (xx— x%) von Null verschieden und auch 
( Aft — B h xx) zum mindesten nicht für jedes /i =  l,2, . . . p

468 Sitzung der math.-phys. Glosse vom 3. November 1900.

*) Wegen:
•Bp-i (xi 4“ Xf) =  AP—i B p 

kann man M  auch in die Form setzen:

M  _  Bp +  Bp- i J,
BP -f- BP -1 x {
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verschwinden kann1), so findet die Beziehung allemal dann 
und nur dann statt, wenn:

(a) lim M k =  0 d. b. | J f | < l f

und ausserdem der Nenner des Ausdruckes (20) für l =  oo 
nicht verschwindet, d. h. wenn:

(b) \Afl — Bflx% | >  0 für p =  1, 2,. . . p .

Die Bedingung (a) verlangt aber genau folgendes: es muss
6 =  +  1 so fixirt werden, dass (s. Gl. (15)):

S - e - V D
(21) < 1 ,S +  e - V D

und dies kann offenbar allemal und zwar bei vollkommen 
eindeutiger Bestimmbarkeit von « erzielt werden, sofern 
nicht gerade:

S - e - V D(22) M 1 =
S + e - V D

= 1,
in welchem Falle dann e willkürlich =  +  1 angenommen 
werden kann. Setzt man nun etwa:

(23)
S

V b

so geht die Bedingung (22) in die folgende über:

a — e +  ßi _  
a +  e— ßi

d.h. ( « - £ ) ·*  +  ß > = (a  +  e ) '+ ß ',

also schliesslich:
a =  0

oder, wenn man allgemein den reellen Theil einer complexen 
Zahl z mit SR(z) bezeichnet:

(24)
■ ( $ - ·

l) Dies gilt offenbar auch im Falle p =  1.
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Hiernach ist also die Bedingung (a) bei gee igneter  
Normirung von e stets erfüllbar, wenn:

Dass im entgegengesetzten Falle, also für | M  | =  1 wirk­
lich Divergenz stattfindet, erkennt man unmittelbar aus 
ÖL (19), wenn man berücksichtigt, dass für |Jf| =  l  — da 
die Möglichkeit M  =  1 hier definitiv ausgeschlossen erscheint1) 
— stets M =  — 1 oder M  eine nicht-reelle Zahl mit dem ab­
soluten Betrage 1 sein muss, und dass daher M 1 für A =  l,2,3,... 
eine unbegrenzte Folge periodisch wiederkehrender oder 
durchweg von einander verschiedener Werthe annimmt 
(letzteres, wenn M  keine Einheitswurzel).

Im übrigen lässt sich die Divergenz-Bedingung (21) 
noch in folgender Weise umformen. Da dieselbe genau soviel

*) Denn aus M  =  1 würde folgen D  =  0, was unter den weiterhin 
zu behandelnden Fall l b gehört.

Ist M  =  —  1, d. h. S =  0, so folgt aus Gl. (19) für g e r ad e  X: 

lim =  Kxp^p =  Kfi {ja =  1, 2 , . . .  p) ,
x=oo

dagegen für unge ra de  X:

Ita S W  _  a. h. .

Da nämlich allgemein:
A pxtx2 —

Bp—i

. Ap—1 — Bp 
** +  * ·=  B ,·—

und, wegen S =  0, d. h. A p -1 =  — Bp, speciell sich ergiebt: 

, 2 A p -i  2 Bp
* * + * ’ =  BP̂ r —  5 ,:,

so findet man in der That:

(xi +  x*)· K fl — 2xi x2_  A P-\  Kfi +  Ap _  K
2 Kp — (xt +  xg) B p -1 Ep +  Bp p+f4*



s s*
besagt, dass rein imaginär oder Null, also wesent­

lich negativ oder Null, so kann man sie zunächst durch 
die folgende ersetzen:

g  =  ( o < e <  +  oo)

oder, wegen: D  =  S% — 4 P, auch:

s * — r-77-  · 4 P . 
i  +  e

Da hier 7-7— "=  & für 0 <  q <  00 jeden Werth des In- 
1 +  {?

tervalles 0 < # < 1  annimmt, vice versa — so gewinnt man 
schliesslich statt der Bedingung (24) die folgende:

(24*) £>* =  4 # · P  (O< :0<1 ) ,

anders geschrieben:

D  =  S% — 4 P  =  — 4(1 — # ) . P

und, wenn man noch 1 — ft =  rj setzt:

(24b) D =  — i r j . P  (0 <  *? <  1).

In Bezug auf die Convergenz-Bedingung (b) ist noch 
zu bemerken, dass dieselbe für ju =  p — 1 und /* =  allemal 
eo ipso erfüllt ist. Da nämlich (nach Ql. (11) für x =  x2):

(25) Ap —  Bp #2 =  (-4p-i Bp—i x̂ ) · x% »

so würde zunächst aus:

*Ap—i — Bp—i Xf == 0

jedesmal folgen, dass auch:

Ap —  Bpx% =  0

und — sofern nur | x% | >  0 angenommen wird — auch um­
gekehrt. Alsdann hätte man aber:

^  (nämlich =  #,),
J fp—\ J fp

1900i Sitsnogsb. d. mmth.-phy». CL 31
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was in Folge der Voraussetzung ! av ! >  0 unmöglich ist. 
Schliesst man also den Fall x% =  0 vorläufig aus, so 
genügt die Existenz der Bedingung (b) schon in dem folgenden 
Umfange:

(B) j Ap — x% >  0 für ju =  1, 2,. . .  (p — 2),

sodass dieselbe hiernach überhaupt erst für p^> 3 in Betracht 
kommt.

Angenommen nun, man habe (falls p 3) für ein oder 
mehrere specielle fx =  m:

(26) A m — B m xt =  0 d. h. JKm ®  #Ä, 

so folgt aus Gl. (19), dass allgemein:

(27) Zzp+m =  ^2, also auch: lim KXp+m =  x%,
Arrco

während für alle von m verschiedenen u die Beziehung verbleibt:

(28) lim Klp+I, =  xx.
f l  — CD

Hat also irgend einer der ersten (/> — 2) Näherungsbrüche 
den Wert x%, so gilt das gleiche von allen denjenigen Kv, 
deren Index um ein Multiplum von p grösser ist, während die 
Folge der übrigen nach xt convergirt.

Was den oben zunächst ausgeschlossenen Fall x% =  0 be­
trifft, so bemerke man, dass derselbe nach 61. (25) nur dann 
eintreten kann, wenn:

(29) Ap =  0.

Nun nimmt aber für Ap =  0 die Gleichung (I) die fol­
gende Form an:

(30) Bp-1 a* +  (B r — Ap-0  x =  0,

und zwar hat man (wegen: Ap-\ Bp — Ap Bp—\ =  — 4 P  4= 0) 
hierbei stets:

\Ap-i ! >  0, \BP >  0

472 Sitzung der math.-phys. Classe vom 3. November 1900.

und auch:
! B p -  A p-x I >  0
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(da die Annahme: Bp — Ap-\ =  0 auf den Fall einer Doppel- 
wurzel x =  0 führt, also unter I b gehört). Sodann wird:

(deren Herleitung in keiner Weise auf der Voraussetzung 
I Ap | >  0 beruhte, also auch für Ap =  0 giltig bleibt) zu er­
füllen hat man also zu setzen:

Im ersten Falle convergirt also der Kettenbruch nach 
xx — 0, wenn noch die Bedingung (B) in dem dort bezeich- 
neten Umfange besteht (da ja hier die Nebenbedingung | xt | >  0 
erfüllt ist). Im zweiten Falle ist der Kettenbruch niemals 
convergent, da ja, wegen Ap =  0, x% =  0, stets:

(sofern nicht gerade jli eine solche Zahl m bedeutet, für die 
ebenfalls noch A m — Bm x% =  0 wird).

Hiernach ergiebt sich also das folgende Gesammtresultat:

(31) entweder: # =  0, oder: x =  — — —p

und daher

(32) entweder: Ap-\ — Bv-\ x =  Ap-\,
oder: Ap- i  -— Bp_i x =  Bp.

Um jetzt die Convergenz-Bedingung (a), nämlich:

Ap—i Bp—\ x̂

(33) xx =  0, r , wenn:

dagegen:

wenn:

(35) Ap — Bpx% =  0, d. h. Kp =  x% =  0

wird, sodass also der durch Gl. (27), (28) charakterisirte Di­
vergenz-Fall eintritt; d. h. man hat:

81*



was in Folge der Voraussetzung |a„|>0 unmöglich ist. 
Schliesat man also den Fall x% =  0 vorläufig aus, so 
genügt die Existenz der Bedingung (b) schon in dem folgenden 
Umfange:

(B) \Afl — Bfix%\>Q für =  1, 2 ,. . .  (p — 2),

sodass dieselbe hiernach überhaupt erst für p ̂  3 in Betracht 
kommt.

Angenommen nun, man habe (falls p  3) fttr ein oder 
mehrere specielle jli = m :

(26) A m — Bm x9 =  0 d. h. Km ** 

so folgt aus 01.(19), dass allgemein:

(27) Kxp̂ .m■— ^2* also auch: lim Kxpĵ m ==
A = o o

während für alle von m verschiedenen ft die Beziehung verbleibt:

(28) lim Kip+/l =  xx.
ft— reo

Hat also irgend einer der ersten (p — 2) Näherungsbrüche 
den Wert x21 so gilt das gleiche von allen denjenigen K „, 
deren Index um ein Multiplum von p grösser ist, während die 
Folge der übrigen nach xx convergirt.

Was den oben zunächst ausgeschlossenen Fall x% =  0 be­
trifft, so bemerke man, dass derselbe nach 61. (25) nur dann 
eintreten kann, wenn:

(29) Ap =  0.

Nun nimmt aber für Av =  0 die öleichung (I) die fol­
gende Form an:

(30) Bp-i x% +  (Br — Ap- 1) x =  0,

und zwar hat man (wegen: Ap-\ Bp — Ap Bp-\ =  — 4 P ^ 0 )  
hierbei stets:

\Ap-.x I >  0, | Bp > 0

472 Sitzung der math.-phys. Classe vom 3. November 1900.

und auch:
| Bp -  Ap-X | >  0
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(da die Annahme: Bp — Ap-\ =  0 auf den Fall einer Doppel - 
wurzel x =  0 führt, also unter I b gehört). Sodann wird:

(deren Herleitung in keiner Weise auf der Voraussetzung 
I Ap j >  0 beruhte, also auch für Ap =  0 giltig bleibt) zu er­
füllen hat man also zu setzen:

Im ersten Falle convergirt also der Kettenbruch nach 
xx =  0, wenn noch die Bedingung (B) in dem dort bezeich- 
neten Umfange besteht (da ja hier die Nebenbedingung | x% | >  0 
erfüllt ist). Im zweiten Falle ist der Kettenbruch niemals 
convergent, da ja, wegen Ap =  0, x% =  0, stets:

(sofern nicht gerade jli eine solche Zahl m bedeutet, für die 
ebenfalls noch Am — B m xt =  0 wird).

Hiernach ergiebt sich also das folgende öesammtresultat:

(31) entweder: x =  0, oder: x =  — ----—p

und daher

(32) entweder: Ap-\ — Bp-\ x =  Av-\,
oder: Ap- X — Bp-\ x =  Bp.

Um jetzt die Convergenz-Bedingung (a), nämlich:

\ M \ =  h = l ----- < 1
AP— i Bp—i xg

(33) xx =  0, x

dagegen:

wenn

(35) Ap — Bp x2 =  0, d. h. Kp =  x% =  0

wird, sodass also der durch 61. (27), (28) charakterisirte Di­
vergenz-Fall ein tritt; d. h. man hat:

31*



I\ Ist: ! Bp-\ | >  0, |D|>0, \Ap \>0,

so sind die Bedingungen (A) und (B) nothwendig 
und hinreichend für die Convergenz des rein peri-

474 Sitzung der math.-phys. Classe vom 3. November 1900.

wo Y D  den Hauptwerth bedeutet und e =  +  1 
vermöge der Ungleichung (21) eindeutig be­
stimmt ist.

Im Falle Ap =  0 hat man1):

Der Vollständigkeit halber sei noch erwähnt, dass die 
Convergenz des Kettenbruches nicht alterirt wird, wenn unter 
den Näherungsbrüchen Kfl (/x =  1,2,. .. j») einer oder mehrere 
durch das Verschwinden des Nenners B  ̂ sinnlos werden. 
Angenommen nämlich, es sei für irgend ein bestimmtes jx =  n: 
B n =  0 (in welchem Falle dann allemal: | An i >  0), so folgt 
aus Gl. (19):

J) Be isp ie l :  Für den unendlichen Kettenbruch mit der drei­
gliedrigen Periode:

Ap—i — Bp -{- € · Y d  
2B.-1

während der Kettenbruch divergirt,

(37) TT _ X X — M X- xi 
Ap+n i __ n n1 — 3P ’

hat man:
Ax — 2?i — bt 
A j  == 6) S q =  (?2 “ j" &2 

A$ =  0  =  fl j  ·

d. h. a2 — | a± b% | >  0.
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sodass alle Kxp+H für X 1 endlich und bestimmt ausfallen 
und lim 2^+* =  xx wird.

X=CD

I b. D  =  0.

Ist D  =  0, so hat man:

(38) {Av-\ — Bp)%=  — 4cApBp-i anders geschrieben: S2= 4 P

(also sicher: jS j> 0 ) .  Die beiden Wurzeln der quadratischen 
Gleichung (I) fallen dann in die eine zusammen:

(39) *  =
Ap—i —  Bp 2 Ap

2 ß p -x Ap-x — Bp
und es wird daher:

(40} I Bp-i x — Ap-1 £ (Ap -1 Bp) \ __
\ B p̂ x  +  Be = i { A p_ v- B p) +  Bp j ~ *  ’

sodass GL (12) sich zunächst in die Form setzen lässt:

(41) H - x  =  B̂p -(■ Bp—i x
B,

Subtrahirt man auf beiden Seiten (A — x), so wird:

Bp-1
Bp -f- Bp—i x

( H — x) -  (h —  x) (nach GL (41))

(42) =  — · (H — x ) ' ( h  — x) (nach Öl. (40)).

Hieraus findet man wieder für: h =  K v- P, also: H =  Kv, 
die Recursionsformel:

(43) K r - K r - p ---------- * - = ±  (K r -  X ) (Ky-p -  X ) ,

aus welcher zunächst hervorgeht, dass für: Ky- P — x =  0 auch: 
Ky — x =  0 (nämlich: Ky =  Ky- p)  wird und umgekehrt.

Ist also Ky-p — x von Null verschieden, so gilt das 
gleiche von Ky — x, und man kann also in diesem Falle



Gl. (43) durch Division mit (K v — x) · (K v -P — x) in die Form 
setzen:

<“ > K .---, -  K ^ = i +  N ' N - - p '

sodass sich durch Substitution von v =  p +  f*,2p -f- /»* .. .Xp-\-p 
und Addition der betreffenden Gleichungen ergiebt:

(45) +  i- N,
Kkp+fi X &.u %

also schliesslich:
, . « s  jrr __  | K(l X __  I Afi Hfl X
(  j  *p+"  V + t N i K . - x )  ~ X +  X N ( A ,, — B f ,x )
und:

(47) lim Kxp+p =  x .
A = a o

Ist andererseits für irgend ein fi =  tn: K m =  x, so folgt 
auf Grund der oben gemachten Bemerkung, dass auch: Kp+m =  :r, 
sodann: =  x u. s. f., d. h. man hat in diesem Falle:

(48) lim Kxp̂ -nt -Äjip-f-m — % ·
A = o o

Wird ferner für irgend ein ju =  n: K u sinnlos, also B n =  0 
(wobei dann sicher | An \ > 0 ), so folgt aus Gl. (46):

(49) Kxv+n =  x -f p-r-r, also ebenfalls: lim KxP+u =  x .
*  ·** A = o o

Betrachtet man schliesslich noch den speciellen Fall: 
Ap =  0 (wobei dann: | Ap_\ | >  0, | Bp | >  0), so wird hier 
nach GL (38) auch: Ap-\ — Bp =  0 (also: S =  2 Bp), d. h. die 
quadratische Gleichung (I) reducirt sich auf die folgende:

(50) Bp x* =  0

mit der Doppelwurzel x =  0. Die zuvor angestellten Betrach­
tungen behalten dann durchweg ihre Gültigkeit, man hat 
lediglich in GL (42) — (49) x =  0 zu setzen und findet in 
jedem der betreffenden Fälle:

(51) lim Kxp+fi =  0 .
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Hiernach ergiebt sich also der Satz:

I b. Ist: |2?p_ i | > 0 f D =  0

[
Q =  05

in jedem Fa l le  gegen den
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Werth :
__AP~\ Bp__  2 Ap
~  2 Bp-i Ap-i — Bp

und man hat specie l l :

x =  0, fal ls:  Ap =  0.

Es bleibt jetzt noch der Fall zu betrachten:

H. Bp—i =  0.

Aus: Ap Bp-i — Ap-\ B p =  — P, wo: | P  | >  0, folgt dann, 
dass allemal:
(52) | Ap-i | >  0, | ^ | > 0 .

Der Werth x des Kettenbruches, falls derselbe überhaupt 
convergirt, hätte hier der Relation zu genügen:

(53) *  =
Hp

sodass an die Stelle der quadratischen Gleichung (I) die 
folgende lineare tritt:

(H) (Bp — A p -1) x — Ap =  0.

Für die weitere Untersuchung sind nun folgende Unterfalle 
zu unterscheiden:

H\ \Ap\> 0, | Bp -  Ap-x\>  0.

Man hat also:
A

(54) x =  p- —  d. h. endlich und von Null verschieden.
±>p— Ap-1

Da sodann, wegen P p_i =  0, die Beziehung besteht:

Ap +  Ap-1 h ,
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so folgt:

d. h.

(56) H — x — M ·  (h -  x\ wo: M =
P

und hieraus, analog wie im Falle I a:

(57) KXp+fl- x  =  W  . (K ft - x )  <ji =  1, 2,.. .p).

g i r t , wenn | M | ^  1 (wobei der Fall M  =  1, d. h. Bp—Ap-\ =  0 
auf Grund der Voraussetzung vorläufig noch ausgeschlossen er­
scheint). Aber auch im Falle | M  \ <  1 findet Divergenz 
statt. Hier wird zwar:

sobald fi einen solchen Index bedeutet, für welchen eine 
bestimmte Zahl vorstellt. Dagegen wird K x P+ h für jedes X 
gleichzeitig mit Kfl sinnlos, und da dies, wegen Bp-\ =  0, 
für fi =  p — 1 sicher (eventuell auch noch für andere Werthe 
von fi) der Fall ist, so enthält die Folge der Näherungsbrüche 
Kxp+ti allemal unbegrenzt viele sinnlose1), sodass also 
der unendliche Kettenbruch als divergent bezeichnet werden 
muss1).

x) Dies wurde von Herrn L a n d sb e r g  (a. a. 0. p. 287) übersehen, 
sodass er in dem betreffenden Falle Convergenz  deducirt.

2) Be isp ie l :  Der Kettenbruch mit der 8 gliedrigen Periode:

Hieraus erkennt man, dass der Kettenbruch sicher diver-

(58) lim x,

)·
Man hat: 

und allgemein:



nb. \A,\>0,  \Bp — Ap-1\ = 0 .

Da hier Ap-\ =  BPl so lässt sich Gl. (54) in die Form 
setzen:
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d. h. der Kettenbruch divergirt nach oo (mit dem Vorzeichen

möge, schon aus dem Grunde divergent, weil die Reihe der 
Näherungsbrüche unendlich viele sinnlose (nämlich für 
ja =  p — 1) enthält.

Da hiernach der Kettenbruch im Falle Bp-\ =  0 allemal 
divergirt, so kann man schliesslich die gefundenen Ergeb­
nisse in folgender Weise zusammenfassen:

Für die Convergenz des rein periodischen 
Kettenbruches mit der ^ - g l i e d r i g e n  Per iode

p

I IC. Ap =  0. 

Man hat hier aus Gl. (54):

H =  -£ = i. h
B P

(62)

Der Kettenbruch ist also, wie auch ^  - beschaffen sein



[1] |Ä ,- i|>0 .  ·)

Diese Bedingung ist auch tunreichend, wenn: 
D  =  (Ap-\ — Bp)% +  4 ApBp-\ =  0 und man hat:

K l ' - 00__Ap—\ Bp
lA- Jv=i 2 jBp-i

Ist dagegen D >0 , so ist weiter noihwendig, dass:

[2] h ( Ä ) i > o  (wo: s= a’- ' + bj · *)
Ist diese Bedingung erfüllt, so lässt sich e · jHD 

(wo e =  +  1 und V D  den Hauptwerth der Quadrat­
wurzel bedeutet) eindeutig so fixiren, dass:

sodass also:

Ap—j — Bp e · Y  D  Ap—i — Bp — e · Y  D  
Xl 2 B ^  ’ 2 B ~ X

eindeutig bestimmte Zahlen vorste l len.  Im F a l l e  
| Ap ! >  0 convergirt alsdann der Kettenbruch 
gegen den Werth sofern ^?<2, während für 

noch die folgende Bedingung als noihwendig 
und hinreichend hinzutreten muss:

[3] | Afl — Bhx% | >  0 O  =  1, 2,. . .  O  — 2)).

!) Ist p — 1, so hat man nach üblicher Weise zu setzen:

B p -  \ =  2?0 =  1,

sodass also die fragliche Bedingung hier stets eo ipso erfüllt ist. Im 
übrigen hat man in diesem Falle:

A p_ ! =  0, A p =  av B p =  bv S =  bv D  =  b\ +  4 av

2) Die Bedingung [2] lässt sich mit Rücksicht auf 61. (24 *), (24*) 
auch folgendermaassen formuliren:

E 8 da r f  keine Rel at io n  bestehen von der Form:

£a =  4 $ P  ( O < 0 < 1 )  

oder anders geschrieben:

T) =  — 4rj P  ( 0 < i j < 1 ) .
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In dem besonderen Falle Ap =  0 lässt sich die 
Bedingung [2] durch die folgende ersetzen:

und man hat alsdann xx =  0 als Grenzwerth des 
Kettenbruches.

Sind S und D  reell, was offenbar insbesondere stets der 
Fall ist, wenn die a„, bv durchweg reell sind, so besteht offen­

bar die Divergenz-Bedingung (24): =  0 im Falle

D >  0 ausschliesslich dann, wennS=0 ;  dagegen im Falle 
D  <  0 für jedes S.

Da andererseits im Falle D > 0 ,  |S|>0 von den beiden 
Werthen des Ausdruckes

so gewinnt man hier die folgende einfachere Formulirung:

Sind S, D  reell (eventuell auch JVuZZ), so ist für 
die Convergenz des fraglichen Kettenbruches noth- 
wendig:

| Bp- } \ > 0  | S | > 0  D >  0.

Diese Bedingungen sind auch hinreichend im 
Falle D  =  0 l) und für p <  2 auch im Falle D >  0, 
und man hat:

!) Die Bedingung | S | >  0 ist in diesem Falle stets eo ipso er­
füllt: s. Gl. (38), p. 476.

[2·]

S -f e · V D  ( w o  jetzt: V D >  0) 

derjenige der numerisch grössere ist, bei welchem c gleiches
ß

Vorzeichen mit S besitzt, also: e =  r̂ -| gesetzt werden kann,



Im Falle p7> 3 ist jedoch noch erforderlich, 
d ass:

I Ap — Bft x% | >  0 O  =  1, . . .  (p — 2)),
wo:
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§ 2. Der einem rein periodischen Kettenbruche 
conjugirte Kettenbruch.

Bedeutet K  einen unendlichen rein periodischen Ketten­

bruch mit der j>-gliedrigen Periode so soll als zu

K  conjugirt derjenige unrein periodische Kettenbruch K ' 
bezeichnet werden, welcher besteht aus dem Anfangsgliede bp 
und einem rein periodischen Kettenbruche mit der Periode 
(ap_ aP-i fl, oA
U - i ’ bp- 2 ’ “ V  bP) ’ alS0·

(63)

Für den Fall p =  1, in welchem diese Definition keinen 
Sinn besitzt, hat man zu setzen:

(64)

Wenn nun in dem zuletzt bezeichneten Falle der Ketten­
bruch K  überhaupt convergirt, so hat man1):

(65) {  Ä ’= * , = i ( 6 l+ e -V ^  +  4o,), wenn: j6i +  4a,|>0, 

Ibezw. K = x  = ^ b v wenn: 6i-j-4a1 =  0,

und daher:

(66) I  +  d.h. = - * „
I bezw. K ' =  — \bx d. h. =  — x.

*) Vgl. p. 480, Fussnote 1).



Um nachzuweisen, dass ein ganz analoger Zusammenhang 
zwischen K  und K ' auch für stattfindet, schicken wir
zunächst die folgende Hülfsbetrachtung voraus. Setzt man:

so folgt:
(»7 ») - l · ) ,

H
und umgekehrt.

Substituirt man:
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so wird:

(68») 

und zunächst:
<68,) M H ' ! ) ’

also:

(68b) -  -Rg= Z T g ) — vice yersa.

Angenommen, es bestehen für irgend ein bestimmtes n 
allemal gleichzeitig die beiden Relationen:

(69)

T T ____ ( O ,  a » — 1 ® " \

V*1 ’ ' ' ‘ ’*·-> ’

__ J> _ (  a" ffli ^
- H ) '

so folgt durch die Substitution:
^  =  ä j - ^ ± l

zunächst

und:

rr_ (<h
W  "*>n' Rn+J
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(  an

\ K - i ’ ' · V - u )

1 o, «1 \
■’ 6 7 - , ’ · ’ - H ) '

484

also schliesslich:

Damit ist aber die Allgemeingültigkeit der Beziehungen
(69) erwiesen, da deren Richtigkeit für n —  2, 3 bereits er­
kannt wurde.

Setzt man jetzt in Gl. (69)

(70) n = p > 2 ,  H = — ir,  Rp =  bp — h\

so ergeben sich als allemal gleichzeitig bestehend die Be­
ziehungen :

TT _ ( ai ap-l dp \
W ' "  ftp-i ’ bp -  h'J(71) V ‘ r ? '

ßp-1
\hx 

- ( b ■

bp—i

ap— 1
bP- r  · ·

Zugleich besteht dann aber, falls | D  | >  0, zwischen h' 
und IT  die folgende, aus Gl. (10) und (14) für H =  — H\ 
h =  — h' hervorgehende Relation:

(72) J  + X̂  =  M 1i A - X- i (wo: M = S— e- ^ / * )■ 
h + x ,  H  \ S + e - V D J

Bezeichnet man jetzt die Näherungsbrüche des oben mit 
K ' bezeichneten unrein periodischen Kettenbruches mit

K * =  § r (” =  0,1,2....... ),

sodass also insbesondere:



also, wie die Vergleichung mit (71) zeigt, h ' =  K'v für: 
IT =  K l -P. In Folge dessen ergiebt sich aber aus Gl. (72):

(n?L\ -f- x%_Ky-p +  x2
{ } Kl +  xx ~  M  K r -P +  ^

und hieraus, analog wie in § 1:

(76) =  0* =  0,1, . . .  ( j »— 1)), 
Kkp+n "r X\ i X\

also:

(77) +  JP -fc  

und daher, falls \M  | <  1:

(78) lim Kip+fi =  — x%,
i =ao

sofern noch die Bedingung erfüllt ist:

(79) I A'n -(- Bpxx | >  0, zunächst für: fi =  0,1,. .. (p — 1).

Es lässt sich aber auch hier wiederum zeigen, dass diese 
Bedingung für die beiden letzten Werthe j u = p — 2, p — 1 
nicht in Betracht gezogen zu werden braucht.

Um dies nachzuweisen, hat man nur A‘fl1 B^ für jbL =  p — 2, 
p — 1 durch entsprechende A B u auszudrücken, was auf 
folgende Weise geschehen kann. Setzt man:



. ' - ( - f r · · · ? · “ , )  

<8»  - ( · ” £ · - S - I Ä ) ·
Andererseits ergiebt sich aus Gl. (80):

(82)
Ap- Xr —  Bp- Xq

und daher, durch Combination von Gl. (81), (82), für r =  0 
bezw. q =  0:
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(83)

( 2k . aP ___ d p
bp b2)  Ap-

( L . aP a* _
\°p' 6p.,’ •■• 'V b J - B ' - x

Bp

Da aber aus den Beziehungen:

A x =  ax A2 =  ax bt Ay+\ =  av+\ Ay~\ +  bv+x Ay 
B x — bx B% =  at -\- bx b% By+\ — ay+\ B y- 1 -f- by+\ B y

resultirt, dass Ap, Ap- X formal (d. h. für ganz beliebige a„, by) 
den grössten gemeinsamen Theiler ax, dagegen Bp und Bp-\ 
überhaupt keinen gemeinsamen Theiler besitzen, so folgt aus 
GL (83):

(84)
A P—2 __ d  ̂ · Ap Ap—i __ Bp
B^2 —  a-> · Ap ’ Bp-r ~  Bp ’

Da ferner xx eine Wurzel der quadratischen Gleichung (I) 
(p. 466), so hat man:

(85) (Bp -J“ Bp-1 xx) · xx =  Ap -j- -4p-i xx, 

also mit Berücksichtigung von GL (84):

(86) (AP-1 “f~ Bp—i xx) · xx =  (A p - 2  ~\~ -Bp-2 #1) · ·

Daraus erkennt man aber, dass die Beziehung:

Ap-i  -|“ Bp-i xx =  0
allemal die folgende:
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Ap _2 -}" Bp—2 === 0 

nach sich ziehen würde und, sofern nur | a?j | >  0, auch um­

unmöglich ist. Da andererseits im Falle xx =  0 nach 
Gl. (85) auch Ap=  0 sein muss, so ergiebt sich, wenn man 
den Fall A p=  0 vorläufig ausschliesst, dass die Bedingung
(79) in der That nur für p =  0, 1, . . . (p  — 3) gefordert zu 
werden braucht, sodass sie also überhaupt nur für p >  3 in 
Betracht kommt.

Was sodann den vorläufig ausgeschlossenen Fall Ap=  0 
betrifft, so hat man nach Gl. (33) zu setzen:

sodass also in diesem Falle die Bedingung (79) für f i = p  — 2 
nicht erfüllt ist und der Kettenbruch K ' daher divergirt. 

Dagegen hat man nach Gl. (34):

also # !> ( ) :  der Kettenbruch K ' convergirt  also in diesem 
Falle nach — x% =  0, sofern nur die Bedingung (79) für 

=  0, 1, . . . (p  — 3) erfüllt ist. —

Ist jetzt D  =  0, so tritt an die Stelle von Gl. (72), die 
folgende, aus Gl. (42) durch Substitution von U  =  — H ', 
h — — Ji hervorgehende:

(88) h’ - H  =  -  ~1 (h' +  x ) - (H '+ x )  (wo: *  =

sodass für: H ’ =  K ‘y-p, also: Ji =  K ‘v (s. Gl. (71)), sich ergiebt:

gekehrt:  man hätte dann also: , was wiederum

und somit:

(87) Ap -f" Ap i xY =  0, d. h. Ap -2 4" Bp— 2 === 0

(89) K v- K r p = -
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und, falls | K'r- P ·+■ x | >  0 und somit auch | K ‘r - f  x j >  0 :

('90  ̂ K'y +  x =  K 'y -^ ± x  +  N ‘

Daraus folgt dann, genau wie in § 1, I b:

(91) 1 , =  T ~ -  +  X  N  

Kxp+ft 4“ x KfA "h x
und:

(92) lim Kip+/l =  — x.

Ist aber für irgend ein =  m: K'm - f # =  0, so folgt 
aus 61. (89), dass Kp+m =  K ‘m =  — #, und allgemein: 
K ‘ip+m =  — x , also auch:

(93) lim K[p+m =  —  x.
A=oo

Dieses Resultat gilt auch wiederum noch in dem beson­
deren Falle Ap =  0, d. h. x =  0. Die vorstehenden Ergebnisse 
lassen sich also in folgender Weise zusammenfassen:

Is t  | D  | >  0 und c o n v e r g i r t  der K e t t e n b ru ch  
IC nach so convergirt  — K ' nach xt, sofern 
für p > 3  noch die Bedingung erfüll t ist:

\ A n + B ,flxl \>0  Cu =  0, 1 , . . .  (p —  3)).

Nur im Fal le:  Ap =  0, j AP-\ | <  Bp |, in welchem 
K  =  0 wird, ist K ' divergent; während für: Ap =  0,
1 Ap ] \ > \ B P\ zwar K  divergirt, dagegen K ' nach 
0 convergirt.

Ist \1) = 0  und | B p-\ > 0 ,  so hat man:

K  =  —  K ’ =  x d.h. =  Ap̂ ~ B ".
6 £>p-\
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