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Ueber einen Fundamentalsatz ans der Theorie der
periodischen Functionen.

von Alfred Pringsheim.

(JStHg8kntftn 27. DtttmUr.)

Im folgenden soll unter f (w) ein fur allemal eine Function
verstanden werden, welche keine ,unendlich kleine“Periode
d. h. in jedem endlichen Bereiche nur eine endliche Zahl
von Perioden besitzt: eine Eigenschaft, welche bekanntlich jeder
nicht constanten eindeutigen oder endlich-vieldeutigen
analytischen Function eo ipso (aber nicht dieser Functions-
Classe ausschliesslich*)) zukommt. Fur Functionen dieser Kate-
gorie gilt dann bekanntlich der von Jacobi*) aufgestellte und
bewiesene Satz, dass sie hdchstens doppelperiodisch sein
kénnen. Jacobi’s Beweis grundet sich auf die folgenden drei
Theilsatze:

I. f(u) kann niemals zwei Perioden odv a%mit reellem
irrationalen Quotienten besitzen. Ist hingegen — reell und
COX

rational, so lassen sich <ov <%als ganzzahlige Multipla einer
einzigen Periode o> darstellen. (A. a 0. § 1)

*) So kdnnen auch unendlich-vieldeutige analytische Func-
tionen die fragliche Eigenschaft besitzen (z. B. Ig f (w)), brauchen sie
aber nicht zu besitzen (wie z B. die Umkehrungsfunction eines In-
tegrals u mit mehr als zwei Periodicitats-Moduln). Vgl. im ubrigen:
Casorati, Acta math. T. 8 (1886), p. 844.

2 Journ. f. Math. Bd. 13 (1885), p. 55—61 (= Ges. Werke,
p. 25-32).
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Il. Sind (ov <og os Perioden, welche paarweise kein
reelles Verhaltniss besitzen, so muss zwischen ihnen eine
homogene lineare Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten be-
stehen. (A. a. 0. 8§ 3.)I)

I1l. Besteht zwischen irgend drei Perioden cd., cov ws
mit paarweise nicht reellem Verhaltniss eine homogene lineare
Relation mit ganzzahligen Coefficienten, so lassen sich zwei
Perioden oo, od angeben, derart dass: (oH= mH@ + nH(0'
(x = 1,2,3; m* nHganze Zahlen bezw. Null). (A. a 0. § 2)

Hieraus kann nun in der That gefolgert werden, dass
jede endliche Anzahl von Perioden sich schliesslich immer
auf eine bezw. zwei reduciren lasst. Aber, obschon das hierzu
dienliche Verfahren unbegrenzt fortsetzbar erscheint, so
ist doch nicht gentigend ersichtlich, dass sich wirklich auch
die Gesammtheit aller moéglichen Perioden, welche ja unter
allen Umstanden aus einer unendlichen Zahlenmenge besteht,
durch eine bezw. zwei specielle, eindeutig charakterisirte
Perioden darstellen lasst. Mit anderen Worten, durch die
Jacobi’sche Deduction wird die jeweilige Existenz primitiver
Perioden noch keineswegs vollstédndig in Evidenz gesetzt, viel-
mehr ist hierzu wiederum noch eine besondere Betrachtung
erforderlich.

Darnach erscheint es aber weit zweckméassiger, von vorn-
herein die Existenz bestimmter primitiver Perioden festzu-
stellen: die obigen Jacobi’sehen Séatze resultiren sodann als
ganz unmittelbare Folgerungen. Ein Verfahren dieser Art
wurde von Weierstrass fur den allgemeinen Fall von Func-
tionen beliebig vieler Variabein angegebenl und von 0. Bier-

*) Der sehr sinnreiche, aber etwas muihsame Algorithmus, den
Jacobi zum Beweise dieses, den eigentlichen Schwerpunkt der ganzen
Deduction bildenden Satzes anwendet, lasst sich auch durch eine wesent-
lich einfachere Grenz-Betrachtung ersetzen: s. z. B. Rausenberger,
Theorie der periodischen Functionen (1884), p. 303, Nr. 7. — Thomae,
Abriss einer Theorie der Functionen einer compl. Veranderlichen und der
Thetafunctionen, 3. Aufl. (1890), p. 39, § 35.

2 Berl. Monatsber. 1876, p. 680 (= Math. Werke, IlI, p. 70).
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mann auf den Fall einer einzigen unabhéngigen Variabein
Ubertragen.)

Die folgende, auf einer anderen, principiell etwas ein-
facheren Auswahll der primitiven Perioden beruhende Dar-
stellung durfte den Vorzug grésserer Anschaulichkeit besitzen
und gestattet Uberdies auch einen genauen Ueberblick Uber die
verschiedenen, bezuglich der Anzahl und der Gréssenverhéltnisse
jener besonderen Primitiv-Perioden vorhandenen Mdoglichkeiten.
Der Vollstandigkeit halber und, um die vollkommene Analogie
in der Behandlung der einfachen und doppelten Periodicitat
deutlich hervortreten zu lassen, schicke ich auch die Betrach-
tung desjenigen Falles voraus, welcher den Jacobi’'sehen Satz |
involvirt.

Lehrsatz I. Alle einer Function vom Charakter
f(u) zukommenden Perioden welche gegenseitig in
reellem Verhaltnisse stehen, lassen sich als ganzzahlige
Multipla einer einzigen Periode ojl darstellen.

Beweis. Bedeutet G irgend eine beliebige Periode, so
giebt es in Folge der uber f (u) gemachten Voraussetzung nur
eine endliche Anzahl von Perioden mit einem absoluten Be-
trag und somit auch eine endliche Anzahl von Peri-
oden iox, deren absoluter Betrag |wH] einen bestimmten, von
Null verschiedenen Minimalwerth besitzt. Wird eine dieser
letzteren willkurlich ausgewahlt und mit o>xbezeichnet, so hat

man fur alle mdéglichen (oK die Beziehung: — = 1; da aber

andererseits © nach Voraussetzung reell ist, so folgt:

= +_1, d h ¢x= + WE_

0 Theorie der analytischen Functionen (1887), p. 368.

2 Noch anders (in wesentlich geometrischer Darstellung) bei Tan-
nery et Molk, Eléments de la théorie des fonctions elliptiques, T. |
(1893), p. 143, Nr. 83.
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Ist sodann Q wieder eine ganz beliebige der zu a, in
reellem Verhaltnisse stehenden Perioden, so lasst sich — stets

und nur auf eine einzige Weise in die Form setzen:
Q. m+ e,
0,

wo m eine ganze Zahl und 0 g < 1. Darnach ware aber:
acd, = Q — tncd, und zugleich |gcd, I< Ja>, I,

d. h. q cd, eine Periode mit kleinerem absoluten Betrage als
cd,, was unmdglich ist, solange q > 0. Somit muss q = o0 sein,
worauf dann Q = mecd, sich ergiebt.

Folgerungen. 1) Unter den Perioden von f(u) kdnnen
niemals zwei solche Vorkommen, welche ein reelles ir-
rationales Verhaltniss besitzen.]

*) Will man dies noch ausdrucklich bestatigen, so kann man sich

statt der von Jacobi beniUtzten Kettenbruch-Entwickelung von auch

der noch elementareren Darstellung von — durch einen unendlichen Deci-

malbruch oder sonstigen systematischen Bruch bedienen. Angenommen
man habe:

= = i irrational,
§  ylooy
(wo b eine natirliche zahl > 2, ar eine Folge ganzer Zahlen, die man

ohne Beschréankung der Allgemeinheit als positiv voraussetzen kann), so
wird fur v= 1,2,8,...:
(©

! + n ~
oyt Wo; O O O
also:
Qo) = bvoy — dvoy

Die Qv sind sammtlich von einander verschieden, da aus gm= Qn

folgen wirde:
bmoy— amoy = b* oy — an oy

d. h.

O _ am—an ; . ;
o - B G d. h. rational’

Es gabe also in dem endlichen Bereiche ti= ea> (0< g< 1)
unendlich viele Perioden Qr oy, was der Voraussetzung widerspricht.
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2) Besitzt f(u) nur Perioden Q mit reellem Verhéltniss
so ist f(u) einfach periodisch, und die »primitive“ Periode
von f («) ist eine der beiden nach WillkUr zu wéhlenden Zahlen
+ dv fur welche |<o, | ein Minimum wird.

3) Da umgekehrt fur jedes einfach periodische f(u) alle
Perioden-Quotienten reell (und rational) ausfallen missen, so
folgt weiter: Finden sich unter den Perioden von f(u) irgend
zwei: o= f + a/=f/{rj'i mt nicht-reellem Ver-
héltniss:

iri' [ n N
R _9EMID 1N ZEY s o, t. t/1%n

so kann f() nicht einfach periodisch sein. Um festzustellen,
dass alsdann f(u) genau doppelperiodisch sein muss, beweisen
wir zunachst den folgenden

Hulfssatz. Sind co, c0 Perioden von f(u) mit nicht-
reellem Yerhaltniss und ausserdem von der Beschaffen-
heit, dass ausser h= o und h == o0 keine Zahl von der
Form:

h= £«-{m e (0\ wo: {é;ll 0, e+ e< 1

eine Periode von f(u) bildet), so lasst sich jede Periode
Q in der Form darstellen:

Q= mmwm4 no
wo m, n ganze Zahlen (einschliesslich der Null) be-
deuten; &, g heissen alsdann primitive Perioden.

Beweis. Zunachst lasst sich jedenfalls Q (wie fur jede
beliebige Zahl durch Auflosung der betreffenden 2 Linear-
gleichungen folgt) stets und nur auf eine einzige Weise in der
Form darstellen:

Q= aom-j-bcd (a, b reell bezw. Null),
) Diese Bedingung besagt geometrisch, dass im Innern und auf

den Seiten des Dreiecks mit den Eckpunkten O, &, w keine Perioden
ausser a, a/ liegen sollen.
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anders geschrieben:
Q= m(o-\-nco’-\-k1

wo m, n ganze Zahlen (eventuell Null) und:
k= ftw - ftco, 0< <l1.

Da sodann k= Q — mco— na/eine Periode von f(u)
sein muss, so folgt aus der Voraussetzung, das keinesfalls

ft + ft'<i\

sein kann, ausser wenn:

Ware nun aber:
ft + ft'> 0 (andererseits: ft f- ft' < 2),

so hatte man:

d. h. (co -f- co') — k wére eine Periode von der Art, deren Exi-
stenz auf Grund der Voraussetzung ausgeschlossen erscheint.

Hiernach kann also in der That nur ft= ft = 0, also:
fl= mmo-- nco
sein, womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist. —

Lehrsatz H. Finden sich unter den Perioden fl
von f(u) solche mit nicht-reellem Verhaltniss und be-
zeichnet man mit cox irgend ein fl, fur welches ] oo |
unter allen madglichen ]fl | ein Minimum ist; sodann
mit o ein anderes fl, flir welches jo21 unter allen
nach Ausscheidung von fl= vox(y= + 1, + 2 + 3,.. )
Ubrig bleibenden |fl] gleichfalls ein Minimum ist (wo-
bei also jo)%]> I(oxl): so sind <ov 0)8primitive Perioden.
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Beweis. Es werde unter der (jedenfalls endlichen)
Anzahl von Perioden fl, deren absoluter Betrag einen gewissen
von Null verschiedenen Minimalwerth rx besitzt, irgend eine
beliebig ausgewahlt und mit odl bezeichnet. Alsdann ist zu-
ndchst auch — (ox eine Periode mit dem absoluten Betrage rv
Im Ubrigen sind dann nur folgende zwei Falle mdglich:

Erster Fall. Es existiren ausser + (ox noch andere
Perioden mit dem absoluten Betrage rx. Bezeichnet man eine
derselben mit (or so folgt leicht aus dem eben bewiesenen
Hulfssatze, dass cov a® primitive Perioden. Betrachtet man
namlich alle Zahlen h von der Form:

zunachst fur = 0, bezw. &= 0, dass:
h= ftx(ol bezw. h= #ao®
wird, sodass unter diesen speciellen h nur die beiden folgenden:
h — (ox h= (02

Perioden sind. Ist dagegen #,>0, #8>0, so hat man:

(ox (ox

sodass in Folge der Auswahl von (ox keine dieser Zahlen h
eine Periode liefern kann: nach dem obigen Huilfssatze missen
also <ov (0% primitive Perioden sein.

Zweiter Fall. Es seien + < die einzigen Perioden
mit dem absoluten Betrage rx. Man scheide dann aus der

Dies ist Ubrigens geometrisch unmittelbar ersichtlich.
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Gesammtheit der fl alle diejenigen von der Form Q = vcol
(y= + 1,+ 2, + 3,...) aus: es sind dies nach Lehrsatz | alle
moglichen, die Gberhaupt zu tw, ein reelles Yerhaltnisshaben.
Flar die 0brigbleibenden, die dann also zu oJ ein nicht-
reelles Yerhéltniss haben (sodass auf Grund der Voraussetzung
auch wirklich solche vorhanden sind) existirt dann wiederum
ein gewisses Minimum r9 des absoluten Betrages (wo also
rog™ ri) und ene endliche Anzahl von fl, fur welche |fl |= r#
ist. Wird dann irgend eine von diesen mit o bezeichnet, so
sind ool, (0% primitive Perioden. Betrachtet man néamlich
wiederum alle Zahlen h von der Form (1), so folgt zunachst
far = O
h= (03,

sodass also unter diesen h nur h= eine Periode ist (denn
+ ca besitzt ja zu a8 kein reelles Yerhdltniss, ist also nicht
von der Form o?h st aber #,>0, so hat man:

a2

< It l-(#! + # (wegen: <1)
< 109!.

Da es aber ausser h = <ol keine Periode h giebt, welche
den Bedingungen d, > 0, |h |< |ro81lgentgt, so folgt wieder
aus dem obigen Hulfssatze, dass cov &2 primitive Perioden
sind. —

Folgerungen. 1) Finden sich unter den Perioden von
f(u) solche mit nicht-reellem Yerhéaltniss, so ist f(u) genau
doppelperiodisch: es giebt also keine drei- und mehr-
fach periodischen f(u).

2) Zwischen irgend drei der Function f(u) zukommenden
Perioden mit paarweise nicht-reellem Verhaltniss findet eine
homogene lineare Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten statt.
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Zwei specielle primitive Perioden, wie die oben néher
charakterisirten und mit cov cobezeichneten, mégen Minimal-
Perioden genannt werden. Aus den bisherigen Betrachtungen
geht dann nur soviel hervor, dass es jedenfalls nur eine end-
liche Zahl solcher Minimal-Perioden geben kann. Um
deren mdgliche Anzahl genauer festzustellen, stutzen wir uns
auf den folgenden bekannten Satz:

Sind o, @& primitive Perioden, so sind
o= aom-mR o — yo-f-do

dann und nur dann gleichfalls primitive Perioden, wenn
aiBi  ~ ganze Zahlen (einschliesslich der Null) bedeuten,
welche der Beziehung genigen:

ad —RY= + 1.
Hieraus folgt speciell, wenn man einmal a= 1, B8 = 0,

also d= + 1, y beliebig, das andere Mal y= 0, 6= 1, also
a= + |, B beliebig annimmt:

Bilden (co, co) ein primitives Periodenpaar, so sind
alle primitiven Paare, bei welchen eine der Perioden o
bezw. oo beibehalten wird, in der Form enthalten:

(1) (co~co+a/) bezw. (+co i-Bco\ ad) M| = 0,+1,+2,...y

Umgekehrt ist jedes solche Periodenpaar ein primitives.

Mit Hulfe dieses letzteren Resultates kénnen wir jetzt den
Lehrsatz I, nach welchem — abgesehen von dem noch beliebig
bleibenden Vorzeichen — mindestens zwei Minimal-Perioden
existiren, in folgender Weise erganzen.

Lehrsatz HI. Es giebt, abgesehen von dem noch
willktrlich bleibenden Vorzeichen, hochstens drei Mini-
mal-Perioden, d h. drei paarweise in nicht-reellem
Verhaltnisse zu einander stehende, noch nach Willkur
mit beliebigem Vorzeichen zu versehende Perioden
cov cor o003, die der Bedingung genugen:
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wahrend ausser + <>, H o2, + &8 ifedw® Periode fl exi-
stirt, fur welche:

13 1< lw»!

Zugleich bildet dann, ausser (co,, &2 und (eoj, (0j)),
auch (ci2 dijj) ein primitives Perioden-Paar.J

Beweis. Wir beweisen zunédchst die Richtigkeit der zu-
letzt ausgesprochenen Behauptung. Im Falle jooa]= | |
folgt dieselbe unmittelbar aus Lehrsatz Il, da man in diesem
Fall far alv o ohne weiteres auch o2, a8 substituiren kann.

Sei nun | j> |<ot |. Da &8 eine Periode und (cd,, co2)
ein primitives Periodenpaar, so hat man jedenfalls:

(2) &8= mcl + n co%

wo m, n ganze Zahlen und beide von Null verschieden. Dabei
kann man o3 aus den beiden, nur durch das Vorzeichen ver-
schiedenen, zur Verfigung stehenden Zahlen so auswaéhlen,
dass m> 0. Zugleich mag dann auch unter o2 gerade die-
jenige der beiden in Betracht kommenden, nur durch das Vor-
zeichen verschiedenen Zahlen verstanden werden, fur welche
n> 0. Sind jetzt oov o2 in dieser Weise normirt, so lasst
sich wiederum zeigen, dass ausser co2 ws keine Periode h von
der Form existirt:

(3) A= t2to,-f#,(», wWo:~*j>0, <.
Man hat zunachst wieder fur #8= 0, bezw. = 0:
A= bezw. /= #8008,

sodass unter diesen besonderen h sich thatsachlich nur die
beiden Perioden
h= <, h= &8

vorfinden. Ist sodann #2>0, t28>0, so wird:

I) Fur (<olf (02 und (cof, a8 folgt dies aus Lehrsatz II.
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1*1-1®,1% »* + »*-77
< J(02] (#2+ «t) (mit Ausschluss der Gleichheit)

< 1®*I-

Die einzigen Perioden, deren absoluter Betrag < |ooa |

ist, sind aber +<ox. Und da aus GIl. (2) folgt:
n , 1 n
(@ JEC (Dg H--——-€0-, — (D. = —

(wWwo m> 0, n> 0), so kommen + ax unter den Zahlen h
nicht vor. Somit giebt es ausser h= o2 h= a8 keine
Periode A yon der Form (3), und (@2 o3 bilden daher nach
dem bewiesenen Hulfssatze ein primitives Periodenpaar.

Da nun ausser (@3 &2 auch (cov c0d ein primitives
Periodenpaar bilden, so hat man nach (1):

8= = + B2
also mit Rucksicht auf Gl. (2):
(4) 8= ai+ nd%» (n> 1).

Andererseits bilden aber auch (<»,, c03 und (cov o je ein
primitives Periodenpaar, und man hat daher nach (1):

w8= r §,i+ wr
also wiederum mit Rucksicht auf Gl. (2):
(5) eB= m@l + cax (M> 1).
Die Vergleichung von (4) und (5) zeigt dann, dass:
m= 1, n— 1
sein muss, d. h. man findet schliesslich:
(6) to#t= <w + (os

als den einzig moglichen Werth von eo8. Damit ist aber
der ausgesprochene Satz bewiesen.
1900. Sitzung*)), d. math.-phy*. CI. 36
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Zusatz. Man Uuberzeugt sich leicht, dass der durch
Gl. (6) und die Beziehung |oo5 |= ;o] charakterisirte mdg-
liche Fall auch wirklich eintreten kann. Ist | |= |co, |
so erscheint als Perioden - Parallelogramm mit den Ecken
0, cov &3, c09 ein Rhombus, welcher durch die Diagonale O<ws
in zwei gleichseitige Dreiecke zerfallt. Ist jco2|> j(ox |, so
besitzt das betreffende Parallelogramm nur die Eigenschatft,
dass die Diagonale O a3 der grosseren Seite Ood% gleich ist.
Dagegen ist dann das (gleichfalls primitive) Perioden-Parallelo-
gramm mit den Ecken O, cof§ o2+ <ov co% ein rhombisches.
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