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Ueber das Fascal'sche Sechseck.
von F. Lindemann.
(Bingdattfen 7. Juni)

Es gibt eine ausserordentlich grosse Zahl von Lagen-
beziehungen zwischen den Punkten und Linien der vollstandigen
Figur des Pascal’'schen Sechsecks. Sie beziehen sich meistens
auf die Steiner’schen und Kirk man’sehen Punkte, in denen
sich die Pascal’'schen Linien zu dreien schneiden, und auf
die Gruppirung dieser Punkte auf gewissen anderen Geraden.
Im Folgenden soll eine Lagenbeziehung abgeleitet werden,
die sich auf einfache Schnittpunkte der Pascal’schen Linien
mit solchen Verbindungslinien Pascal’scher Punkte bezieht,
die nicht selbst Pascal’sche Linien sind.

Wir bezeichnen die sechs Punkte des Kegelschnittes in
ublicher Weise mit den Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6, ferner die
Verbindungslinie der Punkte 1 und 2 z B. durch das Symbol
1— 2 und den Schnittpunkt der Linien 1— 2 und 3 — 4 durch
das Symbol

(12— 34).

Auf einer Pascal'schen Linie befinden sich dann z. B.

die drei Pascal’schen Punkte

(12 — 34), (35— 26), (46— 15).
Nach dem Vorgange von Salmon bezeichnen wir diese
Linie durch das Symbol
i 12 -35-46 1|
134 .26 -15J
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das mit den Symbolen

35-46 12 46 35 12
26-15 34 5.{ 15 26 34

gleichbedeutend ist; in jeder der beiden Horizontalreihen dieses
Symbols muss jeder der sechs Punkte gerade einmal Vorkom-
men. Diese 60 Pascal’sehen Linien schneiden sich zu dreien
in den 45 Steiner’schen Punkten; z. B. die drei Linien

| 12 .35 -46) i3 26-151 156-14-23i
i 34-26*15J° 156 14-23j ' |12 .35 -46 |

gehen durch einen Steiner’schen Punkt, den wir mit Salmon

durch das Symbol
12 35 46

34 26
56 14 23

bezeichnen. Jede der Ziffern 1, .... & steht hier in jeder
Horizontal- und Vertical-Reihe je einmal; vertauscht man die
Horizontalreihen unter einander oder die Yerticalreihen unter
einander, so bleibt der so bezeichnete Punkt unge&dndert.
Ausserdem schneiden sich die 60 Pascal’schen Linien zu

je dreien in den 45 Kirkman’'schen Punkten, z. B. die drei
Linien

12-35-46)1 i34-26-151 |]56-13-24 1

34 -26*15j] ' |56-13-24 ]’ (12-46 -35 J

in einem Punkte, den wir (wieder mit Salmon) durch das Symbol

12-35-46
34-26-15
.56 13 .24
bezeichnen, wobei wieder die Anordnung der Verticalreihen

und der llorizontalreihen je unter sich gleichgultig ist. Der-
selbe Punkt wuirde Uberdies durch die Symbole

12 w46 - 35 34 -26-15
56 -13-24 \ oder 56-13-24
34 -26 15 12-46-35
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bezeichnet werden; denn die Linien

12-46 -35 1 | 56-13 -24 |34-26 -15
,56-13-24 J° |34 -26-15 I'_12-35.46

34-26-151 J56- 13.' 12 -46 - 35
56-13 -24 1’ 112-46 . 34- 15*26

oder

sind vor den zuerst gegebenen drei Linien nicht verschieden.
In dem Symbole des Kirk man’sehen Punktes ist eine Vertical-
reine vor den beiden anderen ausgezeichnet, indem nur diese
alle sechs Punkte ohne Auslassung und ohne Wiederholung
enthalt, diese Yerticalreihe ist durch einen darlber gesetzten
horizontalen Strich markirt.

Auf jeder Pascal’schen Linie gibt es drei solche Kirk-
man’'sche Punkte, z. B. auf der Linie

| 12-34 -56 i
t45-16-23 J
die Punkte

1234 561 12 <34 m56] 12 m34- 56'
45.216 23 [, 45- 16-23 |, 45 16- 23
36-224- 153 13 *25- 46) .26 =35 ml4

Ferner liegen zwanzigmal drei Kirk man’sehe Punkte mit

Ceraden, und zwar z. B. die drei Punkte

J2 - 35 -46 15 -34 - 26 13-24-56
45 .26 -13 "1' 24.- 16-35 "1' 46 -15-23
36-15-24 .13 -25 - 46 35-26-14

mit dem Steiner’sehen Punkte

12 - 34 . 56
45-16 23
36-25-14

Die Beweise fur diese und viele andere Satze werden be-
kanntlich am leichtesten mittelst des Desargues’sehen Satzes
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Uber perspectiviscli liegende Dreiecke gefuhrt,1) der auch die
Grundlage der folgenden Betrachtung bildet.

Es seien zwei Dreiecke Ax und A3, bezw. durch die fol-
genden Linien gebildet:

ulj oder 1— 2, 2 oder 3— 4, 2 oder 5— 6 ;
_ (12-35-461 _i16-35*421 _i13-56-24)
8: 1 \45-16-23J 2 \34-26-15j°' 3 \46-23-15J;
Die Seiten der Dreiecke mogen einander so zugeordnet
werden, wie sie hier unter einander stehen.
Entsprechende Seiten der Dreiecke AX und A% schneiden
sich dann in den Pascal'schen Punkten
(12 — 45), (34— 16), (23— 56),
welche sich auf der Pascal’schen Linie

112-34 -56 \
\45-16 -23 J

befinden. Diese beiden Dreiecke liegen also perspectivisch, und
es mussen auch die Verbindungslinien entsprechender Ecken
dmvli (»inen Punkt gehen. Als Ecken von AX haben wir die
Pusc naschen Punkte

(34— 56), (56- 12), (12— 34),

und als zugeordiiete Ecken von A%zwei mit P und Q be-
zeirhnete Punkte und einen PascaTschen Punkt, nemlich

(15-24), P, 3
wobei ulao |- den Schnittpunkt der Linien

f 13-56-24 | , f12-35-46 |
|16-23-15j { 45-16- 23]

) Vgl. dio zahlreichen Anwendungen dieser Beweismethode bei
IV Vuro in*ni», Nuovi teoremi sull’ Hexagrainmum mysticum, Atti della
K ArmtdiMiiiv d¢i Lincei; Ser 111, classe di sc. fis, mat. e naturw. 1877
und Wt'dok itid, Lagenbeziehungen bei ebenen, perspectivischen Drei-
mki'U, Math. Annalt'n, Bd. 16, 1871).
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oder kurz den Punkt

p_ 173-%-241 i FH 46U

|
L\ 46 ¢23 -15 / t 45 *16 -23 jJ
bezeichnet, und ebenso Q den Punkt

0o — 17:. *9g5-46 ) __ii6*35-42n
W I\N45-16-23J {34-26-15 jJ'

Die Verbindungslinie der Ecke (34 — 56) von J, mit der
zugeordneten Ecke (15 — 24) von A%ist die Pascal’sche Linie

134-15-26 1
1 56 -24 -13

diese geht also durch den Schnittpunkt der Linien
[P— (56 —12)] und [Q— 2 — 34)],
den wir zur Abkidrzung als Punkt i? bezeichnen.
Um zu einem solchen Punkt E zu gelangen, theilt man
die sechs gegebenen Punkte in drei Paare, etwa: 1 —2, 3—4,
5 —s6 (was auf 15 Arten geschehen kann); dadurch ist die zu
benutzende und oben definierte Pascal’sche Linie L nicht ein-

deutig bestimmt, kann vielmehr durch eine der folgenden
ersetzt werden:

r i12-56-841 ., f12-56-34
146-23 -15r 135-24 16
(12-56-34 1 12-56-34
j36-24-157 46 - 13 - 25
12-56-34 {12-56 341
135-14-26 )’ \36 14-25/

Hat man L unter diesen acht Linien ausgewahlt, so gibt
es zu jeder noch drei Linien A; bei der oben gewahlten war
das Paar 1 — 2 ausgezeichnet;, mit ihr gleichberechtigt sind
die beiden:

~J12-35-46 1 _J12-53-64)
1 \56-42-31 J’ 2 (34.62.51 )"
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Durch L und A ist dann Ix eindeutig bestimmt, ebenso
k2 und As, denn die zu X in gegenuber liegende Ecke ist
durch die Schnittpunkte der Linien 12und 2 mit L, d. h. durch
die Punkte (23— 56) und (34 — 16) vollkommen bestimmt.
Im Ganzen gibt es hiernach

15-8 -3 = 360

Punkte E; auf jeder Pascal'schen Linie befinden sich
also sechs solche Punkte.
Gehen wir z. B. von der Pascal’schen Linie A aus, wo

wieder 134. 15 26

156 -24 13

gewahlt wurde, so wird auf ihr ein Punkt E bestimmt sein,
sobald noch eine zugehorige Linie L passend gewahlt ist; das
kann aber in der That auf sechs verschiedene Arten geschehen;
und zwar findet man je zwei Linien L fur jede der drei noch
moglichen Theilungen der sechs Punkte in drei Paare:

I 34, 56, 12,
I 15, 24, 36,
I 26, 13, 45.

Fuar 1 ergibt sich:
12-34 56\1 * { 12 34-m56

- 45 16 23 36 25- 14
ebenso:
Ln= 36- 15 24 Lu = |36 15 =24
45 32 61 12 46-235
45. 26 13 _ |45 26-m13
H 12-35 46 1. kill = 36 14 <25

Je zwei zusammengehdrige Linien schneiden sich in einem
Steiner’'schen Punkte; diese Punkte nennen wir Sj, Sn, 8jn,
nemlich:
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Den drei Symbolen ist die erste Verticalreihe gemeinsam;
ihnen beigeordnet ist ein vierter Punkt
(34 -56-12 \
Sir = {|15-24-36 ,
26 - 13 -45

dessen Symbol dieselbe Verticalreihe enthalt.
Vertauschen wir entweder 4 mit 5 oder 3 mit e oder 1
mit 2 und ersetzen dem entsprechend A bes. durch

J35.14.261 ,[46-15-23) _ £34-25-161
{46.25.13 J’ {3524-16 " 156-14-23 J
so werden statt der Punkte Sj, Su, Sm bes. die Punkte
Sn, SV fur A"
Sm, Siy, Sj . A
Sn, Sm, Sn . A

benutzt. Je vier Linien A fihren also hierbei auf dieselbe
Gruppe von vier Steiner’schen Punkten, wie es sein muss, da
es 60 Pascal’'sche Linien und nur 15 solche Gruppen von
Steiner’schen Punkten gibt.

Zu jedem Steiner’schen Punkte gehért bekanntlich ein
conjugirter; er ist conjugirter Pol desselben sowohl in Bezug
auf den Kegelschnitt, der die Punkte 1, 2, 3, 4, 5, & enthalt,
als in Bezug auf einen der zehn zugehdrigen Bauer’schen
Kegelschnitte;) man erhalt ihn, indem man Horizontal- und
Verticalreihen im Symbole des gegebenen Steiner’schen Punktes
vertauscht. Zu Siv ist so der Steiner’sche Punkt

(34 -15-26 |
Sj? = {|56-24 - 13
12-36-45
conjugirt; er befindet sich auf der Linie A, von der wir
ausgingen; ebenso liegen die zu Sm, ¥, Sj conjugirten Punkte

I) Vgl. G. Bauer, Ueber das PascaTsche Theorem, Abhandlungen
d. k. bayer. Akademie, Il. Classe, Bd. 9, 1874.
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bez. auf den Linien A™, A", A"'. Diese vier conjugirten Punkte
befinden sich Uberdies auf einer sogenannten Steiner’schen
Geraden.

Bringt man die Linien L in anderer Anordnung zum
Schnitte, so ergeben sich drei Kirkman’sche Punkte, deren
Symbole eine gemeinsame Verticalreihe haben, nemlich

-66-23 \ . (12-46-35 |
2.34-56 , (Lu—Lm)= 36-15-24 ,
6-15-24 J | 45 .13 -26 J

(45-26-13
(Li—L'm) = 136-14-25

Diese einzelnen Bemerkungen sind Folgen der Thatsache,
von der wir ausgingen, und die wir dahin aussprechen koénnen,
dass zu jedem Dreiecke, dessen Seiten die Ecken des
Sechsecks enthalt, acht Gruppen von je drei Dreiecken
gehdren, deren Seiten Pascal’sche Linien sind, und
deren jedes zum ersten Dreiecke perspectivisch liegt.

Geht man andererseits von der Linie

| 12-35-46 1
1 t45-16 -23 J

aus, so koénnen die zugehdrigen Paare A und /s auf drei ver-
schiedene Weisen nach leicht erkennbarem Gesetze gewahlt
werden, nemlich

146-23-15 | (35 -16-24 1

. 18-58-24 j1 5 (26 *34-15 j°
.35-16-24 1 112-45€% 1

-~ M4-25-36 ' J“ 56- 13 w24 (’
12 -45-36 ) _ i46-23-151

3126153 3~ (25-14-36 j-

Diese Linien schneiden sich paarweise in Steiner’schen
Punkten, nemlich es ist
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(12.45-36 ]
(JiJs) = { 34-26-15 [= 2.,
i 56 - 13 *24 J

46 - 23 -151

1356 -24 |= 2%

25 .14 .36 J
r35-16-24 |

(Aok) = J 26-34-15 1= 2%
14-25 .36 J

Den drei Symbolen ist die letzte Verticalreihe gemeinsam,;
den dazu gehorigen vierten Punkt mit gleicher Verticalreihe
erkennt man als identisch mit dem obigen Punkte Sn:, welcher
auf A liegt. Die Punkte S%und haben mit den Punkten
Si und Sin die Horizontalreihe 36 — 14 — 25 gemeinsam; diese
vier Punkte befinden sich daher auf einer Steiner’schen Geraden.

Geht man von einer Pascal’schen Linie (AY aus, so
gibt es auf derselben hiernach drei Paare von Punkten
(Pj 8), in denen sie von anderen Pascal’schen Linien
(~2 und As) so geschnitten wird, dass die Verbindungs-
linien dieser Schnittpunkte mit gewissen Pascal’schen
Punkten (Schnitten von i, mit 12und I3 sich auf einer
Pascal’schen Linie treffen.

192 8tUungab. d. math.-phys. CI. 1



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen Klasse der Bayerischen
Akademie der Wissenschaften Minchen

Jahr/Year: 1902
Band/Volume: 1902
Autor(en)/Author(s): Lindemann Ferdinand

Artikel/Article: Ueber das Pascal'sche Sechseck 153-161



https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=20955
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=51051
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=372158

