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101 

Zur Theorie der ganzen transcendenten Funktionen 
von endlichem Range. 

Von Alfred Pringsheim. 

(Ein(jelaufcn 7. Februar.) 

In einer früheren Mitteilung1) habe ich, anknüpfend an 
einen grundlegenden Aufsatz des Herrn Poincaré,2) die Be- 
ziehungen behandelt, welche zwischen dem infinitären Verhalten 
einer ganzen transcendenten Funktion <j(x) = kJ c,.Xv für x = co 
und demjenigen der Koeffizienten c,, für v = co bestehen. An- 
dererseits hängt aber, wie Herr Poincaré in jenem Aufsatze 
ebenfalls zuerst gezeigt hat, das infinitäre Anwachsen einer 
ganzen Funktion, welche unendlich viele Nullstellen av mit 

__^ \ I P + 1 

konvergenter Summe kJ j — | (p 0) besitzt, wesentlich 

von p, d. h. schliesslich von der Dichtigkeit der Nullstellen 
ab. Eine vereinfachte Herleitung bezw. Vervollständigung ge- 
wisser in dieser Hinsicht bestehender Beziehungen bildet den 
Inhalt der folgenden Mitteilung. 

Zur näheren Orientierung diene zunächst folgendes. Es 
sei ein für allemal 0< | | 1 |, lim«,. = co, und es 

werde angenommen, dass für irgend ein o > 0 die Reihe 

kJ konvergiere. Ist dann a = p + 1 die kleinste 
ar ° 

ganze Zahl, für welche dies stattfindet, so soll das für jeden 
endlichen Bereich absolut und gleichmässig konvergente Produkt: 

') Dieser Berichte Bel. 32 (L902). p. 103; 295. 
2) Bullet, de la soc. math, de France, T. 11 (1883), p. 130, 
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P, 1 
(wobei im Falle p = 0 der Exponent ZJ* 

1 x 
durch 0 zu 

ersetzen ist) als eine ganze Funktion pton Ranges bezeichnet 

werden.1) Ein von Herrn Poincaré (a. a. O. p. 142) bewiesener 

Satz kann alsdann folgendermassen formuliert werden: Für 

jedes beliebig kleine E>0 und alle x, deren absoluter 

Betrag eine passend gewählte Zahl I?,, übersteigt, 

bat man: 

Späterhin hat Herr Borei gezeigt,2) dass sogar die Be- 

ziehung besteht : 

1) Ich gebrauche die Bezeichnung K an g in etwas anderem Sinne, 
wie diejenigen Autoren, welche jenen Ausdruck als völlig gleichwertig 
mit dem Laguerreschen „genre“ (Oeuvres compl. I, p. 167) verwenden. 
Hierunter versteht man bekanntlich, wenn : 

und g [x) vom Grade (/, die grössere Zahl h der beiden Zahlen p und 
2 (eventuell hat man h — p = q). Ich bezeichne diese Zahl h nach dem 
Vorgänge von K. v. Schaper (Dissertât. Göttingen 1898, p. 24) als Höhe 
von G (x), dagegen p (was auch q sein mag) als Rang von G[x). Nur 
wenn q<Lp, insbesondere, wenn 2 = 0 (in welchem Falle ich G(x) eine 

primitive ganze Funktion nenne) fallen nach der von mir benützten 
Terminologie Rang und Höhe zusammen. 

2) Leçons sur les fonctions entières (Paris, 1900) p. 56. Den 
sehr komplizierten Beweis hat neuerdings Herr E. Lindelöf durch einen 
überaus einfachen ersetzt: Acta soc. scient. Fennicae, T. 31 (1902), p. 4. 
Die weniger scharfe Relation (D) des Textes war schon etwas früher von 
Herrn Borei mit Andeutung eines Beweises ausgesprochen (Acta math. 
T. 20 [1897], p. 3G1) und zuerst von Herrn v. Schaper vollständig (wenn 
auch recht umständlich) bewiesen worden. 

(A) P (x) j < eE' 1*1 
p+1 

(B) P (x) I < es ■
1 x 
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auch für o <p + 1, sofern nur Si— konvergiert. Da nun 
I Cly I 

nach Voraussetzung S - 
; a,. 

y ! 1 i P + 1 

konvergiert, dagegen S | — 
1 P 

schon divergiert, so haben die Exponenten o, für welche 

s 
fl-, 

konvergiert eine dem Intervalle p g < p 1 un- 

gehörige untere Grenze g, sodass also für jedes e> 0 zwar 
^ ! Q -J- E J. ' ö  E 

divergiert, während das s - 
Iß, 

konvergiert, S 

Verhalten von 

0 

1 
(ly 

1 

ß, 

hierdurch noch in keiner Weise prä- 

judiziert wird. Ich bezeichne diese Zahl g als den zur Folge 

oder auch zur Funktion P (x) gehörigen Grenz-Ex- 

ponenten1) und spezialisiere diesen letzteren im Bedarfsfälle 
als Convergenz- bezw. Divergenz-Exponenten,*) je nachdem 

, 1 
S — konvergiert oder divergiert.3) Hiernach lässt sich 

I ß, I 

der Inhalt von Ungl. (B) nunmehr folgendermassen formulieren: 

Ist P (x) vom Grenz-Exponenten g, so hat man für 
jedes s > 0 und j x J > R, : 

(C) |P(£C)!< e'-l-l*, 

falls g Konvergenz-Exponent. Ist dies nicht der Fall 
oder zum mindesten nicht ertviesen, so leann man nur 
behaupten, dass für jedes <5 > 0 und x > II : 

(D) P{x)\<cl\ . *) 

O Bei Borei: „Ordre réel“ de P(x), späterhin nach dem Vor- 
gänge von Sch aper, welcher Q als Konvergenz-Exponent bezeichnet, 
auch: .Exposant de convergence de la suite (fl,).“ 

2) Bei Borel unterschieden als „ordre par excès“ und „ordre 
par d é f a ut.“ 

3) Man hat also stets g > p, wenn n K o n v e r g en z-Exponent, 

£< <C j> -f- 1 - wenn n Di v er g en z-Exponent. 

4) Da S 
I «, 

+ » 
für jedes <S > 0 konvergiert, so hätte man 
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Dieses Resultat ist nun aber, wie die Fassung des zweiten 
Teiles zeigt, ein unvollständiges. Denn die Konvergenz von 

— erscheint darnach zwar als eine hinreichende, aber 
«V I 

keineswegs als eine notwendige Bedingung für die Gültigkeit 
der Beziehung (C). Dass aber tatsächlich auch im Falle der Di- 

vergenz von E 1 die Beziehung (C) bestehen kann, wurde 
Cl y 

seinerzeit schon von Herrn Poincaré an einem speziellen Bei- 
spiele bemerkt (a. a. 0. p. 139), nämlich: 

P»=/7- 1 
O'ig’')2 

= 77" 1 + v ■ la- ) 
■r •■'S”- 1 

’• lö 

.ev la, 

also einer Funktion vom Range p = 1, welche, wie die direkte 
Vergleichung mit: 

sin i i e x = i s x ■ \ 1 -f 
8~ X‘ 

zeigt, der Bedingung genügt : 

|P1(œ)|<e«-l-l, 

auf Grund von Ungl. (A) an Stelle der Beziehung (D) zunächst eine 
solche von der Form: 

(D‘) P(x)\<e' x-+\ 

Diese letztere Beziehung sagt aber in Wahrheit nicht mehr (und 
co ipso nicht weniger) aus, als die etwas einfachere Relation (D). 
Denn ist diese letztere erfüllt, so hat man für alle hinlänglich grossen 
x auch: 

,e+\ 11- I2-l*le+A 

Pix) <e x =c' 

und kann sodann für jedes E > 0 nötigenfalls durch weitere Vergrösse- 

1 2 
rung von [ x | stets erzielen, dass: — < e, also schliesslich: 

I R (œ) I < 6 £ 
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also derjenigen Beziehung, welche nach (A) zunächst einer 
Funktion vom Range p = 0 zukommt. Oder anders ausge- 
sprochen: Obschon hier g=p=\ Divergenz-Exponent ist, 
so genügt Pj (x) immerhin der lediglich für den Konvergenz- 
Fall bewiesenen Relation (C). 

Die in der eben angedeuteten Richtung bestehende Lücke 
ist neuerdings durch die Herren P. Boutroux und E. Lindelöf 
im wesentlichen ausgefüllt worden, ja sogar hat das in Ungl. (C) 
enthaltene Resultat insofern noch eine Verschärfung erfahren, 
als an die Stelle des .beliebig kleinen“ Faktors e eine durch 
das infinitäre Verhalten der a,. bedingte, gleichzeitig mit x = co 
gegen Null konvergierende (oder auch ins Unendliche 
wachsende) Funktion von \ x\ getreten ist. Herr Lindelöf 
hat nämlich den folgenden Satz bewiesen :4) 

Ist p < g < p -\- 1 und von einem bestimmten n ab: 
1 

j «»I > {n-l(n))B, wo: A(w) = (Igw)"«-(lg2«)"*•• - (lg««.)"*, 

(av a2, ... ay. beliebig reell), so hat man für alle hinlänglich 

grossen x: 

(C') I P(x) <eA-;-<DI)-'-M£? (H > 0). 

Und Herr Boutroux hat darauf aufmerksam gemacht,2) 
dass dieses Resultat schon in einem von ihm zuvor mitge- 
teilten,3) etwas allgemeineren Satze enthalten sei. Durch die 
obige Verschärfung der Ungleichung (C) haben indessen die 
betreffenden Beweise so erhebliche Komplikationen erlitten, 
dass sie als elementare wohl kaum noch bezeichnet werden 
können. Zugleich hat sich gezeigt, dass die im Falle eines 
ganzzahligen g auftretenden Schwierigkeiten,4) welche 
eigentlich den Anlass zur Einführung jener Verschärfung ge- 

*) A. a. 0. p. 24 (eine vorläufige Mitteilung schon: Comptes rendus, 
T. 133 [1901], p. 1279). 

J) Comptes rendus, T. 134 (1902), p. 82. 
3) Ebendas. T. 132 (1901), p. 252. 
4) Vgl. § 3. 
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geben hatten, anf diesem Wege wohl einigermassen einge- 
schränkt, aber keineswegs prinzipiell behoben werden 
können. Auf der anderen Seite gewinnt man tatsächlich schon 
eine einigermassen befriedigende Einsicht in das Wesen der 
hier in Betracht kommenden Fragen, sobald man nur über die 
Gültigkeitsgrenzen der Ungleichung (C) möglichst genau orien- 
tiert ist. Im folgenden soll nun vollkommen elementar gezeigt 
werden, dass jene Gültigkeitsgrenzen im Falle eines nicht- 
ganzzahligen o vollständig, im Falle eines ganzzahli- 
gen1 2) Q wenigstens teilweise festgestellt werden können, 
nämlich: 

Die notwendige Bedingung für die Existenz der Be- 
ziehung (C) besteht Icemesiccgs in der (allemal hinreichenden) 

I 1 I" 
Konvergenz der Reihe , vielmehr lediglich in der 

Beziehung : 

(E) lim v ■ 1 ~ = 0. 
, = » I», 

Diese letztere ist zugleich auch hinreichend, wenn g 
leeine ganze Zahl. Ist dagegen g eine ganze Zahl, 

-, 1 ? 

ZJ ! — divergent, so erscheint in Verbindung mit 

Gl. 
oo 

E- 

(E) als hinreichende Bedingung die Beziehung: 

Der erste Teil dieses Satzes wird in § 1, der zweite 
für Funktionen vom Range 0 in § 2, für solche vom Range 

> 1 in § 3 bewiesen. In § 4 werden dann die bekannten 

1) Der Fall des Grenz-Exponenten (und zwar offenbar allemal 
Divergenz-Exponenten) Q = 0, welcher z. B. eintritt, wenn Or = uv 

und [ « [ < 1, ist hier ein für allemal auszuschliessen, da alsdann die 
Möglichkeit der Bedingung (C) hinfällig wird. 

2) Dabei wird also die Reihe ^ ^ ^ nur als bedingt konver- 

gent vorausgesetzt. 
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Sätze über den Zusammenhang zwischen dem Grenz-Ex- 
ponenten und dem infinitären Verhalten einer primi- 
tiven1) ganzen Funktion auf Grund des obigen Resultates 
entsprechend vervollständigt. 

g 1. 

]. Lehrsatz. Ist für jedes e>0 und alle hinlänglich 

grossen x: 

(1) I G (x) I < e£ '1 * 1° (o>0), 

und besitzt G (x) überhaupt unendlich viele Nullstellen (uv 
0 < I a,. I < I av+1 |), so hat man: 

(2) lim v 
V = 00 

1 
! a,, 

Beweis. Da G (x) die Nullstellen a,.(v = 1, 2, 3, . ..) be- 
sitzen soll, überdies noch eventuell x = 0 zur X-fachen Null- 
stelle haben kann, so muss sich G (x) in die Form setzen lassen: 

(3) G (x) = (J ■ e'J^ ■ x>■ ■ fl> ^1 — ■ ebw, 

wo X >0, g(x) eine ganze (rationale oder transcendente) Funktion 
ohne konstantes Glied (eventuell auch g (x) rr 0) und: 

ffy 0*0 = - •3) 

Wir bringen G (x) zunächst auf die Form: 

*) S. p. 1, Fussn. 3. 
2) Modifikation eines bekannten Satzes von E. Sch ou (Comptes 

rendus, T. 125 [1897], p. 7C3) und elementarere Darstellung der a. a. O. 
benützten Beweis-Methode. 

3) Die vir könnten auch mit v ins Unendliche wachsen, d. h. es 
wird keineswegs vorausgesetzt, dass G (x) von endlichem Range, 
vielmehr ergibt sich dies schliesslich als selbstverständliche Folgerung 
aus der zu beweisenden Relation (2). 
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G (a;)=c • x}- ■ h (i-z.yeow+£rorW. fjv(i_^ycpM 

C ■ G- 
= - TT> (a,, — x)- G,(;«), 

«, a,2.. . au , 

wo 6r, (x) eine transcendente ganze Funktion, also wegen: 
G (0) == 1, von der Form: 

und daher: 

(4) 

Cr, (&') — 1 -j- c,, x 
1 

1 

G ■ xl ■ TT' (ar — x) 

(1 -f- )£>■ Cy xr). 
1 

Auf Grund des Cauchyschen Koeffizienten-Satzes ergibt 
sich sodann für jedes r > 0 : 

1 G (x) 
■
1 < Max. 

a, a, . . . a» 1*1 = 1- « , " / \ 1 “ 1 ■ 6 • X';- • Tf' (fl y — x) 

und für r > 1 a fortiori: 

1 “ < • Max. I G~x ■ G(x) 

(5) 

1 

TT' r — a,. \ 
i ; 

1 
<  T • G r , ,1 

IT ! — I a,. N 
1 

da aus der Beziehung (1) offenbar auch die folgende resultiert: 

J G~1 ■ G (x) ' < e£ ' ■
x , etwa für j x \ > . 

Setzt man jetzt: 
r = (e + 1) • I 

und nimmt n gross genug, dass: n o o - 
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wird, so geht Ungl. (5) in die folgende über: 

I A. |”<     ■ eE-(e+i)n • I o„ r _ 
(6) |0"' jjr ((e -J- 1) | an |—I av ) 

1 

Da aber für v = 1, 2,. . . (n — 1): 

(e 1) • I et» { — I exv J ^ (e 1) • ett, | [ a„ j c • fl„ ;, 

so folgt a fortiori: 

und daher: 

also : 

1 n 1 na v < i es ' (* + ’) -l««l , 
ein \ eu • " 

en < e*- («+!)' 

1 : 
(7) n • \ — < c • (e -j- l)'1 (falls: j ei„ j > - - ■ Rr) 

I fl» 0 "T J 

und, da e unbegrenzt verkleinert werden kann, schliesslich: 

lim v ■ 
V = CO 

1 
fl,. 

0, q. e. d. 

2. Als Folgerung aus dem eben bewiesenen Satze er- 
gibt sich unmittelbar: 

Ist P (x) eine primitive ganze Funktion mit dem Grcnz- 
Exponenten o > 0, so bildet ehe Relation: 

(8) lim v 
V — CO 

; 1 
i eiy 

= 0 

eine notwendige Bedingung dafür, dass für jedes £>0 
imd ! x I > Pc : 

(9) x) <c 

Zugleich erkennt man, dass allemal, wenn für irgend ein 
o > 0 die Beziehnune besteht: 

(10) lim )’ • 11 h 
I n,. I 

0, 
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Q<o sein muss. Denn aus (10) folgt durch Erhebung in die 

den Grenz-Exponenten g geradezu auch definieren als die 
untere Grenze der Zahlen o, für welche eine Relation von 
der Form (10) besteht. 

Daraus folgt weiter, dass für jedes (beliebig kleine) <5 > 0 : 

sein muss und somit, nach dem eben bewiesenen Satze, die 
Existenz der Beziehung: 

P (x) j < e£ ’1 x Ie ~ö (für jedes e > 0 und x j > Mr) 

ausgeschlossen erscheint. Da aber diese letztere Un- 
gleichung wegen der Willkürlichkeit von (5 nicht mehr und 
nicht weniger aussagt, als die folgende:1) 

j P (x) < e'x^°~à (für jedes <5 > 0 und | x | > P,>), 

so ergibt sich noch das folgende Resultat: 

Eesitzt P (x) den Grenz-Exponenten g > 0, so ist für 
jedes ô > 0 und unendlich vide x, unter denen auch be- 
liebig grosse Vorkommen: 

Potenz : 

1 \n + à 

und somit die Konvergenz von 2J I . Man kann daher 
a„ ! 

I I Q — <5 

lim v • — ! > 0 
)' “ CD Q~ V 

(H) 

’) S. p. 2, Fussn. 4. 
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§ 2. 

Lehrsatz. Ist S a , konvergent, also: 

(12) Fix) = 77» 1 - 
a y 

eine ganze Funktion vom Fange 0, und besteht für irgend ein 
0<1 die Relation: 

1 , 
(13) lim v ■ 

1 

I «.■ 

— 0 anders geschrieben: j | >■ v" 1, 

so hat man für jedes e > 0 und \ x | > Re : 

(14) I P(x) I < e£' 'x\a. 

Beweis. Wir trennen die beiden Fälle c == 1 und a < 1. 

I. Sei zunächst o = 1, in welchem Falle also wegen der 
1 

Konvergenz von 
: a 

und der ALmaussetzung I a,, ' < a,,+ \ I 

die Bedingung (13) stets eo ipso erfüllt ist. Man hat für 
jedes m > 1 : 

\F{x) < I I ( 1 + 
X 
— 

! I 
■ ri ( 1 + 
m -}-1 

I X 

a y 

(15) 
< e 

m ■ lg (1 + -U ) 

Wird jetzt nach Annahme eines beliebig kleinen £ > 0 
eine natürliche Zahl m so fixiert, dass: 

(15“) 
m + 1 

i 1 
— 

I Cly 
< 

und darauf eine positive Zahl Fe so bestimmt, dass: 

*» • lg ( 1 + 
(15*) 

x j 

<; für j x I > Re, 
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so ergibt sich aus (15), wie behauptet: 

j P(x) I < e£' '“l.1) 

II. Es sei jetzt o < 1, und es werde gesetzt: 

I I = ar, \x\ = r. 

Wird d > 0 beliebig klein angenommen, so lässt sich auf 
G rund der Voraussetzung (13) ein in so fixieren, dass für v > in : 

1 
'6\ 

(Hi) 
Ihr , 1 
— i = — < ô, also : — < 

I I a" a,. \v 

Man liât sodann: 

( 1 + 
r \ » 

< c 

a y 

,M-18(I+äI). 

n< ( 1 + 

//* ( 1 + 
in -i-i 

und, wenn wiederum r,) so fixiert wird, dass: 

r ' 
m ■ lg 1 + 

U7) 

auch : 

(18) 

— < d für r > >\). 

x)\<eô-r°- ?b ( 1 + 
m 4- 1 

d\n 

für I x I > r,s. 

Es bedeute nun n diejenige ganze Zahl, welche durch die 
Bedingungen bestimmt ist: 

o o 

(19) n — 1 < ô ■ r ” < n , 

und es werde gesetzt: 

!) Dieser Teil des Satzes enthält lediglich das in der Einleitung 
erwähnte Po in car esche Resultat (A) (für den Fall p = 0) und wird 
hier nur der Vollständigkeit halber bewiesen. 
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(20) bb (1 + "■>•)= bb< (1 + °-r)- Fl< (1 + 
m -}- 1 m 1 n -J- I 

•r)J) 

Für das erste der rechts auftretenden Teil-Produkte er- 
gibt sich alsdann mit Berücksichtigung von Ungl. (19): 

n> ( 1 + 
ui 4-1 

^ bb 1 + 
m + 1 ' 

1 1 
“ »“ + I'* 

< IL —— 

< //* 

1 , 1 
” 2" ■ n\~ f (2" ■ n),l\ 

(21) 

n\ 

 . 2°•» 

< en 

Da aber nach (19): n < ô • rn -j- 1, so folgt weiter: 

i. I 

bL ( 1 + 
m 

ö r° 
v 

< ca ■ 2CT (tS - fCT1 ) 

/ 1 \ 

(T^+O 

sofern nur: 

(22“) 9,
G 

o ô ■ r" - 

< e 

<1, d. h. r > 2 ■ --- T . 

') Sollten unter den r, welche der Bedingung r rs genügen, 
solche Vorkommen, für welche n < m ausfällt, so würde für diese das 

erste der beiden Teil-Produkte einfach wegfallen, während das zweite 
CO 

zunächst in ILr übergehen würde und in der Folge a fortiori durch 
»» + l 

CO 

bL ersetzt werden könnte. 
11 -|- I 

1903. Sitzungsb. d. matli.-pbys. Kl. 8 
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Für das zweite Teil-Produkt in Gl. (20) findet man 
zunächst: 

1 1_ oo 1. 

(23) i» /. , (<î\- A / a" (±)" 
//>• ^1 -j- J ■ rj < e ii + i 

Nun ist aber: 

1 

E- 
H + l 

1 
l\T 

< T“ 1 1 — o \nr 

1 
ö (r"\" 

1 — a V n ) 
/j*<7 — 1 

O 1 
< — • d1 n -r"-1 (da: — <d_1 nach (19)), 
— 1 — a il 

*) Man hat bekanntlich für X > 0 : 

»i-f- 1 4)'+1<Hi)‘ 

wie am kürzesten mit Hilfe der Beziehung: 

s(4)'+'<fÄ w--1 x 1 n 

resultiert, aber auch leicht rein elementar mit Hilfe der Ungleichungen : 

b>- a) ( > i ■ a>- -1 • [b - «) P > 1) 

I >*.&*-! (& — «) (0 </.<!) 

(s. Sitz.-Ber. Bd. 32 [1902], p. 177) gefunden wird. Darnach ergibt sich 
nämlich zunächst : 

X 
V ■ (»> -+ 1) '■ 

X 

v'- • (>’ —1) 

1 V- 1 
r+ 1 

> 

> 

(X > 1) 

(0 < X < 1), 

also schliesslich für jedes X > 0 : 

J. \/ 1 
v >■ +1/ >;' V»' + 1 

1 \1+A 

und hieraus durch Summation: 

1 V+* 

« + i 
= 5> ir<H:r 
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so dass Ungleichung (23) in die folgende übergeht: 

(24) Tb ( 1 + 
»i 1 

. . <5 • ra ■ • »■)■< e 1 - ". 

Durch Einsetzen von (22), (24) in Ungl. (18) ergibt 
sich also : 

i T ix) I < 1 0+ Z '2 +U^) für : r > n, (25) 

wenn r'g die grössere der beiden Zahlen rg und 2 
1 

o 3 
be- 

deutet. Wird also d zu beliebig klein vorgeschriebenem e > 0 
so angenommen, dass: 

3.(2 +1.2« + - ° o l — o 
< 

und sodann das entsprechende r'g mit Ii, bezeichnet, so findet 
man, wie behauptet: 

(26) P (x) < e '11 für : | x | > JRe. 

§ 3. 

1. Hilfssatz. Ist: 

(27) E„(u) = (l-u)-e' 0> > 1), 

so hat man für jedes von Xull verschiedene u und für 
0 < a < l : 

(28) \JEp(u)\<ep’a , 

wo cPia eine lediglich von p und a abhängige positive Zahl 
bedeutet4) 

') Ein hn wesentlichen dasselbe aussagender Satz bei E. Lindelöf, 

8 
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Beweis: Man hat zunächst für |«|<1: 

CO 1 U J 00 , 

*•”*+:*> 7-"* -£*7T’‘" 
EP(u) = e > 

also für 0 < i u < 1 : 

= e t +1 

£* „-l«l* 

Ep ( « ) I < c' r +1 

1
—■. vv I » ix 

p -j-1 p -j-1 1 — ] « I 

< e p+1 = e 

Ist ietzt I « < - , , also 1 — Uf ! > —( 
i' -r ! 1 P "i" I 

1 
i’ircl: 

Æp(«)|<c 1 

und, wegen | tt | < 1, a fortiori: 

(29) |J5,p(«0|<el"iP+U 

Andererseits hat man: 

für : 0 < a < 1. 

p 

■#,> 00 i < (1 + I« I) ■ e 1 

i«. +£*-•>!* 

< e 1 

/|i |p + “-1 * 111 ip + “-^ . . , 
17 +li*7rM C" + 

= e 1 

Ist jetzt u >—“—", also | - , so wird: 
P + 1 ! n \ 

Ep 00 I < e>" 

P 

. i « IP + « 

(30) 

wo: 

(30.) ^._(«+JY+— + £. ' fr + !V+ — 
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Da im übrigen offenbar cPi„> 1, so ergibt sich mit Rück- 
sicht auf Un gl. (29) die Gültigkeit von (30) für jedes von 
Null verschiedene u. 

2. Hauptsatz. Es sei p eine ‘positive yanze Zahl, 
1 |P x-, ' 1 [P + 1 

XJ — divergent, ZJ — konvergent, also: 

eine ganze Funktion vom Bange p. Ist sodann für irgend 

ein dein Intervalle p < o p -j- 1 ungehöriges o : 

MD/ i_\ 
(32) lim v • — =0 I anders geschrieben: \av\ >- va )i 

V —-'S) 1 &V I V / 

so hat man für jedes e > 0 und x \ > B, : 

(33) |P(a;)|<e*-l«l<\ 

Dieses Besultat gilt auch noch im Falle o = p, wenn 
« 1 
ZJ'

1 - bedingt konvergiert und die Summe 0 besitzt.1) 
1 a,. 

Beweis. Wir unterscheiden hier die 3 Fälle o=p-f- 1, 
p < O < p -{- 1, o = p. 

I. Sei zunächst a = p-f-1, in welchem Falle wiederum 
die Voraussetzung (32) eo ipso erfüllt ist. Man hat, wenn m 

eine beliebige natürliche Zahl bedeutet, mit Benützung des 
zuvor bewiesenen Hilfssatzes: 

n*Ep - . 17' Ep 
I \ciyj J I m 1 V ^V 

< c 1 

c
p, 0 

x P . : * lp + l 

(34) 

V-, I 1 Ip ” I 1 In 4-1 

S’1 +CP.! S1' L, 
1 1 m + 1 1 1 

. I x IP+1 

*) Das letzte Resultat findet sich auch bei P. 1Î outroux: Comptes 
rendus, T. 134 (1902), p. 83. 
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Wird jetzt über m so verfügt, dass: 

“ I 1 ii’ + l £ 
Up. 1 ' XJ1 ; I ^ n 5 

.« + 1 Clv\ 2 

darauf Iif: so fixiert, dass für I x I > 11, : 

Hl > 1 n 

\x i a, 2 (34-») 

so ergibt sieb, wie behauptet: 

!p + 1 für: \x\>Ec.
1) x) j < ce ' 

II. In dem nunmehr zu betrachtenden Falle: j) < a <p -(- 1 
möge gesetzt werden : 

(36) 
P(x) = TT* EP ( • H*E, IX 

Q*v ' m -I- 1 

n> En 
Cly / )j -U 1 

= p(r] (*) • («) • ^.H-I (®) 

wo die ganzen Zahlen m, n genau dieselbe Bedeutung haben, 
wie in § 2 (s. Formel (16), (19) nebst Fussnote 1 p. 113), also: 

(37) 

(38) 

1 

«>• I 
; — < r5 für r > m, 

n — 1 < ô • r” < n (r = j x |). 

Man hat nun wiederum mit Benützung des Hilfssatzes (28): 

cr, o-S” 
Pi“\x) I < e 1 

r \ p cr, 0 v« 

also, wenn r,) so fixiert wird, dass: 
1 ^ / 1 \ p 

(39) Ÿ ( -) < -5 für : r > n, 

zunächst: 

(40) \P{r\x)\<es'-a. 

’) Dieser Teil des Satzes enthalt wiederum nur das P o i n carésehe 
Resultat (A). 
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Für das zweite in Gl. (36) auftretende Teil-Produkt 
ergibt sich : 

„ , i-HiT 
Tï’+.MI 

(41) < rirU-Y (») ). n> e1 

m+l V \V> J m+1 

(nach Ungl. 
(37), (38)). 

Für das erste dieser Produkte wurde bereits in § 2. 
Ungl. (21) die Beziehung gefunden:1) 

1 

<-i2> iiO+S)') 

Andererseits hat man : 

p 

< C 

n> e 1 < c 1 

m -}- 1 

Nun ist für y. < p < o \ 

£ 
1 ^ r 

< ■ n *), 
1 — 

und daher : 

1) Die betreffende Herleitung ist gänzlich unabhängig davon, ob 
o < 1 oder o > 1. 

2) Aus der oben (p. 114, Fussn. 1) benützten Ungleichung: 

6;- — a*> 1 (& — (i) (o<). < 1) 
folgt : 

yl — (v   1)A > . V>. — 1 = x • ^ —j 

und hieraus durch Summation : 

» 

£*• 
1 

l-;. 

< 
1 
T ■KU 
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1 /i\" a 
L* -n° L' - <L 7 
i y 1 v v 1 ! *-(o — * *) 

< • n 
a-p 

! v. 1 1 1 \ 
lWegCn- I y{a-y)<P p-{o—p) a - p) 

also : 

(43) 
» 2>n*y 

/7. e 1 

Ht -}— 1 
< e"" 

Durch Einsetzen von (42), (43) in Ungl. (41) ergibt sich 
somit : 

(44) p,(;;V.(z)!<e 
., ( 1 •2'’+——) V " o-l'/ 

Wegen n < <5 ■ ra -f- 1 (s. Ungl. (38)) hat man sodann: 

(-■ 2T + - R )<(a-r+l)(I-2"+ — ) \o ö—pj \o a—p) 

s /I , a , 2n ■ (o -7)) + o~\ 
Vo ö—p) o • (o — ]i) ■ 0 ■ r"J 

<S-r (— • 2" -j   hl), 
Va a —/ 

wenn : 

2” ■ (o — p) + a2 

< 1, d. h. r > /2" • (a — ^) + ™ 

V o ( o — p)-ö ) o (a — p) ■ ö ■ r" 

und daher: 

(46) K+1 (*) I < ■ 

wenn r der Bedingung (45) genügt. 

Schliesslich findet man für das dritte in Gl. (36) auf- 
tretende Teil-Produkt : 
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(47) 
F\rh{x)\<e 

.i-£v 

n -{-1 
V+1 

(s. Un gl. (28)) 

00 , ! 

< c " + 1 (s. Ungl. (37)). 

Nun ist wiederum: 
, r+i , 

fr(4)T<r p -f- 1 — 0 \n 
(s. p. 114, Fussn. 1)) 

< 

P + 1 — 0 

o 

•(-) \n ) 

p+i _ 1 
. ^ o — (p 4*1 ) 

p +1 — » 

so dass sich ergibt: 

• d 
p+i 

. y a — (P +1 ) 
(wegen : — < d 1 

w — 
nach (38)), 

Durch Zusammenfassung der Resultate (40), (40), (48) 
liefert also Gl. (36) die Beziehung: 

,1 r". 
CP. 1 • " 

(49) I F (x) ! < e 
(o + 1. 

1 \ n - 

[P.± 

”—P'P+l für: r > r'A, 

t r / • f(j — p^ —|- ^ 
wenn die grössere der beiden Zahlen rA und ( — \ | " 

V o (p — p) • o 1 
bedeutet. 

Wird also s>0 beliebig klein vorgeschrieben und ô so 
angenommen, dass: 

d (2 + - ■ 2" + - — + - < e, 
V o o —p p -}- 1 — o/ 

so folgt, wenn man noch Rt statt r'A schreibt: 

;JW ) I P (%) I < e ' 'x ' für : | x | > Rc. 

III. Sei jetzt o=p, also: 

(31) lim v • 
V = CO 

1 k v 
— “ hin - = 0 



122 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 7. Februar 1903. 

“ / 1 \P 

und ausserdem: ZJ
V I - I =0. Es mag- dann m und n wieder- 

1 Va,,/ 
um die frühere Bedeutung haben, so dass also: 

I 1 v < d für : v > in , 

(53) n — 1 < (5 • rp < n. 

Ferner möge n‘ eine Zahl von der Beschaffenheit be- 
deuten, dass für n > n‘\ 

(54) 
J. v 

ff.. 

<5, 

l 1 V' was offenbar, auf Grund der Voraussetzung: i/ ( ) = 0, 
1 v av ) 

durch passende Wahl von n' stets erzielt werden kann. Zu- 
gleich soll dann die in Ungl. (53) auftretende Zahl n > n' 

i 1 

^d. h. r > angenommen werden. 

Man hat nun wiederum: 

P (x) = H Ep 

(55) 1 ( «1
\P 

= P 1 

wo: 

V f ui -j- 1 

111 
• IL 

■nr Eni — ) ■ TI'E 
v / il -J— 1 v(£) 

V" Pp-i (—) ■ fr Ep-1 (—) • IL Er (-) , 
1 V«,./ m+1 \arJ ,, + i \a,.J 

p-1 

MîM1-£)•*' 
und im Falle ^> = 1 der Exponential-Faktor durch die Einheit 
zu ersetzen ist. 

Aus (54) folgt dann zunächst, dass: 

(56) b ; (;)' 
O 1 < cp .5 ■ rP 
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Für das erste Teil-Produkt in Gl. (55) ergibt sich analog 
wie früher (s. Ungl. (34), (34b) bezw., im Falle p— 1=0, 
Ungl. (15), (I5b)): 

(57) hrEt-A±) 
1 p \ a„/ 

< e ',P etwa für: r > r,5. 

Für das zweite Teil-Produkt hat man mit Benützung 
von Ungl. (52), (53) (vgl. die analoge Beziehung (41)): 

p-1 , 

(58) (^)|<f (1+ (•,!)")'c 1 

Dabei ergibt sich genau wie früher (cf. Ungl. (21), (42)): 

m H' + (T. 
und andererseits im Falle _/> > 1 : 

p —1 

1 .,p 
<ep 

(60) IF 
^4 (")" 1 1 

V~X w P 
^-4 y.-tp-x) “ 

<C 1 

(wegen: ü" (~) 

note 2)). Nun ist: 

1 — e p v 
< n 
p- y. 

für y-<p, s. i>. 119, Fuss- 

p-i V 
(61) E* -. , 

1 « (p — *) 

/ 1 1 \ p-1 1 

s-(r + y-ï) = 2^"T<21^ 
so dass die Beziehung (58) mit Benützung von Ungl. (59)—(61) 
in die folgende übergeht: 

ri‘Ep_ 1 '*\i<e
n(r2P+l8') 

Diese zunächst unter der Voraussetzung |) > 1 abgeleitete 
Ungleichung gilt dann, wie leicht zu sehen, auch noch für 
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2> = 1, da in diesem Falle die Exponential-Faktoren auf der 
rechten Seite von Ung'l. (58) wegfallen und andererseits, wegen 
lg 1 = 0, die rechte Seite von Ungl. (62) dann mit derjenigen 
von (59) identisch wird. 

Wegen n < à • -f- 1 (s. Ungl. (53)) hat man sodann: 

” (j ' 2' + J' '"j < 1'■ ■ I 1 1 ( -) ' 2' + lg j) 

-i-rt (- ■ 2> + lgi> + 
V p a 1 \ p . Ô • fP ] 

< 

wenn : 

(63) *1'd-iL- ' 

1 

(2p
 + v • igjpV 

V n-ö ) ’ 
und daher: 

(64) H' EP. 
in+l © 

< c 
S.rPi -lgp + 1 

wenn r der Bedingung (63) genügt. 

Auf das letzte der in Gl. (55) auftretenden Teil-Produkte 
lässt sich ohne weiteres die Ungleichung (48) anwenden, da, 
wie unmittelbar einleuchtet, die betreffenden Schlüsse auch noch 
für o=p giltig bleiben. Darnach wird also: 

(65) I fl'Er(
X\ < e,) ■rP ■ P ■

c P,I . 
n -{-1 \av J 

Durch Zusammenfassung der in Ungl. (56), (57), (64), (65) 
enthaltenen Resultate liefert also Gl. (55) die Beziehung: 

(66) j 1J (x) I < e 
S-rP (2 + l(l + 2P) + ]gp + p.ePil) 

für: r>rj, 

wenn r's die grössere der beiden Zahlen und 

bezeichnet. 

(2P + p-}gp\7 
V p ■ Ô ) 
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Man findet also schliesslich wiederum: 

((17) I P(x)\ <eE-l*lp für: | x \ > Ec, 

wenn ô zu beliebig vorgeschriebenem e entsprechend gewählt 
und r's = TL gesetzt wird. — 

3. Die in dem zuletzt behandelten Falle auftretende Be- 

dingung =0 ^bei gleichzeitiger Divergenz von 

ist offenbar allemal erfüllt, wenn: 
-, 11 ; 

I ) is 

(68) a2r = e v ■ a2v _ i (y — 1, 2, 3,. ..) ; 

desgh für ungerade p, wenn: 

(69) a ô r ~~ ci ô v — 1 (v = 1, 2, 3,.. .), 

1 
auch allgemein 

-, / J y 
wobei im letzteren Falle ausser X/v ( y I a 

“ / 1 r;- + I 

S1' (^yj (A = 0,1,2,.. .) verschwindet. Bezeichnet man 

ferner mit a eine primitive (p -(- l)te Einheitswurzel, etwa: 

a — e‘'+1, 

und setzt sodann: 

(70) fft(i'-H)v+;. + i = a-,--aipjr-[)r+1 (v — 0,1, 2,... in inf. 
I br + 1 

r= 
u = 2 = 0,1,2, ...p •). 

so hat man (wegen: a±*;' = 0 für 1 < x <L p) offenbar: 
0 

CO f \ \ H 

?v u) =0 für X = h2,. ..p. 

Es wird daher 

P , , fr /’ /, a>x\ ?" " ‘ l*r (x) = IT TT 1 — ) • c 
io^ br / 

/ 

V 6f + 7’ 
IT 

1 

(71) 
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\ ] |p 
falls L' r- divergiert, jedocli immerhin: 

0,. \ 

by ! >W z. B. by= [(r+ l)lg(r+ l)]"j, 

eine ganze Funktion {p -{- l)lon Ranges darstellen, welche für 
hinlänglich grosse x der Beziehung genügt: 

Das in der Einleitung erwähnte Foin care.sehe Beispiel 

11 (i — r, ) fällt offenbar gleichzeitig unter den eben be- 
V (rlg vyl 

zeichneten, wie auch unter den durch Gl. (69) charakterisierten 
Typus. 

Im übrigen sei über den vorliegenden, in dem voraus- 
gehenden Beweise unter III behandelten Fall o = J) noch 

folgendes bemerkt. Bie Bedingung 2J‘‘ ( = 0 in Verbin- 
i v 

dung mit der als notwendig erkannten: | ar \ vp erscheint 
zunächst zwar hinreichend, aber keineswegs notwendig 
für das Zustandekommen der Beziehung (72). Immerhin wird 
man sagen dürfen, dass sie nahezu den Charakter einer not- 
wendigen Bedingung besitzt; oder etwas genauer ausgedrückt, 
dass zum mindesten eine Bedingung ganz ähnlicher Art 

zu der allemal notwendigen: | a,. | >■ v1' hinzukommen muss, 
wenn Ungl. (72) erfüllt sein soll. 

Während nämlich im Falle o> p jeder einzelne Prim- 

Faktoren nur wesentlich schwächer ins Unendliche wachsen 

und naturgemäss die Erhaltung dieser Eigenschaft für das be- 
treffende unendliche Produkt lediglich von dem infinitären 
Verhalten der a,.\ abhängt, so wächst im Falle a = p schon 
jeder einzelne Primfaktor wesentlich stärker ins Unend- 

(72) P(»)| <e-Mp. 

auch jedes endliche Produkt solcher 

kann, wie e£'Dr (nämlich nur so, wie cc ' wo c endlich) 
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liehe, wie eE (nämlich wiederum, wie ec'Ulp) und die Be- 

ziehung I F(x) I < ec' wird dann überhaupt nur dadurch 
ermöglicht, dass die von den einzelnen Prim-Faktoren her- 

1 _ 
rührenden Beträge von der Form: ep k«,/ sich in ihrer Wir- 
kung ueerenseitiff zerstören: das letztere geschieht in der Tat, o o O O ' 

CO ,1\V 

wenn: \a~) ~ 0 wir(l- Ob die Relation j P (x) \ < ec'|j:i 

noch unter anderen Bedingungen zu Stande kommen kann, 
erscheint fraglich, wenn auch nicht besonders wahrscheinlich. 
Jedenfalls aber müssten derartige Bedingungen, geradeso wie 

“ 1 . 
die Bedingung ZJ

v— = 0, allemal so geartet sein, dass sie 
1 «>• 

erstens nicht nur von den absoluten Beträgen, sondern 
auch von den Argumenten der abhängen, und dass sie 
zweitens nicht nur auf das infinitäre Verhalten der ar, 
sondern auf die Gesamtheit aller (v = 1,2,3,.. .) sich 
erstrecken. Denn offenbar wird hier (im Gegensätze zu dem 
allgemeinen Falle o > p) allemal jeder einzelne Primfaktor 

für das Zustandekommen der Beziehung | P (x) | < ec ' i* ip in 
dem Grade massgebend sein, dass schon durch Weglassung 
oder Abänderung irgendwelcher einzelnen Primfaktoren jene 
Beziehung hinfällig werden kann. 

Um diese Bemerkung durch ein möglichst einfaches Beispiel 
zu illustrieren, werde etwa in dem Ausdrucke (71) p == 2 gesetzt 

und die b,. reell, positiv angenommen (z.B. b, — [()'-{-1 )lg(i'-pl)]^), 
so dass also: 

(73) 
P(x)= Tb Tb fl 

1 o V 

a}- x 
K ) (wo : a3 = 1) 

Entfernt man jetzt aus P (P) lediglich die zwei von den 
Wurzeln « b,, aibl herrührenden Faktoren, so entsteht: 
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(74) PlW.(, -i)..î + l(9> (>-£), 

und man findet unmittelbar für x — — r (wo r reell, positiv): 

(75) Pl(-r)=(l + ^-).C 

“ + H 77 
n< (i + 0> «• 

§ 4. 

1. Es sei jetzt p>0 der Grenz-Exponent von P (x), also 
zum mindesten für jedes <3>0: 

(76) lim v ■ I — I =0 (vgl. § 1, Nr. 2). 
V = CO I Cty ! 

Alsdann ergibt sich aus den Sätzen von § 2, § 3, dass 
für alle hinlänglich grossen X: 

I P(x) \ <ee'^le+s 

<c\x\o + \ 
(77) 

Diese Beziehung kann dann durch die engere ersetzt 
werden : 

(77“) P{x) I <C'-I*|öJ 

wenn \ar v- und Q weder Null, noch eine ganze Zahl; 

desgleichen im Falle eines ganzzahligen n, wenn X — 
° ° I (ly I 

zwar divergiert, aber konvergiert, oder wenn X -- 
I Cl y 

1 
j’S und x- (~1~)£ 

I UW 
0. Umgekehrt ist stets ] a,. 

1 
v -. 

wenn P(x) der Beziehung (77“) genügt. 
Andererseits hat man nach § 1, Ungl. (11) stets: 

(78) \P(x)\>e\*\e~\ 

für jedes <5 > 0 und unendlich viele x, unter denen auch 
beliebig grosse Vorkommen. 
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2. Um diese Resultate kürzer formulieren zu können, 
führen wir die folgenden Bezeichnungen ein. Genügt eine 
ganze Funktion G (x) für jedes ô > 0 den beiden Bedingungen : 

(SO) j G (x) > ë x “ & für unendlich vielebeliebiggrosse x, 

so soll gesagt werden, G (x) sei von der Ordnung/,/.1) 
Man bemerke zunächst, dass die durch Ungl. (79) statu- 

ierte obere Schranke von | G (x) | merklich erniedrigt werden 
kann, ohne dass deshalb Ungl. (80) hinfällig zu werden 
braucht. Insbesondere kann, wenn //, > 0, für jedes (noch so 
kleine) e > 0 und | x | > Ilc : 

werden und [ G (x) | dennoch der Ungl. (80) genügen. Denn, 
wie klein auch £>0 und <5 > 0 vorgeschrieben sein mögen, 
so hat man stets: 

so dass also die Existenz der Ungleichungen (79") und (80) 
sich keineswegs gegenseitig ausschliesst. Ist nun G (x) durch 
die beiden Ungleichungen (79a) und (80) charakterisiert, so 
wollen wir sagen: G (x) gehöre dem Minimal-Typus der 
Ordnung //, kürzer dem Minimal-Typus (//), an. 

3. Der Inhalt der Ungleichungen (77) (78) lässt sich 
daher zunächst folgen dermassen aussprechen: 

Die Ordnung einer primitiven ganzen Find,Hon F(x) 
ist identisch mit dem Grcnz-Exponentcn. 

9 Bei Borei (Leçons p. 74) „ordre apparent“; v. Sehaper 

sagt, G (x) sei vom Typus ex!' und gebraucht das Wort Ordnung in 
anderem Sinne (a. a. O., p. 12, 22). Nach seiner Terminologie wäre 

G (x) von der Ordnung -. 
1 // 

1903. Sitzungsb. d. matli.-pliys. Kl. 

(79) G (x) I < el*l"+a für alle ; x j > Rs 

G (x) \<ec- ' x\!' 

und sodann : 

£ • I X > I X > - 9 

9 



130 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 7. Februar 1903. 

Sodann ergibt sich mit Rücksicht auf (77a): Ist p weder 
Null, noch eine ganze Zahl, so besteht die Beziehung 

i 

et,. -< r" oder auch nicht, je nachdem P(x) dein Minimal- 
Typus (p) an gehört oder nicht. 

Bedeutet ferner [p | < p die grösste in p enthaltene 
ganze Zahl (eventuell die Null, wenn p < 1), so ist V (x) 
v o m B ange [ p]. 

Ist p eine ganze Zahl und gehört /' (x) nicht dem 
1 

av 

folglich ist in diesem Falle P(x) vom Range p. Gehört da- 

Minimal-Typus (p) an, so kann X! nicht konvergieren, 

gegen P (x) dem Minimal-Typus (p) an, so dass also | >-j>e 
ausfällt, so wird in der Regel P (x) vom Range p — 1 
(also p Konvergenz-Exponent) sein; nur in besonderen 
Fällen, nämlich bei ganz spezieller Verteilung der av, ist P (x) 
vom Range p. O s. 

Führt man statt des Grrenz-Exponenten p den Rangp 
ein, so kann der wesentliche Inhalt des letzten Absatzes auch 
folgendermassen formuliert werden: Eine primitive ganze 
Funktion P (x) vom Range p ist höchstens vom Minimal- 
Typus (p + 1), mindestens vom Minimal-Typus p. Dabei 
gehören dem Minimal-Typus (p -{- 1) tatsächlich alle diejenigen 
P (,r) an, für welche (p -j- 1) Konvergenz-Exponent ist: 
dagegen dein Minimal-Typus (jp) überhaupt nur solche P (x). 

für welche p Divergenz-Exponent, ausserdem noch | ar \ ,■ - v1' 
ist und die ganz speziellen, auf jeden einzelnen Index r 
sich erstreckenden Beschränkungen unterliegen. 
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