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563

Uber eine
mogliche Erweiterung des Gravitationsgesetzes,

II. Abhandlung.

Von A. Korn.

(Eingelatfen 7. November.)

IV. Abschnitt.

Uber die in einem System schwach kompressibler Teilchen
‘infolge der universellen Schwingungen auftretenden schein-
baren Fernkrafte.

§ 1.
Die Kontinuitiitsgleichung:
de du  dv | duw
1 S S i
) dt ‘ <E.I'+ay_} a,e’)
lautet fiir das Zwischenmedium, in dem:
¢
n = q/ )
S
2) v = o
Qe
w="
oz
3) dg—pu2p=10

ist, folgendermassen:

%,'f
*
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de .
4) (”=—£~,u"(]‘, )
oder, wenn
.t
H) g =@ sin 7 2xn

. 1,
abgesehen von Grissen, die gegen @ von der Ordnung ,, . . .
g ) geg 2 Zeiteinheit

klein sind, und unter der Voraussetzung, dass weder & noch
[} o

g Py T e ind

g¢ Yom der Ordnung - gross sind:
T t

6) €= ¢, <1 + 5= u* Pcos 7 2x),
a7t

wo ¢, cine Konstante vorstellt.

Die hydrodynamischen Differentialgleichungen:

duw_ 3p
CAET T Ay
I dv  dp
: CatT Ty
dw = 9p
farT e

erhalten somit die folgende Iorm:

Aa 3(/{ (3/) 2 o 2 3(/\‘2l
[ F"?-l'[ef e l<°‘w‘> i (‘-\?/) i (9) JI
¢ __9p

R/
N 2 P RO )
Eq 1L cOos 471 =— a o
l Y Qu T duw’

unter Vernachliissigung von Grissen, die von der Ordnung

S

T S
Foitoinoit klein sind, oder:
N LN LA LA X Ql-l
) Ij) F”[afJ“l(aJ)% TURMCEY
)
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Tls handelt sich darum, mit Hilfe der Formel 9) fiir p

die scheinbaren Kriifte:

1 7
N=- Vi 1) fpcos(mc)dwdt
{
1T
10) Y=—. 7 J fpcos(nj) dow dt,
1
. kT
A= 7 i) fpcoq(am)dw(lf
1

7z berechnen, welche auf ein schwaech kompressibles Teilchen
mit der Oberfliche @ und den iusseren Normalen » infolge
der Drucke p der Fliissigkeit ausgeiibt werden.

Schreiben wir 9) in der Form:

B (7(/7 1{ 3_(/7 2 a‘]f 2 af,\ Ql]
11) [p_*e‘)_dt ”l(ax Tloy) T\ae)

so erkennen wir, dass wir die erste Formel 10) so darstellen
konnen:
1 {-+7r

4\= _’l"

rli j’so g cos (nz) dm}

— ¢, § @ sin (d w cos (nx))
)

¢ d
9
Tt

_Fn [(a([}>‘17 2 P\*? c(]) 21. ' , .?f‘)’
9 ;:l\atu 2y + 5 J(os(n.:)sm 7 Qadm

; t
+ 1 g, et f D cos(na)cos? 7 2xd w] dt.
o) 8

Die erste Zeile rechts enthiilt zu vernachlissigende Grissen,

fir die Bedeutung der zweiten Zeile kommen die bekannten
TFormeln: 1)

1) Man vgl. z. B. A, Korn, FEine Theorie der Gravitation und der
elektrischen Ersc }101'1111110'011 auf Grundlage der Hydrodynamik, Berlin 1896
bis 1898, 2. Aufl,, S, 145,



d g dw cos(nx))= K

13)

!

e
@0 coseu=[ (21 +
(

[o2

0
3
d .
(H((lm cos (n2)) = {(

3c

Qi
2z

in betracht; beriicksichtigen wir schliesslich,

LSO
14) 7 5’ sin? 1,»27(
¢

ist, so folgt aus 12):

Vo _fo
4

[G]

i“ f [(])

(2P
[(BVL
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cos(nx
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2
w) cos (nx)
2
Los(7m)+ coq(nj) - (,os(n )>}(Zm,

E) 1/ > cos (ny)

cos(ne )+ ms (ny) + 3y " cos (nz))] dw,

91

=

) cos (n2)
—cos(n fc)+ uos (ny) + cos (nz))J dw
dass:

dt = L F oot Lo di =3
v-—T\g‘cos g eadi=1

2
D cos na) d

2 A2

ycos (ny)+ .

q
‘ a; cos (n;‘))

2 2P\ 2
> -+ (a (])> } cos (1 a:)] daw,

90
oy

analog ¥ und Z, wobei die zweiten Ableitungen von @ in der
fiusseren Fliissigkeit zu nehmen sind.

Nach dem Stokes'schen Theorem ist fiir jede geschlossene

Fliche o:
]/ ) cos (nx) + <3 .

fK ez
+{

2

oW
oy

dW

x

) cos (ny)

IV

Qx

_aU
2y

> cos (n )] do =0,
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wenn {7 VW dret beliebige, mit ihren ersten Ableitungen ein-
deutige und stetige Funktionen der Stelle (z y 2) auf o vor-
stellen. Setzen wir:

U =0,
V = —(ﬁa(p,
2z
Wwe=a>?
2y

so folgt:

r{/ 2 M) QPN (BDN s
Z‘: .( 2 )T cy) " \oz G (eD)
2

bap BI) D
~ 343y cos (ny) — 5585 S0 (n2)

2 P 2 P
02 i)~ 02 om0 o
)axaycos(ny) (])axazu)s(/z )J do =0,

oder:

f g ( ( cos (nx) + cos( Y) —}—  ¢os (nz )> d o

o)

I D\? 2
16) —1L2fd)zcos(;za)tl(/) %f[( ([)> +< (])> F(; (])) }COS(”(”)(Z(”

oy

d o,

51([13(7)
Qx on

wenn wir:

i 2P 2
17) ;n ;—- cos (1) + 2y ’ cos () -f- u)s (1n2)

setzen.  Auf diese Weise folgt aus 15):

2
[X: fo ft S @2 cos na) do

3}

(P'[) ((OD\* (3D\? 2P\Y
l _.1,5:[9 e -1 l(a ;1?) +<3 !/) +<3 > ’cos(ﬁx)]dm,

analog Y und Z.

18)
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IV. Die infolge einer Bigenschwingung ecines
Systems schwach kompressibler Teilchen auf jedes
derselben wirkenden scheinbaren Kraftkomponenten
sind durch die Formeln gegeben:

N=— ZOI[U w U V24 W= it D ecos(na) | d o,

=~

19) ).r:—i”f[l' Uy— WU V2 W= 12Dl eos(ny) | dow,

~ @

f= O f WU, — U - V24 W 2D} cos(n 2)]d o

- w

dabel 1st

. D

U=3,

20) Vo= o(;
2

W= “(]

21) U, = Ucos (nz) + Veos(nyy+4 Weos(nz)
gesetzt.

§ 2.

Wir kénnen aus dem Satz IV einige Schliisse ziehen,
welche den sich tiir den Fall =0 ergebenden Resultaten!)
einigermassen analog sind:

Setzt sich das System aus einer Zahl n schwach kom-
pressibler Teilchen zusammen, und bezeichnen wir die schein-
baren auf die einzelnen Teilchen wirkenden Kraftkomponenten
wit X; Y; Z (j=1.2..n), so ergibt sich fiir die Summen

" i n"
)leX‘, 2#1 Yi, )IJJ/J

1 A, Korn, eine mechanische Theorie der Reibung in kontinuier-
lichen Massensystemen.  Berlin, Ferd. Dimmlers Verlag 1901, 3. 136 ff.
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ein einfaches Resulfat; es ist, wenn man die Integrale iiber
die Oberfliichen ; der Teilchen in ein Integral iiber den
Aussenraum « (den von der Fliissigkeit eingenommenen Raum)

umformt:
s 2V W
X 0
2= 3[ ( J+9”>
U oU 2U
1 -  —
| Uax—i—VaJ 4N T
2l oV i
— an—V-a@_ — T o
—ur D ]ZT,
oder:
25 X;=0
analog:
22) 2 Y; =0,
1
2iZ =0.
1

Zusatz 1 zu IV, Der Schwerpunkt eines Systems
schwach kompressibler Teilchen bewegt sich gleich-
formig in grader Linie.

Fir den Fall » =2 folgt aus 22):

[X=—2X,
23) Y, = — 71,
| 7 -7

Zusatz 2 zu IV. TFiir die scheinhare Wechsel-
wirkung zweier schwach kompressibler Teilchen gilt
der Satz der Gleichheit von actio und reactio.
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Fiir die Rechnung in speziellen Fiillen ist eine andere
Form der Gleichungen 19) fiir die Kraftkomponenten vorzu-
ziehen,

Wir verwandeln die Integrale iiber die Oberfliche o in
Integrale iiber den Innenraum i des betreffenden Teilchens,

dann folgt:
= & [0 3V  2aW
-\=—.‘§{t(a ST )

2 2 dy 2z

o e - ] oU
e o il 78;1/ el 2z
a'r . V I, 4
e e
x ox Qx

X3
—‘uﬁ(f);— J(Zr,

=202+ (pif’ d,
oder: .
24) X =1¢ (4 1) [ D*cos(na)do,
analog ¥ und Z. k

Zusatz 3 zu IV. Die infolge einer Eigenschwin-
gung eines Systems schwach kompressibler Teilchen
mit dem Potential @ aut jedes der Teilchen wirkenden
scheinbaren Kraftkomponenten sind durch die folgen-
den Formeln darstellbar:

Pg= Z" (2 4 1) § D cos (na)y d o,
25 oy =" 4 1®)y Preos (ny)do,
1 Y

Z= ?’ (J2 1) D2 cos(n ) dw:
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dabei bezeichnet %* die der universellen Funktion &
zugehorige Zahl, unter n sind nach vor die in das
Innere der Fliissigkeit gerichteten Normalen der Ober-
fliiche o des betreffenden Teilchens zu verstehen.

Fiir 1o =0 gehen alle diese Siitze in die frither?) abge-
leiteten einfachen Resultate der Theorie der universellen
Schwingungen iiber.

V. Abschnitt.

Uber die Wechselwirkung kugelformiger, schwach kompressibler
Teilchen infolge ihrer Grundschwingung.

$ 1.

Wir nehmen zwel Kugeln vom Radius 18*) an und suchen
bet beliebig vorausgesetztem u die universelle Grundschwingung
derselben zu finden, d. h. eine mit ihren ersten Ableitungen
eindeutige und stetige Funktion des Innen- und Aussenraumes
&, welche im Unendlichen verschwindet, im Innern der hetden
Kugeln der Differentialgleichung:

D AD+2d=0,
im Aussenraume der Differentialgleichung:
2) AdD— 1P =10
geniigt,

Von den Lisungen, deren nach unseren Existenzbeweisen
unendlich viele existieren miissen, haben wir die mit kleinsten
I auszuwiihlen, um zur Grundschwingung zu gelangen.

Unsere Aufgabe wird wesentlich erleichtert werden, wenn
wir voraussetzen, dass der Radius R der Kugeln sehr klein
gegen ihre Zentraldistanz o ist. Wir konnen dann niimlich

<

cine Methode der successiven Nitherungen zur Anwendung

1) Vel S. 568, Anm. 1.
2) Der Einfaclhiheit halber nehmen wir an, dass beide Kugeln den-
selben Radins haben.
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bringen, welche der Methode von Murphy flir das Zweikugel-
problem in der Elektrostatik analog ist:?)

Es wird in erster Annitherung in der Kugel 1 und in der
Niihe derselben:?)

0—.”"1
, O =c¢- —— ausserhalb o,
7
1
3% PR
et sin il vy, B
l =C. e 1 in der Kugel 1
sin ki, I )

sein (7, Entfernung des variablen Punktes vom Zentrum der
Kugel 1, &, die kleinste Wurzel der Gleichung:

4) kycosk, R + psinky R =0),

gerade so, als ob die zweite Kugel nicht existierte, und in der
Kugel 2 resp. in der Niihe derselben:
: ﬁ—"llrg
D=c¢-- - ausserhalb o, ,
s
31))
e -4l sindwr, =
=Cr st in der Kugel 2
sink, I 7y '
(r, Entfernung des variabeln Punktes vom Zentrum der Kugel 2),
gerade so, als ob die erste Kugel nicht existierte; ¢ ist dabei
eine Konstante, die willkiirlich bleibt, so lange wir die gesamte
lebendige Kraft der Schwingung nieht kennen, und wir haben
— was schon aus Symmetriegriinden folgt — das ¢ fiir heide
Kugeln gleich angesetzt.  Wir miissen nun die Funktion @
genauer berechnen und setzen:

1 Fiir den Fall ;= 0 habe ich die Berechtigung der Anwendung
dieser Methode ausfiilhrlich bewiesen (Communications de la Soc. Math.
de Kharkow 1903): der Beweis lisst sich ohne Schwierickeiten anch aunf
den allgemeinen Fall eines beliebigen g Schritt fiir Sehritt ausdehnen.

2) Man vegl. 111, Abschnitt, S, 434,
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ce— " i . .
49 D = n + ¥, an der Kugelfliche o,
ce—#E . ..
4b) D = It + ¥,, an der Kugelfliiche ,,
o) k="Fk, -i- I,

wobel wir aussagen konnen, dass ¥, ¥, I¥ gegen die ersten

Glieder rechts wm so kleiner sein miissen, je kleiner ’) ist;
{

wir wissen {ibrigens nach den allgemeinen lxistenzbeweisen,
dass die Zahl 42 und die Funktion @ existieren, und dass &
mit seinen ersten Ableitungen im ganzen Raume eindeutig und
stetig ist.

Wir konnen ¥, auf o, nach Kugelfunktionen entwickelt
denken :

62) W =c¢, + ¢, cos(r, x) 4 ¢, cos (1, ¥) + ¢4 c08 (1, &

e, an o,

cbenso ¥, auf w,:

6Y) W, =c, } ¢,, cos (r, z) -} ¢y, cos (¥, ¥) + ¢,y cOs (1, 2)
+ -0, an om,.

Tatsiichlich wissen wir {iber die hier vorkommenden Kon-
stanten ¢ ¢, ;.. ¢, ... . noch gar nichts, abgeschen davon,

. clegtss® . } .. . .
duss sie gegen o umoso kleiner sein miissen, je kleiner
v
i . - g
ist; wir werden aber zuniichst so verfahren, als ob wir
0

diese Konstanten kenuen, mit Hilfe der Randwerte 4%), 4¥) die
Fuonktion @ im Aussen- und im Innenraume bestimmen und
nachtriighch die Konstanten ¢, ¢, ¢, .. ¢, .... I durch die
Forderung berechnen, dass auch die ersten Ableitungen von &
bei dem Durchgange durch o, und w, stetig bleiben miissen.
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§ 2.

Unsere erste Aufgabe ist, die Funktion @ des Aussen-
raumes zu berechnen, die mit ihren ersten Ableitungen ein-
deutig und stetig ist, im Unendlichen verschwindet und der
Gleichung:

7) AD— =0
geniigt, bei den Randwerten:
p—uR

S : I ¢, Loy cos(rya) + ey e0s () - 65 c0s (2]

+ -, an o,
—nll

ce , A
/My = n —+ ¢, F [ €y, co8 (1, 8) - €, 008 (1, 9) 4 €pac08 (1, 2) ]
1
4 e, an w,.

Die Lissung dieser ersten Aufgabe liisst sich mit Hilfe der
Methode von Murphy?) erlangen:
Wir bestimmen die Liosung @, fiir den Aussenraum
von o, mit den Randwerten 8%):
I et {(ﬁcu;“’f Lo \
R A

R o V4 .
— - - ¢, cos(i a) 4 e cos(r
+(3_-”[‘ v} ]+‘“j‘:{ 11 ( 1 )“\l 12 ( 1J)

9%y b =

nT e’

o
+egcos(r )+ -1,
die Losung @, fiir den Aussenraum von w, mit den

Randwerten 8"):

IR e—nre ’ e—nli

b e . -
9) (I)zl_c—.ull 7y l‘b L +"sz

R* e~ 14 ur
e PPy R _*_‘LL;; {ea1008(ry2) + €3 c08 (1, 9)
c : Y

Feeos(r )} oo

) Man vel. z. B. A, Korn. Lehrbuch der Potentinltheorie, I Bd.,
S, 854 41, Berlin 1899,
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hieranf die Lisung @, fiir den Aussenraum von o, mit
den Randwerten (— @,,) an o, also mit den Randwerten:

: e—nm R gre
10.1) (1)12 —_— —7 - — c_ e n. s 0y an oy
2 =

and die Lisung @, fiir den Aussenraum von m, mit den
Randwerten (— @,,) an o,, also mit den Randwerten:

e R e—noe
10m) Dyp = — C—— — =y ¢, an w,
. r C o o
1 <

1

1)2

bei Vernachlissigung von Grissen, die gegen ¢
klein sind, und so fort, dann wird:
P =D, + Dy + Py + Dy, + -

die gesuchte Lisung darstellen, und es ist leicht zu iibersehen,
dass wir bel unseren Vernachliissigungen die Reihe nach den
vier ersten Gliedern abbrechen kinnen:
11) =P, + D, + D,+ D,

Es ist nur noch notwendig, die Funktionen @, und @,
ans ihren Randwerten 10%), 10") zu berechnen.

Versteht man unter o die Entfernung und Richtung:

Zentrum der Kugel 1 — Zentrum der Kugel 2, so hat

nian (I)QI

7, = Vo*+ R*+ 2 I g cos (r,0),
p=wre gmrne n
= 1— " (1 cos (i, 0)},
n 5 { Q( t= o) cos (ry0)}

unter Vernachlissigung kleiner Glieder hoherer Ordnung, und
analog an w,:
H— Veo*+ R*—2 Ro cos (r,0)

o o e—he

- '——:?"'1—}— (I “+ 10) cos (r, 0)},
3 0

=

so dass wir die Randwerte 11)“) und 10%) auch so schreiben
kinnen :
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. R e Re
129) @, = — <(f h _:,/' c‘i>( T Lz(l (1 4 1 @) cos (y ),
e-n @ @
(an m)),

S n e—He te
2% &, = — (c -+ P (.‘-l> e + =5 (1 4+ p o) cos (ry0),

0

(an w,),
somit:

R e—nn I e~ne
(l)l" Fe—p— - e y ¢ _*- Byt m c, -
2 ,’.l sl e—ulk 72 (J
e R¥e 1
v ¢ “Fger, e i
ok =i (U o) eos () 0)
92)01‘ 1 + /l ]I: ¢ I ( {_ Pras ( 1z
, L e—un R Cime
Doo——v=t ol —ic -
“l }'2 (f-‘.lt L) _/¢ (Y ﬁ)
13Y) o
Be 14w, e—#n
e o —— (1 o) cos (r,0).
ers 1 _i__/(J.: c-—,;h( +l s) (J\

Wir bilden nun nach 11), 9) und 13) die I'unktion &;
wir werden dieselbe in der Nithe der Kugel 2 in der folgenden

Gestalt darstellen kénnen:
NS L W e S
e~#® gy | R |
e e
+ ,ﬁ;n::)lt ' (—,; i ]1i‘2 )}25{021 €08 (1, @)+ €5, €08 (1, )+ ey 08 (1, 2)}

e e1we—we

. :—,uliv
r 0 c

Re-wn (R ¢ e
_— — . c-r 2 _;,*1:(21 ..VL) -

’e -,uv[»'
9

Ic 14 pr, e

(55D
. y")'ﬁj' TR Tk (1 + e 0) cos (r, 0),

oder, da wir wieder:
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[ZAmEALE! e—ie 7y

—— =1 =21 4 po)cos(r,o)
% 0 0
1 & 54

setzen konnen, in der Nihe der Kugel 2:

R 6_/”2f 8——/(,15 l
e A L L

LB e L,
R e P (!
149) - 3 005 ()

| Renn R \e—ro
a1 (1 7 e " 1{) (C + _e——i_/m cl) - —0_-
¢ cos (r, o) e~ e fis LA+ pry) ey )
E— 02 (1’*‘!‘0) T — 2(1 Ful) c—,lnj

Analog in der Niihe der Kugel 1:

{6 08 (4) - 03 005 (r, )

R ety f e—lln

D=~ -+ 01
(;—."". ).l l J

B SRR -l 1+n7
T oTeR T T B Ty ]1»{01100""("1“")+012003(7'17J)
1

14%). + ¢y c0s (1, )}

J e R oty
+ I — )lil:_A"/') ¢ {— e —‘u’It 02 0 .

¢ cos (ry0) e~ H¢ 1 B (LA ) e
+ o 02 (1‘*‘1(0) )1 1(1+UJL)C—”‘J‘

Unsere niichste Aufgabe ist, @ fiir die Innenriiume von
w, und @, bei den Randwerten 8%), 8") zu bherechnen. Wir
fithren zu diesem Zwecke statt der Konstanten

1) Wir lassen die Konstante
]\ ¢ e e
,)-2 : ;— /L?i_
fort; dieselbe wiirde sich bei Beriicksichtigung von ®y3 und &y, iibrigens
von selbst fortheben.
1903. Sitzungsbh, d. math.-phys. KI. 39
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1n G2 O
€y, €y Coa Coy
die neuen Konstanten
T Y Y Y
(’1 C 11 C12 (Jls
1! Y
C" (/21 022 023

durch die folgenden Relationen ein:

—n kR
f_fﬁ — ¢, =0, sink R,
15%) ¢, =C, (sink R — 1L Rcosk k),
¢y ="Cp(sink R—1Fk Rcosk ),

Cg=Cs(sink It — I B cosk R);

=C, sink R,

15%) €y =C,, (sink B — I R cosk ),
€y = Cp(sink B — L Rcosk It),
€y = Uy (sink I — & R cos k I);

dann ist 1im Innern von o,:

D=0, 71? sin & r,
16%) I !
+ = (sinkr,—kr,coskr )(C,,cos(r,2)+C ,c08(r,y)+C, 4c08(r,2)),

im Innern von w,:
R .
b= (C, , S b,
16%) I e
-+ 2 (sinkiy—Frycos ki )(Cgc08(ry @)+ Cyc08(r,y)+C,5c08(ry2)).

Die Gleichsetzung der normalen Ableitungen von @ innen
und aussen an o, und w, wird uns nun Relationen liefern,
durch welche die Verhiiltnisse der

r 7 i f T 7 1 1
(Jx ('2 (’n (’12 (’13 (’21 (’22 (-'23
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und die Konstante & bestimmt werden, wobel wir uns der
Tatsache bedienen kénnen, dass & von %, nur um Grissen ver-

schieden ist, die um so kleiner werden, je kleiner - ist.
@

§ 4.

Bezeichnen wir mit # die #dussere Normale von w, bezw.
w,, so ist an o, nach 16%):

2D d, . . T,
v |i— —p sink B4k C,cosk R
17%) — IQ{ (sinhB—FERcoskI2)(Cycos(r,z) 4 Cypyeos(r, y)

+ Oy cos (1, 2)) -+ k* Rsin k R (C,; cos (r, z)
+ Oy cos (1, y) + Cygcos (1, 2)).

und nach 142)

155 :
53; S %} (1 4+ Rysink R
. v
2 .
—% (sink I8 — k B cos k R) (U, cos (r, z)
17%) + Cyy cos (ry ) + Cy cos (1, 2))

7 =
O, e

"1+ uR)sink R

+ e—:.’..ulf : _‘Q_—

_3C Eemre(l 4 po)

1 - R < (9 .
pte— R —=sin kIt - cos (1, 0);

in der letzten Zeile rechts konnten wir fiir ¢ bei unseren Ver-
nachliissigungen

C\ R .
Z_’—MT sink R
setzen.
Aus der Gleichung:
o, o
18a | ~— = |— an o
) RE on 4 L

ergeben sich die folgenden 4 Relationen:

39
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198 C,(kcosk R+ psinkR)=C, e.:@f i 1;‘251‘]% sink R,
B, — —3C coso(f z) e—/me(}/j_c Iz o)’

209 | R0, =—30, msg(f o
O, — — 3, 0050(;) 2) e“’“’c(_l;jg— I 0)’

analog folgt aus der Gleichung:

2| 130
b fr— — H
18" ™l X
dass:
- e=rel 4 uR . .
19%) ¢, (kcosk R usink R) = C, Z{,f“ sink R,

cos (0 z) e~re(l4p Q)

e—ult

20, ==+ 30,

g

!

+30,% cos (OJ) e~ e (1l + po)
0*

e I3

20%) I Oy =

-
cos(oz) e~ re(l 4 Q)
e

2 - i
J c ll

I 0,y = + 3C,

Die 8 Gleichungen 19), 20) bestimmen /% und die 7 Ver-
hiiltnisse:
O O SN SIS R IR 6 SR 0 T 91
.
Aus 19%), 19%) folgt fiir & die Gleichung:
Bl Ulnl 2E1), sin & P]

0- e—ulﬂ

oL

(kcosk R4 pusink R)* = {
oder: »
21) keoshk R4+ pusink B=

erell 4 1 k) sk R.1)

Oc—-/tlt

1) Wir withlen das Vorzeichen so, dass ¢y und ('y, die ja nahe
gleich sein sollen, gleiches Zeichen haben,
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Wir setzen hier:

22) b=k, +E
ein, bedenken, dass F gegen k, klein ist und dass:
23) kycosly IL 4+ psinky IR =0,
und erhalten in zweiter?) Anniiherung'
F{coslh, R—T, Rsink, B+ u Reosk, B} = > (i i’,‘ - sinlk, It,
oder:
e—ne k 1+ unR
¥ - . 0 S-S - i
&) B o ut+ @4+ pH R e-rk

Iis wird ferner nach 192), 19%)
25) C,=0,=0C,

und hierauf nach 20?*) und 20"):

267) ! =80 cosoge y) ,,_,,]:. (11_-’!‘"1‘/& o)
¢, =—3 ,cosg(n:r) c-";(l_j;”u ,,)’

26%) Cp,=—38C COSQ(OJ> c—”]': (l_—tklt 0)1
0, —=—3c%les) etre(l+pro)

02 ]La'a’ e—n R

Wir kénnen jetzt sogleich die Werte von @ an o, und o,
bilden:
27%) [ b= Cisink R4 (sink R—1T Rcosk I) (O, cos (i, 7)
1 4 Cyyeos (ry y) 4 Cy 08 (7, 2)), an o;

1) In erster Annitherung ist F =0,
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[®=C,sink R+ (sink B — T Rcosk R)(C,, cos (r, 2)

D7 h
B d + Cpycos (1, y) + Cyycos (1, 2)), an ,.
Es wird
cos(n n)ere(l4 o) (14 lc[{)
28“)[(1) Csink R+30C- T o—rk sink, I,
an o,
[(I)= Osinh o— 3 Ucos(on) e~ee(l <k po)(l - 1¢P) i
281) 0? JE ek
l an w,.

$ 6.

Wir kinnen jetzt leicht wmit Hilfe der Formeln des Zu-
satzes 3 zu IV (S. 570 und 571) die scheinbaren Kraftkom-
ponenten berechnen, welche auf jedes der beiden Teilchen in-
tolge der Grundschwingung wirken.

Es sind nach diesen Formeln die auf das Teilchen 2
wirkenden scheinbaren Kraftkomponenten:

X,= %‘ (2 4 u?) f D2 cos m ) d w,

(1)2
29) Y, =202 4 1) P eos (ny) d o,
(1)2

Z, = Z’ (2 + 12) f P2 cos (n 2) d .
(&0
Setzen wir hier fiir @ den Wert 28%) ein und hedenken,
dass:

[&7)

J\fcos(nx)dm:(),

Seosmy)ydw =0,

gy

feos(mz) dow=0;

my

30%)
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fcos’(nm)dw_j‘cosz(nj)da)—fcosQ(nz)da)-—47

22
= B,

()2
feos(my)cosmz)dw =0,
30%) |
§ cos (n2) cos (na) d w =0,

(2

fcos (ma)cos(ny)do =0,

(2))
so folgt:
cos(ox
Xm0 a4
319 ¥y = — a0 (1 4 g,
. cos{o2) _ .
/2=-—02~“0(2 e “e(1 4 po),

wo a* cinen positiven I'aktor vorstellt, der von der gegen-
seitigen Lage der beiden Teilchen ganz unabhiingig ist; analog
sind die auf das erste Teilchen wirkenden scheinbaren Kraft-
komponenten:

- cos{ox) _

‘\1=a2 0(2'26 ’“(l—i—/“’@)v
31Y) Y,=a* %@0‘”@ (14 wo),

Z—a "050(" %) g=re (1 4 . 0);

o bedeutet stets die Entfernung und Richtung:

Zentrum der Kugel 1 - Zentrum der Kugel 2.

V. Zwei schwach kompressible Teilchen mit der
Zentraldistanz g iben infolge ihrer universellenGrund-
schwingung aufeinander eine anziehende Kraft:

e#e(l Lo
32) I i O o0 3),
2
e
aus, wenn das Zwischenmedium derart mit Absorption
begabt ist, dass das Geschwindigkeitspotential ¢ des-
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selben nicht der Laplaceschen Gleichung, sondern der
Differentialgleichung:

[a5)

Bb) dop—p*e=20

geniigt. Dabei ist «* eine positive, von der gegen-
seitigen Lage der beiden Teilchen unabhiingige Kon-
stante, und es werden rechts in 32) Glieder vernach-
lissigt, welche gegen das erste Glied von der Ordnung
Radius der Teilchen

hcholeat klein sind.
o

Denken wir uns 2 Gruppen von Teilchen vom Radius R,
von denen die eine n;, die andere n, Teilchen enthiilt, so dass:
Ny 1Ry =Wy I,
wenn #, und m, die Massen der beiden Gruppen bezeichnen,
g0 ist [entsprechend der Formel 32), die man ohne Schwierigkeit
flir die Wechselwirkung zwischen je zwel Teilehen eines aus
beliebig vielen Teilchen zusammengesetzten Systems erhiilt,
wenn nur der Radius I? gegen die Zentraldistanzen klein ist]

die Anziehungskraft zwischen den beiden Gruppen
_
34) 1)12 = ﬂz n’] )72 foss (12+ - 0):
o
wo fi* eine von der gegenseitigen Lage der Teilchen unabhiingige
positive Konstante ist und o den Abstand der heiden Gruppen
bezeichnet, unter der Voraussetzung, dass die Distanzen inner-
Lalb der einzelnen Gruppen gegen p klein sind.
Da nun schliesslich:

L i Py,

35) My, =N
so folgt aus 34):
—~ o
36) P, = Gmym, 0__‘_-—(12-1‘ o 0),
Q
wo (& eine positive, von der gegenseitigen Lage der Teilchen
unabhiingige positive Konstante vorstellt.

Die Formel 36) stellt das erweiterte Gravitations-
gesetz dar, welches ich durch diese Untersuchungen
auf eine mechanische Grundlage zuriickzufithren ver-
sucht hahe,
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A, Korn: Uber Frweiterung des Gravitationsgeselzes.

Schlussbemerkung.

Die Theorie der Gravitation, welche sich auf die Theorie
der universellen Schwingungen stiitzt, wurde von mir urspriing-
lich unter der einfachst méglichen Annahme ausgearbeitet,
dass sich das Zwischenmedium, welches die Wirkungen von
einer Masse auf die andere vermittelt, wenigstens in bezug aunf
rasche Schwingungshewegungen genau so verhiilt, wie eine
ideale, inkompressible Fliissigkeit, d. h. dass das Geschwindig-
keitspotential einer universellen Schwingung in dem Zwischen-
medium der Gleichung:

37) Agp =10

geniigt.  Diese Annahme fithrt zu dem Gravitationsgesetz in
der Newton’schen Form, zu einer Anziehungskraft zwischen
zwel Massen m, m, in der Entfernung r:

, : : 2 (1
38) K= —fm, m, 3 7'( >

v
wo [ eine positive Konstante vorstellt.

In dieser Abhandlung haben wir zwar auch noch ange-
nommen, dass das Zwischenmedium den hydrodynamischen
Gleichungen folgt, dass aber eine gewisse Absorptionsfiihigkeit
des Zwischenmediums vorhanden ist, infolge deren das Ge-
schwindigkeitspotential der universellen Schwingung nicht der
Laplace’schen, sondern der folgenden Differentialgleichung zu
genligen hat:

39) do — e =0,

wo u* eine positive Konstante vorstellt. Diese allgemeinere
Annahme fiihrte zu einem verallgemeinerten Gravitationsgesetz,
zu einer Anziehungskraft zwischen zwei Massen #2, m, in der
Entfernung #»:

XS 2 LY
40) K= —fm m, S <(—>,

7
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wo
41) = Vlu"
zu setzen ist.

Es bedarf kaum des Hinweises, dass auch bel dieser
zweiten allgemeineren Annahme nur von einer mathematischen
Abstraktion die Rede sein kann, welche in der Gleichung

Adg—pe=0
thren analytischen Ausdruck findet.

Es erhebt sich die Frage: Wenn sich das - Zwischen-
medium etwa auch, wie ein schwach kompressibles Medium,
verhalten wiirde, ihnlich wie die eingebetteten Teilchen, nur
viel schwiicher kompressibel, wie wird sich das Gravitations-
gesetz in diesem Ialle abiindern? Wir wollen hier zuniichst
bemerken, dass in diesem Falle die Ausschliessung jeg-
licher Absorption des Zwischenmediums fiir die universellen
Schwingungen zu absurden Folgerungen fithren wiirde.

Das Geschwindigkeitspotential einer universellen Schwin-
gung miisste in diesem Falle im Zwischenmedium der Gleichung:

42) do + K*p=0,

in den eingebetteten Teilchen der Gleichung:

43) Ao+ Ete=0

geniigen, wo K? eine gegen * kleine Konstante vorstellt und
die kleine Zahl I/f: als bekannt vorausgesetzt wird.

In dem einfachsten Falle der Grundschwingung eines kugel-
formigen Teilchens muss dann ¢ von der Form sein:

O sinbr . .
[ @ = a sin 7 2x- bmr a in dem Teilchen,
&N K in K
l ¢ = sin ;i 2 [ﬁ COS;‘ ! + v smr 7J ausserhalb
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und wie immer f und 7 sich bestimmen mdgen, in jedem Falle
wird fiir

K+0

die lebendige Kraft im Aussenraume:

G+ G+ (o)

unendlich; genau dasselbe gilt fiir jede beliehige Oberschwingung.

Universelle Schwingungen sind nur méglich, wenn
das Zwischenmedium entweder ideal inkompressibel,
oder kompressibel und absorbierend angenommen wird.

Der allgemeinste Fall der gleichzeitigen Kompressibilitiit
und Absorptionsfithigkeit findet darin seinen analytischen Aus-
druck, dass das Geschwindigkeitspotential ¢ einer Differential-
gleichung von der Form geniigt:

3 32 g
45) Aqo:aaf2 ﬂaz

Wenn ¢ das Geschwindigkeitspotential einer universellen
Schwingung sein soll, muss:

{ .
46) @ =D, cos T 2a 4 &,sin 2

14
1Y
sein, wo 7' eine ausserordentlich kleine Zeitdauer vorstellt, und
P, @, Funktionen von x, y, #z, f, deren Ableitungen nach ¢
. 1 . .

nicht von der Ordnung 7 8ross sind. In dem einfachsten Falle
der Grundschwingung eines einzigen kugelférmigen Teilchens
ergibt sich dann durch bekannte Rechnungen,’) dass ¢ im
Aussenraume von der Form sein muss:

47) ¢=6'—_),‘ 'C('S<5,2n—ffr--}—(§>,

!) Man vgl. z. B. Riemann-Weber, Die part. Difgl. d. math. Phys,
Braunschweig 1901, 2. Bd,, p. 312 und 322 ff,



588 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 7. November 1903.

wo ¢ und ¢ beliebige Konstanten vorstellen nnd x, K den
Gleichungen geniigen:?)

-) 2
l/l2 — K* = — <_,1:,7> a,

27

48)
l 2u = jd’ b,

so dass:

s Gl 14 (D)

e

Damit die iiussere lebendige Kraft endlich sei, muss p
positiv, also:

49)

50) =1
sein, und — da /i stets positiv ist — auch:
51) K=VK*

wegen der zweiten Gleichung 48).
@ und I miissen ausserordentlich klein sein, so, dass,
wenn z. B. o eine Entfernung innerhalb des Sonnensystems

vorstellt, auch
wo und Ko

noch ausserordentlich kleine Grissen darstellen.

Wie nun dem Geschwindigkeitspotentiale

1) Denn es ist:
—llf [ 3\
dg¢ —c——7;— - {(,u“———Ix?)cos <T 27 —Fkr< é)
— 2 K gin (~1t, 2::—7;1'—{—6)},

o%q 2.7\2 i ¢
it —-( ) < C --r—cos(j,—g'r—k)—ré

—unr

ﬂ_(f ,9 Cc . - 8in (%_,n ~7.'r+(3).
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¢ ¢
A 92
. s (,!, -+ 6) 7

eines kugelformigen Teilchens die Anziehungskraft:

2 /1
— [ my m, o0 (5)’

dem Geschwindigkeitspotentiale
e—Hnr t

y (S 2 4

Coves oS <T -+ ) 7

eines kugelformigen Teilchens die Anziechungskraft:

o [e—ne
o fﬂlxl Thy 53 <——Q'—>

zwischen 2 Teilchen m, m, in der Entfernung o entspricht, so
ergibt eine villig analoge Betrachtung, dass dem Geschwindig-
keitspotentiale

e—nr

¢ Cos (,t,Z:z—]O'—}—(S)
r 1

eines kugelfsrmigen Teilchens die Anziehungskraft entspricht:

~ne

(e
| T J o d
52)  Gy= —m, m, 50 lfl ” cos Ko 4 f,

e
-sin K o

e” |
g
e J
wo f, und f, gewisse universelle Konstanten (im besonderen
f, > 0) vorstellen,
Die Formel 52) stellt das allgemeinste Gravi-
tationsgesetz dar, wenn wir die Theorie der univer-
sellen Schwingungen zu grunde legen und das Zwi-

schenmedium zugleich sehr schwach kompressibel und
absorbierend voraussetzen.

Freilich ist noch zu bedenken, dass wir dabei Glieder
vernachliissigen, welche gegen Gy von der Ordnung

(Radicn der Teilchen >

Entfernungen der Teilchen

o

klein sind.
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Die wirkliche Anziehungskraft ist:

53) G=G,+ G+ G+,
2
wo G, G,... gegen G, von der Ordnung -?, (f) ... klein

sind. Wenn wir eine weitere Annitherung, etwa durch Hinzu-
nahme von (f,, zu erreichen wiinschen, kinnen wir, solange
io und Ko noch kleine Grissen sind, fiir die Berechnung
von (7, grade so verfahren, als ob das Zwischenmedium eine
ideale Fliissigkeit wiire. Ich gedenke, auf die Berechnung
von G, auf Grundlage der Theorie der universellen Schwin-
gungen bei einer spiiteren Gelegenheit zuriickzukommen.
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