Sitzungsberichte

der

mathematisch-physikalischen Klasse

der

K. B. Akademie der Wissenschaften

zu Uvtunchen.

Band XXXVI. Jahrgang 1906.

Minchen

Verlag der K. B. Akademie der Wissenschaften

1907.

lo Kommission des G. Franz'achen Verlags (J. Roth).



223

Einige Folgerungen ans der Canchyschen Integral-
formel *ei Funktionen mehrerer Veranderlichen.

Von F. Hartogg«

{Singtlauftn 8. Mart.)

Ist eine analytische Funktion f(x) fur alle dem Bereiche B
der «-Ebene (einschl. Begrenzung) angehdrenden Werte der
komplexen Veranderlichen x eindeutig und regular, so gilt
nach Cauchy fir alle x, welche inneren Punkten dieses Be-
reiches entsprechen, die Beziehung:

das Integral erstreckt Uber die (im gehdrigen Sinne zu durch-
laufende) vollstandige Begrenzung C des Bereiches B.

Durch zweimalige Anwendung dieser Formel erhélt man
ftir analytische Funktionen f(x,y) zweier unabhangiger kom-
plexer Veranderlichen x und y unter geeigneten \oraus-
setzungen die analoge Beziehung:

bei welcher x einen inneren Punkt des Bereiches B der #-Ebene,
y einen solchen des Bereiches B* der y-Ebene bedeutet, und £
die vollstandige Begrenzung G des Bereiches B, 1j diejenige C*
des Bereiches B' durchlauft.

Wie nun eine genauere Untersuchung zeigt, ist es, um die
Gultigkeit dieser Formel nachzuweisen, gar nicht ndétig zu
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wissen, dai3 f(x,y) im vollen Gebiete (B, B') regulér sei; viel-
mehr genugt es zu diesem Zwecke schon, wenn von f(x,y)
nur feststeht, da3 es sich in einem gewissen Teilgebiete
desselben regulér verhalte. Da aber andererseits der Ausdruck
auf der rechten Seite der Gleichung — unter der Voraus-
setzung, dal3 wenigstens jeder Punkt (£, rj) des Integrations-
gebietes jenem Teilgebiete angehdre, — allemal eine im vollen
Gebiete (B, B*) eindeutige und reguldre analytische Funktion
von X und y darstellt, so ergeben sich auf diese Weise ganz
unmittelbar einige bemerkenswerte Satze, auf welche, wie
es scheint, die Aufmerksamkeit bisher noch nicht gelenkt
worden ist.)

Bedeutet JTeine irgendwie definierte Gesamtheit von Wert-
systermen (X,y), so sagen wir im folgenden, der Funktions-
zweig (oder auch kurz die Funktion) f (x, y) verhalte sich ,im
Gebiete r eindeutig und regular”, wenn es moglich ist, jedem
Punkte x = x\ y= y* von jP ein so kleines Kreisgebiet
X —x‘i< g, ly—Yy < g zuzuordnen, dal3 die von x undy
abhangige Grofde f (x, y)

1. fur jede Stelle (x, y), welche einem oder mehreren
dieser Kreisgebiete angehort, noch eindeutig erklart sei,

2. innerhalb jedes einzelnen Kreisgebietes mit einer nach
ganzen positiven Potenzen von x — X' und y — y* fortschrei-
tenden und daselbst absolut konvergierenden Reihe dem Werte
nach Ubereinstimme.

Stellt r speziell eine abgeschlossene Punktmenge dar,
so ist es, wie leicht zu zeigen, dann auch stets mdglich, die
Wahl der Grélen g und g so zu treffen, dal3 keine einzige
von ihnen kleiner sei als eine gewisse feste positive Grofle a.

Das Analoge gilt flir den Fall beliebig vieler Verander-
lichen.

1) Die betreffenden Satze hat der Verfasser zum Teil schon in
seiner Inaugural-Dissertation (Munchen 1903) aof anderem Wege herge-
leitet. (S. daselbst Kap. VI.)
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1.

Es sei in der #Ebene ein beliebiger Bereich 2?7}, des-
gleichen in der y-Ebene ein beliebiger Bereich B' vorgelegt.
Die Randkurven dieser Bereiche mogen mit G bezw. C* be-
zeichnet werden, und es stelle y — y0 irgend einen festen, dem
Bereiche B' angehtrenden Punkt dar. Wir wollen alsdann
annehmen, es stehe von dem Zweige f(x, y) einer analytischen
Funktion der beiden unabhangigen Veranderlichen x und y
lediglich fest, da3 er sich in dem ganzen Gebiete eindeutig
und reguldr verhalte, welches besteht

a) aus allen Stellen (x, y), fur welche x der Begrenzung C
des Bereiches B und y gleichzeitig dem Bereiche B ange-
hort, und

b) aus allen Stellen E@*y”, fur welche x dem Bereiche B
angehort.

Es gibt alsdann zundchst, da B eine abgeschlossene Punkt-
menge darstellt, eine positive Grole k derart, dal3 f(x, y) auch
noch an allen Stellen (x,y), fur welche x dem Bereiche B an-
gehort und y der Bedingung Jy —yO |< k genlgt, eindeutig
und regular ist; die Gesamtheit aller inneren Punkte y von B\
far welche zugleich ly— \Wol< k gilt, heiRe K.

*) Unter einem .Bereich B* der x-Ebene werde im folgenden
stets eine abgeschlossene Punktmenge yon der Beschaffenheit ver-
standen, dal3 a) jeder Punkt X derselben entweder selbst ein innerer
Punkt der Menge ist (d. h. daR alle Punkte eines gentgend Kkleinen
Kreises mit dem Mittelpunkte x ebenfalls zu B gehdéren) oder doch als
H&ufungsstelle von inneren Punkten erscheint, und da b) je zwei innere
Punkte von B stets durch eine aus einer endlichen Anzahl geradliniger
Stucke zusammengesetzte Linie miteinander verbunden werden kénnen,
welche ganz aus inneren Punkten von B besteht. Die Gesamtheit der
Begrenzungspunkte von B (also derjenigen Punkte von B, welche
nicht zugleich innere sind) moége die ,Begrenzung“ oder die ,Rand-
kurve“ C des Bereiches B heiRen; sie stellt ebenfalls eine abgeschlossene
Punktmenge dar. In der entsprechenden Weise mogen B' und C4in
der y-Ebene erklart sein. Endlich mége ein ,Bereich B*“ der 4-dimen-
sionalen #y-Mannigfaltigkeit in Bezug auf die letztere die analogen
Eigenschaften besitzen wie ein Bereich B in Bezug auf die 2-diraen-
sionale ~-Mannigfaltigkeit.

190®. Sitzungsb. d. math.-phya. Kl 15
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Wird nun der Einfachheit halber flrs erste vorausgesetzt,
dal3 die Begrenzung C des Bereiches B und ebenso diejenige C*
des Bereiches B durch je eine endliche Anzahl von stetigen
rektifizierbaren Kurven gebildet werde, so hat man, solange y
auf das Gebiet K beschrankt bleibt und x einen inneren
Punkt des Bereiches B bedeutet:

c

das Integral Uber die vollstandige Begrenzung C des Bereiches B
erstreckt. Des weiteren ist aber, wenn f irgend einen Punkt
von C bezeichnet und y seine bisherige Bedeutung beibehéalt:

e

das Integral erstreckt Uber die Begrenzung von B‘. Somit
ergibt sich:

C c

Der auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Aus-
druck, welcher hiernach im ganzen Innern des Gehietes (B, K)
mit f(x,y) Ubereinstimmt, stellt aber eine im Innern des vollen
Gebietes (I?, B') eindeutige und reguléare analytische Funktion
von X und y dar.) Infolge der bezuglich f(x, y) geltenden
Voraussetzungen namlich ist die Grof2e unter dem doppelten
Integralzeichen, solange x einen inneren Punkt von B,y einen
solchen von B* bezeichnet, eine im ganzen Integrationsgebiete
stetige Funktion der Integrationsveranderlichen f, 17, und daher
besitzt das Doppelintegral auch noch fur alle diese Werte von

*) Ein direkter Nachweis hierfur ergibt sich auch aus gewissen
allgemeinen Satzen uber Integrale von Funktionen, welche zugleich
analytische Funktionen eines oder mehrerer Parameter sind. (Vgl. far
den einfachsten Fall Enzykl. d. math. Wiss. Il B 1, Nr. 6, p. 22 sowie
die Anfiingsbemerkung in Nr. 43))
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x und y jedenfalls einen wohlbestimmten endlichen Wert. Des
weiteren kann aber, wenn x = xv y = yx irgend ein festes der-
7\

artiges Wertepaar bedeutet, N durch eine nach

ganzen positiven Potenzen von x —xxund y — yx fortschreitende
Doppelreihe ersetzt werden, deren Koeffizienten von x und y
unabhéngig sind, und welche bei geeigneter Beschrankung der
absoluten Betrdge von x — xx und y — yx absolut, sowie in
Bezug auf alle in Betracht kommenden Wertsysteme £, 1
gleichméafRig konvergiert. Diese sémitlichen Eigenschaften
der Reihe bleiben auch dann noch bestehen, wenn man die-
selbe, was bei passender Anordnung ihrer Terme moglich ist,
als einfach unendliche Reihe auffadt. Durch gliedweise
Integration dieser letzteren erhalt man dann in der Tat die
Entwicklung des Doppelintegrals nach positiven ganzen Potenzen
von X — xx und y—yv und zwar konvergiert die so sich er-
gebende (zunachst als einfach unendlich gedachte) Reihe sicher-
lich absolut, wenn man noch die obere Schranke fur die ab-
soluten Betrage von X — xx und y — yx beliebig wenig ver-
kleinert; die Reihe kann somit, wenn man will, auch wieder
als absolut konvergente Doppelreihe aufgefald3t werden.

Hieraus geht aber hervor, dal} der betrachtete Ausdruck
die Funktion bezw. ihre analytische Fortsetzung auch
noch im Innern des vollen Gebietes (-B, B) darstellen muf3;
f{x,y) verhalt sich also notwendig auch noch in der
Umgebung jedes im Innern des Gebietes (B, B1 ge-
legenen Punktes (# y) regular.

Lart man jede spezielle Annahme bezlglich der Begren-
zung der Bereiche B und B' fallen, so kann man in folgender
Weise zum Ziele gelangen. Aus den Voraussetzungen folgt
zunéchst die Existenz einer positiven, von Null verschiedenen
Grofle a von der Beschaffenheit, daf3, sobald x = x\ y= ¥y
irgend eine der unter a) oder b) genannten Stellen bedeutet,
ffa y) noch in jedem Gebiete \x—x < a, [y—V |< a ein-
deutig definiert und regular ist. Die #-Ebene werde nun auf
irgend eine Weise in kongruente Quadrate von der Seitenlénge

15*
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j[ a eingeteilt, and das von allen denjenigen Quadraten, welche
im Innern oder langs der Begrenzung irgend einen Punkt von
B enthalten, Uberdeckte Gebiet (einschL Begrenzung) mit Bt
bezeichnet. Jeder Punkt von B ist alsdann innerer Punkt Ton
2?,, nnd jeder nicht zu B gehorige Punkt von J5,, speziell
also jeder Begrenzungspunkt von BX ist von einem gewissen
Punkte des Bereiches B und daher auch von einem gewissen
Punkte der Begrenzung C desselben um weniger als | a ent-
fernt. Auf die namliche Weise mdge aus dem Bereich B der
y-Ebene der erweiterte Bereich B\ gebildet werden. Offenbar
ist es alsdann, ohne dal die Voraussetzungen ihre Gultigkeit
verlieren, gestattet, in denselben die Bereiche B und B durch-
weg durch B\ bezw. B[ zu ersetzen. Nach dem oben Bewie-
senen verhalt sich somit der betrachtete Funktionszweig T (X, y)
im Innern des Gebietes (B\, B\), also sicher im vollen Gebiete
(22, B') regular.

Wir kénnen demnach den folgenden Satz aussprechen:

Es sei C die Begrenzung eines beliebigen Be-
reiches B der x-Ebene und y= yOirgend ein dem Be-
reiche B* der y-Ebene angehoriger Punkt. Verhalt
sich alsdann der Zweig f(X,y) einer analytischen
Funktion von X und y in demjenigen Gebiete ein-
deutig und regular, welches aus allen unter a) und b)
genannten Punkten besteht, so verhalt sich die Fort-
setzungl desselben auch noch im vollen Gebiete
(U, B) eindeutig und regular.

Ein zweiter Beweis fur diesen Satz, bei welchem nur ein-
fache Integrale auftreten, mdge hier noch angedeutet werden.
Es werde die oben benutzte Einteilung der #-Ebene in
Quadrate von der Seitenldange £a wieder aufgenommen und
das von allen denjenigen Quadraten, welche im Innern oder
langs der Begrenzung irgend einen Punkt von B X aufweisen,

*) Dabei handelt es sich selbstredend nur um solche Fortsetzungen,
welche man erhéalt, ohne dal x den Bereich B und y den Bereich B*

verlant.
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Uberdeckte Gebiet (inkl. Begrenzung) mit B2 bezeichnet. Der
Bereich B2 enthélt dann den Bereich 2?, in seinem Innern,
und jeder nicht zu B gehorige Punkt von Bt ist von einem
gewissen Punkte von B und daher auch von einem gewissen
Punkte von C um weniger als a entfernt. Der nicht zu J?,
gehdorige Teil von Bt mége (einschl. seiner Begrenzung) mit 8
bezeichnet werden. f(x,y) verhalt sich alsdann im Gebiete
(@S, B) eindeutig und regular und es gilt somit:

(D .= .«* -{'M «-[/7 A A

wobei x irgend einen inneren Punkt des Gebietes S, y irgend
einen Punkt von B* bezeichnet, und die Integrale jedesmal
Uber die volistdndige Begrenzung des in Parenthese ange-
gebenen Gebietes zu erstrecken sind.

Andererseits verhalt sich f(x,y) im Gebiete (Bv \y—y0lk a)
eindeutig und regular, und es gilt somit, solange jy—y0]<a ist,

cm?.y) -0
Wit~ X

fur jeden nicht zu Bx gehorigen Wert von x. Da aber fur
jeden solchen Wert von x dieses Integral eine im Bereiche B
durchweg regulare analytische Funktion von y darstellt, so
verschwindet es auch fur jedes dem Bereiche B angehdrige
y, und die rechte Seite der Gleichung (1) reduziert sich somit
stets auf ihr erstes Glied. Dieses, welches demnach im Gebiete
(E, B") mit 2jzif(x,y) dem Werte nach Ubereinstimmt, stellt
aber eine im Innern des ganzen Gebietes (Z?2227%)» speziell also
im vollen Gebiete (B,B') eindeutige und regulére analytische
Funktion von x und y dar.

2.

Uber die Verteilung der singularen Stellen bei den
analytischen Funktionen zweier Veranderlichen sagt der soeben
bewiesene Satz folgendes aus:

Es sei C die Randkurve irgend eines Bereiches B
der ar-Ebene, welcher den Nullpunkt enthalt. Ist als-
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dann der Punkt #= 0, y= 0 fur einen gewissen Zweig
f(x,y) einer analytischen Funktion von x und y eine
singulére Stelle, wahrend dieser Zweig sich eindeutig
und reguldr verhalt an jeder Stelle (x, 0), fur welche
x auf G liegt, so gibt es eine Zahl Z>0 derart, dal3 zu
jedem Punkte y= yOdes Kreises \W\<I eine singuléare
Stelle (X0, yQ jenes Zweiges existiert, fur welche x0
dem Bereiche B angehort.

Infolge der Uber f(x, y) gemachten Voraussetzungen exi-
stiert namlich jedenfalls eine positive Grof3e | von der Be-
schaffenheit, daf? f (x,y) noch im Gebiete (C, Jy j< I) eindeutig
und reguldr ist. Die so bestimmte Grof3e | gentgt aber dann
zugleich den Anforderungen des Satzes. Ist ndmlich y = yQ
irgend ein der Bedingung JyO|] | gentigender Wert, und ver-
hielte sich entgegen der Behauptung f(x,y) in der Umgebung
einer jeden Stelle (#, yQ regulér, fur welche x dem Bereiche B
angehort, so multe nach dem in Nr. 1 bewiesenen Satze f (X,y)
auch im vollen Bereiche (22, Iy I< T) eindeutig und regulér sein,
wahrend ja der Punkt x = 0, y= 0 fur f(x, y) eine singulare
Stelle sein sollte.

Durch Spezialisierung ergibt sich aus obigem Satze der
folgende:

Ist der Punkt x = 0, y = 0 eine singulare Stelle fur den
Funktionszweig f(x,y), gibt esjedoch in einer gewissen Nach-
barschaft dieses Punktes fur f (X, y) keine weitere singulare
Stelle, deren y-Koordinate Null ist, oder gibt es wenigstens
innerhalb jedes beliebig kleinen Kreises um x = 0 noch Be-
reiche j?, welche den Punkt x = O enthalten, und deren Rand-
punkte mit y= 0 samitlich regulare Stellen fir f (X,y) ergeben,
so lait sich zu jeder beliebig kleinen positiven Zahl k
stets eine zweite | derart angeben, daf3 zu jedem
Punkte y= yQdes Kreises |yj<Z mindestens eine sin-
gulére Stelle (xQyQ jenes Funktionszweiges existiert,
welche der Bedingung WQ\<k genugt.
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3

Ist ein beliebiger Bereich B der #-Ebene sowie ein be-
liebiger Bereich B* der y-Ebene vorgelegt und steht von dem
Zweige f(x, y) einer analytischen Funktion fest, dal3 er sich in
demjenigen Gebiete eindeutig und regulér verhalte, welches aus
allen Begrenzungsstellen des Bereiches B— (B,B) besteht
(d. h. sowohl aus allen Stellen (x,y), fur welche x der Rand-
kurve von B und y dem Bereiche B' als auch aus allen den-
jenigen, fur welche x dem Bereiche B und y der Randkurve
von B* angehdrt), so ist nach dem in Nr. 1 bewiesenen Satze
/#,y) notwendig auch im vollen Bereiche B eindeutig und
reguldr. Dieser Satz laft sich nun auf vollig beliebige Be-
reiche BI) der x y-Mannigfaltigkeit Ubertragen; doch werden
wir uns hierbei auf die Betrachtung eindeutiger analytischer
Funktionen beschrénken. Der Satz lautet alsdann:

Liegt ein beliebiger Bereich B der #y-Mannig-
faltigkeit vor und steht von der eindeutigen analyti-
schen Funktion f(x,y) fest, dal3 sie sich an jeder Be-
grenzungsstelle (x,y) des Bereiches B regular ver-
halte, so verhélt sie sich auch im vollen Bereiche B
regulér.

Beweis. Da die Begrenzung von B eine abgeschlossene
Menge von Punkten (x, y) darstellt, so la3t sich zunéchst
wiederum eine positive Grof3e a angeben, so beschaffen, dal3
wenn (X\ y‘) irgend eine Begrenzungsstelle von B bedeutet,
/@ y) auch noch in jedem Gebiete \x —x‘ < a, y—VY'I< a
regular ist.

Die Gesamtheit der y-Koordinaten aller Punkte von B
bildet offenbar einen Bereich B* der y-Ebene. Ist y— yQein
Randpunkt von B' (oder auch ein beliebiger Punkt von B\
welcher von einem Randpunkte um weniger als a entfernt ist),
so ist f(x,y) sicher in der Umgebung jeder dem Bereiche B
angehtrenden Stelle (#, y) regulér, deren y-Koordinate gleich
yo ist. Wulldte man, da3 das namliche auch von jedem be-

1) Siehe p. 225, FuBnote 1.
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liebigen Punkte Y = YO des Bereiches B gilt, so ware damit
die Behauptung erwiesen. Die gegenteilige Annahme fahrt aber
in der Tat auf einen Widerspruch. Gabe es namlich auch
Punkte y = yt von B\ fur welche jene Aussage nicht zu-
tréfe, so miten speziell auch zwei Punkte y= YOund y=vy,
des Bereiches B' nachweisbar sein, von denen der erste, yQ
jene Bedingung erfullt, der andere, y,, hingegen nicht, und
deren Entfernung voneinander zugleich kleiner ist als £a. Es
soll nun der Nachweis gefiihrt werden, dal3 — entgegen der
soeben gemachten Annahme — /4# y) dann auch in der Um-
gebung einer jeden dem Bereiche B angehtrenden Stelle regulér
sein mul3, deren y-Koordinate gleich vy, ist

Ist (z,, yR eine beliebige solche Stelle, so unterscheiden
wir drei Félle, je nachdem der Punkt (xv y” erstens ein Be-
grenzungspunkt von B, zweitens ein innerer Punkt von B
ist, oder drittens dem Bereiche B Uberhaupt nicht angehort.

Im ersten Falle ist f(x,y) im Gebiete ,x —a?,|<af
Iy — yO0 |< a durchweg reguldr, also speziell auch in der Um-
gebung der Stelle (xv yx.

Im dritten Falle gibt es, da zwar der Punkt (xvy,) dem
Bereiche B angehort, der Punkt (xvyQ hingegen nicht, auf
der geradlinigen Verbindungsstrecke der Punkte yO und yx min-
destens einen Zwischenpunkt y8 derart, dal3 (#,,y3 ein Be-
grenzungspunkt von B ist. Dann verhalt sich f(x,y) im
Gebiete \x — xx\< a, |y —yVyf |< a durchweg regulédr, also
speziell auch in der Umgebung der Stelle (xv y3.

Im zweiten Falle endlich bedeute X die Gesamtheit aller
Stellen x, fur welche (x,yQ ein innerer Punkt von B ist; die
Gesamtheit aller derjenigen Punkte von X, welche mit dem
(gleichfalls zu X gehtrenden) Punkte xx durch eine aus einer
endlichen Anzahl von Geraden zusammengesetzte, aus lauter
Punkten von X bestehende Linie verbunden werden konnen,
bilden nebst ihren Haufungsstellen alsdann einen Bereich B
der x-Ebene und zwar von folgender Beschaffenheit: Ist x
irgend ein Punkt von B, so gehort der Punkt (x, yQ dem Be-
reiche B an; ist speziell x ein Punkt der Randkurve G von B,
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so ist der Punkt (x, yQ (da er nicht innerer Punkt von B sein
kann) sicher ein Begrenzungspunkt von B. Demnach ist
f(x,y) in dem ganzen Gebiete reguldr, welches besteht: a) aus
allen Stellen (r, y), fur welche x der Kurve C%y dem Bereiche
Iy — y0 |<; f a angehort; b) aus allen Stellen (r, yQ, fur welche
X dem Bereiche B angehtrt. Nach dem Satze von Nr. 1 ist
infolgedessen f(z, y) auch im vollen Gebiete (22, \y— YO0 |< f a)
regular, also speziell in der Umgebung der Stelle (xv ).

4.

Der in Nr. 1 bewiesene Satz &3t noch nach einer anderen
Richtung hin eine Verallgemeinerung zu. Die bei der Voraus-
setzung desselben unter b) definierte Gesamtheit von Stellen
(X, yo kann namlich ersetzt werden durch eine anderweitige
Gesamtheit, bei welcher die y-Koordinate nicht mehr unge-
andert bleibt, sondern ihren Wert gleichzeitig mit x &ndert
(ohne jedoch den Bereich B* jemals zu verlassen). Allerdings
kann man sich schon an den einfachsten Beispielen von Singu-
laritdten unmittelbar davon Uberzeugen, dal3 diese Abhéngig-
keit keineswegs voéllig willkrlicher Natur sein (etwa Un-
stetigkeiten aufweisen) darf, sowie ferner, dal3 die Gestalt
mindestens eines der Bereiche B, B"' gewissen Beschrankungen
unterworfen werden mui3.) Wir werden im folgenden annehmen,

X
Bereich |x |< 2, fur B * den Bereich jy |< 1 (so daR f(x, y) im Gebiete
(C, B*) regular ist), und setzt des weiteren (x) = O far jeden von Null
verschiedenen, dem Bereiche B angehdérenden Wert xt dagegen Xp(0)
gleich irgend einer von Null verschiedenen Konstanten, so verhalt sich
f(x,y) in der Umgebung jeder Stelle (*, y>(#)) regular und es sind somit
alle Voraussetzungen erfullt; nichtsdestoweniger ist f(x, y) im Bereiche
(B,B*) nicht durchweg regular. — Wahlt man andererseits fur B den
Krduring 17 Ix |~ 4, fur B 1lden Kreisring 2< jx ”~ 8 und setzt durch-
weg V(- ®)— — xt sind wiederum alle Voraussetzungen erfullt, ohne
daB f(x\y) im Gebiete (B, B ‘) durchweg regular ware. Damit der Satz
gultig »ei, mul zum mindesten einer der beiden Bereiche B und B*
einfach zusammenhangend sein.

) Es sei z. B. f(x,y) = XY Wé&hilt man nun etwa fur B den
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dal3 die y-Koordinate eine eindeutige analytische Funktion
rp(x) der ~-Koordinate sei, und ferner eine besondere Voraus-
setzung Uber die Gestalt des Bereiches B' hinzuftigen.

Es sei y= v(x) eine im Bereiche B der x-Ebene
eindeutige und regulare analytische Funktion von x,
so beschaffen, dafl3, solange x dem Bereiche B ange-
hort, der Punkt y= y>X) im Innern des Bereiches B*
der y-Ebene gelegen sei. Von dem Zweige f(x, y) einer
analytischen Funktion von x und y stehe fest, dal3 er
sich in dem ganzen Gebiete eindeutig und regulér
verhalte, welches besteht:

a) aus allen Stellen (x,y)f fur welche x der Be-
grenzung O des Bereiches B und y gleichzeitig dem
Bereiche B' angehért, und

b) aus allen Stellen (x,y), fur welche x dem Be-
reiche B angehoért und gleichzeitig y— y>(x) ist.

Der Bereich B*‘ besitze Uberdies die Eigenschaft,
dal3 seine Begrenzung mit jeder Geraden der y-Ebene
héchstens zwei Punkte oder eine einzige geradlinige
Strecke gemein habe. Alsdann ist fix?y) auch im
vollen Bereiche (U, BY) eindeutig und regular.

Beweis. Die positive Grofe 3 mbge so bestimmit werden,
da3, wenn x= x\ y= y‘irgend eine der unter a) oder b) ge-
nannten Stellen bedeutet, f(x”y) noch im Bereiche W — x' \<[3,
ly— y* I< 3 eindeutig und reguldr sei. Eine zweite positive
Grofde a sei nicht groRer als 3, werde jedoch, was stets mog-
lich ist, Uberdies noch so klein angenommen, dal3, wenn x = x*
einen vollig beliebigen Punkt von B bezeichnet, fur alle x des
Gebietes \x — x |< a:

1. die Funktion rp(x) noch eindeutig und regular sei,

2. der Punkt y — tp(x) dem Bereiche B‘ noch angehore,

3. die Ungleichung Pp(x) — y(x) \< %3 gelte.

Mittels dieser Grofde a mdgen alsdann wie in Nr. 1 aus B die
Bereiche Bv B%und S konstruiert werden.
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Da f(x,y) alsdann im Gebiete (S,B') eindeutig und regulér
ist, so hat man zunachst ebenso wie in Nr. 1 die Beziehung:

(1) 2,,/-(*,,

wobei x irgend einen inneren Punkt des Gebietes S1y einen
beliebigen Punkt von B* bedeutet.

Ist andererseits x = xx ein beliebiger Punkt von Bv so
gibt es jedenfalls einen Punkt x = xO von B derart, daf3
ja;, —x0 |< a; infolge obiger Annahmen gehort also der
Punkt yj (x¥ dem Bereiche B' noch an und es gilt gleichzeitig

Iv(*t) —vW | <v[i3-

Setzt man daher, unter y irgend einen festen Punkt des Be-
reiches B verstehend,

YtO) = y>(x) + tly — vy (X))
und bezeichnet mit D den Durchmesser eines Kreises, welcher
den ganzen Bereich B untfaldt, so gilt sicher noch:

\"t(xd - w(xe\<B, o
udd
f (X, y) verhalt sich nun im Gebiete \.x—x0k 3, ly—y(xXQ kK B
eindeutig und reguladr, speziell also in der Umgebung des
Punktes (zv !Pi(x,))- Da uUberdies y(x) im Bereiche Bx ein-
deutig und regulér ist, so stellt demnach f(x1 (X)), solange nur

o

solange t dem absoluten Betrage nach kleiner bleibt als

M\ < 22)" e'ne ™ Bereiche Bx eindeutige und regulare ana-

Iytische Funktion von x dar, und es gilt somit:

fur jeden auRerhalb Bx gelegenen Punkt Xx.

Ist nun tO irgend ein der Bedingung 0" tO< 1 genlgender
reeller Wert, f irgend ein Punkt der Begrenzung des Be-
reiches JB, so gehort der Punkt v(£) un(l daher auch der
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Punkt 5% (f) dem Bereiche B noch an; wird sodann die
0

Grofe t auf das Gebiet 11— |< ~ beschrankt, so gilt

INE)-NE) = *-* 1 I~y-v>(1)\<[3
und demnach verhélt sich die Funktion f(x,y) in der Um-
gebung des Punktes (f, noch eindeutig und regulér.]

Daraus folgt aber, da} das zuletzt betrachtete Integral —
unter x nach wie vor einen aullerhalb 2?2, gelegenen Punkt
0

verstanden — in jedem Gebiete 11— t0 |< (0 < tO< 1) eine

regulére analytische Funktion von t darstellt. Da diese Funk-
0

tion aber fur 1lj< 21 verschwindet, so mul3 sie auch fur

alle betrachteten Werte von t verschwinden, speziell also fur
t= 1. Mithin reduziert sich die rechte Seite von Gleichung (1)
auf ihr erstes Glied; dieses aber stellt — aus genau denselben
Grunden wie in Nr. 1 — eine im vollen Gebiete (Bv B) ein-
deutige und reguldre Funktion von x und y dar.

5

Die samtlichen bisher erwdhnten Sétze lassen sich auch
auf den Fall beliebig vieler Veranderlichen ausdehnen.
Als Grundlage kann dabei der in Nr. 1 bewiesene Satz dienen,
wenn derselbe zuvor noch auf eine etwas allgemeinere Form
gebracht wird. Liegt ndmlich eine analytische Funktion der
Veranderlichen Y, M v, w, .. vor, sO kann man, wenn nman
in der x- und in der y-Ebene die in Nr. 1 gebrauchten Be-
zeichnungen beibehalt, wdhrend die Gebiete 6r, G\ ... der
te-, v-, ... Ebene lediglich der Beschrankung unterliegen
Rollen, dal3 sie abgeschlossene Punktmengen darstellen,3
jenem Satze die folgende Gestalt geben:

1) £ ist ndmlich von einem gewissen Punkte der Randkurve C, und
(I) von dem zu B ‘ gehérigen Punkte (E) um weniger als B entfernt.

*) G braucht also nicht notwendig einen 2-dimensionalen Bereich
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(A.) Steht von dem Zweige f(x,y, W, O, ...) einer analy-
tischen Funktion der Veranderlichen Yy, W, Vv, ... fest, daR
er sich in dem ganzen Gebiete eindeutig und regular verhalt,
welches besteht

a) aus allen Stellen #, y, myv, ...), welche durch das
Symbol ((7, 27, 6r, G\ ...), sowie

b) aus allen denjenigen, welche durch das Symbol
(22, yQ @, 7 ...) bezeichnet werden,

so verhélt sich die Fortsetzung dieses Zweiges auch noch in
dem vollen Gebiete (B, B\ (?, G\ ...) eindeutig und regular.

Da namlich das in der Voraussetzung erwahnte Gebiet
eine abgeschlossene Menge von Punkten (x, y, u9v, ...)
darstellt, so ist es wiederum maoglich, eine positive Grole a
so zu wahlen, daB, sobald (xX\ y\ w, t', ...) irgend einen
Punkt dieses Gebietes bedeutet, f(x,y, u, v, ...) auch noch in
jedem Gebiete \x —x* |< a, .. Ju —Ww |< a, ... eindeutig
und regulér sei. Mittels dieser Grof3e a mdgen nun genau wie
in Nr. 1 aus dem Bereiche B der x-Ebene die Bereiche Bv Bv S,
aus dem Bereiche B * der y-Ebene der Bereich B{ und schlief3-
lich in analoger Weise aus den Bereichen Q, G, ... die Be-
reiche £ri, G[, ... konstruiert werden. Denkt man sich nun
den GroRen tt, t5 ... bestimmte, den bezuglichen Bereichen
Gi, O, ... angehorige Werte beigelegt, so besteht, wie in
Nr. 1 (p. 229) bewiesen, jedenfalls die Beziehung:

2ni f(xyy,wv, ...) — dE£,

wobei x einen inneren Punkt von S, y einen Punkt von B*
bedeutet. Die rechte Seite dieser Gleichung stellt aber eine im
Innern des vollen Gebietes (222 223, Gu G{, ...), also speziell
im ganzen Gebiete (B, B\ G, G\ ...) eindeutige und regulére
analytische Funktion von #, y, tt, v, ... dar.

darzustellen, sondern kann z. B. auch die Gesamtheit der Punkte einer
Kurve, eventuell auch bloR einen einzigen Punkt bedeuten.
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Es mégen nun xv xv ... xHn komplexe Veranderliche
bedeuten, und es sei O0< fi < v< n. Ein ,Bereich 27 der
#£-Ebene werde im folgenden stets mit Be, seine Randkurve
mit Ce bezeichnet; xe= Xqg bedeute durchweg einen festen
Punkt des Bereiches Be\ endlich mdge Ge eine abgeschlossene
Menge von Punkten xe darstellen. Es gilt alsdann zunadchst
die folgende Verallgemeinerung des obigen Satzes:

(B.) Steht von dem Zweige f(xv xv ... xn einer analy-
tischen Funktion der Veranderlichen xv x% ... xn fest, daf3 er
sich in dem ganzen Gebiete eindeutig und regular verhalte,
welches besteht

a) aus allen Stellen
(Pv g, ... C,, Bpjni) Bp+o, ... Gy+u ... ffy),

b) aus allen Stellen
... Boy Xp-Al) Xpr2) ... Xy G\ ... Gn\

so verhélt sich die Fortsetzung desselben auch in dem vollen
Gebiet (Bv Bv ... BMUGv+ 1, ... Gn eindeutig und regular.

Der spezielle Fall dieses Satzes, welcher der Annahme
(i= 1 (oder auch der Annahme v = fi + 1) entspricht, ergibt
sich ndmlich ohne weiteres durch mehrmalige Anwendung des
vorhergehenden Satzes (A); durch wiederholte Anwendung des
so gewonnenen speziellen Satzes ergibt sich sodann der Satz
in seiner allgemeinen Fassung.

Durch wiederholte Anwendung des Satzes (B) kann man dann
endlich noch folgende weitergehendeVerallgemeinerung gewinnen:

(C.) f(xvxy ...x* verhalte sich in demjenigen Gebiete
eindeutig und regulédr, welches besteht

at) aus allen Stellen (Cv Cr ... Cn- 2 CH\yl?"),

aj aus allen Stellen (Cv Ct, ... C»_2A-ii xi\
ag aus allen Stellen (Cv Cv ... BH'2, zi-u #>

aw aus allen Stellen (Bv x*, .. .x£_2, XZ)-

Alsdann verhélt sich f(xv x% ... xu auch im vollen Gebiete
(Bv By ... Bh eindeutig und regular.
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Was den Satz von Nr. 2 betrifft, so kénnen auch bei
diesem sowohl an Stelle von x, als auch an Stelle von y be-
liebig viele Veréanderliche treten. Der Satz erscheint alsdann
in der folgenden Form, welche sich unmittelbar als Folgerung
aus dem Satze (B.) ergibt:

Es sei Ce (g= 1, 2, ... ) die Randkurve irgend eines
Bereiches Be der a™-Ebene, welcher den Nullpunkt enthalt. Ist
alsdann der Punkt xx= xt= ... = x,, = 0 eine singulare Stelle
far den Zweig f (xv xr ... xn) einer analytischen Funktion,
wahrend dieser Zweig sich in dem ganzen Gebiete eindeutig
und regulér verhalt, das aus den Stellen (Cv -+ Cf,, 0,0,... 0)
besteht, so gibt es eine Zahl |> 0 derart, da3 zu jedem den
Bedingungen JatE+i |</,... | ,< Z genlgenden Wertsystem
Xu+1, Xp42i .- - eine singulare Stelle (xf, x\, ... xZ) jenes
Zweiges existiert, fur welche xt dem Bereiche Bv . . dem
Bereiche B A4 angehort.

Der Satz von Nr. 3 gilt unverandert fur einen beliebigen
Bereich B der (xv xv ... “Mannigfaltigkeit. Der Beweis er-
gibt sich ohne weiteres aus dem dortigen, indem man an Stelle
von y n— 1 Veranderliche treten laft.

Was schlie3lich die Betrachtungen von Nr. 4 betrifft, so
kann man diesen zunadchst den folgenden allgemeineren Satz
an die Seite stellen:

(D.) Der Funktionszweig f (x,y, ...; WV, ...) verhalte
sich eindeutig und regulédr in dem ganzen Gebiete, welches
besteht

a) aus allen Stellen (ff, B‘,Ba...; ff, ff',...),
b) aus allen Stellen (B, yj#),%(#),...; ff, ff',...).

Dabei moégen die Bereiche B\ 2?*,... und die Funktionen
W(x)i X(x)i - - - analogen Beschrankungen unterworfen sein, wie
sie in Nr. 4 bezlglich des Bereiches B und der Funktion Yo (x)
galten, wahrend ff, ff',... wieder beliebige abgeschlossene
Mengen von Punkten der u-, v ... Ebene bedeuten. Als-
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dann verhalt sich f(x,y,z,. . . ) auch im vollen Ge-
biete CB, B, BT, ...; @, Gr',...) eindeutig und regular.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem in Nr. 4 mit-
geteilten, indem man an Stelle der dortigen Veranderlichen y
die Veréanderlichen vy, #,... treten laft.

Es mdge nun weiterhin angenommen werden, daf3 jede
der Grof3en vyj, x, ... Uberdies noch von w, r,... abhangig sei
und zwar fur jedes dem Gebiete Q, G, ... angehorige Wert-
system w, v,... als Funktion von x betrachtet die bisher ver-
langten Eigenschaften besitze, ferner aber eine im Gebiete
B, G, G, ... stetige Funktion der Veranderlichen x, u, v, ...
darstelle. Auch dann bleibt der obige Satz (D) noch unver-
andert bestehen.

Zum Beweise wéahle man zunéchst eine GroRe 3> O
derart, da3, wenn (x\'y,z',...; u\v\...) eine beliebige der
unter a) oder b)J) genannten Stellen bedeutet, f(x,y,z,...;
u,v,...) noch in jedem Gebiete \x—z‘\ < 3 ,\ u—tt'|<£,...
eindeutig und regular sei. Eine zweite Gro3e a> 0 kann als-
dann so bestimmt werden, daRR, sobald x einen Punkt von
B, u,u zwei der Bedingung Ju — *'] <a genugende Punkte
von @, analog v,v‘ zwei der Bedingung Jv — v* |[< a genugende
Punkte von Gr',... bedeuten, stets die Beziehungen Jy>(x,u‘,v'...)
— y>(X,u,Vv, .. < B, X (X, u\ W L) x#Hwt ?, |
stattfinden.

Es werde nun in der w-Ebene eine Einteilung in Qua-
drate Q von der Seitenlange vorgenommen und derjenige
Teil von @, welcher irgend einem, dieser Quadrate (inkl.
Begrenzung) angehort, mit GQ irgend ein Punkt von GO mit u0
bezeichnet. Analog verfahre man in der t?-Ebene u. s. f. Dann
ist es offenbar gestattet, in den Voraussetzungen des Satzes
uberall @, Cr',... durch QQ Go,... und gleichzeitig y)(x,u,v,...),
X (X, u, v, . durch y>(x, ugvQ ...), X% «0 ).+ zu

1) In der Zeile b) sind y> (X), X (X),... jetzt durch yt(x, tf, vf...),
X(X, W, v,...), ... ersetzt gedacht.
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ersetzen, ohne dal’ dieselben ihre Gultigkeit verlieren. Nach

dem Satze (D.) ist daher f(x,Y, in dem ganzen
Gebiete (B, B\ B”,...; G& 6ri,...) eindeutig und regulédr und
somit, da die Quadrate Qo . beliebig gewahlt werden

konnten, auch in dem ganzen Gebiete (B, B\ JBT,. . (?, 6r',..:)
Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes ergibt sich
dann schlie3lich jeder der beiden folgenden:

(D\) Es sei 0< /< n. Der Funktionszweig f(xj, x*, - -, Xn)
verhalte sich eindeutig und reguldr in dem ganzen Gebiete,
welches besteht

a) aus allen Stellen (Cj, C2 ... Cp, Bp+1,... BN%
b) aus allen Stellen

(Bi) B% . - . Bp, Xh-- Xy - D---N))

Dabei sollen die Bereiche Bp+1, ..., Bn die erwdhnte spe-
zielle Eigenschaft besitzen, die Funktionen yse (x\,... Xp)
(9 — + 1,-. n)aber im Gebiete B\, B2l..., B" eindeutig
und regulér sein, und der Punkt xe = yje(x\,..., x” so lange
das Wertsystem X\,..., x* dem Gebiete Bi, ..., BA angehort,
im Innern des Bereiches Be gelegen sein. Alsdann st
f(xi, Xi, ..., xn) auch im vollen Gebiete (2?i,B2..., BH ein-

deutig und regular.

(D*.) Der Funktionszweig f(x 1,22 . . xn) verhalte sich
eindeutig und regulér in dem Gebiete, welches besteht

aj) aus allen Stellen (Cj, C*. . Cm 2 Cn-h -Bn),
a2l aus allen Stellen (Ci, C2 .. V),
as) aus allen Stellen (Ci, C2 ..., 2?*-2 Vn-\, y),

an) aus allen Stellen (272, 2 - - -, Vn-2 V>n-i, V*)

Dabei sollen die Bereiche Bi, B$, ..., Bn die erwdhnte
spezielle Eigenschaft besitzen, die Grof3en y>e=y>e{xi,x2,.-.,xe -1
(0=2,3,..., n) Funktionen von x\ #2,. . xQ-\ darstellen,
welche im Gebiete Bu B>,. . Be~ leindeutig und regulér sind,J)

*) Doch treten bei der Aufstellung der in irgend einer der n Zeilen

1906. Sitznngab. d. math.-phys. KL 16
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und der Punkt xQ= tpe(xX\, x2 ..# 0- 1, so lange das Wert-
system X\ Xi, ..., xe-\ dem Gebiete B\, 22 ..., Be~1 ange-
hort, im Innern des Bereiches Be gelegen sein. Alsdann ist
f(xI, X2 - x») auch im vollen Gebiete (Bi}B*,. . BM ein-
deutig und regular.

genannten Gesamtheit von Stellen als Argumente einer der Funktionen y>Q
jedesmal nur diejenigen Wertsysteme X{,x2 . . xR _ x tatsachlich auf,
welche dem in der namlichen Zeile aufgefihrten Gebiete der (xItx2,..., x _ j)-
Mannigfaltigkeit angehoéren.
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Berichtigungen.

1 Zu der Abhandlung ,,Ober die Grundlagen der Theorie der Fakidtltenroftea“

Auf S. 156, Z. 6 v.u. lies: \n— statt (Cn— 0,,-fi).

1 L_
Auf S. 169, Z. 10 v. o. lies: W< r statt n,+ A(*1
Auf S. 161, Z. 12— 14 v. o. lies:

(O + (O + Yv y?*vSYv
WO Yv Yv y& Ya y’%&r reeUe Grolen bezeichnen (O< vy, <
Ya<Y gi die so gewahlt sind, dal3 etc.
Auf S. 161, Z. 6—6 V. u. lies:
Wenn eine ganze Zahl y oberhalb der funf Zahlen [&20;,

Ift*o) + vt 1-I-1h L |9&0 + }I|+1y»]. |90 + v, | + lyi
und 15RXQ + Yo+ 1Yi | gewéhlt wird, so etc.

2. Zu der Abhandlung ,,Einige Folgerungen aut der Cauchyschen Integralfemel
bei Funktionen mehrerer Veranderlichen" von F. Hartoge.
S. 224 Z. 10 v. o. ist hinter ,welche” einzuschalten: (abgesehen
von dem einfachsten, die Unmoglichkeit isolierter singu-
larer Stellen betreffenden Falle)
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