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17

Kinetographische Verwandtschaft ebener Systeme,

und rftnmlicher Systema

Von Lndwig Bnrmester.

Alleemeine Darlegungen.

Die Gesamtheit aller in einer Ebene befindlichen Punkte,

derea gegenseitige Ln;^e sich nicht ändert, wird ein starres

ebenes System oder kurz ein ebenes System genannt; und

analog wird die Gesamtheit aller in einem Raum befindlichen

Ponkte, deren gegenseitige Lage sich nicht ändert, ein starres

rSnmliches System oder kurz ein rSumliehes System

genannt.

Bei einer gesetzmäßigen Bewegung eines ebenen Systems S

in einem anderen ebenen System Z. welclies wir als ruhend

annehmen, beschreibt ein angenommener Punkt ^4, des beweg-

ten Systems S eine Bahnkurve oc in dem ruhenden System 21,

und femer beschreibt ein angenommener Punkt Ag des rahenden

Systems £ eine Bafankonre a in dem bewegten System S,

Wenn wir in dem System 8 auf einer gegebenen Kurve

die Punkte Äg, B^, • • System £ auf einer

gegebenen Kurve zunächst der Einfachheit wegen eindeutig

zugeordnete Punkte Ar^. Bö- ^r, annehmen, dann besc hreilx'n die

Punkte A^, B^, C^... des bewegten Systems S die Balinkurven

oc, ^, y . . in dem ruhenden System Z und die Punkte A(j, B^, • •

des ruhenden System E die Bahnkurven a, 5, f . . in dem be-

wegten System 8, In jedem Bewegungsmoment beetimmen die

IM?. SHmpk.d.Mih^pplkn'Kl. 2
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13 Sitzung der math.-pbys. Klasse vom 9. Februar 1907.

beschreibenden Punkte A^, B^^ . . des Systems S auf den

zugehörigen Bahnkurven cc, ß, y . . Punkte A, F . . in dem

System und ebenso bestimmen die beschreibenden Punkte

A(j» Btft Fß • • ^es Systems £ auf den zugehörigen Bahnkurven

a, 6, c . . Punkte B, C . * in dem System S, Die so in jedem

Bewegungsmoment bestimmton Punkte A, B, F • > und A^B,C.,

nennen wir entsprechende Punkte, die beschriebenen Bahn-

kunren 9i, ß, y nnd a, 6, ü . . entsprechende Kurven in den

ebenen Systemen S.

Die liierduich definierte Beziehung der Systeme ^

nennen wir eine kinetographische Verwandtschaft zweier

ebener Systeme. Dieselbe ist demnach bestimmt durch eine

gegebene gesetzmäßige Bewegung des Systems S in dem Sy-

stem £ und durch die eindeutige Zuordnung der Punkte auf

den in den Systemen £ gegebenen Kurven ib^, x^.

V

Pig.l.

Um die Bewegungsvorgänge des einen der Systeme 8^ £
in bezug auf das and^HB* in* Fig. 1 «u veranschaulichen, sind

in den» l)ewe<rten System N auf d»'r Kurve die I*unktt' A^^

•^«1 C^** und in düm ruheuduu bysteu ^ auf der Kurve
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L. BunneBter: Kiaetographiacbe Verwandtschaft. 19

die eindeutig zugeordneten Punkte Aß, Bc, . . angeiiomnien.

Die Kurve sowie die Punkte A,, jÖ^, . . des iSysteras 6'

beündeu sich im Anfang der Bewegung in Deckung mit der

Kurve und den Punkten Ao« Boi To . . des Systems £; und

femer befinden sich die Kurve sowie die Punkte A^j, Btf, P^.

.

des Systems E in Deckung mit der Kurve und den Punkten

Aq, Bf^, . . des Systems 8. Die Punkte A^, B^, . . be-

schreiben die Bahnkurven oc. ß, y . . in dem rulienden System X
und die Punkte Aß, B^, To . . besclireiben die entsprechenden

Bahnkurven a,h, c . . in dem bewegten System *S'. Durch rlie

Bewegung des Systems tS gelangt die Kurve mit den Punkten

. . ÄU8 der Anfangslage x^ (Aot Bo« . .) in ver-

schiedene Lagen x, (A,, Bn P, . .)f *i (A,, Bti T, . .) • -i di«

man gleichsam als Abdrücke von {A^, B^, . .) auf das

ruhenden System T, betrachten kann. Femer gehingt die in

dem ruhenden System Z Hegende Kurve mit den l'uukten

Aß, B(j, Fq.-, von der anlanghchen DeckuuLj mit (A^, B^, ^o--X

ausgehend in denselben Momenten zur Deckung mit deu Lagen

(.4,, i^,, C\..), {A^, B^, t\ ..).., die auch gleichsam die Ab-

drücke von (Aö, Böt Tö . .) auf das bewegte System 8 sind

wenn ee sich in der zeichneten Anfangslage befindet. Wfthrend der

Bewegung von 8 beschreiben die Punkte A^i Og . . die Bahn-

kurven Ol, ß, y . . in Z» und die mhenden Punkte Aß» Bg, .

.

beschreiben die Bahnkurven a, ft, <r . . in S, die also über diese

Punkte gleiten. Wenn ferner die Kurve d»'s bewegten Sy-

stems S in die Lagen x^,y..^.. gelangt, dann treten die in S

liegenden Kurven k^, k^ .. nach einander in Deckung mit der

Kurve des ruhenden Systems Z. Demnach entspricht der

Schar der unter sich kongraenten Kurven ibo, A;, . . in 8 die

Schar der unter sich kongraenten Kurven x^, x,, x, . . in Z;
und diese Kurven wollen wir die Lagenkurven nennen. Da

auch die Schar der Bahnkurven a, h, c . . in 8 der Schar der

Bahnkurven oc. ß. y . . in E entsj)ri{'ht, so ergeben sich in den

Systemen *S', Z fh^ ents])re('liendt n Netze der Kurven n, h, c, . .,

^1 « ^2 • • und y , Xq, X,, . . mit deu entsprechenden

Netzpankten
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20 Sitzung der matb.-phj8. Klasse vom 9. Februar 1907.

lilfi ^1 .

.

-BflA •
•

^0 ^1 ^'2
• •

Ao A, Af •

.

Bq Bf Bf • •

r2 • •

DieKurven a, ft, c . . , ^0 1
^'1

> * • sowie die Kurven et, . .

,

^ot ^1* - • ^ können als Farameterlinien oder als krumm-

linige Koordinaten betrachtet werden. Einer Karre in 5, die

z. B. durch die Punkte A^, B^, gt lit, entspricht in dem

System Z eine durch die Punkte Ao' öi» gtlicnde Kurve.

Die Bahnkurven a, h, c . . und cx, /?,>'.. .sind durch die

gesctzniiiüige Bewegung des System bestimmt und ihre Ver-

teilung ist durch die Zuordnung der Punkte der angenommenen

Kurven A*^, bedingt; und mit diesen Kurven sind die Lagen-

kurven ftg, Ä;,, . . und x^, X|, x, . . gegeben, deren Lagerung

durch die angenommenen Bewegungsmomente bestimmt sind.

Wenn wir insbesondere kongruente Kurven Ic^, an-

nehmen, die in ihren AnfenjOfslagen x^, A'„ zusammenliegen, und

die sich denkenden Punkte (li(s<'r Kurvm als zufreordnete

Punkte betracliten, dann erhalten wir eine spezielle Zuordnung»

die wir eine identische Zuordnung nennen. Die speziellste

identische Zuordnung ergibt sieb, wenn anstatt der Kurven

Gerade angenommen werden.

Die Bewegung des Systems S in dem System £ ist be-

stimmt, wenn z. B. zwei Kurven oc, ß als Bahnkurven der Punkte

Bg gegeben sind. Um die so bestimmte Bewegung zu ver-

wirklichen und die Zeichnung in Fig. 1 uuszulühren. wird die

Kurve mit den Punkten .1^, 7>^. . . auf ein durchsichtiges

Papierblatt, welches das System S vertritt, gezeichnet. Dann

führen wir «lif Punkte A^, auf den Kurven «, markieren

auf dem durchsichtigen Papierblatt in verschiedenen Lagen des-

selben die Punkte, die sich mit den Punkten A(Si Bo« . . der

ruhenden Kurve decken. Durch diese markierten Punkte

ergeben sich in 8 die Bahnkurven o,h,c.., die wfihrend der

Bewegung über die ruhenden Punkte Aßt Bö» To • • gleiten.
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L. Bonnerter: Kiiietognphiscke YerwmidtMhaft. 21

Zugleich markieren wir in den Terschiedenen Lagen yermittolat

Stiche durch den Punkt die Punkte, welche die Kurye y

in Z hestimmen.

TJm die Definition der kinetographischen Verwandtschaft

zu verallgemeinern, nehmen wir auch eine mehrdeutige Zu-

ordnung der Punkte ;uit" den Kurven h^, an; iniil es kann

jedoch auch bei Annahme einer eindeutigen Zuordnung durch

den Bewpgiingsvorgang eine mehrdeutige Zuordnung eintreten.

Wenn z. B. die Kurve A;^ mit den Punkten Ä^^ B^, Cg . . eine

Gerade ist, die von ihrer anfanglichen Lage aus geht und

durch die Bewegung wieder in diese Lage gelangt, aher so,

dafi die auf der Geraden Xq liegenden Punkte Aq, Bot To •

die sich anfänglich mit den Punkten A^, B^, 6\. . . der Geraden

decken, nun wie<ler mit anderen Punkten Ä^., B'^. T/' . . des-

selben zur Deckung gelangen; dann ergibt sich, daü aul der Ge-

raden die Punkte A'^, B'^, ^
.s

• • ebenso wie die Punkte A^^

Bg, . . den Punkten As, Bö» Fß . . der Kurve zugeordnet

sind. Demnach erscheint bei diesem Bewegungsvorgang eine

zweideutige Zuordnung und bei Wiederholung desselben eine

mehrdeutige. Das Gleiche gilt unter denselben Bedingungen,

wenn die Kurve ein Kreis ist.

Wird in jedem der Systeme Z ein zweckmäßiges Ko-

ordinatensystem angenommen, sind ferner die Gleichungen der

in dem ruhenden System Z betindlichen Bahnkurven zweier

Punkte des bewegten Systems, deren Abstand bekannt ist,

gegeben^ und ist die Zuordnung der Punkte auf den Kurven

hg, durch Gleichungen bestimmt, so kann man unter gllnsti-

gen TJmst&nden die allgemeinen Gleichungen ableiten, welche

die bestimmenden Beziehungen enthalten. Die Eliminationen

zur Erlangung der vier reduzierten Gleichungen der kineto-

graphischen Verwandtschaft sind jedoch nur in geeigneten

Fällen ausführbar.

Zu einer kiuetographischen Verwandtschaft zweier ebener

Systeme S, Z* in denen sich Punkte entsprechen, ergibt sich

durch Dualität eine kinetographische Verwandtschaft zweier

ebener Systeme S, £, in denen sich Gerade entsprechen, wenn
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22 Sitmng der iiiaih.-phyB. Klnimii Tom 9. Febnuur 1907.

wir Hostatt der sugeordueteii Punkte der Karren kg^ zu-

geordnete Tangenten dieser Kurven annehmen.

Die Definition der kinetographischen Yerwandtselialt ebener

Systeme gilt Terallgemeinert auch für die kinetographische

Verwandtscbuft räumlicher Systeme. Bei einer gesetzmäßigen

Bewe<j^im^ eines räumlichen Systems S in einem anderen räum-

lichen System Z, welches wir als ruhend annelimeii, beschreiht

ein angenommener Punkt des bewegten räumlichen Sy-

stems 8 eine Kurve oc in dem ruhenden räumlichen System

und femer beschreibt ein angenommener Punkt A(f ruhen-

den räumlichen Systems Z eine Knrre a in dem bewegten

räumlichen System 8. Wenn wir nun den Punkten Ag, B^,

,

einer in dem bewegten System S gegebene Fläche eindeutig

die Punkte Ar,^ • . einer in dem ruhenden System Z ^^e-

^ebenen Fläche
y-c^

zuordnen, so ist dadurch die kinetographische

Verwandtschaft der räumlichen Systeme Z in analoger Weise

wie bei den ebenen Systemen definiert. Und durch eine An-

nahme einer mehrdeutigen Zuordnung der Punkte auf den

Flächen 2;^, wird diese Verwandtschaft Yerallgemeinert.

Werden anstatt der Punkte auf den Flächen k^, die Be-

rUhrungsebenen an denselben zugeordnet, dann ergibt sich eine

kinetograpliisclj«- \ t rwandtschatt zweier räumlicher Systeme Sy Z,

in denen sich Ebenen entsprechen.

Durch die kinetographischen Verwandtschaften wird ein

Gebiet neuer geometrischer Verwandtschaften eröffnet; denn

mit jeder gesetzmäßigen Bewegung eines Systems in einem

anderen System nebst einer geeetsmäßigen Zuordnung ist eine

kinetographische Verwandtschaft gegeben, die zwar im allge-

meinen sehr kompliziert sein wird; aber in besonderen Fällen

auch zu manchen interessanten Ergebnissen führen kann.

Im Folgenden wollen wir noch auf einige Beispiele spe-

zieller Bewegungen und spezieller Zuordnungen hinweisen, aus

denen mannigfaltige kinetographische Verwandtschaften her-

vorgehen.
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L. Bormester: KinetogxaphiMhe Verwandtflohaft. 23

Beispiele der Bewegungen und der Zuordmingen.

In Fig. 2 wird die Bewegung eines ebenen Systems S in

einem anderen ebenen System £ dadurcb erzeugt, dai sich

zwei Punkte Cg, Dg einer Oeraden des Systems 8 auf den

senkrechten Geraden d in dem ruhenden System E bewegen

;

und ferner ist eine identische Zuordnunt' der Punkte

6\, I)^ . . der Geraden Ä*^ und der Punkte Aß, B^, Fö, A(j • .

der Geraden x^, wobei die zugehörigen Anfangslagen x^,

sich in der Geraden 6 befinden, angenommen. Für verschiedene

Bewegungsmomente sind die Lagen (A«, Bot To, • .).

(Alt Bi> Fit A| ..)t (Äff Btf Tu A,. .) der Geraden hg und

die entsprechenden Lagen (A^, Bq, C^, . .)» (^,, B^,

C|, Z), . *t (^«' -^t' A • •) der Geraden in der oben

angegebenen Weise gezeichnet.

Fig. 2.

Die Punkte A^, B^, 6'^, Dg . . beschreiben in dem ruhen-

den System Z die Bahnen cx, ß, Yj ^ * .i
die koaxiale Ellipsen

sind, deren Achsen in den Geraden d liegen 0. Für die

Punkte Cgt Dg degenerieren die Ellipsen zu Strecken auf den

Geraden d. Die Punkte A^t B({i f^* ^6 • * beschreiben in

>) L. Barnester, Lehrbuch der Kinematik. 1888, 8. 87. 41.
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24: Sitzung der maib.-phys. Klasse rom 9. Februar 1907.

dem Itewcgten System b Bahnen n, f>, c, d . die allgemeine

Kardiüiden (l*uscal.sche Kurven) sind und für die der Punkt

ein gemeinsamer Doppelpunkt ist Für den Punkt Fr^

generiert die Kardioide e zu einem Kreis und für den Punkt

ist die Bahn eine gespitzte Kardioide ä. Die Geraden x^, x,, ic,

sind Tangenten einer vierspitzigen Hjpotrodioide^), die auch

Astroide genannt wird ; und die Oeraden Jcq, h^, sind Strahlen

eines Strahlenbüschels, dessen Mittelpunkt Dq ist. Hieraus

ergibt sich eine zwei-vierdeutige kinetographische Verwandt-

schaft der Ebenen Sy.stem Z. d. h. einem Punkt in S

entsprechen zwei Punkte in £ und einem Punkt in Ji ent-

sprechen vier Punkte in S.

Bei dieser Bewegung rollt der über Cg Dg als Durchmesser

beschriebene Kreis des Systems 8^ der mit dem Kreis e

identisch ist, innerhalb eines doppelt so grollen Kreises 9(5^).

Wir können auch für jene Kurven h^,
y.f,

die Kreise Pg, tt^^

annehmen, und kTmiien die l'unktc des rollenden Kreises

und die Punkte des ruhenden Kreises tt-, die in Berülirung

konimen als zugeordnete Punkte betrachten ; dann sind jedem

Punkt des rollenden Kreises Pg zwei Punkte des ruhenden

Kreises zugeordnet, weil jeder Punkt des Kreises p^ bei

einer ganzen Umrollung an den Kreis jc^ zweimal mit den-

selben in Berührung tritt.

Bei dieser Bewegung sind in dem System Z die Bahnen

der Punkte des rollenden Kreises Durchmesser des Kreises jr^,,

und ferner sind in dem bewegten System iS di(^ Bahnen der

Punkte des ruhenden Kreises .i^ gespitzte Kardioiden.

VVeuii ein Kreis p^ innerhalb oder außerhalb an einem

Kreis ji^ rollt, deren Radien in einem rationalen Verhältnis

stehen, und eine identische Zuordnung der Punkte auf einer

zentralen Geraden angenommen wird, dann erhalten wir eine

kinetographische Verwandtschaft, bei der in beiden Systemen

die Bahnkurven geschlossene Trochoiden und die Lagen der

Geraden. Tangenten au gespitzten Trochoiden sind^). Ferner

A. a. 0. IS. Id5. 2) A. a. 0. S. 37. ^) A. a. 0. S. 157.
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L. Burmester: Kinetographiscbe Verwandtachaft. 26

können wir auch die Berülirungspunkte der Kreise pg^ ti^ als

zugeordnete Punkte betrachten, dann sind die Bahnkurven in

beiden Systemen gespitzte geschlosBene Trochoideo.

Wenn insbesondere ein Kreis auf einem gleich großen

anderen Kreis roUt, so ist die Zuordnung der Berfibrungspunkte

eindeutig, und alleBabnen sind kongruente gespitzte Kardioiden.

Die durch die Kolhmg eines Kreises auf einen anderen

und durch die Zuordnung der Berührungspunkte bestimmte,

kinetographisch verwandten Systemen sind von je zwei kon-

zentrischen Kreisen begrenzt und demnach ringförmige Felder.

Ist der eine Kreis z. B. der ruhende unendlich gro&; rollt also

ein Kreis auf einer Geraden, dann ist das Feld des ruhenden

Systems zwischen dieser Geraden und der zu ihr parallelen

Tangente dieses Kreises eingeschlossen, aber das Feld des be-

wegten Systems erstreckt sich ins Unendliche und wird einer-

seits nur von dem roUeuden Kreis begrenzt. In diesem Fall

sind die Buhneu in dem ruhenden System kongruente gespitzte

Zykloiden und in dem bewegten System kongruente gespitzte

Kretsevolventen.

Durch TerschiedeneZuordnungen können bei einerBewegung

eines Systems mannigfaltige kinetographische Verwandtschaften

entstehen. So z. B. in dem einÜMshen Fall, wenn sich das bewegte

System um einen Punkt dreht, und auf einer durch ihn gehen-

den Geraden eine identische Zuordnung angenommen wird;

dann sind die kinetographisch verwandten Systeme symmetrisch

kongruente Systeme, werden aber die entsprechenden Punkte

zweier kongruenter, zweier ähnlicher oder zweier projektiver

Punktreihen als zugeordnete Punkte angenommen, so ergeben

sich komplizierte kinetographisch verwandte Systeme.

Wir wollen femer auf einige Beispiele der Bewegungen

eines ebenen Systems bei einfachen Getrieben und auch auf

einfache Zuordnungen hinweisen.

Bei einem Kurbelgetriebe in Fig. 3 bewegen sich die

Koppelpunkte F^, auf den Kreisen 9^ /. deren Mittelpunkte

Ad sind ; und werden je zwei entsprechende Punkte der

ibnlichen Punktreihen Fg^L^,,, und (t>^, A5 . . als zujgeordnete
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26 Sitzung der math.-pbys. Klaiae vom 9. Februar 1907.

Punkte angenommen, dann sind die Bahnen in beiden Systemen

symmetrische Kurven sechster Ordnung resp. in bezug auf F^^L^

und als Symnietralgeraden.

Fig. 3. Fig. 4.

Wenn inshesonih^rs, wie in Fig. 4 bei einem Zwillings-

kurbelgetriebe =
(J)^ (J)^

= A,-, ist, und die

entsprechenden Punkte der kongruenten Punktreihen F^^L^,,

und (t>^, A(; • . zugeordnete Punkte sind, dann sind die Balinen

symmetrische Kurven vierter Ordnung resp. in bezug auf L^,

<!>({ A5 als Symmetralgeraden. Diese Kurven sind Fußpunkten-

kurven einer Ellipse oder einer Hyperbel, je nachdem die

Koppel F^ oder der Steg c|),- Art kUnser oder länger als

die Kurlx'lai nn- F^, Ar, i*^*^- l^'^'-'^ ergibt sich, weil bei

dieser Bewegung des Systems S ein Kegelschnitt, dessen

Brennpunkte F^, Lg sind und deren Hauptachse gleich der

Länge der Kurbelanne ist, auf einem kongruenten Kegelschnitt

rollt, dessen Brennpunkte <P^t sind, so da& symmetrische

Punkte dieser Kegelschnitte in Berflhrung kommen <).

.
Fig. 6.

>) A. a. 0. S. 808. 804.
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L. Bormefter: KiDetographische VerwMidtachaft. 27

Bei dem zentriscbon Schuhkiuhel^etriebe in Pig. 5 be-

wegt sich der Koppelpuokt auf einem Kreis dessen

Mittelpunkt ist« und der Koppelpnnkt auf einer Ge-

raden Jl, die durch den Mittelpunkt 0^ geht. Die entsprechenden

Punkte der auf den Geraden t\. und X liegenden kon-

gruenten Punktreihen . . und
(\>f^

.

. betrachten wir als zu-

geordnete Punkte. Dann sind die Bahnen der auf F^

liegenden Punkte symmetrische Kurven vierter Ordnung in bezog

auf (|)^ X als Sjmmetralgerndo und die Bahnen der aui' (|)^ X

liegende Punkte symmetrische Kurven sechster Ordnung (Kreis-

konchoiden) in bezug auf F^ JD^ ab Symmetralgerade Femer

können wir auch die entsprechenden Punkte der auf F^

und X liegenden kongruenten Punktreihen F^ . . und F^ .

.

als zugeordnete Punkte annehmen; und wenn dann insbeson-

dere die Koppel gleich dem Kurl)elarni. also h\ =
(f),-^

ist, so ergibt sich in diesem speziellen Fall die S. 24 genannte

zwei-vierdeutige kinetographische Verwandtschaft.

Jede gesetzmäEäige Bewegung eines ebenen Systems S in

einem anderen System £ kann auch durch RoUung einer

Knrre des Systems S auf einer Eunre des Systems £
erzeugt werden*). Diese Kurren, die Rollkurren oder Pol-

bahnen heifien, sind aber oft sehr komplizierte Kurven, z. 6.

bei dem Kurbelgetriebe von achter Ordnung, und kommen

hauptsächlich dann in Betracht, wenn sie als Kreise auftreten.

Zu den angeführten Beispielen ergeben sich Analogien

für die Bewegungen eines räumlichen Systems S"" in einem

anderen räumlichen System Betrachten wir die ebenen

Systeme 8^ £ resp. als zu den räumlichen Systemen 8^^ TP
gehörend, und die Rollkurven Pg, als Leitkurven zweier

Zylinderfläehen p^^, n'j, die auf der Ebene der Systeme 5, £
senkrecht stehen, so kann eine Bewegung des räunilicht'ii Sy-

stems S' in dem ruhenden System Z'' durch die Eollung der

Zylinderfläche auf der Zylinderfläche jig erzeugt werden.

Eine solche Bewegung des raumlichen System 8^ in dem

A. a. 0. 8. 827. 8291 <) A. a. 0. 8. 82.
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28 Sitzung der matb.-phja. Klasse vom 9. Februar 1907.

aiidt^ren räuinliclien System wird eine zy liiitlrische Hol-

lung genannt^). Bei derselben bewegeo sich die Punkte des

einen Systems in parallelen Ebenen des anderen Systems, und

die Punkte in einer auf diesen £benen senkrechten Geraden des

einen Systems beschreiben kongruente Kurven in dem anderen

System.

Als Beispiel einer zylindrischen Rollung nehmen wir das

Ansilogon zu <k'r in Fi^'. 2 betrachteten Bewegung. Demnach

rollt eine Kreiszyliiuleitiäche innerliaib an einer doppelt so

großen Ereiszylinderiläche ji^, dann sind die Bahnen der Punkte

des bewegten raumlichen Systems 8^ in dem ruhenden räum-

lichen System Ellipsen, deren Mittelpunkte in der Achse

Kreiszylinderfläche -r? liegen. Für die Punkte der rollenden

Kreiszylinderfläche p'' degenerieren die Ellipsen zu Durch-

messem der Kreiszylinderfläche ^r^. Femer sind die Bahnen

der Punkte des ruhenden räumlichen Systems T9 in bezng

auf das bewegte räurnliehe System allgemeine Kardioiden,

die für die Punkte der KreiszylinderÜäche jt^ in gespitzte

Kardioiden übergehen. Bei gleichförmigem Rollen der Kreis-

zylinderfläche heißt die Heilung eine harmonische Kollung.

Wird nun eine identische Zuordnung der Punkte auf einer

durch die Achsen der Ijeiden KreiszvlinderHächen »'', 7t^ irehen-

den Ebene angenommen, so ergibt sich ebenso wie S. 24 bei den

ebenen Systemen E. S in Fig. 2 eine zwei-vierdeutige kineto-

graphische Verwandtschaft der räumlichen Systeme iS**«

Denn bei jeder zylindrischen Rollung mit einer Zuordnung der

Punkte auf Zylinderflächen oder Ebenen, die parallel sind zu

den Rollzylinderflächen, ist durch die kinetographische Ver-

wandtschaft der ebenen Systeme Z. auch die kinetographische

Verwaudtsciiaft der räumlichen Systeme 51^, gegeben.

Werden den Punkten der rollenden Kreiszylinderfläche

die Punktpaare der ruhenden Kreiszylinderfläche zugeordnet,

') h. Bnrmester. Kinematische Flii* htnierzeufifung vermittelst zyhn-

dri»iher UoUung. ZeiUchr. f. Mathematik u. Physik, 1868, S. 337.
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mit denen sie in Herülining kommen, dann erhalten wir eine

kiiietographiscbe V'erwandtschatt der räumlichen Systeme E'^, S^^

bei der das Kaumgebiet in £^ von der Kreiszylinderiläche

nrngrenzt wird, und das Baiiingebiei in S'^ swisehen der Kreis*

zylinderflSolie und der koaxialen Kreiszjlinderfl&clie mit

dreimal größeren Durchmesser eingeschlossen ist.

Nehmen wir an, dafi die Kreiszjlindertläcbe während

ihrer harmonischen Rollung eine harmonische Schwingung

längs den Mantellinien der Kreiszylinderfläche ^ vollzieht, so

dali die Schwingun<x>^zeit zu der Umrollungszeit in einem be-

stimmten rationalen \ erhältnis n sti iit, dann ergibt sich eine

Bewegung die harmonische zylindrische Schrotung

heiüt. Je nachdem wir das Verhältnis n und die Fhasendifferenx

zwischen der harmonischen ßoUung und der harmonischen

Schwingung wählen, gehen bei einer angenommenen Zuordnung

mannigfaltige kinetographische Verwandtschaften der rfium*

liehen Systeme jS'*, TF aus der harmonischen zylindrischen

Schrotung hervor. Bei derselben sind die Bahnen aller Punkte

der schrotenden Kreiszylindertiäche p' Lissajoussche Kurven
s

in Ebenen, die durch die Achse der ruhenden Kreiszylinder-

fläche ^ gehen.

Wenn insbesondere n « 1 ist, dann sind die Bahnen

der Punkte des Systems S'' in bezug auf das System T,^

Ellipsen, deren Mittelj>unkte in der Achse der Kreiszylinder-

tiäche 71^ liegen. Dieser spezieller Fall der harmonischen

zylindrischen Schrotung, der bezüglich der BewegungSYorgftnge

und der Bahnkurven untersucht wurde führt zu einer inte-

ressanten kinetographischen Verwandtschaft der räumlichen

Systeme Zl^, S'', wenn eine identische Zuordnung der Punkte

in der durch die Achsen der beiden Kreiszylinderflächen gehen-

M Yf(\, L. Bturmester, Zeitsebrift für Mathematik und Physik, 1888,

B. 83, S. 347. — A. Mannheim, Journal de Tl^le polytechnique, 1890,

tiO. cahier, p. 75. — 6. Darboux, Note III, in G. Koenigs, Lefons do

Cin^matique, 1807, p. 352. - A. Grflawald, ZeitMhrift fOr Mathematik

nad Pl^jnk, 1907, a Hr S. IM.
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den Ebene angenommen wird. Diese kinetographische Ver-

wandtschaft kann gleichsam als aus zwei kinetographischen

Verwandtschaften zusammengesetzt betrachtet werden. Die zu

den Mantellinien der Kreiszylinderflftcben parallelen Geraden,

die sich in deo kinetographisoh Tenrandten rSamlichen Sy-

stemen Z^t S'^ entsprechen, schneiden eine zu diesen Mantel-

linien senkrechte Ebene in entsprechenden Punkten der S. 24

genannten zwei-vierdeutigen kinetogia])hischen Verwandtschaft

der ebenen Systeme und auf den entsprechenden Geraden

werden die entspicclu nde Punkte durch die kiiietographische

Verwandtschaft bestimmt, welche ohne Kollung aus der har^

monischen Schwingung bei zugehöriger Zuordnung herrorgeht.

Aus dieser harmonischen zylindrischen Schrotung ergeben

sich ferner noch besondere kinetographische Verwandtschaften

der rftumlichen Systeme, wenn den Punkten der schrotenden

Kreiszylinderfläche p^^ die Punktpaare der ruhenden Kreis-

zyliuderÜäche zugeordnet werden, mit denen sie in Be-

rührung kommen, und wenn eine identische Zuordnung der

Punkte in einer zu diesen Ereiszylinderflächen senkrechten

Ebene angenommen wird.

Aus der Schraubung eines räumlichen Systems und deren

iM'idcn Spezialfällen, der Drehung sowie der geradlinigen V er-

scliiehung ergt'lx n .sich bri identischen Zuordnungiui involu-

torische kinetograpliische Verwandtschaften zweier räumlicher

Systeme jS', in denen sich also die Punkte wechselweise ent-

sprechen.

Bei der Schraubung sind die Bahnen der Punkte in jedem

der Systeme S^, koaxiale Schraubenlinien mit gleicher

Qanghöhe. Die entsprechenden Bahnen je zweier identisch

zugeordneter l'unkte fallen in einer Schraubenlinie zusammen

und auf der.scÜK'n entsprochen sicli die Punkte der Systeme

S^i involutorisch ; denn diese Punkte befinden sich beider-

seits von der gemeinsamen Anfangslage der bt iden zugeordneten

Punkte in gleichen Abständen auf der Schraubenlinie.

Werden die Punkte einer beliebig gegen die Schrauben-

achse geneigten Zuordnungsebene als identisch zugeordnet an-
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genommen, so ist dadurch eine involutürische kinetographische

VerwandUchalt der rfiumlichen Systeme S'\ bestimmt. Die

Bahnen je zwei zugeordneter Punkte auf einer in der Zuord-

nimgsebeDe liegenden Qerwlen sind Schraubenlinien auf der

Ton dieser (Geraden erzeugten RegelsehraubenflfiiDlie, die in den

beiden rSomlielken Systemen eme selbstenteprechende Fl&che

ist. Demnach bilden auf einer solchen Kegelschraubenflftche

die entsprechenden Punkte in ihrer Gesamtheit zwei invoiu*

torisch kinetographisch verwandte Flächensysteme.

In dem Spezialfälle, wenn die Ganghöhe der Schraubung

gleich null ist, geht die Scbraubung in Drehung Uber, und

die Bahnen der Punkte sind in beiden Systemen Kreise, deren

Mittelpunkte in der Drehachse liegen. Aus der Drehung und

der angenommen identischen Zuordnung ergibt sich dann eine

spezielle, involutorische kinetographische Verwandtschaft der

räumlichen Systeme S"", YP- Denn jene Kegelschraubenfläche

deg» nerirrt zu einem einschaligen Drehungsliyperboloid, welches

ia eine Drehungskerrelfiüche oder iu eine iübeiie ausartet, je

nachdem die in der Zuordnungsebene liegende Gerade die

Drehachse schneidet, oder sich zu derselben in einer senk-

rechten Lage befindet.

Bei der Schraubung ergeben sich femer spezielle inYolu-

torische kinetograjdüsche Verwandtschaften, wenn die Zuord-

nun^sebene entwecb'r durch die Schraulx iiachse, parallel zu ihr

oder senkrecht zu iiir gelegt wird; und lenier hei der Drehung,

wenn die Zuorduaugsebene durch die Drehachse gehend oder

zu ihr parallel angenommen wird.

Die Schraubung geht, wenn ihre Ganghöhe unendlich

groß ist, in eine geradlinige Verschiebung Ober. In diesen

speziellen Fall sind die inyolutorisch kinetographischen ver-

wandten Systeme )S•^ involutoriscb affine rftumliche Systeme,

bei denen, wenn S' die Anfangslage erhält, die Zuüidmm^s-

ehene die Affinitiitsebene ist. Wenn insliesondere die Zuord-

nungsebene senkrecht zu der Kichtung der Verschieburjg steht,

dann sind diese Systeme symmetrisch kongruent und die Zu-

ordnungsebene ist die Symmetralebene derselben.
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Werden anstatt der identischen Zuordnung der Punkte in

der Zuurdnuugsebeue die allgemeineren eindeutii^en Zuordnun-

gen, Kongruenz, Ähnlichkeit, Affinität oder Koüineatiou an-

genommen, 80 ergeben sich aus den drei betrachteten Be-

wegungsarten allgemeinere kmetographieehe VerwAndteehaften

der räumlichen Systeme 5^ In dem einfachen Fall der

geradlinigen Verschiebung und der kollinearen Zuordnung isl

die kinetographlache Verwandtschai^k der räumlichen Systeme

eine spezielle Verwandtschaft zweiten Grades.

>
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