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177

Zur Elektrouentheorie.

Von F. ÜBdenuuui.

In einer Arbeit des Herrn Sommerfeld, welche Herr

Könt^en in der Sitzung vom 8. Juni der mathematisch-

physikalischen Klasse vorlegte (vgl. oben S. 155 ff.), sind yer^

schiedene Einwände gegen meiDe Behandlung der Elekironen-

iheorieO erhoben worden, indem der Verfasser die Yon mir

gegen seine Darstellung der Theorie geltend gemaehten Be-

denken zu entkräften suchte Im folgenden werden diese Ein-

wände des Herrn Sommerfeld als unbegründet nachgewiesen;

zugleich nehme ich (ielegenlu it. einige Bedenken, die ich in

§10 meiner Abhandlung ausgesprochen hatte, ausführlicher zu

begründen, als ich es damals für nötig hielt.

In erster Linie kommt es auf die unten in § 8 gegebenen

Ausfuhrungen an, in denen gezeigt wird, da6 Herr Sommer-

feld seinen Rechnungen eine Potentialfunktion zu Grunde legt,

die im Innern des bew^^ten Elektrons der geforderten par-

tiellen DiffiBrentialgleiehung nicht genOgt Es dürfte demnach

eigentlich überflüssig sein, über die anderen Punkte zu dis-

kutieren ; doch ist dies immerhin nützlich, um Mißverständ-

nissen zu begegnen.

Nur in einem Punkte kann ich Herrn Sommerfeld recht-

geben, nämlich in BetreÜ' der Auswertung eines bestimmten

•) üb»^r die Bewegung der Elektronen. 1. Teil, die translatorische

B<»wegnn£r. Al)h;indlungen der K. Bayer. Akud. d. Wiss., II. Kl., Bd. 23,

1907: eine Fortsetzung dieser Abhandlung ist gegenwärtig iui Drucke
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178 Sifaning der maÜi.-phyB. Klasse vom 6. Juli 1907.

Integrals (vgl. unten § 7); dieses Integral wird indessen in

meiner Abhandlung überhaupt nicht benutzt; die Frage der

Auswertung ist daher eine nebensächliclie; es wird von Herrn

Sommerfeld gezeigt, daü an dieser Stelle, wo ich einen

Irrtum in seiner Arbeit vermutete, ein solcher nicht vorliegt.

Die Anordnung des Stoffes entspricht genau derjenigen,

welche Herr Sommerfeld seinem Aii&ati la Gründe legt;

und dementsprechend sind die Oberschriftea der Paragraphen

gewKhli

§ I. Berechnung des skalaren Potentials.

Zuerst hebt Herr Sommerfeld herror, daß die tou mit

(zur Erleichterung der mathematischen Entwicklung) gestellten

9 Q)

Anfangsbedingungen ^ s Q und -y s 0 fOr ^» 0 den physi-

kaiischen Bedingungen des Problems nicht entsprechen; dieser

Einwurf ist gesperrt gedruckt, so dafi ihm also besonderes

Gewicht beigelegt wird. Trotzdem ist er nur eine Wieder-

holung dessen, was ich selbst gesagt habe; ich habe selbst

betont,' daß der Ton mir verlangte Anfangssustand den Be-

dingungen der Elektronentheorie nicht entspricht, vgl. deo

Schluß von § 3 und den Anfang von § 15. Wenn also für

f s=s 0 das elektrostatische Potential resultieren soll, und wenn

Herr Sommerfeld die betreffenden Formeln meiner Abhand-

lung zur Kontrolle benützen wollte, so hätte er ausschließlich

die von §15^) und nicht die von § anwenden müssen (ygL

unten § 2). Daß letztere den Wert Null geben, entspricht der

Ton mir gestellten Anfangsbedingung und ist hflehstena eine

Kontrolle Air die Richtigkeit der LOsung, nicht gegen dieeelbe.

Überhaupt kann man eme Unrichtigkeit nicht durch irgend-

welche angebliche Konsequensen nachweisen, sondern nur durch

direkte Angabe darüber, wo der Fehler der mathematischen

Entwicklung Hegt, wie ich es für die Sommerfeldschen

Formeln in g 16 meiner Arbeit getan habe.

^) Diese smd inswiaehen in der oben erwihnten Fortsetmiig meiaer

Abhaadlnqg weiter entwickelt.
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F. Lindemaim: Zur Elektronentheorie. 17y

Nach der Darstellung des Herrn Sommerfeld könnte

man allerdings glauben, da^ ich selbst behauptet hätte, meine

in Qleichung (34) gegebene Lösung

müsse für f = 0 in das elektrostatische Potential übergehen;

er zitiert dafür einen Satz aus dem Beginne meiner Arbeit,

wo die Ditierentialgieichungen für die Potentiale (p und % an-

gegeben werden:

Hier fügte ich hinzu: ,In ruhendem Zustande geht das skalare

Potential (p in das elektrostatische Potential Aber*; das gilt

für alle Anfangsbedingungen, denn diese Bemerkung bezieht

sich nur auf die Form der Differentialgleichung, da in diesem

Stadium der Untersuchung von etwas anderem noch gar nicht

die Rede war. Der weitere Zusatz „das Vectorpotential U geht

in das magnetische Potential über*, den Herr Sommerfeld

beanstandet, ist allerdings ungeschickt; er soll sich auch nur

auf die Form der Differentialgleichung beziehen und kutet

besser: «das Vectorpotential 9 bezieht sich auf die durch Bewe-

gung des elektrischen Teilchens erzeugten magnetischen Kräfte."

Bei jedem Pr()l)leme, das mathematische Schwierigkeiten

bietet, ist es nicht nur erlaul)t, sondern notwendig, ziiniichst

solche Beschränkungen zu machen, daü die mathematische

Behandlung yereinfacht wird, gleichgültig ob man dabei die

ursprünglichen physikalischen Bedingungen Terlaüt oder nicht,

wenn man nur in der Lage ist, das mathematisch ein-

fachere Problem nachträgHch als Grundlage für das

ursprüngliche j)hysikalische Problem zu benützen.

Wie letzteres aber zu geschehen hat, habe ich in § 15 meiner

Abhandlung (und, für l)esondere Fülle, in der demnächst er-

scheinenden) Fortsetzung ausführlich gezeigt.

1807. Sil«W|»b. 4. »tlu-^ja. Kl 18

0
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180 Siteung der m&th.-phys. Klasse vom 6. Juli 1907.

§ 2. Die ergSnzende Betraohtiing fiber den Anftuigszuttand

in § 15 meiner Arbeit.

Herr Somiii urfold behauptet: «die folgenden ergänzenden

Betrachtungen vertehlen nun aber ihr Ziel (nämlich das bisher

behandelte Problem den physikalischen Bedingungen anzu-

passen), wie ich der KOrze halber sogleich an dem Schlufi-

ergebnis zeigen will*.

Es handelt sich um das Beispiel der Bewegung mit kon-

stanter Unterliclitgesch windigkeit t;; hier gilt nach meinen

Entwicklungen die Formel:

0

wenn:

2a

c— V

gesetzt wird, indem nach meinen Angaben (a.a.O. S. Sil)

so zu bestimmen ist, »daß die vor Beginn der Bewegung
vom Elektron ausgehenden Kraftwirkungen volle Be-

rücksichtigung findt'H." Diese Wirkungen sind elektn)-

statisclier Natur, und somit folgert Herr Soinnierfeld , daü

der Ausdruck (Ii) für / = ü in allen Punkten des Kaumes in

das elektrostatische Potential übergehen müsse; diese Folgerung

ist unrichtig; der Ausdruck (2) soll das Potential q> zufolge

seiner Ableitung in denjenigen Punicten des Raumes darstellen,

in welchen sich das Elektron zurzeit befindet; denn nur so ist

die Qröße von mir bestimmt. Zur Zeit i^O befindet sich

aber das Elektron in der Ruhelage; also nur Mr RKa (wenn R
die Entfernung eines l'uiiktes im Innern des Elektrons von

dem Punkte lie/eirlinet, wo sich zur Zeit ^ = 0 der Mittelpunkt

des Elektrons befand) nuilj die Funktion 7 nach meiner Theorie

mit dem bekannten elektrostatischen Potentiale Ubereinstimmen

:

welche Werte sie für A' > « , ^ = 0 liat, ist für meine Theorie

(und für das gesteilte physikalische Problem) ganz gleichgültig.
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F. Lindemann: Zur £lektroneatlieorie. 181

Um nun den fraglichen Wert für R K a zu Ijerechneii,

hat man die Gleichung (52 b) in g 6 meiner Arbeit anzuwenden,

in der:

e ' e V « c—vj

zu wählen ist; dann wird:

r' r"

und dies isi der bekannte Wert des Potentials der Kugel auf

einen innern Punkt.

Für einen äulitrii Funkt iiiLiü meine Formel noch den

üblichen Wert für alle diejenigen Funkte ergeben, bis zu

welchen sich die von den Funkten des ruhenden F^lektrons

ausgehende elektrische Erregung im Laufe der Zeit hat fort-

pflanzen können, d. h. für alle Funkte im Innern einer Kugel,

deren Badios durch die Gleichung:

bestimmt wird; es ist also:

Für die Funkte im Innern dieser Kugel ergibt aber meine

Formel, wie Herr Sommerfeld berechnet (TgL oben S. 160),

in der Tat den richtigen Wert:

Um diese Kugel legt sich eine Schale, innerhalb welcher

nur ein Teil der Tom Elektron ausgegangenen Wirkung zur

GeUuiig kommt: man hat um einen Funkt dieser Schale mit

dem Kadius li^ eine Kugel zu beschreiben, welche aus der

13»
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182 Sitzung der math.-phjs. Klasae vom 6. Juli 1907.

ruhenden Kugel des Elektrons ein Gebiet ausschneidet. Die

VV'irkung dieses Gebietes wird durch meine Formel, d. h. hier

durch den Potentialwert (vgl. Sommerfeld oben S. löO):

T'"

dargestellt. Endlich aulaerhalb dieser Schale, d. h. außerhalb

einer Kugel mit dem Badius:

mufi 99 0 werden, wie es a. a. 0. berechnet ist; denn bis

zu einem solchen Punkte hat sich Ton keiner Stelle im Inneren

des Elektrons aus die elektrische Wirkun;^ wShrend der Zeit

verbreiten können. Bei richtiger An wendung gibt daher

die von mir aufgestellte Formel auch richtige Re-

sultate. Die Bemerkung des Herrn Sommert cid, nacli

welcher meine ,in Rede stehenden ergänzenden Betrachtungen

bei richtiger Durchführung auf seine Formeln hätten tiihren

müssen, in der YorUegenden Fassung aber in sich widerspre-

chend sind*, entbehrt hiemach der Begründung.

In einer Note unter dem Texte sagt Herr Sommerfeld

ferner: .Daü die Grölie und damit die Potentialverteilung

zur Zeit ^ = 0 von <lem Charakter der nachfolgenden Be-

wegung abhängen 00II, ist an sich kaum verständlich." Hierbei

hat derselbe nicht beachtet, wie die Variable t (die er in seiner

Arbeit doch in ganz gleicher Weise benutzt) definiert ist; sie

mißt die Zeit Yon der jeweiligen Lage des lilektrons aus nach

rückwärts. Die Zeit von x^i bis t^Bsi^t^ bezieht sich

also auf die Tor der Zeit <» 0 entstandene Potentialyerteilung;

für den Zeitpunkt ^ 0 gibt also das Intervall von t« 0 bis

T = die durch die Uulielage vor Beginn der Bewegung be-

dingte PoteiitialvcrtriluMg; von einem Einflüsse der nach-

folgenden Bewegung kauu bei meinen Formeln keine Kode sein.
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F. Lindemann: Zur £lektronentbeorie. 183

§ 3. Zahlenbeisfiiel.

Infolge eines Versehens bei Auswertung des von mir mit

bezeichneten Integrales sind die entsprechenden Formeln

in der Weiae zu revidieren, wie es im zweiten Teile meiner

Abhandlung inzwischeo geschehen ist (vgl. oben S. 171), was

ich in der Juniateung (in der Herr RSnigen die Sommer-

feldsche Arbeit Toriegte) der Akademie bereits mitteilte; das

Ton Herrn Sommerfeld berechnete Sjahlenbeispiel sagt also

nichts gegen die föchtigkeit meiner Methode.

§ 4. Die Auereohnuno von 97 in § 6 meiner Arbeit.

Herr Sommerfeld stellt sich die Aufgabe, das oben in

(1) gegebene Potential 7 für den Fall zu berechnen, dali das

Elektron auch nach der Zeit ^ = 0 dauernd in Ruhe bleibt,

und zwar auf Grund meiner Formeln. Hier ist ^= 0, i} = Oi

C SS 0, also:

JB» = + + -ff»,

und JB ooabhSngig von r; es wird also nach (1):

0

wo 8 ein Integral bedeutet, welches den folgenden Bedingungen

genfigt; es ist:

(3) 5= ^[a*— {er— Ä)»], wenn sich aus den Strecken

a, CT und H ein Dreieck bilden lälit,

(4) S»^cx H, wenn ein solches Dreieck nicht möglich ist,

weQ a> e T -f

(0) iS>s=0, wenn das Dreieck unmöglich ist, weil a<c< — R
bzw. a < Ä— CT.

Herr Sommerfeld beschränkt seineRecbnnngaiisdrlkklich

saf das Äafieie der Kogel B^a (also E>a).
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184 Sitzung der mutli.-phys. Klasse vom ti. Juli 19u7.

Nach Seite 258 meiner Arbeit haben wir zunacbst die

tblgeuden beiden Fälle zu uutersclieiden

:

I. €t<a, n. ct>a.

Im Falle I. ist auch stets < a; ferner wird Ii > a vor-

ausgesetzt; wir liabeu also das Zeitiutenrall in zwei Teile zu

seriegen:

1. CT < R — a

2. CT>fi— a;

im ersteren Tnterralle iet 8^0 na«h (5), im anderen ist 8

durch (3) bestimmt; und wir erhalten:

9>»0 f&r ct<R— a

t

tp^^li^ r[ri»_(cf— i2)»]<lf für Ä— a<c<<a.

Das sind aber ganz dieselben Formeln, welche Herr

Sommerfeld f&r das Intervall ct<a als die ricbiigen an-

gibt. Aus meinen Formeln leitet er unrichtige Resultate ab,

indem er sogleich für kleine Werte TOn t meine Gleichnng

anwendet, während dieselbe, wie ich a. a. 0. ausdrücklich

bemerkt habe, nur für CT>a in Betracht kommt. Ebenso

geben meine Formeln auch im folgenden das Richtige; und

die Behauptung des üerrn Sommerfeld, daß «meine Formeln

(52) und (r)3), auf denen alles weitere beruht, irrig sind*, ist

unzutreffend. Sie geben selbstredend etwas Unrichtiges, wenn

man sie auf F&lle anwendet, für die sie ausdrücklich nicht

bestimmt sind.

Mit der Angabe, daß «auf diesen Formeln alles weitere

beruhe*, befindet sich Herr Sommerfeld überdies im Irrtunie;

der Inhalt von § 0 könnte, abgesehen von der ersten Seite

(nämlich S. 253), ganz gestrirlu^n werden, ohne am folgenden

etwas zu ändern; er zeigt nur und soll nur zeigen, dati man

bei dieser direkten Behandlung des Proldems auf Schwierig-

keiten stößt, und daß deshalb (Tgl. den Schluß von § 6) ein

anderer Weg eingeschlagen werden maß. Auch im folgenden
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F. Lindemaim: Zur £lektronentbeohe. 185

(vtri. S. 259) ist hervorgehoben worden, daß die in § 6 ein-

geführten Hülfsgröfaen t', i", i'" .... bei Ausführung der

räumlichen Integrationen nicht weiter in Betracht kommen.

Selbstverständlich ist, da& die Bestimmung dieser Größen

nicht alle möglichen Fälle einzeln umfaßt; das brauchte nicht

besonders gesagt zu werden, denn wegen des Eingehens der

willkOrlichen Funktionen in die Rechnung wäre es ein unsinniges

Unternehmen, alle Möglichkeiten erschöpfen zu wollen ; es konnte

sich nur darum haudehi, ein im allgemeinen brauchbares Schema

aufzustellen und daran die Methode zu erläutern, wie das im

folgenden auch wiederholt hervorgehoben wurde (vgl. die An-

merkung auf S. 262 und den Schluß von § 7 sowie S. 284).

Zu Beginn von § 6 formuliere ich überdies die zu behandelnde

Aufgabe dahin, daß zu verfolgen ist, wie das Elektron allmihlioh

sich von der Anfangslage (bzw. aus der jeweils kurz vorher-

gehenden Lage) befreit, um dann seine Bahn zu beschreiben.

Für den Fall, daß überhaupt keine Bewegung eintritt, können

daher die Grölien t', r", .... keine Bedeutung' haben; man

kann den Wert von v aber stets aus den Formeln (3), (4)

und (5) ganz elementar berechnen, wie es oben geschah.

.§ & Differentiation nach der oberen Grenze.

In der Theorie des Vektorpotentiales kommt es unter

anderem nach meinen Formeln auf die Berechnung des folgen-

den Integrales an:

Da Herr Sommerfeld überall die obere Ghrenze t durch

00 ersetzt (vgl. darüber unten § 8), so hätte bei ihm das Integral:

(6)

0

0

(7)

0
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186 Sitsang der math.-phjs. Kla«se vom 6. Juli 1907.

berechnet werden sollen, woboi die Volum-Integration sich auf

das ganze Innere des Elektrons bezieht. Statt dessen wird von

ihm das Iniogral:

ausgewertet. Mein Einwurf gegen dieses Verfahren gründet

sich darauf, daß infolge der Werte von 5, die oben in (3), (4)

und (5) angegeben wurden, die oberen Grenzen des dreifachen

Integrab Funktionen von t sind, dafi also Herr Sommerfeld

diese Orenzen mit differentiert, wilirend sie in dem ursprQng-

lichen Ausdrucke (7) nicht differentiert werden sollten.

Herr Sommerfeld beruft sich darauf, daß 8 eine stetige

Funktion von r sei, und daü infolgedessen die Differentiation

der Gren/.iii keinen Beitrag liefere; das ist richtig, wenn es

sich um Differentiation einer Summe ?on der Form:

liandelt; und von dieser Bemerkung habe ich selbst Gebrauch

gemacht (8. 269). Aber dadurch, da£ der Ausdruck (6) durch

(8) ersetzt wurde, ist die Sachlage eine ganz andere, und eine

Obereinstimmung der aus beiden Ausdrucken durch Differen-

tiation nach t zu erhaltenen Resultate ist nicht mehr zu erwarten.

Es kommt also darauf an, den Einfluß der vorgenommeneu

VertauschuQgen von Differentiation und Integration zu unter-

suchen.

Bei Einführung von Polarkoordinaten li^ 6, ^ wird die

Integration nach dem Winkel ^ immer von 0 bis 2 n ausge-

führt; wir haben also nur noch mit Doppelintegralen zu tun.

(8)

0

0 f'

Es sei:

0

wo 9| und JKi Funktionen von i sind:
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F. Lindemann: Zur Elektronentheohe. 187

während b eine Ton t unabhängige Konstante bedeutet. Die

Variable t soll auch in der Funktion f neben B und S vor-

kommen. Mit 6 U möge der Ausdruck bezeichnet werden, der

durch Diffnrentiition der Grenzen allein entsteht; dann ist:

0 »

Es entsteht also die Frage, ob diese Ausdrücke rerschwinden.

Wir mOssen hier die einzelnen Fftlle und Lagen durchgehen.

Allerdings kommen diese bei Herrn Sommerfeld, nicht Tor,

aber nur deshalb, weil er unter Voraussetzung der Ver-

tauscli barkeit der betreffenden Operationen die Unterscheidung

der Fälle umgehen kann.

I. ÜBteriteliigeseliwiBifgkelt.

Erste Lage, vgl. Fisjfiir 1. Hier ist in dem vertikal

schraffierten Gebiete S nach in dem horizontal schraffierten

Gebiete 6* nach (4) zu berechnen.

Die Integrationen erstrecken sich

aber geschlossene Gebiete; in er-

sterem ist:

O, = h = a — cx

und i2| durch die Gleichung (99) *^

meiner Abhandlung bestimmt, d. h.

durch:

(9) a»= iü| + r^-2ü, Jcüsine,

wo T eine Funktion von t und t

bedeutet. Wir haben also, da: Fig. i.

zu setzen ist:

(10) 6 er, -
J[o«

- (« T - Ii,
^^l'

sin Ö e
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188 Sitsung der iii»fh.-pli78. Klaase vom 6. Juli 1907.

In dem horizontal schraffierten Gtebiete ist:

also auch d{7,ssO. Der Ausdruck:

Terschwindet also kdneswegs identisch, wie Herr Sommerfeld

anzunehmen schein! Nur im Falle konstanter Geschwindigkeit

ist Taa«r von i unabh&ngig und dann vv*^^« ^^^^

ö U= 0.

Zweite Lage, vgL Figur 3.*) In dem vertikal schraf-

fierten Gebiete ist alles wie im vorigen Falle; nur muß jetzt

6 SS er — a genommen werden. Es behält also A {7, denselben

Wert. Im horizontal schraffierten Gebiete ist B<eT — a,

und somit 8=^0 nach (5), also wieder d = 0.

Fig. S. Pig. 4.

Dritte Lage, vgl Figur 4. Wir haben (vgL S. 27i

meiner Abhandlung) im vertikal schraffierten Gebiete:

(1 1) L\-=- n d u Jsni eae.

et—

a

^) Die Nummern der FiffOi«n sind dieaelben wie in meiner größeren

Abbandlang.
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F. Liudemanu : Zur Elektronentheorie. 189

wo durch die Gleichung (109), d. h. durch:

(II») 2iJrco8iiie, — Ä«+ 2»-a»

bestimmt wird, uud es ist S durch (3) bestimmt, also:

6U,= -^{a'-(cz-T- ay] a) (1- cosinÖ.)^
(12) ,+.

+
5
J[«' -(CT- Ity}

S

8in 9,^-^ dB,

WO im ersten Qliede die Klammer (1— cosin^i) für Ü^T+a
gleich Null wird.

Im horizontal schraffierten Oebiete ist wieder i{<er— a,

also 8^0 nach (5) und d{7,e»0.

II. ÜherliehtfMcliwladflrkeit.

Erste Lage, vgL Figur 8. Im Tortikal schrafherten Ge-

biete haben wir:

U, =
g J[«^

- (CT - jß)«] RdRjsin Bde,

a — er

WO nach Qleichung (145) meiner Abhandlung durch die

Gleichung:

(12») a*=^r^ cosin

bestimmt ist Wir erhalten also:

Das horizontal schraffierte Gebiet ist wieder so in «wei Teile

zu zerlegen, wie es auf S. 28t) meiner Abhandlung geschah;

wir haben nach (4) in dem einen Teile:

a - T n

r; - J/? dffijsin eae, d ir, - - er (a- r)«

;
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190 Sitzung der math.-phjs. Klasse vom 6. Juli 1907.

uud im anderen Teile:

a— CT 6^

U^^^j li'dMjsinede,

WO wieder durch obige Oleichung bestimmt wird; also:

a o;- + 2)» (1- eoAi e.)

•-r

wo das erste Glied für ü a — T nach (12^) verschwindet

Ein viertes, gesondert su betrachtendes Qebiet endlich ist

in Figur 8 nicht schraffiert; in ihm ist:

R>a-\- CT^ und folglich nach (5): Ü4 Q, dü^^ 0.

Zweite Lage; es bleiben die Formeln der ersten Lage gültig

(vgl. S. 287 f. meiner Abhandlung, und Figur 9 daselbst S. 280).

Dritte Lage; vgl. Figur 11. Es ist im vertikal schraf-

lierkeu Teile:
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F. Lindemann: Zur Eiektroneufcheorie. 191

also:

* ü-
g

[a*- (c t- r+ a)«] (T- a) (1 - cwriii »,)

4
y
J[a» sin e.^j^°<iÄ,

r—

•

wo wieder das erste Glied wegen (12*) verschwindet.

In dem nicht schraffierten Qebiete dagegen ist wieder

{7«0 und dU'^O,

Es geht hieraus herror, dafi die durch Differentiation der

Grenzen entstehenden Terme keineswegs zu yernachlässigen

sind. Es soll aber, gemäli (8), das Resultat noch nach t in-

tegriert werden, nachdem vorher mit — t) multipliziert

ist. Bei Unterlichtgeschwindigkeit wird die Grenze der ersten

Lage gegen die zweite durch den Wert t = a/c gegeben (vgl.

S. 261 meiner Abhandlung); dieser ist unabhängig von t; die

Grenze der sweiten Lage gegen die dritte ist durch t »
gegeben; es ist also:

(<— t) ^ 0, dr + j*o, (t— x)düidT

zu bilden, wenn mit S der Ausdruck (10), mit d ü\ der Aus-

druck (12) bezeichnet wird. Es ist nicht abzusehen, weshalb

die von 6 U\ und d U[ herrührenden Beiträge herausfallen

sollen. Anders ist es bei der nochmaligen Vertauschung von

Differentiation und Litegration; hier soll die Relation bestehen:

fJo.(< -T)UdT
=

J^-^
[0.(^- r) U\ d r.

0 0

Die konstante Grenze a\c bietet offenbar kein Hindernis. Die

Grenze zwischen der zweiten und dritten Lage ist durch den

Wert T° gegeben, welcher durch die Gleichung (73'*), d. h.

durch:

(13) et^T^2a

Digitized by Gt)



192 Sitzung der matb.-phys. Klasse vom 6. Juli 1907.

als Funktion von t definiert war. Es fragt sich hier, ob der

Wert:

(14)

Teisehwmdet, wo;

et—a

gesetzt (woraus durch Differenzieren der Ausdruck (10) ent-

steht), während U'i durch (11) gegeben wird:

ü\ « Ijl
- (CT— Ef] RdRjm BdB.

ct — a 0

Nun isi für r = nach (13) — a « a — 7; ein Blick

auf die Figuren 3 und 4 lehrt also, dafi die Integrations-

gebiete für die Integrale Ui und {71 für r ss t'^ zusammen-

fallen, und dafi somit der Ausdruck (14) gleich Null wird.

Jetzt koiiiinen aber noch die aus (10) und {VI) entstehenden

Glieder in Betracht, die im allgemeinen nicht verschwinden.

Es ist also, da Analoges für die Grenzen zwischen den anderen

Intervallen gilt:

00

00

0

T

(15) » .0

0

+jD,(/-T)df;irfT + ...,

wenn dü^ durch (10), öU'x durch (12) gegeben wird, und
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wenn den Endpunkt der dritten Lage bezeichnet, d. ii. durch

die Gleichung:

bestmimt wird. Nach Herrn Sommerfeld mfifiten diese

Integrale Ober SUt, dül,,,. der reehten Seite rer-

schwinden, was aber nnr in besonderen Fallen wird

eintreten können.

Ein wesentlicher Unterschied der Som nierfeldschen For-

meln gegenüber den nieinigen liegt ferner, wie schon bemerkt

wurde, in der Wahl der oberen Grenze, die bei ihm gleich c»,

bei uns gleich f bzw. t -f gesetzt wurde [vgl. obige Formeln

(1) und (2), in denen für das Vektorpotential unter dem Inte-

gralzeichen der Faktor — hinzuzufügen istj; es ist klar,
c

daß bei Differentiation des Potentials nach t dies einen wesent-

lichen Einfluß übt.

§ 6. Vertauschung von Differentiation und Integration.

Neben der Differentiation nach t kommt diejenige nach

f, 17, C in Betracht Die Krifte werden durch die Differential-

quotienten des Potentials und den rSumlichen Koordinaten be-

rechnet; es kommt also auf Integrale der Form:

an, wo das räumliche Integral über das Volumen zu erstrecken

ist; da nun x und ^ im
(f nun in der Verbindung x -f" ^ vor-

kommen, so ist:

dx~ Bf
'

und es kommt also darauf an, ob die Gleichung:

richtig ist. Diese Frage ist durch die Betrachtung des ?or-

hergehenden Paragraphen tehon mit erledigt, denn bei der
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Differentiation der Grenzen nach t muü eben erst nach ^ und

dann ^ nach t differenziert werden, da t in den Grenzen nur

orkonunt, insofern:

von t abhängt. Die obigen Relationen (10), (12), . . . .

zeigen, daß die Gleichung (16) tatsächlich nicht be-

stehen kann.

Herr Sommerfeld beruft sich (oben S. 166) zum Beweise

die Chüßf S eine stetige Funktion dor Variabein sei, nach

der differenziert wird*. Dem ist aber nicht so; in der dritten

Lage z. H. ist die Größe W in dem horizontal schrafderten

Gebiete (vgl. oben Figur 4) gleich Null, in dem vertikal

schraffierten Gebiete von Null Terschieden; an der Grenzflache

erleidet sie also einen Sprung. Wenn allgemein eine stetige

Funktion fiber Terschiedene Gebiete integriert wird, so gibt

sie nicht notwendig stetige Resultate. Ersetsen wir z. B. in

dem Integrale W (zum Zwecke der Vereinfachung der Inte-

grationen) die Funktion ^ in dem vertikal schraffierten Ge-

biete (Figur 4) durch die Konstante 1, so wird:

darauf, daß .die Größe ebenso wie

WO 0, wieder durch (11*) bestimmt ist; es ist:

1

3
{(r+a)»-(^r-a)>}-

6T
{(T+a)*-(cT-a)*}
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In dem horizontal schraiherteu Gebiete sei ersetzt durch

^, welcher Wert an der Grenzfläche gleich 1 wird; dann

haben wir hier:
et—m

^
[2

- «)* — «)*— "3"^** — «)•]

Wir haben also in beiden Gebieten ganz verschiedene Funk-

tionen von |. Dementsprechend hatte ich a. a. 0. das Bei-

spiel des Integrals L gewfthlt, in dem auch unter dem Integral-

zeichen eine Funktion steht, die in yerschiedenen Intervallen

verschiedene Funktionen eines Parameters | darstellt. Um
dies Beispiel den obigen Betrachtungen an die Seite zu stellen,

mUtite man nur in letzteren erst die beiden Integrationen des

Doppelintograls trennen; die nämliche Variable w des Beispiels

ist dann durch obige Variabel R repräsentiert; die Funktion

unter dem Zeichen entsteht durch Ausführung der Integration

nach B. Aber es ist überflüssig, über dieses Beispiel zu dis-

kutieren, nachdem im vorhergehenden Paragraphen die Un-

gültigkeit der supponierten Gleichung (16) direkt dargetan

wurde.

Es sei nur noch betont, dali die Bemerkung des Herrn

Sommerfeld (oben S. löß), wonacli das von mir im Beispiele

benutzte Integral »ohne weiteres keinen Sinn hat", unzutreffend

ist. Es ist hier die fundamentale der Bedingung der Integral-

rechnung, daß die Integrale von 0 bis ^ und von i bis a je

für sich allein einen Sinn haben müssen, erfüllt; es braucht

also die Stelle x «ss ^ keineswegs von der Integration ausge-

schlossen zu werden. ^
Herr Sommerfeld macht femer folgende Bemerkung:

.Differenzieren wir nun das Integral W= JJjji^^^^^'
nach ^ in den Grenzen des liaumintegrals, so ist nach der

1907. aiUaagsb. <L UAth.-pbjs. JU. 14
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Integration derjenige Wert von 8 einzutragen, der auf" dei

Begrenzung statthat, d, h. eben der Wert 5 = 0.* Dieses

ist richtig bei einem einlachen Integrale; weuu man aber ein

Doppelintegral (und nur mit solchen haben wir hier zu tun)

nach einem in den Grenzen Torkommenden Parameter diffe-

renziert, 80 konmit im Resultate zwar der Wert der Funktion

unter dem Integralzeichen an der Begrenzung in Betracht;

aber es ist das Doppelintegral nur auf ein einfaches Integ^

reduziert; und unter dem Zeichen ist dabei nicht immer
S=0 zu nehmen. Es geht dies aus den Gleichungen des

vorhergehenden Paragraphen deutlich hervor.

Betrachten wir z. ß. die in Figur 4 dargestellte «dritte

Lage", so bildet die Kugel M=sct— a einen Teil der Grenz-

fläche des Raumintegrals; und hier verschwindet in der Tat

der zugehörige, in (11) gegebene Wert Yon d CT,, indem

[a*— (cT — B)'] und somit 8 gleich Null wird. Bei der

ersten Lage (hi^egen handelt es sich um die Grenzfläche

II = a — CT. und hier ist S nielit gleich Null, und die in

(10) unter dem Integralzeichen stehende Funktion verschwindet

nicht. Ebenso ist es bei Überlichtgeschwindigkeit; der für

die .erste Lage" oben (S. 189) gegebene Wert von dL\ ist

an der Grenzfläche R = er a gleich Null : aber für Figur 8

kommt außerdem die Kugel J2 a— et in Betracht, und hier

ist 6Ui von Null verschieden. Auch die für dU^ und dU^
oben gefundenen Werte (die sich auf das Yektorpotential be-

zogen) sind in der zugehörigen GhrenzflSche (Ä= a— T) von

Null verschieden, während der auf S. 191 für die dritte Lage

(Fig. 14) gegebene Wert von dU au der Grenzfläche 22= « -|- ^-'^

wiederum gleich Null ist.

§ 7. Ober die Berechnung des bestimmten Integrals

Was die Berechnung dieses bestimmten Integrales betritt^,

so erkenne ich an, daü das Verfahren des Herrn Sommer-
feld korrekt und mein Einwurf unberechtigt war, indem

ich nicht beachtet hatte, daß anch die Funktion unter dem
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Integralzeichen noch von dar oberen Grenze fl abhängt. Zur

persönlichen Entschuldigung kann ich nur anführen, daß ich

die ganze Arbeit über Elektronen unter einem gewissen Drucke

und in Eile habe machen mUsseUf um meine anderen Arbeiten

nicht allzu lange zu unterbrechen. Ich hielt mich aber doch

ffir Terpflichtet, die mündlich mehrfach ausges})rochenen Be-

denken gegen die bisherige Behandlung der Elektronentheorio

zu verr)ttentlichen und glaul»L- auch, dadurcli wesentlich zur

Klärung der betretenden Fragen beigetragen zu haben.

Der Wert des fraglichen Integrals ü spielt Übrigens nur

in den Untersuchungen des Herrn Sommerfeld eine Rolle;

bei meiner Behandlung des Problems kommt das Integral nicht

Tor; der betreffende Irrtum ist also hier Ton nebensächlicher

Bedeutung.

§ 8. Über Sommerfelds vereinfachte Behandlung der Elektronen-

bewegting in den Sitzungeberiohten der Amsterdamer Akademie.

Ein wesentlicher Unterschied der Sommerfei d'schen

Formeln von den meinigen beruht, wie inehrt'ach liervorge-

hoben, darin, dali Herr Sommert'eid die obere Grenze / in (1)

durch 00 ersetzt, indem er sich einen Anf'angswert einge-

führt denkt, so dat3 t — an Stelle von t tritt, und dann

gleich — Qc wählt, oder (was auf dasselbe hinauskommt), in-

dem er in (2) die Qrdlie gleich + ^ setzt; ich hatte herfor-

gehoben, daß dies nicht erlaubt ist, denn der Grenzprozeß

^0 s 00 darf (nach allgemeinen mathematischen Prinzipien)

erst gemacht werden, nachdem alle Größen (auch die Kräfte)

für endliche Werte von berechnet sind; es genügte zur Be-

gründung dessen darauf zu vorweisen, dal.; das vektorielle

l^otential, bei Berechnung der Kraft, nach t ditteren/iert

werden muü, daü also der Ausdruck (vgl. IS. 325 meiner Ab-

handlung):

dx dff de

14»
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zu bilden ist, der oifenbar von dem bei Sommerfeld au dessen

Stelle tretenden:
oe

0

erschieden ausfallen muß. Ich hatte femer erwähnt, daß

auch in der später von Herrn Sommerfeld gegebenen a^er-

einfachten Behandlung* eine Begründung dafür fehlt, weshalb

nach der Zeit zwischen den Grenzen 0 und oo integriert wird

(8. 329 meiner Abhandlung). Herr Sommerfeld gibt jetzt

(ol)eii S. 171) zur ßegründung an: ,ni:ui habe die Grenzen

j)jissend zu wälilen, um zu einem eintaclien Ergebnis und zur

Ableitung übersicbtliclier physikalischer Tatsachen zu gelangen"

und weiter heiii*>rkt er: „bei meiner Wahl der oberen Grenze

würde die physikalische Bedeutung des Ergebnisses verscbleiert

und die explizierte Berechnung von qf unmöglich gemacht*.

Daß letzteres unrichtig ist, glaube ich hinreichend gezeigt zu

haben. Die Einfachheit der Resultate ist gewiß ein erstrebens-

wertes Ziel, die Richtigkeit derselben ist aber doch wichtiger,

und diese leidet sehr wesentlich unter der Festsetzung des

Herrn Sommerfeld. Die Grenzen des nach der Zeit t

zu nehmenden Integrals sind nicht willkürlich wähl-

bar, sondern der beschränkenden Bedingung unter-

worfen, datä das Potential (p den fundamentalen par-

tiellen Differentialgleichungen zu genflgen hat,

nSmlich:

^-^ — 9? = 0 auüerUalb des Elektrons,

— A*<p » c^Q innerhalb des Elektrons;

und dieser Forderung genügt die Sommerfeld^sche

Funktion <p nicht.

Wir haben also zu untersuchen, ob die Funktion:
ß

(18) '"' = 2i^„-.jÄ'''
0
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den angegebenen Gleichungen genügt. Dabei ist die obere

Grenze oo durch die Konstante iJ ersetzt, da sicli die Grenze oc

bei der Differentiation nach / ebenso verliiilt wie eine Kon-

stante. Zu dem Zwecke müssen wir zunächst den Beweis dafür

kurz rekapitiilieren, daß obige, in (2) gegebene Funktion rp

den Bedingungen (17) genügt (vgl. §§ 1, 2 und 3 meiner Ab-

handlang oder die entsprechenden üntersnchungen bei Som-
merfeld, Oottinger Nachrichten, 1904).

In letzterem bezog sich der Ausdruck /l* 7 auf ein im

itaum festes Koordinatensystem x', y\ £'\ mittels der Gleichungen

:

t t I

0 0 0

in denen ü^, ö^^, die Komponenten der Gesclnvindij^keit sind,

wurde ein im Körper festes System y, z eingeführt. Die

zweite Differentialgleichung (17) ging dadurch in die folgende

Aber:

in ihr bedeutet 8 ein Summazeichen, so dai z. B.:

didi^dx dt a y dt dz dt'

"Während in (17) die Grölse n eine Funktion von ./:'. //'. z'

und / war, ist jetzt in (IM) o eine Funktion von x, y, r; und

nach der Theorie der Fourier sehen Integrale haben wir:

oc

(20) j^j P'e*^'"dkdldm^Q für r<a,

«0 , r>a,

wenn ra Vs^ -i- -i- z* die Entfernung vom Mittelpunkt des

Elektrons (Kugel mit Radius a) bezeichnet, und wenn:

^^^^ ^" sV»iJJ ^ ^» ''^ ^A*
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gesetzt wird, wobei die Integration nach h,X,/m. Ober das Innere

des Elektrons auszadebnen ist Sei nun ip' eine zu bestim-

mende Funktion Ton x^y^js und Ic^hm^ und es sei:

(21) <p-= ^^^ip'{k,l,m)'F'dkdldm\

bezeichnen wir ferner mit D (p die linke Seite der Differential-

gleichung (19), so ist:

— 0»

4-

»

« c»jjjP dk dl dm .

Es ist folglich q> eine Lösung der Gleichung (19), weno

die Hilfsfunktion q>' der Differentialgleichung:

(23) i>9>' = c»c'**'

im pfanzen Kaum genügt, so dafci wir jetzt von der Notwen-

digkeit befreit sind, das Innere und das AuLierc des Hlektrons

zu unterscheideu. Zur Integration von (23) wurde sodann:

(24) ^' = F(0

gesetzt, wodurch sich für Differentialgleichung:

(25) '^^^-21 5*». + Ic^s^-^iSl _(5ä;ö.)»] F^c"

ergab. Die letztere endlich ward durch die Funktion:

i-to

(2(5) F==^^je*s^Uinc8zdT

integriert, in der eine Integrationskonstante bedeutet, während

Sk^^ki-i-ltj-hmC
und:
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• •

(27) f-Jii.(T)it, i,-Jiv(t)(lt, f-.jK.W^T
i-t i-t *-T

gesetzt ist. FQr die Elektronentheorie wird q konstant und

3 F

zwar —
^ ^3

gewälilt; fOhit man statt il, /u räumliche Polar-

koordinaten, o, ^, ein, 80 ergab sich:

(28)
•

"

3f sinas — a^cosina^

und somit nach (21^ (24) und (26):

See r r rmas—aseosinas ,j , r . ,

«^"si^O J J
? dkdldmj e'**'8inc.idT.

oder wenn man statt k^l^m Polarkoordinaten 22,0, einführt:

0 0 0 0

_ 3e(? r 8 ,

~2;i»a*J 12

0

wenn S das folgende Integral bezeichnet:

an

/or.x o raina«— ascoeina« • r, .
,

(30) ~
J

• sin ifcs • sm CÄ T • as,

0

dessen Wert oben unter (8), (4) und (5) angej^eben wurde.

In (29) haben wir den obi«;en Ausdruck (2) des Poten-

tials 7 gewonnen, es ist nur die willkürliche Konstante

durch — zu ersetzen (da diese Konstante damals eine andere

Bedeutung hatte).
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Diese Konstante ist willkürlich; sie darf aber

nicht unendlich groß gewählt werden, denn für

BS i:oo hat das in (26) aufgestellte Integral F keinen

Sinn mehr. Wenn man also mit Herrn Sommerfeld trotz-

dem — 00 setei, so hat man keine Sicherheit darfiber, ob

die Funktion «p noch den partiellen Gleichungen (17) genügt;

es ist im Gegenteil zu erwarten, daß dies nicht mehr der Fall

ist. Diese Erwägung veranlaüte mich hauptsächlich zur Nach-

prüfung der Sommerfeld.sehen Resultate; sie erschien mir

so einleuchtend, dali ich bei der Divergenz unserer Hesultate

eine direkte Prüfung, ob für — ^ die Differential-

gleichungen (17) noch erfüllt sind, für nicht notwendig hielt.

Eine solche Prüfung soll aber jetzt Torgenommen werden.

Die Annahme ^» — o> hat fttr das Di£ferenzieren die

nftmliche Wirkung, als wenn man die obere Grenze t— in

(29) durch eine Konstante Q ersetzt; wir beschäftigen uns

also mit der in (18) deflnierteu Funktion 9^^. Die Funktion jF

ist dann durch:

a

(31) Fü=
^ J«'**^

aincsidr

II

zu ersetzen. Wir treuueu von ihr einen Faktor ab, indem wir:

(32) Fö = -c'«*«x^'>(i/
8

setzen, wo:
i

(t) dx (und entsprechend fttr und D,)

gesetzt werde, unter o) eine willkürliche Konstante verstanden;

dann ist in Kücksicht auf (31):

ü

Q« Je-v«-o sin esrdr,

0

wenn:
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(34) y - t) = i5Ä 25, ~ t)

geaetst wird. Wir stellen zonfidiBt für Q eine lineare Diff»-

rentialgleichung auf. Es ist:

n

0

D

— — sin esT dt

I)

o

0

0

wir haben also:

(34*) - Ö)8inc»Ö-c«coeinc«Ö]e-*'<'-^\

Gehen wir nun zu Fq zurück, indem wir gemafs (33) und (34):

^ e

setzen, so finden wir fUr Fq die Differentialgleichung:

^^^^
• Q= v''(*— a))c""^~ c'cosincsi^je'^*^,

wobei ^0 aus (27) entsteht, indem man t durch Q ersetzt; es

ist also:

(36) »«Ä;|o = v(0- V'(^-^)«»5*J
ü.(T)<iT.

t-ü
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Wie Torauszusehen war, ist also die Konstante a> ftbr das

Resultat ohne Bedeutung. Die linke Seite der Diffsrential-

gleichung (35) ist mit der linken Seite Ton (25) in Dberein-

stimmung; die rechten Seiten sind aber Tollständig Terschieden.

Um nun zu einer partiellen Gleichung für <f)s3 zu gelangen,

iiiüssL'n wir die in obigen Gleichungen (19) bis (25) vorge-

uomnicncn Operationen rückwärts verfolgen.

Wir setzen demnach, analog zu (24):

= -Fü (0 •

dann genügt ff]» derjenigen Differentialgleiclmng, weldie aus

(23) entsteht, wenn man auf der rechten Seite die Konstante c^,

d. h. die rechte Seite von (*J5), durch den auf der rechten

Seite von (35) stehenden Ausdruck ersetzt, d. h. der partiellen

Gleichung:

(37) Viph = [v' (<— c ~ c*cosinCÄö]c'«*"+^«>,

in der das Zeichen D dieselbe Bedeutung hat wie in (22).

Hieraus entsteht, analog wie bei (22), die Differentialgleichang

für tpof wenn man beiderseits mit P multipliziert und nach

/, m zwischen den Grenzen — oo und + <» integriert Dabei

ist P durch (20*) bezw. för konstante Werte von q (die jetzt

allein in Betracht kommen), durch /28) definiert. Mit Röck-

.sicht Jiul" den aus (3(1) zu entiiclnneiidt'ii Wert von i S k ;q

lüüt sich die rechte Seite ron (37) lu luigender Form schreiben:

Infolgedessen erhalten wir als partielle DiÜerentialgleichung

für die Funktion q>Q:

(38) u — c (j; — J,),

wo mit J, und die folgenden Integrale bezeichnet sind:

—

•
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— «0

oder, wenn die konstante Dichte q eingeführt wird, nach (28):

— OB

— •

Statt A', /, m führen wir räumliche Polarkoordinaten s, in

der gleichen Weise ein, wie auf S. 244 meiner Abhandlung;

es ist dort nur t durch den konstanten Wert ü und demnach

ü durch zu ersetzen, wo:

Ä = + + 4- vo)' + (-^ 4- lo)-,

wenn ^q, ij«, dieselbe Bedeutung haben wie in (36). Dann

wird:

8k(x -f ^ö) ^ ' ^

'

also:

y 3« 9lL (*sinas-a9C08ina5 . ^ , d 1' ./ .r««.«« ^w^^

0 1»

3e aiL fsinas-a^cosinas , . ^ • « x.

0

0 0
X

"Ü'^t'a'iJ coeiBMfl. sin B,8. ds.

0

Das in </, auftretende bestimmte Integral ist von Herrn

Sommerfeld ausgewertet;0 es ist dasjenige, auf welches sich

^ GOttinger Naehriokten,. 1904» 8. 120.
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seine obigen Bemerkungen (S. 167 ff.) beziehen. Wir haben

darnach:

1. Aus den Strecken a^cÜ^R^ kann ein Dreieck gebildet

werden, dann ist:

(89) J = — a'^m-c'ü'dR,2.

2. Alts den Strecken a, cü, R^ kann kein Dreieck ge-

bildet werden; dann ist:

(39») = 0.

Das Integral kdnnen wir berechnen, indem wir es auf

die beiden Integrale:

sma8*saiß8 ,

V

0

zurflckftlhren ; es ist dann:

Nun ist bekanntlich:

JV,.
•« « ^»i"

/»_»
rf« -^ «tang^

- -2 - ««tang_ + ^
log
^ ^ ^j^^,

folglich, indem ^ 0 gesetzt . wird

:
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imd bekaontiicb:

Pi(ai/J)=-0 ftr a>ß

Hiernach erhalten wir:

^ Se«; Tti , 71 jt 1

—
[2 « + 2 - - 2 • -

®J

— iUr 0<Ä.— ci^<Ä.-i-cX^<a,

_ Z F c \n 7t 71 .Tri
^*~ i»»a»Ä,[2 « - 2" - 2 " + 2 "J

— 0 für a<cQ — Rt<cQ + R^,

^^i für 0<ci^- i2.<cö-f iL<a.

Wir fassen diese liesultaie in folgender Weise zusammen

;

es ist:
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wenn sich aus den Strecken a,Il^^cQ ein Dreieck bilden lilfit,

wenn ein solches Dreieck unmöglich ist, weil a zu groü ist,

(40^) j; = 0,

wenn das Dreieck unmöglich ist, weil a tu klein ist.

Die durch Gleichung (18) definierte Punktion rpQ

genügt der durch Oleichung (38) dargestellten Diffe-

rentialgleichung, wenn die auf der rechten Seite auf-

tretenden Ausdrucke cT, und so gewählt werden,

wie es die Gleichungen (39), ... (40^) vorschreihen.

Die vorstehende Betrachtung wird ungültig, wenn die

Punktion v'
— ^) von t unabhängig wird , welche Werte

auch k, /, VI haben mögen; dies tritt nacli (o.'i) und (34) ein,

wenn Dx == 0. t»^ = 0, = 0, d. h. im Falle dor dauernden

liuhe des Elektrons. Dann nämlich iat auch die durch (32)

eingeführte Funktion Q von t unabhängig, und an Stelle von

(34*) erhalten wir die Gleichung:

dt*

aus der sich eine Gleichung von der Form (35) nicht ableiten

läßt. Dieser einfachste Fall, mit dem wir uns schon

oben in § 2 bescliüftigt habeu, ist also hier auszu-

schl ieljen.

Herr Sommerfeld nimmt nun in (IS) für Ü den Wert oo

oder eine sehr große endliche Zahl. Bei Unterlichtgeschwin-

digkeit kann man jedenfalls Ü so groß nehmen, daß cü^Ii^

ist und zugleich a<eÜ— JS^; denn bedeutet die Ent-

fernung des Punktes x\ y', d. h. des Punktes, m dem sich

der Punkt x, y, m zar Zeit i befindet, von der Stelle, wo sich
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der Mittelpunkt des Elektrons zur Zeit t— ü befand. Daun

gelten aber die Gleichungen (39*) und (40^), und zwar ftir

alle Punkte m des Raumes, unabhftngig davon, ob der

Punkt Xffffß im Innern oder außerhalb des Elektrons liegt.

Bei Überlichtgeschwindigkeit kann Ü so groß gewählt werden,

daß ll,>cQ und a<R,— cQ wird, und es gelten wieder

»lie Gleichungen (39*) und (40''); ausgenommen sind hier

solche Hi'\v»'irnngen mit L l)erlichtge.scli windi^^keit, bei denen

das Elektron ein gewisses endliches Kaumgebiet niclit verläljt.

Für hinreichend grofse Werte von Q genügt hier-

nach die Funktion tpo im allgemeinen der Differential-

gleichung:

Dq>a — 0,

und somit der ersten Differentialgleichung (17) im

ganzen liaume, während die zweite Gleichung (17)

nicht erfüllt ist. Das gilt dann auch fUr iJ=^oc.

Alle Entwicklungen des Herrn Sommerfeld beziehen

sich also, 7on Gleichung (16) seiner ersten Abhandlung ab,

auf eine Lösung 97 (und ebenso bei 9«, 1^, 91«), die nur aufier^

halb des Elektrons brauchbar ist; die Tom Elektron auf

sein eigenes Innere während der Bewegung ausge-

übten Kräfte können daher durch die Sommerfeld'-

scben Formeln nicht richtig dargestellt werden.

Auf S. 330 meiner Abhandlung erwähnte ich, daü Herr

Herglotz die Sommerfeld'schen Formeln auf anderem Wege

abgeleitet habe, daß aber bei ihm ein Beweis dafUr fehle,

daß seine Lösung auch der zweiten Gleichung (17) genOge.

Nach vorstehenden Ausf&hrungen ist derselbe Einwurf gegen

die Sommerfeld'schen Entwicklungen zu erheben, und es ist

daher nicht aufßUlig, wenn beide Forscher zu den gleichen

Resultaten gelangt sind.
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