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401

Über die Konvergenz der Jacobi-Kettenalgorithmen

mit komplexen Elementen,

Von Oskar Perron.

Das Studium des Eettonbruehes

_«oi . «j1 . _M ....

ist gleichbedeutend mit dem Studium der dreigliedrigen linearen

Rekursiousformel

:

^^S^Or^r + ^A+l (»'=«0, 1, 2, . . .00).

Denn aus dieser berechnen sich sukzessive sowohl die Zähler

als die Nenner der Näherungsbrüche, wenn man nur von ge-

eigneten Anfangswerten A^, ausgeht. Man kann dabei

Yon der formalen Bildungsweise des Kettenbruches überhaupt

absehen und die ganze Theorie auf die Bekursionsformel gründen.

Ebenso ist die Theorie des Jacobischen Kettenbruch-

algorithmus nichts anderes als eine Theorie der (n-{-2)- glied-

rigen Rekursionsformel:

Wie nun bei den unendlichen Ketteiibrilchen die Frage nach

der Konvergenz das Hauptproblem darstellt, so steht auch bei

der Jacobischen Verallgemeinerung ein analoges Konvergenz-

problem im Vordergrund (was allerdings Jaoobi selbst, der

Ton dem ganzen Algorithmus blofi die formale Seite ins Auge
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&fite, gar nicht bemerkt zu haben scheint). Ich habe in meiner

Habilitationsschrift') fUr den Fall reeller positiver a^'\ die noch

gewissen einschränkenden Ungleichungen genügen, die Kon-

vergenz ie.stgt'stellt und die gleiche Frage aiiüenlem für perio-

dische Algorithmen auch im Fall komplexer «['^ voUsttiiuli«^

erledigt. In der gegenwärtigen Arbeit will icli nun auch be-

liebige komplexe a^*^ in Betracht ziehen und für diesen Fall

eine Reibe von Konvergenzkriterien aufteilen. FOr H<»lt
d. h. für die Kettenbrttche, ergeben sich daraus insbesondere

auch das Fundamentaltheorem des Herrn Pringeheim , wo-

nach der obige Kettenbruch allenml kunvergiert, wenn durch-

weg ^h^ ^ 1 "i" i 1
ii>fci späterhin (g 4) aber auch einige neue

üriterien.

Sind die Teilzähler und -nenner des Kettenbruches ganze

rationale (positive oder negative) Zahlen, so besagt ein Satz von

Legendre, da& der Kettenbruch, wenn durchweg |dr|>l-l-iay

ist, abgesehen von einem leicht angebbaren Ausnahmsfall, stets

einen irrationalen Wert hat Mit Hilfe dieses Satzes ergibt

sich bekanntlich aus dem Lambertschen Kettenbruch für die

Exponentialfiinktion die Irrationalität der Zahlen e, c", n u.a. m.

Der Legen dresche Irrational itätssatz gestattet nun eine Aus-

delinun«^ auf den Jacol)i.seilen Aly'orithmus, woraus dann ganz

entsprechend gefolgert werden kann, da^ zwischen gewissen

Transzendenten keine lineare Relation mit rationalen Koeffi-

zienten besteht (§ 9). Bei dieser Gelegenheit leite ich dann

nicht nur das genaue Analogen zum Lambertschen Ketten-

bruch her, sondern gehe gleichzeitig noch viel allgemeinere Ent-

wicklungen an, welche der bekannten Kettenbruchdarstellung

für den Quotienten zweier Besseischen Punktionen entsprechen.

Weitere tunktionentiieoretische Anwendungen gedenke ich au

anderer Steile zu veröffentlichen.

M (Irundlftgen für eine Theorie des Ja co bischen Kettenbruch*

algoritbmug (Math. Anual. 64 (19ü7), pag. 1— 7ü).

. kj ^ -ci by Google



O. Penron: Ober die Jaoobi-KettenalgoriÜimeii. 403

§1.

Deftnitionen und formale Entwicklungen.

Sei n eine natürliche Zahl, deren Wert wir im Laufe der

Untersuchung luiTerSndert festhalten, und

<),<>.. ..aW (i'«0,1.2,...c»)

unendlich viele ganz belii lnge (reelle oder komplexe) Zahlen.

Wir leiten daraus eine unbe^^renzte Folge von Zahlen A^"^ her

ermitteis der rekurrenten Formel:

(y— 0, 1, 2, ...00),

wobei ein beliebiges System von Anfangswerten Ä^^\ A^^\ . . .
Ä^**^

zum Ausgang gewählt werden mag. Geht man von irgend-

welchen anderen Anfangswerten aus, die zum Unterschied etwa

mit ui}^), ^^'>, . ..
^I**)

bezeichnet sein mdgen, so liefert die

Rekursionsformel auch eine andere unendliche Zahlenfolge, deren

Individuen wir entsprechend durch bezeichnen wollen. Die

unendlich vielen Möglichkeiten für die Aufungswerte liefern

so unendlich viele Zahlenfolgen, die wir durch Suffixe unter-

scheiden. Wir nennen dann mehrere solche Zahlenfolgen

oneiuander unabhängig, wenn keine Relation der Form

y,4"+ y , + . .
. + y« ^J?- 0

mit von v unabhängigen, nicht sämtlich verschwindenden

Koeffizienten besteht. Unter all den betrachteten Zahlen-

folgen smd dann nur n + 1 voneinander unabhängige, die

aber auf mannigfische Weise ausgewählt werden können; und

aus irgend n -f- 1 unabhängigen läßt sich jede andere linear

zusammensetzen.

Denn man wähle n -\- 1 verschiedene Systeme von Anfangs-

werten
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4» . . . ilf

)

derart, daß die Determinante
j

^^''^
|

4^ 0 ist, und bilde daraus

die n -f- 1 Zahlenfolgen:

^'», ^w, . . . (»-0,1,...«),

welche offenbar im obigen Sinne voneinander unabhängig sind.

Ist dann A^^\ Ä^^\ . . .
Ä^*"^ ein ganz beliebiges System von

Anfangswerten, so kann man n-j- 1 Zahlen x^, /i* • • • 7» so

bestimment dai

A^'^ = Yo^^ + Yi^^{^+ hy.^ir^ für y«0,l. ...»

wird. Aus der Rekursionsformel folgt dann sakseaaiTe, daß die-

selbe Gleichung auch ftir y asfi + Ii n + 2 u. s. w. besteht.

Also l&ßt sich A^*^ linear aus A\j\ A\''\ . . . zusammensetzen

mit von )' unabhängigen Koeffizienten.

Für die n + 1 voneinander unabhängigen Zahlenfolgen

wählt man am einfachsten diejenigen mit den Anfangswerten:

bei welchen ja die Bedingung, daß die Determinante
|

A^
\
4= 0

sein soll, erfüllt ist. Der Kflrze halber will ich mich nun der

folgenden Ausdruekswetse bedienen:

Definition I. Das System der linearen Eekursions-

formeln

I 0 » • I t ' * tt •

(i» 0, 1, . . . fi; V » 0, 1, 2, . . . oo)

mit den Anfang.swerten

(2) ^?' =
j5 ^J'i + k

(i.i = 0,l,...n)

. kj ^ -d by Google



0. Penon: Über die Jaeobi-Eettenalgorithineii. ^05

heißt eine Jacobi-Kette oder einfach Kette Ordnung.

Die Zahlen a^*^ heifien die Elemente der Kette.

Jede Wahl Ton unendlich yielen Zahlen

aw, a<-), . . . at^') (v = 0, l. 2, . . . oo)

bestimmt hieiiacli eine Kette Onlnuii!^. Dio Theorie der

Ketten erster OrdnuDg ist identisch mit der Theorie der Ketteu-

brüche.

Aus den die Zahlen A^^^ definierenden Rekursionsfonneln

schließt man genau wie bei den KettenbrUchen:

(3)

Zur Aufstellung der weiteren Formeln ist es zweckmäßig, die

Elemente aS^^ nicht als numerisch gegebene Zahlwerte, sondern

zunSchst als irgendwelche Unbestimmte oder Variable anzu-

sehen. Die ..4^*'* beret linen sicli dann aus den Kekursionstormeln

als ganze rationale Funktionen der aj^''^ Wenn man in der

Funktion A^*^ die oberen Indices aller auftretenden a^*^ um

eine Zahl X erhöht, so soll der entstehende Ausdruck mit A^''}

bezeichnet werden; danach ist insbesondere auch
^J"*,

mit yl^''

gleichbedeutend. Für die gelten nach ihrer Definition die zu

(1) analogen Rekursionsformeln:

(is 0, 1, . . . n; V = 0, 1, 2, . . . oo),

und die Anfangswerte sind wieder:

^M=jJTi + *
•••«)

Hieraus folgt unschwer die wichtige Beziehung:

J) Für V s 0 ist die rechte Seite durch 1 zu ersetzen.

190?. SiUangsb. d. auib.-phys. Kl. 28
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(6) A^-^^^ = + ^ili^^"^** H— + -^IVa^^"*""*?

denn einerseits ist dies für r = 0, 1, . . . w evident; anderseits

geht aber aus (1) und (4 )
hervor, dal3, wenn die Formel (6) tiir

n 4" 1 aufeinander folgende Werte von v gilt, sie auch für den

nächstfolgenden Weit richtig ist. Damit ist ihre Allgemein-

gültigkeit erwiesen.

Man merke insbesondere die aus (1) und (4) für y» 0

herrorgehenden Formeln:

Femer folgt aus (6) fflr A~ 1:

^(--+1) =: ^(v)
^ ^ ^ ^(.) aiO) (i 1, 2, . . . n).

oder auch, wenn v — 1 an Stelle von v gesetzt wird:

^S-'-ay^T^+^r-iM (i-i.a,...«).

Erhöht man hier wieder die oberen Indices aller a|^) um
eine Zahl so folgt allgemeiner:

4"*= < lY. + (i= 1. 2.
.

.
. «).

Aus der Art. wie wir yV^l aus A^^^ entstehen liefjen. folgt,

daß in Ä^''^ nur solche
öJ^"'

auftreten können, bei denen /t Z> X

ist; es ist also -^['j^ unabhängig von allen a]^"> für /i<x. Ins-

besondere ist daher A^^~^^ unabhängig von af\ also gewiü

yon o^^). Aus (8) folgt somit, daß auch

A(-\ A^fi, . . . A^;^

von öj^^^ ganz unabhängig sind, während dagegen ^IJ^" das

Produkt aus a\^^ in einen von a^^ unabhängigen Faktor ist.

Ebenso sind dann auch

unabhängig von a[^', während das Produkt aus o^*' in

einen von a^^ freien Faktor ist.

. Kj, ^ by Google
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Das eingangs erwähnte EonTergenzprobiem knüpft sich

nun an die folgende

Definition II. Sind die Elemente a^^ einer Kette

als bestimmte numerische Zahlen Torgegeben, so heißt

die Kette konvergent» wenn die Quotienten ' ^) mit

wachsendem v gegen bestimmte endliche Grenzwerte

konrergieren:

af lim = a(0), aj» lim af lim - «(«

welche dann das Wertesyatem der Kette genannt werden.

Andernfalls heißt die Kette diTergent.^)

Die Konvergenz erfordert hienach, daß, zum mindesten

von einer gewissen Stelle y>v' ab, durchweg
^f^*^'

4^ 0 ist;

dagegen soll es nicht ausgeschlossen sein, daß für eine end-

liche Anzahl von r-Werten o:leichwohl A^^ = 0 ist.

Nach den vorigen Bemerkungen ist das Wertesystem der

Kette (welches natürlich bloß im Fall der Konvergenz existiert)

unabhängig von ajj^, und wegen (8) kann man statt der obigen

Oleichungen auch schreiben:

Diese Schreibweise hat vor der ersten den Vorzug, daß sie

auch für aj^) 0 ihren Sinn behält, während zuvor für diesen

Fall alle Nenner den Wert Null hatten. Indessen wollen wir

für die gegenwärtige Arbeit gleich jetzt ein für allemal

festsetzen, dass «^' 4^0 ist; ebenso aj^"^ 4= 0 für alle v.

Man kann infolgedessen an der ersten Schreibweise festhalten;

außerdem ist zu beacliten, daß jetzt auch die Determinante (3)

stets von Null verschieden ist, was für spätere Untersuchungen

von Wichtigkeit sein wird.

M Kin ähnlicher Konv<'r<,'enzbef^'ritf auch bei Hertii Pincht^rle:

Contrilnito aUa j^eneralizzazione dellf frazioni coiitiuut', Memorie deUa

R. Accademia delle scienze dell' Istituto di Bologna, ser. V, t. IV (18d4)

p. 297—320.
28* •
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(8*)

Aus den Formeln (8) folgt:

(i-l,2....i0;

die EonTergens der Kette ist daher auch gleichhedentend mit

der Existenz der Gbenzwerte:

lim 1 1111 lim
—

Da diese Brüche von öj*', aj**^ . . . a^*' nicht abhängen (nach

pag. 406 unten), so schließen wir, daü Konvergenz und Diver-

genz der Kette durch die Zahlen a^^\ af>, . . . a^^^ nicht be-

einflußt werden kOnnen. Erst das Verhalten Ton fl^'^ für r^ 1

kommt dabei in Frage.

Den Zusammenhang der Kette mit ihrem Wertesjstem

deuten wir symbolisch an durch die Formel:

(10)

ajj». <), a?). a?) . .

.

I") a a ^3)

ai% a^i) a^-J a^») . ,

.

— \ *

,0')

Danach wird insbesondere fOr Ketten erster Ordnung (n»!):

I
= a, =s ajy^ lim

aj», . .

.J
' r—

also das Symbol

f ag». 0^'), 4») . . .1

gleichbedeutend mit dem unendlichen Kettenbrueh

äff) I

aW
\

oS«"

Ülnigens soll das Zeichen auf der linken Seite von (10)

Uberhaupt als Symbol für die Kette gebraucht werden, ohne

Rücksicht auf Konvergenz oder Divergenz. Eine Gleichung

Digitized by Google
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der Form (10) bat dann allerdings bloß einen Sinn, wenn das

Wertesystem der Kette existiert, also nur, wenn die Konvergenz

feststeht; bei Divergenz hat das Kt ttfiisyniljol, ebenso wie ein

Kettenbruch lediglich formale Bedeutung. An Stelle des aus-

führlichen Kettensymboles (10) soll gelegentlich auch abkürzend

rat")! V

oder
**o ' 0

X

oder
"o ' ü ' 0

L « J L- » ' n J

OD

etc.

r=2

geschrieben werden.

Wir betrachten jetzt die beiden Ketten n*^ Ordnung:

afo\ . . ;

<), aü), , . .

.

und

1 «('^ «^2)
1

, , 1*^1 f
. . .

0, a»,'», o«', . .

.

LO. a<". «<?'. . . .J

Ist eine von diesen konvergent, so ist es auch die andere, da

ja die Konvergenz durch a^^^^ nicht beeintluüt wird. Bezeichnet

man dann das Wertesjstem der ersten Kette wieder mit

af\ . . . , das der zweiten mit
ßf^,

. . , so ist wegen (8*):

a?» =- o?) lim -7^7 = a^9> 4- lim
—

*

.

Die zweite der obigen Ketten geht nun aber aus der ersten

dadurch hervor, daß

gesetzt wird, während alle andern Elemente unverändert bleiben.

Man erhält also entsprechend, da ^{/"p -^|''\f

Igen,

Pf = lim

und folglich auch:

Dies wichtige Resultat wird für Ketten erster Ordnung

trivial, sobald man die Kette iu Form eiues Kettenbruches

\ • • • ^ abhängen.

von
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schreibt. Es besagt dann nämlich nichts weiter, als da& der

Eettenbruch

am
a(0) J ?_i _| «_1 -L

die Summe ist von af^^ und dem Kettenbrucb

ad)
I

a(2) I a(3) I

4-

Femer untersuchen wir die beiden Ketten n^^' Ordnung:

0

L a<'> j

und

»—I «r—

1

CD

rsO

wobei Qp^l ist für i'<0, während die g, für y^O ganz

beliebige, aber Ton NuU yerschiedene Zahlen bedeuten sollen.

Zur ersten dieser beiden Ketten gehören die Rekursionsformeln

(1), während die entsprechenden zur zweiten Kette gehörigen

Formeln lauten:

wobei die Anfangswerte wieder

*'' = |oTi-'^
(i.*-0,l,...n)

4; A;

sind. Hieraus folgt nun sogleich durch den Schluß von v auf

V + 1:

B;+-+'^ = eo ei
. . . = 0, 1, . . . 00),

und folglich auch:

. Kj ^. od by Google
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sobald nur 0 ist. Läßt man r über alle Grenzen
0

wachsen, so besagt dies: Wenn von den obigen beiden Ketten

die eine konvergent ist, so ist es auch die andere, und das

Weiiesystem der zweiten Kette ist das i^^-fache des Werte-

Systems der ersten. Ist speziell ^o^^* ^ heißen die beiden

Ketten Äquivalent, in Zeichen:

0

CO

M *»

+ 0 , y>0/'

und wir erhalten den Satz:

Zwei äquivalente Ketten sind stets gleichzeitig

konvergent oder divergent and haben im Fall der

Konvergenz das gleiche Wertesystem.

Sind die Elemente aj"^ einer Kette sämtlich rationale Zahlen,

so kann man offenbar durch geeignete Wahl der Multiplika-

toren Q, eine äquivalente Kette finden, deren Elemente, wenig-

stens yon der zweiten Kolonne ab, sämtlich ganze Zahlen sind.

Herr Pringsheim^) nennt einen Kettenbruch unbedingt

konvergent, wenn er nach Weglassung einer beliebigen Anzahl

Yon Anfangsgliedem konvergent bleibt. Im Anschlnfi hieran

definieren wir:

Definition UL Die Kette n^' Ordnung

flC) Mi)

o(0) ai2) _

heifit nnbedingt konvergent, wenn die Ketten

(a s 0, 1, 2, . . . od)

Über die Konvorsronz unendlicher Kettenbrüche. Diese Sitzunga-

berichte, Bd. 28 (1898), pu^'. 295-324

Digitized by Google
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sämtlich konyergent sind. Finden sich dagegen eine

oder mehrere divergente unter diesen Ketten, so heißt

die Kette (wenn sie Uberhaupt konvergiert) nur be-

dingt konver<4;ent.

Eine unbedingt konvergente Kette ist also dadurch aus-

gezeichneti daß für alle X die Grenzwerte

a^' > lim - ^ = a^^>

existieren; diese sind oÜenbar von aj^^) unabhängig, wie ja auch

a^.^) von unabhängig war. Offenbar kann auch die unbe-

dingte Konvergenz durch die Zahlen aj^*\ af\ . . . aJJ^> nicht

beeinflußt werden.

Aus den Qleichungen (9) erhält man:

Bei unbedingter Konvergenz nähert sich die linke Seite in (1 1)

mit wachsendem v dem endlichen Grenzwert a^^^; daher muß

insbesondere (für i « l) auch -j^l^/ einen endlichen Grenz-

wert haben; da dieser aber offenbar gleich ist, so folgt

aj+i) 4: 0, d. h.:

dagegen kann sehr wohl » 0 sein. Läßt man nun in (11)

V unbegrenzt wachsen, so folgt:

N

Dies ist gleichbedeutend mit dem Gleiehungssystem:

"f-^' +^h (i-2.8....fi).

Digitized by Google
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<jO) ad)

(12) ^ äff) .

a(^^

n « n

welches in meiner Habilitationsschrift zum Ausgangspunkt der

Untersuchung gewählt war; nur war dort durchweg a\f^ a 1.

Es empfiehlt sich, statt der Grülieii a'f-^ gewisse homo-

gene Grölten emzuführen, nämlich:

/i=l,2, ...n\

wobei af^^^iO ist, und die Zahlen :Bjf>, xf\ » < • xf^^ nur bis auf

einen wiUkttrlichen ProportionalitStsfaktor bestimmt sind (der

natürlich mit 1 Tariieren darf). Nach gim igneter Festsetzung

der willkürlichen Faktoren gewinnt mau aus (12) das folgende

homogene Gleichungssjstem:

(13) a:j;» = a^;L, +ai'>ai2)

Dieses stimmt der Form nach Uberein mit einem System

linearer Substitutionen, durch welche die a^^> sukzessive in xf^^\

a^^\ etc. transformiert werden. Will man durch Zusammen-

setzung der Substitutionen die afp direkt in af/^ transformieren,

so geschieht das durch die Formeln

(i = 0, 1, . . . n),
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wie durch den Schluß von k auf l -\- 1 ohne weiteres bestätigt

wird, nachdem die Formel für a = 0 ja evident ist. Erhöht

man in einer der Gleichungen (13) die oberen Indices der

a[''\ um eine Zahl ju, so kommt wieder eine Gleichung

des Systems (13) zum Vonchein. Man darf also auch in (14)

diese Operation ausführen und erhält dann:

(14*)
* **t* 0 ' <,/4 1 ' « «,1* »

(iK 0, 1, n).

Da 1^ 4^ 0 ist, so folgt aus (14), indem man wieder zur

inhomogenen Bezeichnung zurflckkehrt:

(16)
""i"^

^^0A^^^al^^-\-Ä^^+^^af>-\-A^^-^^af^^ 1-^*+")«^

(i = 1 , 2, . . . w ; A = 0, 1 , . . . od).

Diese Formel wurde abgeleitet unter der Voraussetzung

unbedingter Eonyergenz; bei nur bedingter Konvergenz sind

ja die zur Herleitung sukzessive benutzten Zahlen a^^\ a^^, . . .

,

die als gewisse Grenzwerte definiert sind, gar nicht immer

vorhanden.') Es ist aber von größter Wichtigkeit, daü trotz-

dem der folgende Satz gilt:

Lemma: Wenn die Kette:

oa>, a^i+i\ a^^+«), ...J'

wo X ein bestimmter Index ^. > 1 ist, konvergiert, und

ihr Wertesystem mit a|^\ ... a^* bezeichnet wird, so

ist die Kette
.

.

a(o>.
aJJ), a?>, . .

..

konvergent oder divergent, je nachdem die Gröüe

*) Da^'egen ist die Einführung der homogenen Größen für den

Beweis der Formel (15) unwesentlich; diese wild vielmehr auch direkt

doreh Tollstindige Induktion gewonnen.

. Kj, ^ by Google
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von Null verschieden oder gleich Null ist. Das Werte-

system der Kette ist im Konvergenzfall gegeben durch

die Formel;

Man beachte, daß liier nirgends von unbedingter Kon-

vergenz die Rede isi Es kann sehr wohl yorkommen, daß

die in dem Satz auftretenden Ketten beide konvergieren, wäh-

rend dagegen

••o • 0 » ••o » • • •

fl\r 0<v<CA divergiert. Zum Beweis des Satzes beachte man,

dati nach unseren Voraussetzungen die Grenzwerte

a^^> lim * SB at^>

existieren, und daß ako fflr genfigend große v stets Ä^^\ 1 0 ist.

Daher folgt aus Formel (6):

JS*-^^) Jff) j(^i

Multipliziert man mit aj^-^ und lälät dann v unbegrenzt wachsen,

so nähern sich die einzelnen Tenne der rechten Seite bestimmten

endlichen Grenzwerten. Gleiches gilt also auch von der linken

Seite, und zwar ist:

(1 6) lim ^»/) a\}' + + '> af^ -| + Af+^^ a(j>;

insbesondere für i = 0;

(17) a^> lim ==
^jf>

a^> -f 1> + • • • -f a;^^>.
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Ist dieser letztere Ausdruck von Null verschieden, so folgt

die Behaui»tung, soweit sie sich auf diesen Fall bezieht, un-

mittelbar, indem man Gleichun»]f (l 0) durcli (17) dividiert. Hut

der Ausdruck (17) aber den Wert Null, so können die Aus-

drücke (16) nicht für alle Werte Ton i ebenfalls Terschwinden,

sonst mflßie die Determinante

«0

sein, was nach Formel (3) nicht der Fall ist. Es ist daher

wenigstens für einen Wert von i, indem man Gleichung (17)

durch (16) dividiert,

Also kann der reziproke l^ruch keinen endlichen Grenzwert

haben, und toli^lieh diver<^iert die Kette. Damit ist aber der

Satz in allen Teilen bewiesen.

§ 2.

Konvergenz für positive a^/^' und für

K' I + 1 «J" 1+ • • • + 1 «il, I !S * ( I «C' I

-
1 )•

Es handelt sich nun vor allem darum, bei numerisch ire-

gebenen Elementen festzustellen, ob die Kette konvergiert, und

auch, ob sie unbedingt konvergiert. Ein erstes Konvergenz-

kriterium entnimmt man dem Satz II meiner Habilitations-

scbrift (a. a. 0., pag. 12); ich will es der Vollständigkeit halber

hier in etwas anderer Form wiederholen:

Theorem I. Wenn die Elemente a'^" reelle Zahlen

sind und für y^l den Ungleichungen:

a^;^>c; a^:^>cal•'>>0 (i= 0, 1, . . . n — 1)

genügen, wo c eine von v unabhängige, positive, im
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übrigen aber auch beliebig kleine Zahl bedeutet, so

ist die Kette
'MO) nO) ^(2)

flt^^ /i«2)

unbedingt konvergent.^)

A. a. 0. sind allerdings die gleichen Bedingungen auch

für y«0 gefordert, und ist obendrein nur die KouTcrgenz

schlechthin, nicht die unbedingte, bewiesen. Da aber, wie be-

reits hervorgehoben, die Zahlen aJP> die Konvergenz gar nicht

beeinflussen, so sind die ihnen suilerlegten Bedingungen über-

flüssig. Weiter ist aber die Konvergenz auch eine unbedingte;

denn bei den Ketten

« 1, 2, . . . oo)

sind ja ebenfalls die Bedingungen des Theorems erfüllt, also

sind sie sämtlich konvergent.

Wir wenden uns jetzt zu dem fundamentalsten Konvergenz-

kriterium für komplexe Elemente. Es lautet:

Theorem II. We nn lür v ^1 durchweg die Un-
gleichung

K" I + 1 I

+
•

• • + 1 «e, I^ * ( I «i" I

- 1)

gilt, wo j9 eine positive Zahl kleiner als 1 bedeutet,

während die Zahlen a^^ auch komplex sein dürfen, so

ist die Kette
^«(0» aO) o(«)

unbedingt konvergent.

Die Be«lingung n[,*^^4^0 wurde schon pag. 407 ein für allemal ge-

stellt, und wird daher in allen Kriterien neben den jeweiligen Bedin-

fl^ngen noch stillsehweigend als erf&Ut voraiMgeaetst» obwohl dies ge-

rade bei Theorem I nicht absolot nötig wftre.
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Die Voraussetzungen sind hier offenbar wieder derartige,

daü aus der einmal bewiesenen Konvergenz auch sogleich die

unbedingte Konvergenz gefolgert werden kann. Da femer

die Zahlen die Konvergenz nicht beeinflussen, so können

wir beim Beweis des Theorems annehmen, da6 die Bedingungen

aoch f&r rs 0 erf&llt sind; also:

dl ac;)| - |aW|-|a<;>i la^l,
|

^ d (für = 0, 1, 2, . . . oo).

Dabei bedeute ^ vorl&ufig eine Zahl, die ^ 1 ist. Tritt in den

Gleichungen (9) >• — X an Stelle von so folgt, wenn » der

lieihe nach gleich n, » — 1, . . . 1 gesetzt wird:

l<r^'l=l<'<Tir»'-

Die erste dieser Ungleichungen multiplizieren wir mit ^

und subtrahieren davon die n übrigen; dann folgt:

*
I <T'' I

- ( ^ä,:r'M + 1 4:r'' ! + ••• + ! -i:r>f. i)

s".(* K' I
-WM- K' I i »Si, I) I Ur "

I

> »
Ml.:r-tr"l - (

A',:ri7"l + Mi:rjT"l+ •
• • +

1 ^L-tr.,!.'!)-

Hier bedeuten y, A irgendwelche Zahlen der Reihe 0,1,2,...;

nur muß natürlich ^ > ^ + 1 s^int damit keine negativen oberen

Indices vorkommen. Setzt man zur Abkürzung:

SO besagt die letzte Ungleichung:

. Kj, ^ by Google
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Daher nimmt die Grü^e niit wachsendem A uiemals zu;

es ist also auch, wenn y>ii vorausgesetzt wird,

oder ausführlich geschrieben:

Somit ist allgemein:

(18) ^l^ri^i>-f-l^l;»H-|^ri + --- + 1-^^1:111 aurv>n);

ebenso, wenn man die oberen Indices aller aj") um X erhobt,

wobei ja die Voraussetzungen des Theorems erhalten bleiben:

(19) »\JÜ\\>,»+\^\\ +W+ '"-\-\^Li,i\ (filr»>n).

Aus (18) ergibt sich einmal, daiä |-^);|'^^1 ist, sodann

aber vor allem, daß die Quotienten

j!f>< • •
•

II » m

absolut genommen unter einer von v unabh&ngigen endlichen

Schranke bleiben, nämlich alle kleiner als Duraus folgt

bekanntlich, daü es eine gewisse unendliche Auswahl

von wachsenden r-Werten gibt: y,, v,, v,, . . . derart,

dafi die Grenzwerte

(20) lim^ , lim , ... lim—"-^
"«iM»

existieren, und zwar sind sie absolut

Dabei ist aber der erste dieser Grenzwerte sicher auch

von Null verschieden. Denn aus (19) ergibt sich auch, da6

l-^S?il^l ist, und daß hV .<^ bleibt für aUe v>n; also

insbesondere für X^l, »»11 — 1:
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Je)
"S. -1.1

Anderseits erhält man aus (8) für ^ = n:

Mri=i<'<r"!>i»ri>o-
und

Also durch Divisioo:

<!
"

'II

und folglich, indem man die reziproken Werte nimmt:

lim
•sc»

am^(V i

— - > - ' „ >0, w.z. b. w.

Von den Zahlen (20) kann m:m daher die « - 1 letzten

durch die erste dividieren, und ändet so, daü die folgenden

Grenzwerte existieren:

(21) l(O)

und daß insbesondere auch aj[*^4^0 ist.

Wir I;eweisen nun durch vollständige Induktion, dal» ganz

allgemein auch die Grenzwerte

A(»•,-;.>

I. f.

A) n(22) <) lim = aU),
. . . ai*) Hm

existieren und daß a''-^ 4^ 0 ist. Für = 0 ist dies nämlich

soeben bewiesen worden. Nehmen wir daher an, die Behaup-

tung sei für einen bestimmten Wert von X richtig, so folgt

aus Formel (11), wenn dort v« — 1 an Stelle Ton r tritt,
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und durch Übergang zur Grenze s^aox

n, A-f l

Es existieren also die Grenzwerte:

(23) a;^) = aj^) + lim (i « 1, 2, . . . n).

-(,,-4-1) (v,_a-i>

lün Um ... lim +

- • r " — <; ::7 " <• r^r

'

deren erster sich analog wie oben als von Null verschieden

erweist.') Man kann also die n— 1 letzten durch ihn divi-

dieren, und dadurch ergibt sich die Existenz der folgenden

Grenzwerte:
•

deren letzter gewiß von Null Yerschied^ ist.

Diese unterscheiden sich yon (22) lediglich dadurch, dafi

i + 1 an Stelle Ton X steht, so daß die Grenzwerte (22) in

der Tat für beliebiges X existieret).

Nuclultin dies feststeht, gilt auch die daraus abgeleitete

Gleichung (23), aus welcher dann folgt:

(24)
" *

n

Fflr 1 » 0, 1, 2, . . .00 stimmen diese Gleichungen formal

genau Uberein mit dem System (12), und auch jetzt ergibt

sich daher genau wie früher (durch den Schluß von i auf A 4- 1):

A^.^^ a(f' -f- A^'-+''> a\'^ 4- \- A^^+*^ ai*>

') Der Beweis entetdit natflrlich aus dem Mher gegebenen einfach

dadorefa, daß man die oberen Indices aller um die Zahl A 4-I erhöht.

1907. aUMMsak 4. maA^jfhy» KL 29
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Setzt man daher zur Abkürzung:

(25) af^i«-ar^«-^« (; I i; ; ; .:)

.

80 kommt:

(26) a^^^ + a\'-^ + af H^^^^ H f-
a^^' ITjH^)« 0.

Hier brauchen wir nun eine wiehtige Ungleichung, welcher

die Zahlen a<'^ genügen. Man erh&lt sie aus (19), indem man

rechter Hand den Summanden ^ wegläßt, und dann die ganze

l ngleichung durch
^

\

dividiert und mit jaj/^j multipliziert;

es ergibt sich so:

(AI

0 .1.)

Ar

Setzt man hier v — X und läfit 8 ins Unendliche wachsen,

so kommt nach den Definitionsgleichungen (22):

*l<»fI^K**l+K.+KI+--'+KL,
(i = 0, 1, ... oo).

(27)

welches die gesuchte Ungleichung ist. Man bemerke bei dieser

Qek'<xenheit auch:

(28)
(^ = 0, 1, ... oo);

denn die linke Seite ist nach (24) gleich:

also nach (27) in der Tat <
Da

j

a<,^)
j
> 0 ist, so folgt aus Gleichung (26):

<t I ' 1 I ' ' I 1» — I I

Bezeichnet man daher die größte der n Zahlen
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mit Mf^, so ergibt sich:

I
aJ^^

i + I

«1^'
! H f- a^^*

,

'

und daher mit Kücksicht auf (27):

(29) t
JT}*+"> \<&m^<: MfK

Es ist daher auch ^ JIQ^^; somit nehmen die

Zahlen Mf-^ mit wachsendem A monoton ab; sie und

folglich auch die Zahlen {Hj-'^l bleiben also unter einer

on l unabhängigen Schranke.

Soweit ergab sich dies alles unter der Annahme ^^ 1.

Von jetzt ab sei aber ^<1. Dann ist wegen (29):

1

2fa+2— 1) ^^^Mf+**-^^<,& Mf\

Es ist also auch die größte der n Zahlen

höchstens gleich ^MS^^, d. h.:

Durch wiederholte Anwendung dieser Ungleichung folgt

dann auch:

(30) J£f+'")^i?'JfJ*\

also gewiis wegen ^ < 1

:

lim Af = 0.

Da aber die Zahlen Mf^ mit wachsendem A monoton ab-

Behmen, so ergibt sich hieraus:

limilfi^J = 0,

und folglich auch:
29*
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lim == 0.

Nach der Defioition Ton Hf^ (Gleichung (25)) besagt dies aber:

(31) lim (a^ • - aS^ > A^') « 0.

JSuo iät i'Or >'>i> wegen Ungleichung (19): .^^'^ >1:
also:

i^»|«!<>^;;-" :>;<'. (förx>ji-ri>.

lieert also Ober einer von / unabhängigen positiven Z^Lhl

;

daher kann mau die Foruiel (31) durch yl^^^ dividieren onU

erhält so:

Somit konTorgieren die Zahlen af§^ -^^^^ mit wachsendem i

gegen die endlichen Grenzwerte a^^\ und damit ist unser

Theorem vollständig bewiesen.

Die Obrigen in dieser Untersuchung erlangten Besultate

£u8en wir zusammen in:

Theorem III. Wenn für v^O durchweg die Un-

gleichung

lag* I + ,< I + • • • + I «i'L , I ^ * ( i I
-

1

)

gilt, wo eine positive Zahl kleiner als 1 bedeutet,

80 genügt das Wertesystem der nach Theorem II kon*

Tergenten Kette

**y » • • .

.<'> **n » • • •

(0>a

•

den zwei Ungleichungen:

a
1 1

4-

und außerdem gilt die Beziehung:
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lim (a(,^> — ajo) ^W) » 0,

wobei die Zahlen Äf^ Termittels der Formeln (1) (2)

aus den Elementen a^>'^ gebildet sind.

Diese letzte Formel' besagt, da im allgemeinen \Ä^^\ mit

V ins Unendliche wachsen wird,^) daü die Annäherung der

Brüche a^^ -j^^ an ihren Grenzwert ai eine yerh&ltnismäfiig

rasche ist.

Durch das Theorem III erzielt man auch eine Verschärfung

des Satzes V und folglich auch VI meiner Habilitationsschrift

(a. a. 0. pag. 24, 25), indem dort an Stelle yon

»+oi*'>-i-a;j'>H ha^->.,

der kleinere Bruch

2 4- ai*> -i- ay> H h a^'i,

ja sogar

1 + ^4- g^;' -f
g-'

-h h a^;l^

'.

n

treten darf.*) Ich will diese Gelegenheit benutzen, um ftlr

den so modifizierten Satz V noch einen Beweis mitzuteilen,

der viel eiiitucher iist, als er aus dem Vorstt'lu'iidt'ii entnommen

werden kann. Wir setzen also voraus, dai^ für alle v, die eine

Zahl v' übersteigen,

<d<l

') Nähere« darüber nehe im nftcheteu Pamgrapben.

') Kar flir »e 1 sind die beiden letzten Brüche nicht kleiner als der

erste. Jedoch ist dieser Fall ohnehin interesselos, da für die regelmäßigen

Kettenbrflche ja immer die sehr viel mehr als Sats V sagende Fehler-

formel gilt:

^0
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ist. Der a. a. 0., patr. 24 gegebene B»'weis bleibt »lann voll-

kommen in Kraft, sobald wir zeigen können, da& für v> v' auch

1 4- -f a:.-' -f • • • + ai'^
jL= ^ t ^ - —2=i<d

1 «s**
wird. Knn sind a. a. 0. die Zahlen —

:
, ~ echte Brfiche,

n n

also gewiü Anderseits ist auch für y>ir':

1 4» fli") _L fliv) _| L av-) _|_ - _j_ J 1
1_ -"-tJ.

ilr-

r4-l V^W

Also durch leichte Reduktion:

< ^.

Setzt man diese ünglficliuiiLr für eine Reihe aufeinander-

folgender v-Werte an, so erhält man durch Multiplikation:

#1—

d

Der hier auftretende Nenner ist aber unter Benutzung von

Formel (7) meiner Habilitationsschrift gleich:
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JJ'-i) + A^^ of^^^ H ^•'+«-i)aJ'-')
'

wSehst also bei festbleibendem v mit x ins Unendliche. Daher

folgt — d<0 oder Xr<^ für y> v'; w. z. b. w.

§3.

Untersuchung für ^ = 1

.

Indem wir zum eigentlichen (Gegenstand dieser Arbeit zu-

rflekkehren, soll jetzt untersucht werden, inwieweit bei den

Theoremen II und DI des yorigen Paragraphen auch der Wert

^s 1 zulSssig ist. Wir setzen daher jetzt

(32) |aW|-h|aW|+...+,ai;L,|g|aJ;>|~l f\ir v>0

voraus. Wie pag. 423 gezeigt wurde, bleiben dann die Zahlen

= a^*^> — a}<» A^^

absolut unter einer von l unabhängigen Schranke, da ja bei

der Ableitung dieser Tatsache der Wert i> = 1 ausdrücklich

zugelassen war. Wenn sich nun sogar

lim H\^^ = 0

herausstellt, so ergibt sich die Konvergenz wörtlich wie im

vorigen l'aragruphen. Wenn a])er diese Grenzbe/iehun«; nicht

erweisbar ist, so findet gleichwohl Konvergenz statt, sobald nur

*) Es ist vielleicht nicht überflüssig, darauf aufmerksam zu machen,

daß hier das Auftreten der Zahlen a^^^ durchaus nicht schon die Kon-

vergenz voraussetzt. Die aj^^ sind lediglich doreb die Gleichungen (21)

definiert, nicht etwa wie in § 1 durch:

Daß diese letste Beziehung tatsachlich statthat» und somit die Kotte

konvergiert, bleibt stets Gegenstand eines eigenen Beweises.
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lim
i

A!^^
I

« 00
IsOD

wird; denn da li^'-^ eudlich bleibt, so folgt daun:

wodurch wieder die Konvergenz evident wird.

Wir wollen daher zuvörderst das Wachstum der Zahlen

|.^^^| unter der Annahme (32) untersuchen. Als erstes Resultat

beweisen wir, daß die
|

|

von As 1 ab mit X monoton

wachsen, d. h. es gilt die Ungleichung:

Die Behauptung ist evident für ^v — 1, 2, . . . «; ilire All-

gemeingUltigkeit ergibt sich durch vollständige Induktion. An-

genommen nämlich, es sei bereits bewiesen:

K"ls;i^='l<---^K'+-"l<i^+"'l.

was jedenfalls für >l ss 1 xutrifft. Es lal dann mit Rficksicht

auf Voraussetzung (32):

^,ai^)ja+»)|_.(|a^-i)j^*)|^|aa)^u + i)!^
h KLi-^i^"^""'^

^ I
a^M^f+ ->

I

—
(|ajf> I

— 1) I

^+•-» |.

Also auch, wenn man beiderseits |.^^+'*)| subtrahiert:

> (a;;>|— i)(i4^+">| - ^M)^0.

Es folgt hieraus M^o^-'-^"! >|-4jf+*M» w)mit die Behauptung

Tollst&ndig erwiesen ist.

Wir können aber jetzt das Wachstum der
|

A}}-^
\
noch ge-

nauer bestimmen. Denn naolideui das monotone ^V^lchstunl

für / > 1 festgf^^tt'llt ist, besteht auch die soeben daraus ab-

geleitete Ungleichung
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I I
-1^ +-'

I
>

I
-1) (i

^^+")
I
-

1 A'i+' -» I)

für ^ > 1 zu Recht. Ans dieser folgt dann, indem man sie

fUr A = 1, 2, . . . i anwendet:

1 4','+"+»l-Mff
I ^ I «r I (1 «'."I

-
1) - 1) • • • (W'l- 1);

und hieraus endlich:

,
>

I I + .o<") Kia;;) I

-
1)+ ,ai;') I

da;;'
I

- 1-1)

+ ••• + !<', (1«',"
I

-
1) (I «IT i

-
1) • • •

(i «!;'
i

- !)•

Wenn daher die unendliche Reihe

(33)
^ I - ^> + (I - 1>(I''-' I

- 1>

+ (l«L'M-i)(l<M-i)C«':'l-i)-h---

dirergiert, so irt gewifi;

lim|^'+"+')| — 00,
X=SOD

und daher nach den Erörterungen zu Beginn dieses Paragraphen

die Kette konvergent üm auch die unbedingte Konvergenz

behaupten zu können, werden wir verlangen mflssen, daß

unsere Bedingungen erhalten bleiben, wenn man darin die

oberen Indices aller a'^"* um eine beliebige Zahl k vennehrt;

dann sind nämlich auch für die Ketten

"d "u » ü » • • •

(Ä = 1, 2, . . .oo)

die gleichen Konvergenzhedingungen erfüllt. Diese Forderung

ist aber schon von selbst befriedigt. Denn wenn man in der

Reihe (33) die oberen Indices aller um / erhöht, so ent-

steht eine Keihe, die aus C-V-U oÖ'enbar auch durch \\ es^his^^ung

der ersten X Glieder und Unterdrückung eines allen Gliedern

gemeinsamen Faktors gewonnen werden kanUf die also eben-

falls divergent ist. Wir erhalten also:
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Theorem IV. Wenu für v > 1 durchweg die Un-

gieichu&g

KM + + • • • + I
< l«r

, -1

giU,') und wenn außerdem die unendliche Reihe

+ (i«s;M-i)(i«?i~i)(|asri-i)+---

divergiert, so ist die Kette

"o » "o 0 ' • •
•

af, a;,'\ ajf), . .

.

unbedingt konvergent.

Man bemerke, dafi die einfacher gebaute Keihe

(34) |a<')| + |ai')oj;'>| + oi»>, + . .

.

infolge der ^pf()r(ierteii Unj^b-icliungen klt'inoro Glieder hat als

die vorige. I)ie Kette ist duber a fortiori unbedingt konver-

gent, wenn die Reibe (34) divergiert. Dies triti't ijkIm sondere

in dem wichtigen Fall, wenn alle a^^ = 1 sind, stets zu.

Wir wenden uns jetzt zu der zweiten Mdglichkeit, daß die

Reihe (29) konvergiert Dann kann gleichwohl lim \Äf^ , »od

sein, und in diesem Fall ist die Kette sicher wieder konver-

gent. Andernfalls aber nähern sich die Zahlen \A^^\, da sie

von >l "B 1 ab mit X monoton wachsen, einem bestimmten end-

lichen Grenzwerte:

las«»

der von keinem
\
A^f-^ {X^ l) an (iröße übertrolfen wird, also

wegen = fl[J*' 4^ 0 jedenfalls grötier als Null ist. Nach

den auch fUr ^ » 1 gültigen Gleichungen (21) in g 2 hat man:

^) Daß wir beim r>owei.s auch für r — 0 dio^^p Uniilciebun'j voraus-

gesetst hatten, schadet natürlich wieder so wenig wie bei Theorem U.
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und da jetzt \Ä^^»^^A ist, so folgt hieraus:

lim (aj» uiJV— af A^/»^) = 0.

Oder auch unter Anwendung der früheren Bezeichnung:

»st»

und daher jedenfalls:

(35) lim \Hf\^ 0.

Au&erdem ist auf pag. 423 gezeigt, dafi nicht

grOfier ist als die gr66te der Zahlen:

Nehmen wir daher zuerst den Fall n 1, so besagt dies (da

daim auch für i nur der Wert I Bedeutung hat):

jBr\*+»>i<|ÄW|.

Die Zahlen
|

M)^^
|
nehmen also mit wachsendem i monoton

ab, und haben anderseits nach (35) den unteren Limes Null;

sie nähern sich daher schlechtweg der Gh^nze Null, also:

lim (oj« A^^^— ajf> A^^^) = 0.

Dividiert man dies durch lim
\

A^^
|
» J.> 0, so kommt:

X= CD

Das besagt aher, daß die Kette konvergiert. Bei Ketten erster

Ordnung findet also auch für ^ = 1 stets Konvergenz statt,

ob der Grenzwert lim l^^l unendlich oder endlich ist. Wir
;.= »

"

erhaltou damit das Fundamentalkriterium des Herrn Prings-

heim:
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Der Kettenbruch«l"' + -f^+ +

ist unbedingt konvergent, wenn für v^l durchweg

Nachdem die Ketten erster Ordnung hiemit yollstSndig

erledigt sind, wollen wir von jetzt ab ausdrücklich n> 1 vor-

aussetzen. Dann gilt folgendes:

Theorem V, Wenn für > >1 durchweg die Un-

gleichung

K'l + K'l + • • • + 1«!."-,
I l«irM

-

1

. gilt, und wenn außerdem für alle v ron einer gewissen

Stelle v'^v* ab

|alv)| I \Mr) _L . . . .L j^M 1 <i"üi'ii
"

ii"i,-i^2
l)

ist, wo ß eine positive Zahl kleiner als 1 bedeutet:

dann ist die Kette n(>l)^ Ordnung

ai^) fl(0

unltcflingt konvergent.

Oifenbar genügt es wieder, die Konvergenz schlci iitliin

zu beweisen, die dann sicher eine unbedingte ist. Auch be-

deutet es wie früher keine Beschränkung der Allgemeinheit,

wenn wir die erste Ungleichung des Theorems auch fttr f= 0

ab erfllllt voraussetzen und uns damit auf den Boden unserer

früheren Untersuchungen stellen. Wenn sich dann lim !^[,*^'|= od

r — er

oder lim H^*^ =s 0 herausstellt, so folgt daraus, wie wir wissen,

sogleich die Konvergenz der Kette. Wir wollen daher im

Gegenteil voraussetzen, man habe gleichzeitig:

(a) limi4^M = -i.

ifl) lim ^tfj»». = I?. > 0,
f = cp

. Kj, ^ by Google
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letzteres wenigstens für einen der Werte i= 1, 2, . . . n. Wir

wollen zeigen, dafi diese beiden Annahmen nicht zusammen

mit den Bedingungen des Theorems bestehen können.

Von den »Zahlen

muia wenigstens eine > tji sein. Denn wären sie alle <
wo Ci < V« ist, so würde die Zahl [Ä^^""*"*', welche ja nach

pag. 428 höchstens gleich der jp"öläten der obigen )i Zahlen

\st. ebeni'alls < Ci sein. Durch Wiederholung des gleicheu

Schiussee folgt dann sukzeeerre, da6 auch die Zahlen

|lfS''+"+«>|, . .

.

sftmtUch ^Ct<fii der Annahme (fi)
widentreitei

Beseichnet man daher die ahsolat gröfifee der n Zahlen:

^^^^ J^' 4^+*>' *

*

'

oder, falls mehrere den absolut ^rütäten Betrag haben, eine

beliebige von diesen, mit Cr^''^ so ist wegen [A^^l^A auch

für alle v>0:

(37) i^ri^^.

Femer folgt aus den Annahmen (a), (ß):

und daher für alle genügend großen Werte von y, etwa fÖr

y>Ni

(38)

0

wo € eine beliebig kleine positiTe Zahl bedeuten darf.

Nach diesen Vorbereitungen setzen wir zur Abkürzung:

ai^)^+«__ /^^0,l,...n\
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£b ist dann, wie man sofort aus Formel (1) eniuaBit:

Nun ist aber nach der Definition von M^/^ (Formel (25)):

sodafi sieh die letzte Gleichung nadi Multiplikation mit o^,*

auch folgendennafien sehreiben ISfit:

J5(r+n+I)

J ?

Hier hebt sich af^ auf der linken Seite gegen

(^"^ + H—H ^i"*)
=

auf der rechten Seite. Subtrahiert man dann noch beideraeits

die Zahl -T^j_-.t so kommt:

woraus weiter unterBerQcksichtigung von Ungleichung (38) folgt:

ü 0

(39) <
I i

+
•

•
•

+ j
'IT-.

I

+
1

^'1"-«
i

<(i?ir'i+'i!"i+-+i'!:L,i+|JS:'-ii)^.

sobald nur v> ^ ist.
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Da -^^'M V = 1 ab mit v monoton wächst, so folgt

aus der Definitionsgleichang von ^j,'^: l^^'M ^ I^iTM'

Rflcksicht auf die Bedingungen des Theorems V:

in+in + --- + l^r-il^i<|-^Ki + *-- + l<Lil

<T,^ix (für»'>v');— 2{n—l) ^ = /
•

ebenso auch:

e
^2(n-l)

Daher geht Ungleichung (39) Uber in:

(für V :> v').

<
9 fji -f- c

Man hat also, sobald v eine gewisse Grenze v' erreicht oder

Ubersteigt:

^0

daher auch:

<2
9 >?, + «

1 ^Im-*«

5^1»'+ 3) JJ(r)

Da die rechten Seiten in all diesen Ungleichungen sämtlich

nicht größer als 6 sind, so erhält man insbesondere auch

:
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Qir) !_

-^0

wo G^f^ wieder die gleiche Bedeutung hat wie pag. 433 Mitte.

Kim hat aber nach (85) l^'^j den unteren Limes 0; man

kann also y(>y*) derart auswählen, daß auch

ist; fQr solche Werte Ton y folgt dann:

Da aber Ö<1 und f beliebig klein ist, so widerspricht dies

der für alle v gültigen Ungleichung (37). Daraus schließen wir,

dai die Annahmen (a), (ß) nicht beide zugleich mit den Be-

dingungen des Theorems Y vertrSglich sind. Wir müssen

daher mindestens eine der zwei Annahmen (a), (ß) als irrtüm-

lich fallen lassen; dann konrergiert aber die Kette. W. z.b.w.

Weiter ist noch folgendes von Interesse. Die in Theorem III

behaupteten Ungleichungen

(40)

bleilicii nach ihrer Herleitung auch für /> = 1 bestehen (sofern

dann die Kette überhaupt konvergiert). Dagegen ist die Be-

ziehung

lim (ato) — afA^^) = 0

nicht mehr allgemein richtig, wie schon das Beispiel der Kette

erster Ordnung

^1,-1,-1,-1,...

2, 2, 2, 2, . .

.

beweist. Bei diesem ist nämlich, wie leicht zu sehen:
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Also hat mau:

a;; ' A'i
' — af -i^") = V - (v — 1) = 1,

und die linke Seite kann daher nieht den Grenzwert Null

hahen.

Einige Bemerkungen knüpfen sich noch an den Fall, daü

«— 1; lim
I

» « endHch

ist, und die Kette trotzdem konvergiert. Daun ist nämlich stets:

Hm {af - af Af) = 0,

da ja diese Beziehung jeUt uichts weiter aussagt als:

d. h. als die Konvergenz.

Außerdem gestattet aber jetzt die erste Ungleichung (40)

eine erhebliche Verschärfung. Denn wenn man die Ungleichung

(18) durch |.^')| dividiert und mit a|J^> multipliziert, so erhält

man zur Orenze v=soo:

*
I «s» I

> + 1 «r I + i °f' i

+
•

• • + i"iM

.

worin die gesuchte Verschärfung ausgesprochen ist. Man er-

hält daraus speziell für i^ » 1

:

*) Aach niobt den unteren Limes 0. Dies steht nicht un Wider-

sprach mit üngleiobDng (85), da diese nur unter der YoranssetsQng

,Iim
j

A^^^
I

= endlich* abgeleitet wude.

IM». SttniifA. d. mitk-phya. KL 80
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(«)
f^,,

Diese üngleichung gilt auch dann, wenn die Konveigenz

der Kette noch gar nicht feststeht, und die Zahlen af* dem-

gemäß nur durch die Gleichungen (21) definiert sindJ) Sie

kann dann unter Uniständen sogar zur nachträglichen Fest-

stt'llunt^ der Konvergenz dienlich sein, wie die folgenden Be-

trachtungen lehren.

Zunächst folgt aus der Endlicblieit von lim Af^^ \ auch

die von lim
[

|, und daraus dann sukzessive die Endlichkeit

on lim
I I,

Um
I

|^ etc.
ysoi v = oo

Denn nach Formel (8) hat nuui:

Daher auch:

aj" -«—
«,f ^i")

- af A^J^

aber auf der rechten Seite bleibt hier mit wachsendem r alles

endlich, also bleibt es auch die linke Seite, w. z. b. w. V\ ir

setzen demgemäß:

lim
I I

=

Analog zu (41) ist dann auch:

|at^>|-f |a{^>|H \- a (A) !

wohei die Zahlen af* natürlich durch die Gleichungen (22) zu

V) Der Beweis bleibt der f^leiche; nur juuß beim Grenzübergang

natürlich v auf die Werte beschränkt werden.



0. Penron: Über die Jaoobi-Kettenalgorithmeii. 439

definieren sind. Hieraus folgt nun unter Beibehaltung der

Bezeichnung und Schluiweise von pag. 423:

//»;.-{-«)
I < ( 1 ..^—L \ mi)

Wie damaU, können wir daraus auch jetzt die Konvergenz

Kl
folgern, sobald y^ÄY~^ über einer yon X unabhängigen posi-

tiven Zahl o bleibt; alsdann ist nämlich wieder

,
]
< d MSf-\ 1 — a< 1);

und der weitere Beweis bleibt wOrtlich der gleidie wie pag. 423 f.

Ob nun diese Forderung

erfüllt ist, dürfte im allgemeinen schwer zu entscheiden sein.

In einem Fall ist sie aber stets erfüllt, nSmlich bei peri-

odischen Ketten. Wir nennen eine Kette A;-gliedrig peri-

odisch, wenn von einem gewissen Wert v ab stets

a^+««oM (i=:0, 1, ...«)

ist. Alsdann ist offenbar auch:

Kl
Daher kommt iür ^ überhaupt nur eine endliche Anzahl

erschiedener Werte in Betracht; also bleibt

u

wo Q eine von X unabhängige positive Zahl bedeutet. Außerdem

folgt aber aus der auch fttri^ »1 gültigen Ungleichung (28):

80*
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und hieraus wieder:

Wegen der Periodizität bleibt {aJfV unter einer von i nnmb-

baii<;i;ren Schranke und folglich a^>|<i2 + l*') Daher

ist auch:

dieser Quotient bleibt abso über einer von /. unabhängigen

positiven Zahl, w. z. b. w. Wir erhalteu demnach:

Theorem VI. Wenn bei einer periodiflchen Kette

für y^l durchweg die Ungleichung

I -I- . «r i + • • • 4-
1 «iij i

<;
i ai^M

-

1

statthat, so ist sie unbedingt konvergent.

Eigentlicli ist das Theorem ja soeben bloü unter der

Voraussetzung ,lim j^^^j = eudlich'' bewiesen worden; aber

im entgegengesetzten Fall ist die Kette ja ohnedies immer

konvergent.

Et wire fiüscb, ans der Periodintftt etwa adiliefien tn wollen*

dafi a^"*"*' — a^^^ ist, so dafi für a^^ «berhaupt bloß eine endliche An-

Zcilil verschiedener Werte in Betracht käme. Ein solcher Ücbluli würde

die Konvergenz bereits voranssetsen. Dean nach den DeAnitionsglei-

ohnngen (22) ist:

(«) ajT^-aWlim^-^"—

.

W «:+ " = <+" Um -
«i" lin. .

iSflD .l»»—»— *) »SB» .C»»— »»-»l

letsteres wegen der Periodintftt. Bevor aber die Konvergenz der Kette

bekannt ist» kann die Gleichheit der Grenzwerte in (a) nnd (fl) auf keine

Weise gefolgert werden, weil die Zahlen ~ mit wachsendem » im

allgemeinen eine gans andere Wertereihe durchlaufen werden wie die

Zahlen i»,— r— jfe.
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Weiteres vermag ich über den Fall »7 = 1 nicht auszu-

sagen. Vermutlich ist in Theorem II überliaupt der \\ ert

1^ = 1 ohne Nebenbedingungen zulässig. Wenn ich diese

Vennutimg aach nicht durch einen Beweis bestätigen kann,

so gelang es mir doch anderseits auch nicht, eine erweis-

lich divergente Kette ausfindig zu machen, bei der fOr r^l
durchweg

i<i + Kl + • • • + Kill -1

wäre. Die Entscheidung dieser Frage scheint mit großen

Schwierigkeiten verknüpft zu sein.

§4.

Weitere Konvergenzkriterien.

In g 1 wurde gezeigt, dais zwei äquivalente Ketten ent-

weder beide konvergent oder beide divergent sind. Eine Kette

ist daher auch immer dann konvergent, wenn eine dazu äqui-

valente existiert, deren Elemente die Bedingungen eines der

Theoreme I, II, IV, V, VI erfüllen. Von diesem Gedanken aus-

gehend, hat Herr Pringsheim für die Kettenbrüche aus st inem

Fundamentalsatz eine Reihe weiterer Konvergenzkriterien ab-

geleitet. ') In ähnlicher Weise kann man auch für Ketten

n'®' Ordnung vorgehen; doeb sind die so gewonnenen Kriterien

fQr ii>l von komplizierter Bauart und dürften nur geringes

Interesse beanspruchen. Erfolgreicher gestaltet sich die nach-

stehende Methode, welche auch für Kettenbrflehe zu neuen

Resultaten führt, die sich aus den bisher bekannten kaum

dürften ableiten lassen.

In der die Kette «''^^'^ Ordnung

aCO) Ad)
*0 » 0 » 0

(42)

.0«», ajf.

') A. a. 0. und: Über einige Konvergenzkriterien für Kettenbrflche

mit komplexen QUedern. Diese Sitxongsberichte, Bd. 35 (ld06), pag. 369

bis 38a
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deänierenden Rekursionsformel

(1) ^1;/+»+') ^ aS;^Ä^;^ + a\^^ 1- ^iy+*>

ersetzen wir v durch v-^l; es komint:

(!') ^(•'+-+2)=ra^''+JUJ'+')+ a5'+»)ul}''+2)^ ^a^-^')Af+^+^K

Wenn man nun Gleichung (1) mit einer beliebigen Zahl d,

multipliziert und dann von (1') subtrahiert, so erhält man:

(43) — dg') A</^ 4- fctj") ^(•'+»)
-I 1- u4<''+«+»\

wobei zur Abkürzung

«ll+i'^
- «{"^ ^ ==

^»l''^
(i = 1, 2, . . . »)

gesetzt wurde. Neben der Kette (42) betrachten wir nun

auch noch die Kette (n -f-
1)'*^"^ Ordnung:

(44)

A(0) J^l) W)
*-%+v ^»+1, ^«+p •

•

deren Rekursionsformeln folgende sind:

(i = 0, 1, . . . n -|- 1; y «ssO, 1, . . . oo);

^"liiti;* ft*-o.i,...»+i).

Damit die Forderung 6^"^ 4^ 0 für alle v erfüllt ist, werden

wir ('^y -j-- 0 voraussetzen.

Jede Zahlenfolge, welche der gleichen Kekursionsformel

genügt, wie die B^^\ läßt sich nach den Erörterungen zu

Beginn des § 1 linear durch B^^\ B^^\ . . . ^"^j ausdrücken.

Wegen Formel (43) kann man daher insbesondere den Ansatz

machen:
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4"-^ 0 -BS" + ru -BS^ + • • • -1- r, . + , -BSV, (*- 0, 1 , . . . «x

Wobei die Koeffizienten -/tj, von v unabhängig sind. Man be-

rechnet sie sehr einfach, indem man für v gewisse Spezialwerie

einsetzt; so folgt fttr y »•

sodann für y^i und r^n:

endlich für v« m -|- 1

:

Setzt man die so berechneten Werte oben ein, so

kommt:

^w«SW + a«»7>-;. (i«0, 1, . . . n).

Hieraus folgt endlich auch:

ß(0) _ „(0) • J ' «t*

WO) L 4- -(0) \m '

WO) I ßiO) MO) »jti

Wenn nun die Kette (44) konvergiert, so bezeichnen wir ihr

Wertesystem mit /8f, . . . und erhalten aus der letzten

Gleichung, wenn r unbegrenzt wächst:

««. lim . ^ + «l- «V. _

Daher konvergiert auch die Kette (42), sobald nur der

Kenner — von Null verschieden ist. Man hat bei

dieser Betrachtung «Ion Vort«'il, daß die Zahlen abgesehen

von der Einschränkung '3, 4^0, ganz willkürlich sind. Sobald

es gelingt, sie derart zu wählen, daü die Kette (44) konver-
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giert, und zuji^Ieich ß^]^^ 4= wird, dann konvergiert allemal

auch die Kette (42).

Nach Theorem II ist nun die Kette (44) unbedingt kon-

Torgent, wenn für y ^ 1 durchweg die Ungleichung

das heißt:

KM + («i'^-"
-<M + |oi'+"-aS"<>,i + • •

•

besteht, wo ^ < 1 ist. Damit aber die Kette (42) ebenfalls

konvergiert, muß außerdem noch die Zusatzbedingung

erfüllt sein, welche sich in folgender Weise umformen laßt

Wegen der unbedingten Konvergenz der Kette (44)

folgt, wenn man eine stets gebrauchte, auf die Kette (42) be-

zügliche Bezeichnung sinngemäß auf die Kette (44) überträgt:

lim 24 (i= 1, 2, . . . n+ 1).

und auch:

sodafi sich die obige Zusatzbedingung in die Form setzen Iftfit:

<' + <^o + iW+V
oder:

(45) 4- + 0.

Nun ergibt sich aber, wenn man Theorem III auf die

Kette (n+ 1)*» Ordnung

M" M2>

MM All») M3)



O. Perron: Über die Jaeobi-Eettenalgorithmen. 445

anwendet, die Ungleichung:

also auch insbesondere:

I

^•+'
I

mit Ausschlui der Gleichheit, da ja {6^'^{>0 ist. Demnach

ist die Bedingung (45) gewiß erfüllt, wenn wir «'j^
'
> for-

dern. Dies führt zu dem foigeuden sehr allgemeiueu K.ri-

terium

:

Theorem VII. Wenn sieh unendlich viele Ton

Null verschiedene Zahlen 6p bestimmen lassen, der-

art, daß für v^l durchweg die Ungleichung

bestellt, wo eine positive Zahl kleiner als 1 be-

deutet, und wenn außerdem

b) !«;.">#

ist, so ist die Kette n**^ Ordnung

0 * 0 ' 0
'

fl(Ol fld) Mi)

konvergent. Sie ist sogar unbedingt konvergent, wenn

die Ungleichung

c) KM^^
für jedes v^l besteht.

Der letzte Teil des Theorems ergibt sich offenbar wieder

aus dem [Tnistund, dali die Bedingungen erhalten bleiben,

wenn die oberen Indices aller a)."' um eine beliebige Zahl ^. er-

höht werden. Wir machen zu <l<'iu Theorem noch folgenden

Zusatz. In Theorem Vll dürlen die Zahlen öy auch

alle oder zum Teil gleich Null sein. Wenn aberd,= 0
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ist, so ist in der Bedingung b) das Gleichheitszeichen

auszuschließen. Ebenso ist in der Bedingung c) das

Gleichheitszeichen bei allen denjenigen i^Werten aus-

zuschließen, fflr welche ist.

Der Beweis ist folgender: Infolge der Bedingung a) des

Theorems ist:

|a<;'+» + dJ — 1 >0.

Wflrde hier einmal Gleichheit stattfinden, so rallftte auch jeder

Term auf der linken Seite von a) verschwinden, also insbe-

sondere:

<^'o^ \ = 0, ai''+ ~ a'{^ = 0,

was aber wegen aj^'^ t 0, a^''+'^4^0 nicht möglich ist. Es ist

also

:

|a(^+i) + aj-l>0.

und folglich kann man statt Ungleichung a) auch schreiben:

|«+^^4-<5,|-l

Wird diese Ungleichung für gewisse y-Werte nur durch die

Wahl ^„ s 0 erf&llt, so kann der links stehende Ausdruck,

wenn d,. sich hinreichend wenig von Null unterscheidet, wegen

der Stetigkeit jedenfalls nur um beliebig wenig die Zahl d

übertreffen. Man kann daher der Ungleichung

I «rM

+

1

<^'*''- «rM + • • + 1
<±," - <" ^ I

!«£+" + «5,|
— l

^^t»

durch lauter von Null verschiedene Sy Genüge leisten, wie klein

auch die positive Zahl £ gewählt wird. Nimmt man insbe-

sondere auch E <1 — so wird eben nach Theorem VIT Kon-

vergenz stattfinden, wenn noch
|

a^^
|

d + f ist. Du aber e

beliebig klein gewählt werden kann, so ist diese Bedingung

gleichbedeutend mit:
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unter Ausschlufi der Gleichheit. Damit ist der Zusatz bewiesen,

soweit er sich auf EonTergens schlechthin besieht Die un-

bedingte Eonyergenz ergibt sich dann natttrlich durch die

frühere Schlufiweise.

Durch spezielleWahl der erhält man aus dem Theorem VII

mit obifjein Zusatz beliebig viele Speziiilkriterien, von denen

ich wenigstens eines anführen will. Setzt man nämlich durch-

weg (3„ = 0, 80 folgt, wenn man noch v — 1 an Stelle von v

schreibt:

Theorem YIIL Wenn fttr y>2 durchweg die Un-
gleichung

und wenn außerdem |a^'){>^ ist, so ist die Kette

unbedingt konvergent.

Die zur unbedingten Konvergenz noch erforderlichen

Bedingungen
\
ofi^\>^ für v> 1 brauchen n&mlich hier nicht

mehr eigens verlangt zu werden, da aus der ersten Unglei-

chung des Theorems sowieso schon
|

aS^
\
> 1 folgt. Durch

das Theorem Vlil werden die Bedingungen von Theorem II

um ein weniges reduziert, indem statt der Forderung

Wendet man die Ergebnisse dieses Paragraphen nun

speziell auf Ketten erster Ordnung an, so erhält man:

Eorollar: Der Kettenbruch

fli*') a'^i)
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ist unbedingt konvergent, wenn 68 gewisse Zahlen

gibt, derart,, daß fttr v>l durchweg die zwei Uuglei*

chungen

gelten, wo eine positive Zahl kleiner als 1 bedeutet.

Sollte die erste Ungleicliun^ für g»'wisse v-Werte etwa

nur durch die Wahl (5^ = 0 zu befriedigen sein, so ist

in der zweiten Ungleichung für diese r-Werte das

Gleichheitszeichen zu unterdrücken.

Unter den Spezialfällen, die sich durch besondere Wahl

der Zahlen ö, ergeben, seien die folgenden vier hervorgehoben

:

1) d^^O:
i

ag^+'J
' < ,^

(I
al''+'>

|

-
1),

|

a^n
|

> i)

^>

= I

—«F- j

< Hi
"

+> I

- 0 •

I I
^ ^

I I
^ ^•

4) <3I, = - 1 :

I

aj^'>
1
+

I

-f- a^;)
|

<: i?
(

|

«i"-»-«
-

1 1-1),

Der erste dieser vier Fälle entspricht dem Theorem VIfl.

Er lüiit sich übrigens auch auf etwas einfachere Weise aus

den Theoremen II und III ableiten und bleibt noch richtig

fOr ^«1, in welchem Fall ihn Herr Pringsheim bewiesen

hat.') Indes ist zu beachten, daß der Satz für nicht

durch den gleichen Satz für = 1 entbehrlich wird, wie dies

bei Theorem 11 oÖ'enbar der Fall wäre; denn für ^<1 lautet

'j Die Forderung
«i*^^ |

> * für »'>2 iat wie bei Theorem VlII

wieder von selb>it erfüllt.

^< In d«>r Hilf p:i^'. 441 zitierten Arbeit, Seite 864; die Bedinguagen

siud dort sogar noch etwas reduziert.
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die zweite der geforderten Ungleichungen nur
j

aj^^
|
> i}^ aber

nicht |<>|>1.

Ferner ist es wohl nicht überflüssig sa bemerken, daß

die absolute Willkürlichkeit der &p die unbedingte Konvergenz

nicht nur dann garantiert, wenn fttr alle y(> l) die Bedin-

gun^r 1) oder für alle v(> 1) die Bedingung 2) oder sonst eine

erfüllt ist. Es genügt vielmehr, wenn für jeden einzelnen

Wert von v (> 1) irgend einer von diesen Bedingungen genügt

wird, etwa für gerade r der Bedingung 1), für ungerade v

der Bedingung 2) oder 3).

§ 5.

Ausdeliming des Legendresolien hrationaiitStssatzes.

Wir wollen jetzt den Legendreschen Irrationalitätssatz

auf die Kette n^'* Ordnung

(46)

a (0)

übertragen. Zu dem Zweck setzen wir die Elemente a^* als

ganze rationale Zahlen voraus und selbstverständlich wieder

a\^^ 4: 0. Es sind dann auch die ganze rationale Zahlen.

Wenn nun außerdem für v > 0 durchweg die Ungleichung

(47) |aWH-|aWH-... + |ai,"_,|<*(|*ir'|-l). *<1

besteht, wenn also die Kleniente den Bedingungen des Theorem III

genügen, so ist die Kette konvergent, und wir wollen jetzt

zeigen, da& eine Beziehung der Form

(48) P, af H- P, + + . . . + P^ a(0) = 0

mit rationalen, nicht sämtlich verschwindenden Koeffizienten

Pi nicht bestehen kann.*)

*) Der Gleichung ( ISI hätte man uulürlich (Kensogut die Form

geben kOnneii, da ja rational ist. Knr der Symroefaie halber haben

wir dem Pq den Faktor beigegeben.
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Angenommen, es bestünde eine solche Relation, so kann

man die P,- von vornherein als ganze Zahlen annehmen,

indem man eventuell mit dem Generalnenner multipliziert.

Wir multiplizieren dann die als riciitig angenommene Giei-

cliang (48) mit A^^^ und erhalten:

^ N

Addiert mau beiderseitü die Gröüe i^^a^^ so kommt:
iml

1=0 1=1

Hier steht nun auf der linken Seite eine ganze Zahl;

auf der rechten aber nähern sich nach Theorem III alle n Sum-

manden mit wachsendem v der Grenze Null. Von einer ge-

wissen Stelle V > N ab niuli daher die rec hte Seite und folglich

auch die ihr gleiche linke Seite jedenfalls absolut kleiner als

1 werden; aber dann kann sie als ganze Zahl nur gleich 2vuli

sein. Wir bekommen also fttr v'^N:

• asO

Setzt man hier der Reihe nach N-^- 1, . . . .y+ s»,

so erhftlt man ein System von n -f- 1 linearen homogenen

Gleichungen mit der Determinante:

(49)

weiche wegen Formel (3) von Null verschieden ist. £s folgt also:

Po a Pi SB . .
. = s 0; w. z. b. w.

Übrigens braucht die Ungleichung (47) nicht fOr alle

Werte ron v erflült zu sein, sondern blofi von einer gewissen

Stelle v"^N BkK Denn jedenfalls ist dann die Kette

. Kj, ^ by Google
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» **o » **o » • • •

konvergent, und nach dem soebeu Bewieseueu ist eiue Be-

ziehung der Form

(50) Q, a(f ) H- af) + . .
. + 0

mit rationalen nicht sämtlich verschwindenden KoefElzienten

nicht möglich. £b ist daher insbesondere auch:

denn andemfidls hfttte man:

'**'0 0 0 '

was dem Nichtrerschwinden der Determinante (49) widerstreitet.

Nach dem Lemma auf pag. 414 ist daher die Kette (46) eben-

falls konvergent, und zwar hat man:

Gleichung (48) ist daher gleichbedeutend mit der folgenden:

i: P- (^;^> a(J^ + Äf'^»€^^ + • •
' + atf>)= 0,

oder, was dasselbe ist,

Dies ist aber eine Gleichung der Form (50) und ist daher nur

möglich, wenn sämtliche Koeffizienten verschwinden; also:

L p,^i^> = 0, i;p,^5^+» = 0, . . . L P.Af-^-^ = 0.

f= 0 <=o » = o

Aber die Determinante dieses Gleichungssystems ist wie Torhin

on Null verschieden: also folgt auch jetzt notwendig:

Po = Pi i', = 0.
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Wir sprecheu dieses Liesultat aus in

Theorem IX. Wenn die Elemente a^**^ ganze ratio-

nale Zahlen sind, welche von einer gewissen Stelle

v>Nskh die Ungleichung

Kl + i<i + • • • + i<L,i^'^(iair>i-i)

erfüllen, wo d eine positive Zahl kleiner als 1 be-

deutet, so ist die Kette

(46)

ai". a»\ .

.

.

«2". «i,". «S'. • • •

=
1"

(0)

1

unbedingt konvergent, und ihr Wertesystem genügt

keiner Uelation der Jb'orm

mit rationalen, nicht sämtlich verschwindenden Ko-

effizienten P|.

Denn daß die Konvergenz der Kette auch eine unbedingte

ist, ergibt sich wieder durch den gleichen Schluß wie immer.

Ganz die gleiche Analyse führt zu dem folgenden etwas all-

gemeineren

Theorem X. Wenn die Kiemente a^"^ ganze Zahlen

eines imaginären quadratischen Körpers sind und von

einer gewissen Stelle v'^N &h der Ungleichung

Gentlge leisten, so ist die Kette (46) unbedingt kon-

vergent und ihr Wertesystem genagt keiner Relation

der Form

•Po< + ^\ a;'-h...-f p^oy = o,

wo die Koeffizienten P, Zahlen des betreffenden qua-

dratischen Körpers sind, welche nicht sämtlich ver-

schwinden.

Zu beachten ist bei diesen Theoremen namentlich, dal^

ganz im Gegensatz zu Theorem II die gei'orUerte Uugleichuag

. Kj, ^ by Google
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nur für v > N zu gelten braucht. Für Kettenbrüche speziali-

siert lauten diese iSätze:

Wenn die Teilzähler und -nenner des Ketten-

braches

a^^i a(fV afj

* |öf 1«?^

ganze rationale Zahlen sind und von einer gewissen

Stelle y>iV ab der Ungleichung

l<Mg*(l<M-i) (*<i)

Qenüge leisten, so ist der Kettenbruch unbedingt kon-

vergent und bat einen irraüoiialeii Wert.

Wenn unter sonst gleichen Bedingungen die a^*

ganze Zahlen eines imaginären qua«! rutischen Körpers

sind, so ist der Kettenbruch ebenfalls unbedingt kon-

vergent, stellt aber niemals eine Zahl desselben (qua-

dratischen Körpers dar.

In den Sätzen dieses Paragraphen ist der Wert d= 1

nicht zulässig, obwohl nach Theorem IV die Konyergenz der

betreffenden Ketten bestehen bleibt (wenigstens, wenn die ge-

forderte Ungleichung schon von v=l ab erfüllt ist). Schon die

KettenbrUclio lehren dies. Denn der Legen dresche Irrationali-

tätssatz wird zwar immer für ?'> = 1 ausges])rochen, erleidet

aber dann auch eine Ausnahme, iudem der Kettenbruch

^0
I

^1 I ^8 I

iCo-fl \c^-\'l

den Wert 1 hat, also rational ist. Es ist dies im wesentlichen

der einzige Ausnahmefall. Man vergleiche darüber § 4 der

auf pag. 411 zitierten Arbeit des Herrn Pringsheim.

1907. 8iUiiiic«b.d. auUb.-pbys. KL 31
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§ 6.

Analogen zu dem reellen Kettenbruch

I

Unter den reellen Ketteobrücben, die nack dem Prings-

heimsclion Fundamentaikriterium unbedingt konrergent sind,

bieten bekanntlich die Ton der Form

I

«.+ 1 K + i
(««>0)

ein besonderes Interesse dar, und sie nehmen namentlich, wenn

die ileihe

dirergiert, eine gewisse Ausnahmestellung ein, die auch am
Schluß des Torigen Paragraphen hervorgetreten ist. Der Wert

eines solchen Eettenbruches ist immer gleich 1, während er

bei Konvergenz der obigen Keilie kleiner als 1 ist. Der Ver-

such, unter den Ketten w^*"" Ordnung, die dem Theorem II ge-

nügen, ein Analogon zu obigem Kettenbruch zu finden, nmü

schon daran scheitern, daü dort die Zulüssigkeit des Wertes

d s== 1 nicht allgemein erwiesen werden konnte. Indessen gibt

es doch Ketten Ordnung, die den Bedingungen Ton

Theorem II zwar nicht genflgen, auch nicht für ^= 1, die

aber doch unbedingt konvergent und dem obigen Kettenbruch

sehr verwandt sind.

Wir betrachten die Kette n^*^ Ordnung:

(Ol)

— «1.

-c^ + l, — <r,+ l, — <?, + l.

— — c, -fl, — c,4-l,

L Co+ 1, c,-f 1. 1, .
•

in deren (v -f 1)^' Kolonne zuerst eine Zahl — Cy, dann (fi— 1)

mal die Zahl — Cr-^-l^ endlich einmal Cy-j-l auftritt. Wir

. Kj, ^ by Google
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wollen zunächst unabhängig von der KonTergenzfrage die

foimale Seite dieser Kette studieren und erst spftter den

Zahlen Cr gewisse Einschrfinkungen auferlegen. Die die Kette

(51) definierenden Rekursionsformeln lauten:

(52)

(53)

+«+1)=— a-) + (1—O •> 4-

+ (1 -O ^> + (i +O q''+«>

(i =s 0, 1, . . . »; V 0, 1, ... od).

^ 10 . i

(i, X;s 0, 1, . . . w).

IKe erste dieser Gleichungen kann auch in der Form ge-

schrieben werden:

= c^(6y+">— cj'+"-»>— C5''+»-2)
c;.''>),

wo nun die Klammer rechts ebenso gel)ildet ist, wie die linke

Seitp. nur dnü v — 1 an Stelle von r steht. Setzt man also

diese Formel für v= 0, 1, . . . v an und multipliziert, so kommt:

«
«o^i

• • • ^A^T - cy- C5'> - cy»)

» <So <?i
• • • JSIf

,

wobei offenbar nach Formel (53)

|-1 für i = 0, 1,... n-1

ist. Hieraus folgt nun für abnehmende Werte von r das

System Ton Oleichungen:

C!j»+i)_ 1) «
Cj«)_ C'J- — C'J»

- « Cf> «
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Wir multipiiziert n diese (ileichuiigeu der Keihe nach mit den

beigesetzten Faktoren ki und addieren sie dann; dabei sollen

die kl 80 gewählt werden, dali im Endresultat links die Terme

herausfallen, während 0^*+*+*^ den Koeffizienten 1 erhält. Dies

wird offenbar dann und nur dann erreicht, wenn wir die

Zahlen ki durch die Kekursionsformel

(54) — + Ä,_2 Är-»

berechnen, ausgehend von den Anfangswerten:

(55) Äo = 0, *i = 0, . . . *«_2= 0. Äw-i -= 1.*)

Fuhrt man nun besagte Multiplikation und Addition aus,

so kommt:

q^+n+iy_ cm - CS" + i.^, _ ,)

Hier sind aber die negativen Terme der linken Seite nach (53) für

izszfi alle gleich Null; für i:^n ist genau einer von Null

yerschieden, nämlich derjenige, weicher C\*^ enthält. Man
findet daher schließlich, noch mit Benutzung der oben ange>

gebenen Werte von Eti

+ -fW-i -i h *«+r-<) (»= 0, 1, «— 1).

Die Zahlen CJ*"^ siutl (laiiiit explizit bereclinet, sobald die

als bt^kannt angeselien werden. Setzt man y — n an Stelle

von V, und führt noch die Abkürzungen

Für n=3l ist durchweg Jfc^^^l m aetsen. FOr m> 1 wichst
offenbar monoton mit l ins Unendliche.

. Kj, ^ by Google
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* +X +X + • +1 ' " ^ 2- • •
•— ^>

ein/) so gehen die letzten Formeln über in;

(57) Ci'+'^^-k,Q^ + k,P,, (i = l,2,. ..«-!)

cj'+»

—

KQ, + K-

Also schlieülich durch Divittoii:

(58) ^
"

Von jetzt ab seien die Cr reelle positive Zahlen. In

diesem Fall können wir das Verhalten von P„, , und Qy für

unendlich wachsende v aufs genaueste bestimmen und daraus

die Konvergenz der Kette folgern. Um uns vor allem über

das Wachstum der Zahlen ^ zu orientieren, von welchen ja

P,,< und abhängen, gehen wir aus Ton der algebraischen

Gleichung Grades:

/'(ic) 13= — ^ —x"*-^ — X— 1 = 0,

deren Wurzeln , q^, ... seien. Diese Gleichung hat die

folgenden bemerkenswerten Eigenschaften, deren Beweis wir,

am hier den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen^

erst in 5^ 8 nachtragen werden:

1. Die Gleichung / (a;) = 0 hat eine und nur eine

positive Wurzel diese liegt zwischen 1 und 2,

während alle anderen Wnraeln abaolnt kleiner als 1 sind.

^) Dabei setsen wir vonraa» damit die Nenner ^ 0 und;

wir weiden «pftter r ins TJhendKehe wachsen lassen.
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2. Die Gleichung /(x) « 0 ist im Bereich der ra-

tionalen Zahlen irreduzibel, daher insbesondere ihre

Wurzeln g^, ... alle voneinander erschieden.

Wir behaupten nun, es ist:

(59) *r=i;)',e:.
s = 1

wo die Koeffizienten von v unabh&ngig sind. Denn fordert

man diese Gleichung zunächst für v — 0, 1, ...n — 1, so

hat man n lineare Gleichungen mit nicht Terschwindender

Determinante fttr die n Unbekannten /g« • • •
^'m«

^® hieraus

eindeutig berechnet werden können. Da aber anderseits g^

eine AV^urzel von f{x) ist, so ist
Ql~** f(jg^ = 0, oder, was das-

selbe sagt:

- er' + + • • • + er"-

Der gleichen Uekursionsformel, wie sie hier für die Zahlen

Ql
gegeben ist, genügen aber nach (54) auch die Zahlen k,.

Daraus folgt, daß die Formel (59) für einen gegebenen Wert r

richtig ist, sobald sie für die n vorhergehenden v-Werte be-

steht. Sie gilt aber fttr »«sO, 1, ... n— 1, und folglich

auch für alle grOfieren p. Zu bemerken ist noch, daß die

Koeffizienten y,, ; • • • alle von Null verschieden sind. Denn

offenbar sind sie wegen der Irreduzihilität von / (./•) konju-

gierte algebraische Zahlen, die bzw. den Körpern von

ßj, • • • angehiiren; wenn daher eine gleich Null wäre,

80 wären sie alle gleich Null, was nicht angeht.

Da ^1 > 1| sonst aber
| |

< 1 ist, so folgt aus (59):

(60) limj= y,^0,

oder auch, was dasselbe sagt:

lim ^-Zl = y, t 0.
r=oc ^1

Folglich durch Division der zwei letzten Gleichungen:

Digitized by Google
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(61)
PSS9 ^1

Hieraus erhält man auch Doch etwas allgemeiner:

(62) hm = lim -j— • • - j- = ^. .

»"=00 »=06 f*v — l »h»— 1+ 1

Ans der zweiten Definitionsgleichung (56) folgt daher

sofort:

(63) lim P,., =^1 + - + + = -| .

Schwieriger ist der Grenzwprt von Qy zu hestimmeu. Wir

müssen da zwei Fälle unterscheiden:

L Die Reihe

(t>4) ^ + r "T" + - + . .

.

sei divergent. Dann ist, weil und alle <v, kp positiv sind:

wo A eine beliebige Zahl zwischen 1 und )- — n 1 bedeuten

kann. Wir wählen jetzt A willkürlich, aber fest, während v

unbegrenzt wachsen soll. Dann nähert sich die rechte Seite

on (65) dem Grenzwert

•fil« A 4- — 4- —2" i 1 Tj »

öl öl öl

und es folgt daher aus (65):

Da dies einerseits für jeden endlichen Index X gilt, da

anderseits aber wegen der Torausgesetzten DiTorgenz der Reihe

(64) Kl mit X Aber alle Grenzen w&chst, so folgt:
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lim Q„ asB 00,

Gebt man daher in rl( n Formeln (58) zur Grenze vs oo über,

80 ergeben sieb die folgenden Grenzwerte:

— Cd lim = —Co (i— 1, 2, ... n— 1),

^'«^

— «^0 iini = +Cö.

In diesem Falle konvergiert also Hie Kette (51) und zwar, wie

wieder leicht zu sehen, unbedingt.

Wir wenden uns jetzt zu dem Fall:

n. Die Reibe (64) sei konvergent und habe den Wert K.

Es ist dann:

(66) j8:= 1 + f
h V' + •••>!.

. . Jfcr

Multipliziert man jetzt den Ausdruck i^y iu (56) mit - -

und ersetzt dann alle vorkommenden Xu durch ihren in Formel

(59) angegebenen Wert, so erhält man:

= S e; + ^" L y.er ' + L r. e;
"

'

ei tssl

oder auch, indem man in der rechts stehenden Summe den

Term für «= 1 abtrennt:

. Kj, ^ by Google
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Hier hat nun auf der rechten Seite das Glied außerhalb des

Summenzeicli( IIS oÜ'eubar für v = oo den Grenzwert K. Von

den n— 1 Gliedern unter dem Summenzeichen aber wollen

wir beweisen, daß jedes einzelne den Grenzwert 0 hat. Ffir

9» 2, S, . . . n ist nämlich |^,|<1; also:

l i q: + <^o ^r' + ^0 ^1 ^r^
+

•
• •+

•
• • ^rM

Dabei ist wieder X eine beliebige Zahl zwischen 1 und n4- 1.

Wählt man / liinreichend groti, so ist die Klaniniergröße als

Rest einer konvergenten Keilie belieMg klein, und wenn man

bei Festhaltung dieses AVettes a nachträglich v unbegrenzt

wachsen läiit, so wird auch der Bruch

l + Co-fgQgi hCpgr-CA-i

beliebig klein. Hieraus ergibt sich aber in der Tat:

Mm fc; -f c^Q*-' + c^e, —+ c^c, • • -iv^ e;-')= 0

(5» 2, 3, . . . n),

und folglich nach Formel (67) für die Grenze y»oo:

lim Qr = 7j Ä.

Endlich folgt hieraus mit Rücksicht auf (00):

lim « K,
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Führt man die gewonneiun Resultate nun wieder in die

Formeln (osj ein, iodem mau dort zur Grenze y = oo Ober«

geht, so kommt:

1+ gl -1 4- gj _

~%^cw=-^ rrjT

— Co lim <So-|
»• = » '^^j X Jm,

Da nach (66) JOl ist, so ist der hier auftretende Nenner

on Null Yerschieden; daher ist auch im gegenwärtigen Fall

die Kette konyergent, und zwar wieder, wie man leicht er-

kennt, unbedingt konvergent. Die Zusanmienfassung dieser

verschiedenen Resultate führt nun zu

Theorem XI. Wenn c^, c,, c^, . . . eine unbegrenzte

Folge wesentlich positirer Zahlen sind, so ist die

Kette Ordnung:

— c0» — c1>

— + —<?, + !, — «,+ 1, ...

v(0)

' n '

— + 1, —<?, + !, — + 1, . .

.

-h 1, ^,4-1» + 1» • • •

in deren (v -|- 1)'®'' Kolonne zuerst ein Element —
sodann (n— l)mal das Element — ^+1* endlich ein-

mal «r+ 1 auftritt, unbedingt konvergent. Ihr Werte-

sjstem ist:

= +
oder aber:

^ 1+ 01 + hg',— -ffgj

"0

.,(0,_~ K-V

ti\
{.K- 1)

(»= 1,2,...»— IX
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je nachdem die Reihe

1 1 ^« _i_ ^0^1
I ^1 I

^1 Qt et

divergiert oder gegen den Wert /v konvergiert Dabei

bedeutet die positive Wurzel der Gleichung:

— af»-' — x"^* — • • •— X— 1 = 0.

§7.

Ausdehnung der letzten Untersuchung auf komplexe Elemente.

Die Entwicklungen des Torigen Paragraphen bleiben, so-

weit sie sich auf den Fall der Konyergenz der Beihe (64) be-

ziehen, mit geringen Änderungen noch gültig, wenn die

beliebige komplexe von Null yersehiedene Zahlen sind. Doch

mufi dann die absolute Konvergenz der Reihe (64) gefordert

werden (früher waren ihre Glieder alle positiv, die Konvergenz

also von selbst eine absolute).

Sei also die lieihe

(64) 1 4- 4-
^0

^1 ^"f V + . .

.

Qi Qi. Qi

absolut konvergent und ihre Summe gleich K. Wenn dann

und P,,< wieder ihre frühere, durch die Definitionsglei-

chungen (56) festgesetzte Bedeutung haben, so bleiben die

Formeln (58) bestehen, und außerdem ist auch jetzt nach (63):

hm F^^i s= (i as 1, 2, . . . n — 1),
» = 00 ^1

da ja P,, i gar nicht von den Zahlen Ci abhfingt. Es kommt

also nur noch darauf an, zu zeigen, daß auch wieder

lim Qp'^ K
rsscD

ist. Das wird ganz ähnlich wie früher erreicht, indem wir

beweisen, daß die unter dem Summenzeichen stehenden Glieder
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in der auch jetzt ^^ültigen Formel (67) mit wachsendeiu v der

Grenze Null zustreben. In der Tut ist jetzt für « = 2, 3, . . . M

analog zu der Analyse auf pag. 461

:

^ le;

+

c^q;-' + <?o«i er* H— + ^o^i • • • «r—e:"' l

< i (1 + i
^0

1 + 1 ^o^'i H h >o^^i • • • I)

1 + ko + ^
o <-',

i H i- ko^i • • • <''>i-il

, / 1 ^0<?l . . .
I . t Co<?l • • • Ii • • C ^+ (^-^1+1—^+ - ^ + -" in mfan.j.

Wegen der absoluten Konvergenz der Reihe (64) können wir

hieraus wieder wie frflher schliefen:

1

Wenn man also in Formel (67) zur Grenze r= co fibergeht,

so kommt wieder:

k
lim -= yj Z,

«>= a»

und iolglich auch:

limQ,= jr.

Läfit man daher endlieh auch in den Formeln (58) v wieder

unbegrenzt wachsen, so ergibt sich:

IH-gi H hg{ _
-Co^Um ^,;^,-=~tfo 1— ' (•«1,2,. ..n— 1).

Diese Resultate sind die gleichen wie die des Torigen

Paragraphen. Jedoch ist jetzt die Bedingung K l nidlii
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ohne weiteres erfüllt; die ilormelu zeigen aber, daü die Kette

konvergiert oder divergiert, je nachdem JK'+l oder jBL= 1

ist. Übrigens ist die Konvergenz für K:^: 1 nicht immer eine

unbedingte. Betrachtet man nämlich die Kette:

(68)

— Ca, — Cji+i, — Cji+s, ...

— Ci+ l, — ci+i + 1 — Ca+a-flf--"

Ci + l, Ci^-i + 1 , Ci+s + 1 » . .

.

so ist diese von gleieber Bauart wie die Kette (51), aber an

Stelle der Reihe (64) tritl jetzt die folgende:

* ,
Ca

,
CaCa+1

_i_
caCa+i ci+i

,

TT —^5 *
IS "r • •

welche oÖeubar auch absolut konvergiert und den Wert

^ j Co Co et
^ ^ ^

£ö<?i .

.

. Ca- t \

hat. Die Kette (68) wird daher nur dann konvergieren, wenn

dieser Beihenwert ebenfalls von 1 verschieden ist, d. h. wenn

K^l + ^ +^ +
CoCi » , . Ca- 1

ei

ist. Bei unbedingter Konvergenz der Kette (51) muß daher

diese Ilngleicliung für alle endlichen A > 1 erlüUt sein. Wir

erhalten also:

Theorem XII. Wenn unter Beibehaltung der Be-

zeichnung von Theorem XI die c beliebige komplexe

Zahlen (c^r^O) sind, und wenn die unendliche Reihe

1 + ^ + ^-^ +^ + --.

Qi Qi Qi

absolut konvergiert, so ist die Kette divergent oder

konvergent, je nachdem der Wert K dieser Reihe

gleich 1 oder von 1 verschieden ist; das Wertesystem

der Kette ist im letzteren Fall das gleiche wie bei
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Theorem XI. Die Konvergenz ist eine bloß bedingte

oder unbedingte, je nachdem unter den Zahlen

mindestens eine gleich K ist oder nicht.

Noch weit yoUstfindiger kOnnen wir das Verhalten der

Kette im Fall « 1, also für Eettenbrflche, bestimmen. Dann

ist nämlich nach (58):

wobei aber, da jetzt alle kr den Wert 1 haben, einfach

=» 1 4- Co + CoCj 4- • • • -h CoCi • • • Cr-l

zu setzen ist

Hieraas kann ohne Schwierigkeit folgendes (im wesent-

lichen ja bekannte) lle.sultat entnommen werden:

Die Kette erster Ordnung

U + 'l. c. + 1. • • •]

oder, was dasselbe ist, der Kettenbruch

, .
c,

|_
I _''•"^^

lc,-fr

zeigt folgendes Verhalten:

1. Wenn die unendliche Reihe

1 -f + CoC, + c«c,<^H

konyergiert und ihr Wert K yon 1 yerschieden ist,

so konyergiert der Kettenbruch gegen den Wert

M Die Klammer (/. = 1, 2, . . . a) IteUeutet natürlich wie seither immer,

daß in Kx der Index Ä alle endlichen Zahlen durchlaufen soll; da-

gegen ist der Grenzwert lim Kl nicht inbegriSbn; dieser w&re ja nach
As«

Definition gleich K.
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K—V
die Konyergenz ist eine bloß bedingte oder unbe-

dingte, je nachdem von den Zahlen

1 -f «0 + ^1 H H «0 • ' - 1 = 1 » 2, 3, •
.

• oo)

eine gleich K ist oder nicht,

2. Wenn die obige Reihe gegen den Wert 1 kon-

vergiert, so ist der Kettenhruch diver^^^enfc.

3. Wenn die selbe Reihe derart divergiert, da&

die absolut genommene Summe ihrer y ersten Glieder

für wachsende v den Grenzwert oo hat, so konvergiert

der Eettenbruch gegen den Wert e^, und zwar unbe-

dingt.

4. Wenn die selbe Reihe derart divergiert, daß

die absolut genommene Summe ihrer v ersten (ilieder

doch für unendlich viele v-Werte unter einer end-

lichen Schranke bleibt, so divergiert der 1\ ottenbruch.

Diese vier Möglichkeiten bilden eine vollständige Disjunk-

tion, sodaß das Verhalten des Kettenbruches jederzeit aus

dem Verhalten der unendlichen Reihe

l + <?o + ^o^i + ^o<^i<^«H

abgelesen werden kann. Smd speziell die Cr reelle positive

Zahlen, so können bloß der erste und dritte Fall eintreten,

sodaß in Übereinstimmung mit Theorem XI und mit dem Prings-

heimschen Fundamentalkriterium der Eettenbruch jetzt immer

konvergiert.

§8.

Hilfssatz über eine besondere algebraische Gleichung.

Es sollen jetzt die in den zwei letzten Paragraphen be-

nutzten ESgenschaften der Gleichung

aj"— ' — «""^ — —\X— 1 = 0

nachträglich bewiesen werden. Wir betrachten zu dem Zweck
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gleich die folgende Gleichung, welche die vorige als Spezialfall

umfaßt:

wobei die a< beliebige positive Zahlen sind, die den Unglei-

chungen

ttj > a, > a, > • • •

J> a„ > 0

genügen.

Kach der Descartesschen Zeichenregel hat /'(a;) eine

und nur eine (einfache) positive Wurzel £s ist dann das

Polynom f{x) teilbar durch x— und man kann daher den

Ansatz machen:

(69) (a;-l)= ar—dja^-'—6,«—* bn^ix-h^.

Zur Berechnung der Koeffizienten 6. hndet man, indem man

mit dem Nenner x— ^| ausmultipliziert, die Formeln

(^l ^ ~ ^2 ~ ^'2-

Da hier nach Voraussetzung a« > 0, im übrigen aber die rechts

auftretenden Differenzen wenigstens > 0 sind, und da außerdem

auch positiv ist, so lehren diese Formeln der Reihe nach:

6«> 0, 6,-1 > 0, . . . 6i > 0, 6i > 0.

Die hi sind also alle positiv; außerdem ist ihre Summe

^ + ^1+ + ^» = 1»

wie sich ohne weiteres aus (69) für « 1 ergibt.

Wir beweisen nun: Die von o, verschiedenen Wur-
zeln von f(x) sind alle absolut kleiner als 1. Ange-

nommen nämlich, es sei eine von ^, verschiedene Wurzel,

und man habe '

! > 1 . Dann ist auch Wurzel des Poly-

noms (69), imd folglich:

. Kj, ^ by Google
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irt ' er' + ^-1^2 +

Dies besagt aber |et|<l, was der Voraussetzung |e,|>.l wider-

spricht; diese ist also unzulässig, und daher gewifi |<1;

w, z. b. w.

Wir nehmen nun weiter die Koeffizienten a, als ganze

rationale Zahlen an. Dann ist:

— a, -a, a»<0,

/ (ö, + 1) > - a, [(a,-hl)-'-h(a,-|-l)'-24- • • +(a,+l)4-l]

„ (a, + 1
).- «/^+ 1):^ « 1 > 0

.

* a,

Also liegt die positive Wurzel zwischen 1 und a, -f- während

nach obigem die anderen Wurzeln absolut kleiner als 1 sind.

Daraus folpjt aber auch sofort die Irreduzibilität des Poly-

noms fix) im ]5ereich dt^r rationalen Zahlen; denn wäre es

reduzibel, so hätte es wenigstens einen Faktor

mit <(aiizzahli«jfen Koettizienten, dessen sämtliche Wurzeln

ah.solut < 1 sind, während docli ihr Produkt gleich ± /"*, also

absolut > 1 ist. Die in den Paragraphen 6 und 7 henutzten

Eigenschaften des Polynoms f(x) sind hiemit alle bewiesen.

8 9.

Anwendungen.

Um jetzt eine kleine Anwendung der entwickelten Eon-

Tergenzsätze zu geben, setzen wir:

~8

5^ ^^"•^^ = $.i-^r(,

M Unter Ausschlufi der Gleichheit, weil ffa als eine von ver-

schiedene VV^urzel nicht positiv sein kann.

Nach einem bekiinnten Satz von Gauß.

1907. biUungsb. d. malli.-phyi*. Kl. 32
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wobei u,v irgendwelche konstante komplexe Zalilen sind,

wähit iid j eine komplexe Variable ist. Es ist dann
<f

(u, t?)

eine ganze transzendente Funktion von

Man Teriüziert nun leicht die beiden Funktionalgleicbungen

:

(a) 9^ («, t;) — M 7^ {u -f 1, i') = etp {u -t- 2, v

(b) <p (tt, v) — vq?{u, i; + 1) = (tt -|- 1, t; -f 2).

Schreibt man in (b) an Stelle toh ift, multipliziert

sodann mit u und addiert die entstehende Oleichung zu (a),

so folgt:

(c) 9?(«,v)-i*t;f/ (M-hl,»-hl)= ir99(ti-|-2,t;-Hl)-|-Mj?9j(u-|-2,tH-2).

Schreibt man femer in (b) u + 2 an Stelle Ton % und v+ 1

an Stelle von so kommt:

(d) ^p(u4-2.t;+l)-Ct;+l)^p(u-h2,i;-|-2)= ^9>(u-i-3.t;+3).

Multipliziert man endlich diese Gleichung mit s und addiert

dann zu (c), so fällt 7 (
« -|- 2, i; 4" 1) herauü, und man

erhält schiieüiich als Endrebuitat:

Wir ftthren jetzt die ganzen transzendenten Funktionen

von M ein:

(72) 0, (0)= £; ^ . ^

—

-r^^A—r-v-i (>' — 0, 1, . .. oo).

£s ist dann offenbar:

und daher erhält man, wenn man in (71) u-\-Vf v v an

Stelle von tt, v setzt, die üekursionsformel:

(73)
^'^'^ ^'+1W + -^(w + t;4-2v+l)(P^(^)

Schreibt man jetzt zur Abkürzung:
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(74) Js*==a'^\ ;flr(i«-f t;+2v-l)= aW, {u-fv){v-i-v)= a'^\

^'^^^
(P,W=4'> (v = 0.1,...oo),

so resultiert aus dieser BezeicHnuiigBweise im Yerem mit (73)

das Gleichungssjstem :

*

(v = 0, 1, . . . oo).

Dieses stimmt formal genau mit dem System (13) flberein

(für n = 2) und gibt daher Venuilassuug zum Studium der

Kette zweiter Ordnung:

(77) af\ af, ...

aj», ac»), 1^. . .

.

Aus (76) erhält man auch wieder (vgl. (14), (14 a)):

(78) Ulf = Af xS^'^ 4- Af-^^^ x^^) + (* = 0, 1, 2),

(78») :ct^)= ^(^^>^a:J^H-^)4-^CA+i)a;(i+^ (i = 0, 1, 2),

wobei die A natOrlich durch die bekannten Rekursionsformeln

(für » BS 2) aus den durch die Formeln (7 i) definierten ChrGßen

oj"^ gebildet sind. Dagegen darf aus dem Gleichungssystein (76)

allein natürlich nicht geschlossen werden, dati die Kette (77)

konvergiert, oder gar, daü ihr Wertesystem wie in § 1 gleich

w&re.^) Doch wollen wir dies jetzt tatsächlich beweisen.

Durch diese JSchlu&weise lifüe sich geradezu beweisen, daü jede

Kette ein willkürlich vorgegebenes Wertesystem hat. Vgl. § 2 der

folgenden Ifitteiliuig des Yer&aaers: Ober die Ketteubmohentwicklang

dee Quotienten sweier Beneltcfaen Funktionen.

82»
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Wir bt'srliriinkrii zu diesem Zweck die Variable z in der

kom])lexeH Zulileiieljene auf das Innere und die Perij)herie eines

Kreises mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und von beliebig

gFofiem Uadius i^; also:

(79) k!<i2;

den NttUpunki selbst schlieüen wir aus, damit die stets zu

macliende Annahme aS*^ ^ 0 erffillt ist; also:

(80) l'f|>0.

Unter diesen Einschränkungen folgt aus der Definitionsgleichung

(72), wenn >'>;M|, v'> >y \
ist:

I

r(u+ .) nv+ 1
1 =i f; rr^M4TfP^^^

I

je*
I

li'iA"^^')
(a+»-i-l) • • • (w-fy+Ä-l) {v^v)\^v^v-^l), . . s\ •

n

.=1
0'
-i«. l«'!)'«!

Dieser Ausdruck nähert sich für unbegrenzt wachsende v der

Grenze 0; also folgt:

(Öl) lim r(u -H v) r(v + v) 0, (*) = 1.

Setzt man hier y + 1 an Stelle von v und dividiert die ent-

stehende Gleichung durch (81), so kommt:

(82) lim (iL±ji(^ + » 1.

Daher ist x^*'^ = 0,. (-r) für ^n nügend groüe Werte von r

gcwili von Null verschieden, und mau erhält als erstes wich-

tiges Kesultat:

(83) hm .
= g* hni - 7^

, \ =0.

Femer ist nach den Definitionsgleichungen (75):
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^ ^(tt + t;-h2y~ 1) 0..4.,(£r)4-ir» <P,^.s (ir)

Hieraus folgt dann unter Berücksiclitigung von (82), (83) das

zweite wichtige Resultat:

Wegen \2\<.E folgt aus den Definitionsgleichungen (74)

für i'>ltt|, v>|f;|:

aSi\'^Ii\ (i'{\<li{ u; 4- It;] + 2»'— 1),

l<M^(v-|iii)(i'-|i'l).

Daher gibt es eine nur von 7i*, nicht aber vom speziellen

Wert 2 abhängende Zahl derart, daü iür v'>:N durchweg

KH-,<M<;}(t«ri-i)

ist. Dann nehmen aber nach den Entwicklungen zu Beginn

des § 3 die Zahlen
l-^J^^j^l

von v « 1 ab mit wachsendem p

monoton zu, und die Kette

a}/^, aj^+'), a^+\ ...

Loi^\ af-^'\ a^/+^ ...

erlullt die Voraussetznntren der Theoreme 11 und III (mit

/>=
J).

Sie ist also unbedingt konvergent, und, wenn ihrWerte-

sjstem mit a^^^', aS^"^ bezeichnet wird, so ist (Theorem Iii);

(86) 1 |ai^^ ^ ! +
I

f^'!"^
I

> 0.

Nun ist nach der Definition des Wertesjstems einer Kette

(pag. 407):

(87) <> - ajfV. lim . = li.n
f'^.

(85)
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Da also diese Grenzwerte existieren, und nach (86) Über-

dies a^^ 0 ist, so ist für hinreichend grofie Werte von X

gewiß auch:

Femer wurde bereits hervorgehoben, daß dann auch x^^^ t 0

ist, sodafi man aus (78*) für /< ss ^ und für hinreicliend grofie

X erhält:

(i = 0, 2).

Der Wert i » 1 ist hier aber nicht ohne weiteres zu-

Ifissig, da wir nicht wissen, ob der dann auftretende Kenner

A^-f'^ ebenfalls von Null verschieden ist.

Da die Größen
I^^^I^VI

^ monoton wachsen, so ist:

Kl-(89)

Wählt man jetzt in Formel (8R) filr i den Wert 0 und läßt

dann / unbefjrenzt wachsen, so lolgt unter Berücksichtigung

von (83), (84). (89):

^o' _

Daher ist notwendig ^ 0, und aui^erdem:

(90) lima^+*^ ^JJ+«>
— * 0.

Um in Gleichung (88) denselben Prozeß auch für i 2

ausführen zu können, setze man in der zweiten Gleichung (S7)

an Stelle von A zuerst A 4- 1, sodann X -\- 2, und dividiere

die zwei entstehenden Gleichungen durcheinander, was wegen

aS^^ 4: 0 erlaubt ist. £s kommt so:

Aü- + \) J (/-»- 1)

lim - . . X_ =»1
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Mit Rücksicht aui' (89) folgt daher:

lim <1; also auch: lim

Infolgedessen kann jetzt auch fUr i 2. aus (88) geschlossen

werden:

lim «1.

Es ist also auch ix^p 4= 0, und außerdem

(91) lim 3^^-^^^ A^iy^ = ^ 0.

Dividiert man jetzt (91) durch (90), so kommt:

oder auch mit Rücksicht auf die zweite Gleichung (87):

3fP

(92)

"i

"2

Da die Kette (85) unbedingt konvergiert, so setzen wir:

«5^+**. • •
•

a(.v+i)^ +2), aS^^^\ . .

.

af+» ...J

und erhalten natürlich (vgL (12) pag. 413):

Analog zu Formel (92) finden wir jetzt aber auch:

*) übrigens kann man leicht beweisen, diiü uu. h U'lj^V' mit ^

monoton wachst, wodurch die obigen Betrachtungen »ich etwaa ver-

einÜEMhen würden.
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und folglich:

letzteres nach (76) für v^N, Mit (92) zusammen besagt

dies aber, daß das Wertesysiem der konTergenten Kette (85)

kein anderes ist als:

Jetzt ist es nicht mehr schwer, das Analoge auch für die

Kette (77) nachzuweisen. Nach dem Lemma auf pag. 414 wird

diese nftmlich konvergent oder divergent sein, je nachdem der

Ausdruck

von Null verschieden oder gleich Null ist; und ihr Werte-

system ist im Konvergenzfall

:

Nach unseren Resultaten ist aber für i » 0, 1,2:

'0

= aij^) (nach Formel (78)).

Die Kette (77) wird daher konvergieren oder diverp^ieren, je

nachdem oüJJ^ von Null verschieden oder gleich Null ist, und

ihr Wertesystem ist im ersten Fall:

"Nun ist tiarli Fornu»! (75) = 0, (^''), also eine Lranze

trans/rndeiite Funktion von jSy und hat als solche nur eine

endliche Anzahl von NulLstelien im Gebiet |^j<ii. bchliei^tman
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diese nachträglich noch aus, so ist demnach die Kette (77)

konvergent, und wenn man tiir a['^\ x^*"^ die in (74), (75) an-

gegebenen Werte einsetzt, so erhält miin die Formel:

jir(i4-ht;4-2v— 1)

oder such (Tgl. pag. 409):

1,

Lo, (t* -h I') (ü -f v)

1)

Jrsl

Z'

— UV.

Da der Radius R des Kreises, innerhalb dessen die Variable s

geh'^a u sein sollte, beliebig groß gewählt werden kann, so gilt

diese Formel fÖr jeden endlichen Wert von Jt, welcher nicht

Nullstelle der Funktion 0, (c) ist. M an (la?"l" naclitfäLrlich

sogar den seither austr, srhlosseneu Wert j = Ü wieder zulassen,

da unschwer die Formel

1. 0

0, 0

LO, (t^ + v)J

zu bestätigen ist.') Wir bekommen demnach:

Theorem Zm. Bedeuten u,v zwei beliebige Kon-

stante, und £ eine komplexe Variable, so gilt die Be-

ziehung:

ri, *

0, #(i» + i>+2»— 1)

_0, (« + '•)("+>)
j »-=1 ""7 ^~ UV

^) Bei dieser Kette ist n&inlich fOr *'>3 durchweg:

wobei (lunn allenlin;/«' voniuHgesetzt werden muü, Uuli weder m noch o

eine negative gan^c Zahl ist.
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für alle endlichen Werte von r, ausgenommen die

Nullstellen der Funktion (i^); für diese divergiert

die Kette. Dabei bedeuten ^0(0), ^,(4^), die

ganzen transzendenten Funktionen:
00

{p - 0, 1, 2).

übrigens ist die obige Kette nicht immer unbedingt

konvergenl; dies ist offenbar nur dann der Fall, wenn wir

Ton £ die NuUstellen aller Funktionen if^ (#) (w 1, 2, . . . od)

ausschließen. Führt man die analoge Entwicldung ftlr Ketten

erster Ordnung durch, so gelangt man zu einer Formel, welche

im wesentlichen mit der bekannten^) Kettenbruchdarstellung für

den Quotienten zweier Besseischen Funktionen übereinstimmt.

Wir wählen jetzt für u, js speziell rationale Werte:

e

wo ßtftgth ganze Zahlen sind. Dann sind die Elemente der

in Theorem XIII auftretenden Kette sämtlich rationale Zahlen.

£s gibt daher eine ftqui?alente Kette mit lauter ganzzahligen

Elementen, n&mlich:

JrsS.

1, gl g*h\ g'h^

0, 0(e+t^-h\ yh-\e-\-f-^Vi\ +/-f(2v-l)Ä)

0, (e-|-Ä)(/4-/0, (e-|-2Ä)(/H-2/0. (e+vh){f-\ryh)

Diese letzte Kette erfüllt nun aber die Voraussetzungen

von Theorem LX. Daraus folgt erstens, da& sie unbedingt

>) In der literatar ttbrigens meist ohne aoereiehanden Beweis.

Vgl. die folgende Mitteilung des Verfiusen: Über die Kettenbmehent-

Wicklung des Qaotienten xweier Beseel sehen Funktionen.
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konvergiert, daber kann der Wert ~ = y
keine Nullstelle von

0i {m) seiii, weil sonst nach Theorem XIII die Kette diver-

gieren mflßte. Zweiteos folgt aber auch aus Theorem IX,

dafi keine Relation der Form

mit rationalen, nicht sSmtUcb verschwindenden Koeffizienten P
bestehen kann; oder, was dasselbe sagt, da ti, t;, js rational

sind: keine Relation der Form

«,*,(*) + Qi («) + «,*.(«) - 0

mit rationalen, nicht sämtlich verschwindenden Koeffizienten

Dies Resultat läßt sich folgendermaßen formulieren

:

Theorem XIV. Wenn ^^gW die gleichen

ganzen transzendenten Funktionen sind wie in Theorem

XTTT, und wenn die dabei auftretenden Konstanten «, v

rationale Werte haben, so kann die Oleichung

für rationale Q^, Q,, Q,, # nicht bestehen, es sei denn,

dai Q^ss Q^ — Q^^(^ ist. Insbesondere haben also die

Funktionen ^oW» ^iW» keine rationalen Kull-

stellen.

Besonderes Interesse bietet die Annahme:

Setzt man dann noch m^ , so findet man nach leichter

Reduktion

:
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wo e eine prünitiTe dritte Einheitswurzel bedeutet, und g

/ (^)^ (i) ist. Aus Theorem Xm folgt daher:

1 L^.
^' 729

^
^4

rsl

81 &- -H ce*-' -h c'^'* 81

9 c^^ + ÄC'f 4-£»e'*f 9'

Hieraufwenden wir zur Beseitigung der Nenner die auf pag. 410

betrachtete Transformation an mit {?„
= 81, Ov = 9 (v > 1),

wodurch das VVertesysteni das 4>^(= 8lj-lache wird. Dann

kommt:

81, 9c«, c*

0. 54;», 12 4», 6rC'

0, 4-5, 7-8, (l+a^Xi+Si-X rsS

Statt des Elementes « 81 darf natürlich auch nachtraglich

wieder 1 geschrieben werden, da ja das Wertesystem einer

Kette Yon nicht abhSngt. Endlich kann man die rechts

stehenden Glieder 2 C* und 18 als af\ oj'^ unter die Kette

bringen (vgl. pag. 409j und erhält so:

1, c«, i.e.

2 CS 64 CS 12C\ 6rC»

,18, 4-5, 7-8, (1+8 y)(2+3 v).

9r^ ^6

Diese Formel ist das Äquivalent zum Lambertschen Ketten*

bruch für . Wie man aus diesem mit Hilfe des

Legeudrescken Irratiouaiitätssatzes die Irrationalität von

-7 X, also von für rationale C erschließt, so schließen

wir jetzt, unter Anwendung von Theorem XIV, daß zwischen

den drei Zahlen
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wenn C rational und von Null verschieden ist, eine Relation

der i!^orm

öl o>, + (;^, CO, -i- (;^,ea,= 0

mit rationalen Koeffizienten Qi nicht bestehen kann, außer

es ist Vi =^ Qi — Qs ~ ^'i iiisbt'sumlc'i»- sind ö>,, ü)^, (u^ niemals

gleich Null. Wenn auch dies Resultat nicht Anspiucli auf

Neuheit erheben kann, weil es in dem viel allgemeineren

Lindemannschen Satz Uber die Zahl e enthalten ist, so bietet

doch die Uerleitung hinreichend Interesse und zeigt die An-

wendbarkeit der Jacobiketten auf derartige Fragen.

Die Untersuchungen dieses Paragraphen lassen sich auf

Ketten beliebiger n^*' Ordnung ausdehnen und liefern dann

insbesondere auch das Resultat, daü zwischen den H -h 1 Zahlen

cöi« «f + c«^ + €«< «»«^+ h <•* c-*^ (i -« 0, 1 . . . Ii),

wo C ( ^ 0) rational, und e eine primitive (« + 1)^" Einheitswurzel

ist, eine Relation £ a>«» 0 mit rationalen, nicht sämtlich

erschwindenden Koeffizienten Qi nicht bestehen kann. Indes

werden diese Untersuchungen für ii>2 schon äufierst kom-

pliziert; ich werde aber an anderer Stelle von einem neuen

Gesichtspunkt auf die Frage zurückkümmen.
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