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Uber die Konvergenz der Jacobi-Kettenalgorithmen
mit komplexen Elementen.

Von Oskar Perron.

(Eingelanfen 7. Desember 1907.)

Das Studium des Kettenbruches
Kl o @l Bl
b T To, T 15
ist gleichbedeutend mit dem Studium der dreigliedrigen linearen
Rekursionsformel:

Apo=a, 4, +b, 4,41 (r=01,2,...0).

Denn aus dieser berechnen sich sukzessive sowohl die Zihler
als die Nenner der Niherungsbriiche, wenn man nur von ge-
eigneten Anfangswerten A,, 4, ausgeht. Man kann dabei
von der formalen Bildungsweise des Kettenbruches iiberhaupt
absehen und die ganze Theorie auf die Rekursionsformel griinden.

Ebenso ist die Theorie des Jacobischen Kettenbruch-
algorithmus nichts anderes als eine Theorie der (n 4 2)- glied-
rigen Rekursionsformel:

Apnpr=ap) 4, +aP 4, + -+ a4,

Wie nun bei den unendlichen Kettenbriichen die Frage nach
der Konvergenz das Hauptproblem darstellt, so steht auch bei
der Jacobischen Verallgemeinerung ein analoges Konvergenz-
problem im Vordergrund (was allerdings Jacobi selbst, der
von dem ganzen Algorithmus blot die formale Seite ins Auge
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faite, gar nicht bemerkt zu haben scheint). Ich habe in meiner
Habilitationsschrift') fiir den Fall reeller positiver a?, die noch
gewissen einschriinkenden Ungleichungen geniigen, die Kon-
vergenz festgestellt und die gleiche Frage aufierdem fiir perio-
dische Algorithmen auch im Fall komplexer a” vollstindig
erledigt. In der gegenwiirtigen Arbeit will ich nun auch be-
liebige komplexe a® in Betracht ziehen und fiir diesen Fall
eine Reihe von Konvergenzkriterien aufstellen. Fir n=1,
d. h. fir die Kettenbriiche, ergeben sich daraus insbesondere
auch das Fundamentaltheorem des Herrn Pringsheim, wo-
nach der obige Kettenbruch allemal konvergiert, wenn durch-
weg |b,| > 1+ |a, ist, spiterhin (§ 4) aber auch einige neue
Kriterien.

Sind die Teilzihler und -nenner des Kettenbruches ganze
rationale (positive oder negative) Zahlen, so besagt ein Satz von
Legendre, dat der Kettenbruch, wenn durchweg |b,|>1+,a,
ist, abgesehen von einem leicht angebbaren Ausnahmsfall, stets
einen irrationalen Wert hat. Mit Hilfe dieses Satzes ergibt
sich bekanntlich aus dem Lambertschen Kettenbruch fiir die
Exponentialfunktion die Irrationalitit der Zahlen e, €, 7t u.a. m.
Der Legendresche Irrationalititssatz gestattet nun eine Aus-
dehnung auf den Jacobischen Algorithmus, woraus dann ganz
entsprechend gefolgert werden kann, daf zwischen gewissen
Transzendenten keine lineare Relation mit rationalen Koeffi-
zienten besteht (§ 9). Bei dieser Gelegenheit leite ich dann
nicht nur das genaue Analogon zum Lambertschen Ketten-
bruch her, sondern gebe gleichzeitig noch viel allgemeinere Ent-
wicklungen an, welche der bekannten Kettenbruchdarstellung
fiir den Quotienten zweier Besselschen Funktionen entsprechen.
Weitere funktionentheoretische Anwendungen gedenke ich an
anderer Stelle zu veriffentlichen.

!) Grundlagen fiir eine Theorie des Jacobischen Kettenbruch-
algorithmus (Math. Annal. 64 (1907), pag. 1—76).
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§ 1.

Definitionen und formale Entwicklungen.

Sei n eine natiirliche Zahl, deren Wert wir im Laufe der
Untersuchung unveriindert festhalten, und

a a?, ...a” (»=0,1,2,... o)

unendlich viele ganz beliebige (reelle oder komplexe) Zahlen.
Wir leiten daraus eine unbegrenzte Folge von Zahlen A® her
vermittels der rekurrenten KFormel: ‘

ACFRED = o0 A9 4 al) ACHD L g g+
r=012,...m),

wobei ein beliebiges System von Anfangswerten A, AM, ... 4™
zum Ausgang gewiihlt werden mag. Geht man von irgend-
welchen anderen Anfangswerten aus, die zum Unterschied etwa
mit A, A", ... A™ bezeichnet sein migen, so liefert die
Rekursionsformel auch eine andere unendliche Zahlenfolge, deren
Individuen wir entsprechend durch A{ bezeichnen wollen. Die
unendlich vielen Moglichkeiten fiir die Anfangswerte liefern
so unendlich viele Zahlenfolgen, die wir durch Suffixe unter-
scheiden. Wir nennen dann mehrere solche Zahlenfolgen

A9, A, .., AW
voneinander unabhiingig, wenn keine Relation der Form
P AY +p, AV 4oy, AD =0
mit von » unabhiingigen, nicht siimtlich verschwindenden
Koeffizienten y; besteht. Unter all den betrachteten Zahlen-
folgen sind dann nur # + 1 voneinander unabhiingige, die
aber auf mannigfache Weise ausgewiihlt werden konnen; und

aus irgend # 4+ 1 unabhiingigen lift sich jede andere linear

zusammensetzen.
Denn man withle » + 1 verschiedene Systeme von Anfangs-

werten
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ADAD AP
A AD L. AW

AD AD A

derart, daf die Determinante  A®|# 0 ist, und bilde daraus
die n 4 1 Zahlenfolgen:

AP, AP, . A (r=0,1,. . .),

welche offenbar im obigen Sinne voneinander unabhingig sind.
Ist dann AW, A ... A™ ein ganz beliebiges System von
Anfangswerten, so kann man n + 1 Zahlen y,, 7,, ... 7. so
bestimmen, dal

AN =y AV 4y AV oo 5, AD filr »=0,1,...2

wird. Aus der Rekursionsformel folgt dann sukzessive, daf die-
selbe Gleichung auch fir v=mn + 1, n + 2 u.s. w. besteht.
Also liiit sich A® linear aus AD), A, ... AY zusammensetzen
mit von » unabhiingigen Koeffizienten.

Fiir die » 41 voneinander unabhiingigen Zahlenfolgen
withlt man am einfachsten diejenigen mit den Anfangswerten:

1 firi=%
*) — i
4 {0 o4 g O

bei welchen ja die Bedingung, daly die Determinante | A% |4 0
sein soll, erftllt ist. Der Kiirze halber will ich mich nun der
folgenden Ausdrucksweise bedienen:

b=0,1,...n)

Definition I. Das System der linearen Rekursions-
formeln

AV+nt) = g AW 4 o) ACHD 4 oL o) Ar+
(i=01,...n;»=0,1,2,...0)

mit den Anfangswerten

(O]

@ Af,"’={(1) “’r;:i G E=01,...n)
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heifit eine Jacobi-Kette oder einfach Kette n'r Ordnung.
Die Zahlen a heibien die Elemente der Kette.
Jede Wahl von unendlich vielen Zahlen

ap,aP, ... 4 (r=0,1,2,...0)

bestimmt hienach eine Kette »'" Ordnung. Die Theorie der
Ketten erster Ordnung ist identisch mit der Theorie der Ketten-
briiche.
Aus den die Zahlen A% definierenden Rekursionsformeln
schliebt man genau wie bei den Kettenbriichen:
AP ALY AN |

@) | AP AT dpte

= (=1 a®a ... ar=".1)

A ACHD | fotw

”n " L]
Zur Aufstellung der weiteren Formeln ist es zweckmiiiig, die
Elemente a! nicht als numerisch gegebene Zahlwerte, sondern
zuniichst als irgendwelche Unbestimmte oder Variable anzu-

sehen. Die A" berechnen sich dann aus den Rekursionsformeln
als ganze rationale Funktionen der a). Wenn man in der

Funktion A" die oberen Indices aller auftretenden a{) um
eine Zahl 1 erhoht, so soll der entstehende Ausdruck mit A7)
bezeichnet werden; danach ist insbesondere auch A mit A%
gleichbedeutend. Fiir die 47"} gelten nach ihrer Definition die zu
(1) analogen Rekursionsformeln:

APFrH) = gD AP, alr D AT o 4 oal D ALF

(i=10,1,...4;m=0 12, ...x),

und die Anfangswerte sind wieder:
1 firi=F%k .
0, itk ©

)

(5) AY, = k=0,1,...n).

Hieraus folgt unschwer die wichtige Beziehung:
1) Fiir v =0 ist die rechte Seite durch 1 zu ersetzen.
1907, Sitzungsb. d. math.-phys. KI. 28
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(6) AP+ = AL) AD 4 AW AGHD .. 4 AW fG+w,
denn einerseits ist dies fiir v =0, 1,...#n evident; anderseits
geht aber aus (1) und (4) hervor, daf, wenn die Formel (6) fiir
n+1 aufeinander folgende Werte von » gilt, sie auch fiir den
niichstfolgenden Wert richtig ist. Damit ist ihre Allgemein-
giiltigkeit erwiesen.

Man merke insbesondere die aus (1) und (4) fiir » =0
hervorgehenden Formeln:
) APHD =g, A = alh,

Ferner folgt aus (6) fir A=1:

APtV =AM, |+ AP a? (=12, ...9),
AGH) = AD), a,

oder auch, wenn » —1 an Stelle von » gesetzt wird:

AP =a® ATV 4+ AP (=1,2,...n),

45 =) 4570,
Erhoht man hier wieder die oberen Indices aller a{” um
eine Zahl 1, so folgt allgemeiner:
b APy =aP Ay 7D + AN, (=1,2,...9)
® A, = o AT,

®)

Aus der Art, wie wir A, aus A" entstehen lieGen, folgt,
daBi in A nur solche a{ aufhreten kénnen, bei denen pu >4
ist; es ist nlso AR unabhanglg von allen af fiir u<i. Ins-
besondere ist dahcr APV unabhiingig von a, also gewils
von af. Aus (8) folgt somxt dafi auch

AP, AP, .. AD

von a® ganz unabhiingig sind, wiihrend dagegen A{" das
Produkt aus a{’ in einen von a unabhingigen Faktor ist.
Ebenso sind dann auch

AP, AD

(»)
2‘....11""‘

unabhiingig von a{, wihrend A{”, das Produkt aus a{® in
einen von a{) freien Faktor ist.



0. Perron: Uber die Jacobi-Kettenalgoritbmen. 407

Das eingangs erwiihnte Konvergenzproblem kniipft sich
nun an die folgende

Definition II. Sind die Elemente a) einer Kette
als bestimmte numerische Zahlen vorgegeben, so heilit
AP
v 4D
wachsendem » gegen bestimmte endliche Grenzwerte
konvergieren:

AP AP A®)

al® lim 5= a®, al® lim 5= al, ... a®lim A—(("'_,)= m‘,f’)v

mit

die Kette konvergent, wenn die Quotienten a“”

o= %

r—a:fu y=o < 1( r=wo

welche dann das Wertesystem der Kette genannt werden.
Andernfalls heifit die Kette divergent.?)

Die Konvergenz erfordert hienach, daB, zum mindesten
von einer gewissen Stelle »>»' ab, durchweg A} % 0 ist;
dagegen soll es nicht ausgeschlossen sein, daf filr eine end-
liche Anzahl von »-Werten gleichwohl 4 =0 ist.

Nach den vorigen Bemerkungen ist das Wertesystem der
Kette (welches natiirlich blof im Fall der Konvergenz existiert)
unabhiingig von af, und wegen (8) kann man statt der obigen
Gleichungen auch schreiben:

li A(') o L 4 © lim AM ©
m =a 1m ———-; = Q, “ e 1m =(l .
—"wA( 1§ v=mA(,:|—]) 2 v—:vd’l( #

Diese Schreibweise hat vor der ersten den \orzug, dak sie
auch fiir af = 0 ihren Sinn behiilt, wiilhrend zuvor fiir diesen
Fall alle Nenner den Wert Null hatten. Indessen wollen wir
fiir die gegenwiirtige Arbeit gleich jetzt ein fiir allemal
festsetzen, dass «(” 4 0 ist; ebenso af)'> +0 fur alle ».
Man kann infolgedessen an der ersten Schreibweise festhalten;
auierdem ist zu beachten, daf jetzt auch die Determinante (3)
stets von Null verschieden ist, was fiir spiitere Untersuchungen
von Wichtigkeit sein wird.

1) Ein @hnlicher Konvergenzbegriff auch bei Herrn Pincherle:
Contributo alla generalizzazione delle frazioni continue, Memorie della
R. Accademia delle scienze dell’ Istituto di Bologna, ser. V, t. IV (1894)

. 297—320.
§ 28*
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Aus den Formeln (8) folgt:
(') r=1)

f—~1,1 .
4"’ =a"+ - i=12...n);

@ a® e

die Konvergenz der Kette ist daher auch gleichbedeutend mit
der Existenz der Grenzwerte:
A" AP A9

lim =2} e lim
’—-IA(} i ’=7Al”")l V—C‘l 1

Da diese Briiche von a{, al, ... a® nicht abhiingen (nach
pag. 406 unten), so schliefen wir, dak Konvergenz und Diver-
genz der Kette durch die Zahlen af), a{”, ... @) nicht be-
einflut werden kdnnen. Krst das Verhalten von ai) fiir » > 1
kommt dabei in Frage.

Den Zusammenhang der Kette mit ihrem Wertesystem
deuten wir symbolisch an durch die Formel:

a?, a, aP, a® . .. al®

1 2 3 0)

(10) o’ o, af), ad ... | =la
0) 1 tJ 3 0

a?, a), a@, a® ... a®.

Danach wird insbesondere fiir Ketten erster Ordnung (n=1):
0] 1) 2
[ag), al), a@ ... g
0 g q® )"
a, a), a® . .. A

© o) a@

[ao), al, a® .. ]
0, ! {4

a®, af’, a® ...

gleichbedeutend mit dem unendlichen Kettenbruch

] =a, =a® hm

also das Symbol

a® a?| a® |
(0) + - =
M+ af (x) 1,,(;3) ii [a®

Ubrigens soll das Zeichen auf der liuken Seite von (10)
iberhaupt als Symbol fiir die Kette gebraucht werden, ohne
Ricksicht auf Konvergenz oder Divergenz. Eine Gleichung
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der Form (10) hat dann allerdings blofi einen Sinn, wenn das
Wertesystem der Kette existiert, also nur, wenn die Konvergenz
feststeht; bei Divergenz hat das Kettensymbol, ebenso wie ein
Kettenbruch lediglich formale Bedeutung. An Stelle des aus-
fiihrlichen Kettensymboles (10) soll gelegentlich auch abkiirzend

agn= a0, al= a®, a), af"=
— oder | — — oder [ — — — ete.
o 0. . gt
all, o ad,al],_, aPd,alyal ], _,
geschrieben werden.
Wir betrachten jetzt die beiden Ketten n'r Ordnung:

0 D)
al®, al’, aP, ... 1,a’, a?, ...
{0] (1 (2) (1) (@
@, a, a®, . .. wd 0, a", at®, . ..
2 1
a®, a®, a?, . .. 0jiai" @@, . ..

Ist eine von diesen konvergent, so ist es auch die andere, da
ja die Konvergenz durch af® nicht beeinflulst wird. Bezeichnet
man dann das Wertesystem der ersten Kette wieder mit
a®, ... d? das der zweiten mit £, . .. B, so ist wegen (8%):
¢ A9
a® = a{® llm A‘ 0 4 hm "47') .

Die zweite der obigen Ketten geht nun aber aus der ersten
dadurch hervor, dafi
aan)=1' a(l°)=a(,°’=---=a‘:’=0

gesetzt wird, withrend alle andern Elemente unveriindert bleiben.
Man erhilt also entsprechend, da A, A, ... A, von
a®, a, ...a" gar nicht abhingen,

AN

(0) — ]
po) = lim - 1“) )
r=w -

und folglich auch:
al® = a'® 4 g0,
. i
Dies wichtige Resultat wird fiir Ketten erster Ordnung
trivial, sobald man die Kette in Form eines Kettenbruches
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schreibt. Es besagt dann niimlich nichts weiter, als dafli der
Kettenbruch
a| a| a®|

(0 el T (L) s el il
WH e T ¥ e T

die Summe ist von a{® und dem Kettenbruch

op| | ap| o)
|afd Ta(lzf + W,ST toe

Ferner untersuchen wir die beiden Ketten n' Ordnung:

i e 0.0 1°
af ae,0,_, .- Ot
—— und _ - — = - = i
ay), a’ e,

a:lvl v=0 as:) o, »=0

wobei g, =1 ist fiir » <0, wiihrend dic o, filr »> 0 ganz
beliebige, aber von Null verschiedene Zahlen bedeuten sollen.
Zur ersten dieser beiden Ketten gehoren die Rekursionsformeln
(1), wiihrend die entsprechenden zur zweiten Kette gehérigen
Formeln lauten:

Byt =a{e,o, . .0, B +al0,0,_ - 0, BIHY

4 e oo & abdyene, s, Brtr gl Bl re,
wobei die Anfangswerte wieder
1firi=k
0, ik
sind. Hieraus folgt nun sogleich durch den Schluf von » auf
v+ 1:

Byt =g o ...0 A¥+*th) (»=0,1,...),

1;§,~»={ G, =0, 1,...%)

und folglich auch:

(v ) Dir+n+l)
2, | al® A_‘ +”T,_ =al® 0, * =i
0"\ %" ey o 2" potadn
0 0
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sobald nur Af)"*"‘*"):t:o ist. LiBt man » iiber alle Grenzen
wachsen, so besagt dies: Wenn von den obigen beiden Ketten
die eine konvergent ist, so ist es auch die andere, und das
Wertesystem der zweiten Kette ist das p,-fache des Werte-
systems der ersten. Ist speziell o, =1, so heiien die beiden
Ketten #quivalent, in Zeichen:

@ ©
ag’) a(()') 001+ 0y
& =1 fir»<0
e’ ~laee, 0 (e' =,
.} — i B TR 0,30 , »>0
a::) r=0 a():) 97 r=0

und wir erhalten den Satz:

Zwel diquivalente Ketten sind stets gleichzeitig
konvergent oder divergent und haben im Fall der
Konvergenz das gleiche Wertesystem.

Sind die Elemente a!{”) einer Kette simtlich rationale Zahlen,
so kann man offenbar durch geeignete Wahl der Multiplika-
toren g, eine iiquivalente Kette finden, deren Elemente, wenig-
stens von der zweiten Kolonne ab, simtlich ganze Zahlen sind.

Herr Pringsheim?) nennt einen Kettenbruch unbedingt
konvergent, wenn er nach Weglassung einer beliebigen Anzahl
von Anfangsgliedern konvergent bleibt. Im Anschluf hieran
definieren wir:

Definition III. Die Kette n*r Ordnung
a®, ald, a? . . .
heifit unbedingt konvergent, wenn die Ketten

@) g+ gd
[ao , af ,a},‘”’...]

(t=0,1,2,...0)
a, al+h, a4

1) Uber die Konvergenz unendlicher Kettenbriiche. Diese Sitzungs-
berichte, Bd. 28 (1898), pag. 295 —324.
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simtlich konvergent sind. Finden sich dagegen eine
oder mehrere divergente unter diesen Ketten, so heifit
die Kette (wenn sie iiberhaupt konvergiert) nur be-
dingt konvergent.

Bine unbedingt konvergente Kette ist also dadurch aus-
gezeichnet, dall fiir alle 4 die Grenzwerte

AW {»
(i) LA 2 0 iy et 3)
a® lim T« -=al®, aPlim = ap,
LAl (I r=uw 0,4
l(v)
a® lim - md— g
— ln n
r=addy

existieren; diese sind offenbar von a{) unabhiingig, wie ja auch
a® von af’ unabhiingig war. Offenbar kann auch die unbe-
dingte Konvergenz durch die Zahlen af’, a(”, ... a{ nicht
beeinflulit werden.
Aus den Gleichungen (9) erhiilt man:
AR A=Y, i=12...n

4 [ — l—l 4+l =t %
a0 af Yo =@+ Jey (;.=o. 1. 2,...co)
Bei unbedingter Konvergenz niihert sich die linke Seite in (11)

mit wachsendem » dem endlichen Grenzwert a“‘, daher mub
=
< 0,441
(v—l)
. 4

einen endlichen Grenz-

insbesondere (fiir i = 1) auch

ai+n
wert haben; da dieser aber offenbar gleich U+”
a®+D £ 0, d. h.:

a("x)*_o’ as‘E)#O' a‘:‘:to,...;

ist, so folgt

dagegen kann sehr wohl a® = 0 sein. Liibt man nun in (11)
v unbegrenzt wachsen, so folgt:

ag+n
(2) = q
ay ikt u+|)
at £y
il .
a® = a® 4 = g5 (i=2,38,...n).
'l

Dies ist gleichbedeutend mit dem Gleichungssystem:
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a® = a® 4 a a) = a® i a’ = a0 4 o
1 1 a2 & gt e ] al)
= n "
(12) af? a al,
o' =al + oG a)=ad+ ... =0l + 5
n , »

welches in meiner Habilitationsschrift zum Ausgangspunkt der
Untersuchung gewiihlt war; nur war dort durchweg a(? =1.

Es empfiehlt sich, statt der Griken af¥) gewisse homo-
gene GroBen einzufithren, niimlich:
@ _ppdn_E (i=L2...m
ab Ay \1=0,1,...« )
wobei z{"+0 ist, und die Zahlen 22, z”, ... z® nur bis auf
einen willkiirlichen Proportionalititsfaktor bestimmt sind (der
natiirlich mit 2 variieren darf). Nach geeigneter Festsetzung
der willkiirlichen Faktoren gewinnt man aus (12) das folgende
homogene Gleichungssystem:
0 = a0 2, a0 ) oD, ) =) o ..
= 0
A=), + o)
2P =a ), #) =20 + a2, ) =2 + "2, ...
(13) M =g® 4 a2
22 = a2, 20 =29 + aP 2O, 2 = 209 + aP 2, ...
= 2, + D)

Dieses stimmt der Form nach iiberein mit einem System
linearer Substitutionen, durch welche die z{*) sukzessive in z{"
2, ete. transformiert werden. Will man durch Zusammen-
setzung der Substitutionen die X" direkt in 29 transformieren,
so geschieht das durch die Formeln

{9 O = AW ZD - AG+DZD 4. A+ 2D
(i=0,1,...n),
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wie durch den Schluf von 4 auf 1 + 1 ohne weiteres bestiitigt
wird, nachdem die Formel fiir A =0 ja evident ist. Erhoht
man in einer der Gleichungen (13) die oberen Indices der
a, ) um eine Zahl u, so kommt wieder eine Gleichung
des Systems (13) zum Vorschein. Man darf also auch in (14)
diese Operation ausfithren und erhiilt dann:
I 20 = AD), i o AGED g0 L e AR gt
@=0,1,... n).
Da z{) & 0 ist, so folgt aus (14), indem man wieder zur

inhomogenen Bezeichnung zuriickkehrt:

g AL A AP 4

v _.1g)abl) + A‘(’A+nﬂ:1) + Ag-‘-.) (lf_.”+ R A:)l+-0 a:’-‘

t=12...n;2=0,1,...).
Diese Formel wurde abgeleitet unter der Voraussetzung
unbedingter Konvergenz; bei nur bedingter Konvergenz sind
ja die zur Herleitung sukzessive benutzten Zahlen a(V, a2, ...,
die als gewisse Grenzwerte definiert sind, gar nicht immer
vorhanden.!) Es ist aber von grofiter Wichtigkeit, daB trotz-
dem der folgende Satz gilt:
Lemma: Wenn die Kette:

[ag)' a+n, a@+?, .. ]
b A

(15)

a®, ad+h, gl+d,

wo / ein bestimmter Index 2> 1 ist, konvergiert, und
ihr Wertesystem mit af, ... a® bezeichnet wird, so

ist die Kette
U
[ag‘), a’, a®, .. ]
9
a®, a®, ad, ...

konvergent oder divergent, je nachdem die Grilie

1) Dagegen ist die Einfihrung der homogenen Grofien ;r}’:’ fir den
Beweis der Formel (15) unwesentlich; diese wird vielmehr auch direkt
durch vollstiindige Induktion gewonnen.
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Af)“ as:n + A‘(;l+l) atll) + A(t)l +2) “-(.r“ + e A((’H—n) ag)

von Null verschieden oder gleich Null ist. Das Werte-
system der Kette ist im Konvergenzfall gegeben durch
die Formel:

- - AV a® 4 4G+ a® L ... fG+ Mg
a = S —. A
i

! 13’0“’+A“+“a“’+ +A“+")at‘)( =L ).
Man beachte, daB hier nirgends von unbedingter Kon-
vergenz die Rede ist. Es kann sehr wohl vorkommen, dak

die in dem Satz auftretenden Ketten beide konvergieren, wiih-
rend dagegen

a®), af+h, afrt+d, ]
a®, alrth, ar+d,

fiir 0<y <21 divergiert. Zum Beweis des Satzes beachte man,
dai nach unseren Voraussetzungen die Grenzwerte
)
a® h—n.le )- = a®
existieren, und dafi also filr geniigend grolie » stets A, 40 ist.
Daher folgt aus Formel (6):

APHD AP 4 A0+ 47 4y 1u+zy + R )Af-'.)z
Ay T A, gy

Multipliziert man mit a{’ und lifit dann » unbegrenzt wachsen,
so nithern sich die einzelnen Terme der rechten Seite bestimmten
endlichen Grenzwerten. Gleiches gilt also auch von der linken
Seite, und zwar ist:

.

AC+D
. i
(16) o lim i = AP o + AFHD D - AP o
= 0,
insbesondere filr i = 0:
1g+n ) )
(17) @ lim o AD @) - AGHD g oo AGEW o,
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Ist dieser letztere Ausdruck von Null verschieden, so folgt
die Behauptung, soweit sie sich auf diesen Fall bezieht, un-
mittelbar, indem man Gleichung (16) durch (17) dividiert. Hat
der Ausdruck (17) aber den Wert Null, so kionnen die Aus-
driicke (16) nicht fiir alle Werte von i ebenfalls verschwinden,
sonst miiite die Determinante

[Abpgiten | A},‘+"’i

—_ —_— - — —|=0

A‘:‘ Ag""” o Jile A‘:"‘"”

sein, was nach Formel (3) nicht der Fall ist. Es ist daher
wenigstens fiir einen Wert von i, indem man Gleichung (17)
durch (16) dividiert,

Also kann der reziproke Bruch keinen endlichen Grenzwert
haben, und folglich divergiert die Kette. Damit ist aber der
Satz in allen Teilen bewiesen.

g 2
Konvergenz flir positive a und fir
la |+ 8P|+ - -« +[a, [ < (e | —1).

Es handelt sich nun vor allem darum, bei numerisch ge-
gebenen Elementen festzustellen, ob die Kette konvergiert, und
auch, ob sie unbedingt konvergiert. Kin erstes Konvergenz-
kriterium entnimmt man dem Satz Il meiner Habilitations-
schrift (a. a. 0., pag. 12); ich will es der Vollstindigkeit halber
hier in etwas anderer Form wiederholen:

Theorem I. Wenn die Elemente a!" reelle Zahlen
sind und fiir »>1 den Ungleichungen:

ap>c; a>ca">0 (=0,1,...n—1)

geniigen, wo ¢ eine von » unabhiingige, positive, im
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iibrigen aber auch beliebig kleine Zahl bedeutet, so
ist die Kette

[ag”, a’, a®d .. ]
a®, al), a® . ..

unbedingt konvergent.')

A.a. 0. sind allerdings die gleichen Bedingungen auch
fir » =0 gefordert, und ist obendrein nur die Konvergenz
schlechthin, nicht die unbedingte, bewiesen. Da aber, wie be-
reits hervorgehoben, die Zahlen «!® die Konvergenz gar nicht
beeinflussen, so sind die ihnen auferlegten Bedingungen iber-
fliissig. Weiter ist aber die Konvergenz auch eine unbedingte;
denn bei den Ketten

D) gD g+ T
af, ald+h, gt |
N _ A =1 i)

a¥, gy, g+t

sind ja ebenfalls die Bedingungen des Theorems erfillt, also
sind sie siimtlich konvergent.

Wir wenden uns jetzt zu dem fundamentalsten Konvergenz-
kriterium fiir komplexe Elemente. Es lautet:

Theorem II. Wenn fiir »>1 durchweg die Un-
gleichung

[0 |4 a0 |+ -« + @, | <D (Ja —1)

gilt, wo & eine positive Zahl kleiner als 1 bedeutet,
withrend die Zahlen a!” auch komplex sein diirfen, so
ist die Kette

alda’ e . ..

@ (D @)
a®, a®, a® . ..
unbedingt konvergent.

!) Die Bedingung a{,'):to wurde schon pag. 407 ein fiir allemal ge-
stellt. und wird daher in allen Kriterien neben den jeweiligen Bedin-
gungen noch stillschweigend als erfiillt vorausgesetzt, obwohl dies ge-
rade bei Theorem I nicht absolut notig wiire.
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Die Voraussetzungen sind hier offenbar wieder derartige,
daB aus der einmal bewiesenen Konvergenz auch sogleich die
unbedingte Konvergenz gefolgert werden kann. Da ferner
die Zahlen a{” die Konvergenz nicht beeinflussen, so kinnen
wir beim Beweis des Theorems annehmen, das die Bedingungen
auch fiir » = 0 erfiillt sind; also:

P a¥|—[aP|—|aP|— -+ — a [>9 (fir v=0,1,2,...).
Dabei bedeute & vorliufig eine Zahl, die <1 ist. Tritt in den

Gleichungen (9) » — 4 an Stelle von 4, so folgt, wenn i der
Reihe nach gleich »,n —1,...1 gesetat wird:

A(r-n >a().) (v-—A—l) - (r=i=1)
I [>]af 4 |— 4%

=1, i41 0
| - iy = s
AT Sla AT+ AL,
iA('_‘” '<‘mm A(v—l—l)l + A('—_sf).-{‘-)ll

IAU—)')‘<I“(“AE:T-:-| | +|Ao'—.f.|l)l
| 4570 =afd AT 74T
Die erste dieser Ungleichungen multiplizieren wir mit &

und subtrahieren davon die n ibrigen; dann folgt:

B AGTH| — (g7 + ] Aeh] 4 - - +1 4950

w141
> (0|0 — o | —|a | —- - —1al, )| 45740
—(AGTE - AT - LTSI+ 2 1405
>0 |AGTAD| = (AGTEI 1Ay - 1AL

Hier bedeuten », 4 irgendwelche Zahlen der Reihe 0,1,2,...;
nur muf natiirlich » > 1 4 1 sein, damit keine negativen oberen
Indices vorkommen. Setzt man zur Abkirzung:

O] Ay 72| = (AGTD + | ATH oo+ AT =P,
so besagt die letzte Ungleichung:
D, ;. >D, 141



0. Perron: Uber die Jacobi-Kettenalgorithmen. 419

Daher nimmt die GroGe @, ; mit wachsendem 4 niemals zu;
es ist also auch, wenn » >n vorausgesetzt wird,
D> Py,

oder ausfithrlich geschrieben:
914D — (AP |+ AP + - ]9 )
>;,9 [ A — (lAln) I+ lA(on | B |A"" D

" or—n' O, r—mn Ly—n n—=1,y—n

Somit ist allgemein:
(18) D] AD>0 44D+ | AP+ + |40, | (fr »>n);

ebenso, wenn man die oberen Indices aller a{ um 2 erhoht,
wobei ja die Voraussetzungen des Theorems erhalten bleiben:

(19) 0|A2)1]>19+]A“{‘ii+|A§:’1|+--- +|A£’}_l_‘| (fitr » > n).

Aus (18) ergibt sich einmal, daB | A®|>1 ist, sodann
aber vor allem, daf die Quotienten
A4p 4y 4D,
Ao A0 A

absolut genommen unter einer von » unabhiingigen endlichen
Schranke bleiben, niimlich alle kleiner als #. Daraus folgt
bekanntlich, dak es eine gewisse unendliche Auswahl
von wachsenden »-Werten gibt: », v, »,, . .. derart,
daB die Grenzwerte

N (7g)

(vg) (7))
(20) TINE | R D g - 2
8= As:n‘ = As"ﬂ = Ag’-‘

existieren, und zwar sind sie absolut <4¥.

Dabei ist aber der erste dieser Grenzwerte sicher auch

von Null verschieden. Denn aus (19) ergibt sich auch, daf
| 49

| A, >1 ist, und dab } 1;;,‘ < 9 bleibt fir alle »>n; also
n il == A9,

insbesondere fiir A=1, i=mn —1:
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[ S
""pv?‘ <9

Anderseits erhilt man aus (8) fiir i = n:

| A9 < |a® A:-',l-”| +|Av-n

n—1,1
und
V| — | g™ -1 ! a(®
[AP]=|af Af\',l ‘|>‘a{, |>o0.

Also durch Division:

A(v) a((l\

| A(r\ \ (l""

O b

| Av=b | ,a(‘” 9
+ |
a2 1:' l)] }al'ﬂ |ag| "

und folglich, indem man die reziproken Werte nimmt:

. A{()") | a(l))l
.1_1__11‘:O Tﬁ,'"—‘ !a“”|+0>0 w.z. b. w.

Von den Zahlen (20) kann man daher die n — 1 letzten
durch die erste dividieren, und findet so, dak die folgenden
Grenzwerte existieren:

A(lv') )
@) a®limAL = a0, .. a®lim 2% = a®,
= .l('l‘ (D S (ry)
s=x 0 s=x / 0

und daB insbesondere auch a®#0 ist.

Wir beweisen nun durch vollstindige Induktion, daB ganz
allgemein auch die Grenzwerte

¥ (vg—=4) g (vg=2)
1,2 . L]
(4) = qqW (2) J = a®
(22) a, h_m =D Bies e o8 .h_ﬂ '1“'_)') a,
o~ o “ G 0l A

existieren und daB a®£0 ist. Fir 2=0 ist dies niimlich
soeben bewiesen worden. Nehmen wir daher an, die Behaup-
tung sei fiir einen bestimmten Wert von 4 richtig, so folgt
aus Formel (11), wenn dort », — 4 an Stelle von » tritt,

A= rg=i=1)
(] UL a® (=hiddl o
ay y + - =TT E=1,2...8)

0, 4 w, A1
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und durch Ubergang zur Grenze s = oo:

=4 —1)
(23) a® = aP + lim —S=M4HL G=1,2, ... m)
PP S
n, A1

Es existieren also die Grenzwerte:

rg—A—1) rg—i—=1 rg—i—1)
g 0,441 1,441 " N
lim — j"_”, lim g = f‘_l), ... lim :" _A—*j'“,
a=o /'8 s=o A" s=o A"

n A4 n, i1 w, it1
deren erster sich analog wie oben als von Null verschieden
erweist.') Man kann also die n— 1 letzten durch ihn divi-
dieren, und dadurch ergibt sich die Existenz der folgenden
‘Grenzwerte:

rg=A=1) rg=2—1
: . A : NEY
a+" lim -“—_ﬁ:l—) =alt+h, .. ad+Dlim _:"*_j;il’) = al+h,
- L) — s
B ¥R 1= sy

deren letzter gewils von Null verschieden ist.

Diese unterscheiden sich von (22) lediglich dadurch, dak
A+ 1 an Stelle von 4 steht, so dafi die Grenzwerte (22) in
der Tat fiir beliebiges 4 existieren.

Nachdem dies feststeht, gilt auch die daraus abgeleitete
Gleichung (23), aus welcher dann folgt:

G+ ai+n
alh = g 4 S o = a4+ a'(lf-i-—l)' .

@4 al+)

3 = g 4 "=
ad =ad 4+ —arn
n

Fir A=0,1,2,.. .0 stimmen diese Gleichungen formal
genau fiberein mit dem System (12), und sauch jetzt ergibt
sich daher genau wie frither (durch den Schluf von 4 auf 2 4 1):
AP a® + AGHD o) 4 .o U g

affi=g AW gi) A1 o) AG+m g
i 0 40 gli) ¢ ) a® 000 A+ n) gd)°
AP a) 4+ AU+ a® + + A a¥

1) Der Beweis entsteht natirlich aus dem frither gegebenen einfach
dadurch, dafi man die oberen Indices aller a',"“ um die Zahl A 41 erhoht.
1907. Sitzungsb. 4. math.-phys Ki 29
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Setzt man daher zur Abkiirzung:

25) a0 AP —ao gp =pgo (I=LB.on
: o AT TATAT=AT U=0,1,...2)

s0 kommt:
(26) a® HH 4+ o HHD 4 ol HAAD 4 ... 4 o® HiA™ =0,

Hier brauchen wir nun eine wichtige Ungleichung, welcher
die Zahlen a9 geniigen. Man erhilt sie aus (19), indem man
rechter Hand den Summanden ) wegliit, und dann die ganze
Ungleichung durch | A" | dividiert und mit |« | multipliziert;
es ergibt sich so:

) (O] [44] |
A s " I AV l A -1,
9 | g Zm 4 () (P Tl S R, (4 8= Rné
0 e =2 > (e |+ |af =) tay &
l 0,4 | | Ao, s | Ao,

Setzt man hier » = », — 1 und lLilit s ins Unendliche wachsen,

so kommt nach den Definitionsgleichungen (22):
any SRl e a2,
(A=0,1, ... ),

welches die gesuchte Ungleichung ist. Man bemerke bei dieser
Gelegenheit auch:

e 1P —®IHlef=al+ .- +laP— P,

- (=01, ... ®);

denn die linke Seite ist nach (24) gleich:

[af)""")i + [af+D | 4 a0 oo 4 @D
- at+n !
Vil

also nach (27) in der Tat < .
Da [« >0 ist, so folgt aus Gleichung (26):

D HO | 4 'ad HA+D ' oo [a® | H@+#=D

[a |

| H34m| <.

Bezeichnet man daher die grofite der n Zahlen
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IH:')"l' ‘H&."*"‘, A3 H:.H"'_”.‘
mit MY, so ergibt sich:
|af,“| + Iail‘: + -4 ja(i)

[H:}-Fn)l < a“)i n—1 1"[#“ '
und daher mit Riicksicht auf (27):
(29) HE+ | < 8 M» < M, .

Es ist daher auch MU+V < M®; somit nehmen die
Zahlen 11[5.‘“ mit wachsendem 4 monoton ab; sie und
folglich auch die Zahlen | H?| bleiben also unter einer
von 4 unabhiingigen Schranke.

Soweit ergab sich dies alles unter der Annahme 9 <1.
Von jetzt ab sei aber # <1. Dann ist wegen (29):

|HE}» [ <9 MP
| H+ntn | <§M§A+3)<0 M®

| Hottn=0| < 9 Mb+2-D < 9 M,
Es ist also auch die grote der n Zahlen
!H§A+n)l' ]Ht'l-f-n-{-l)l' o, |H@+En=-D|
hichstens gleich & MY, d. h.:
ME+w <9 M,
Durch wiederholte Anwendung dieser Ungleichung folgt
dann auch:
(30) Mo+ <9 MO,
also gewili wegen 9 <1:
lim M@+ =0,

Da aber die Zahlen M® mit wachsendem 2 monoton ab-
nehmen, so ergibt sich hieraus:
lim M» =0,
i=o
und folglich auch:
29°*
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lim H® = 0.

i=e
Nach der Definition von H'\"' (Gleichung (25)) besagt dies aber:
(31) lim ((l::') ."E.‘.' - (lsx) ps ‘A‘.‘) = 0.

i=e
Nun ist fir »>n wegen Ungleichung (19): 42, >1:
also:
AR =a0 A% TY Sla, (fur 256 1)

A7 liegt also ither einer von i unabhiingigen positiven Zahl:
daher kann man die Formel (31) durch A dividieren und

erhiilt so:
A
lim (a“" - — a:"') = (.

v A
i=w AU
(]
Somit konvergieren die Zahlen a" -A:—i‘ mit wachsendem i
(V]

gegen die endlichen Grenzwerte o, und damit ist unser
Theorem vollstindig bewiesen.

Die iibrigen in dieser Untersuchung erlangten Resultate
fassen wir zusammen in:

Theorem III. Wenn fir »>0 durchweg die Un-
gleichung

a4 a4 -+ a [ <O (ap(—1)

n=11
gilt, wo & eine positive Zahl kleiner als 1 bedeutet,
so geniigt das Wertesystem der nach Theorem Il kon-
vergenten Kette

I t4
alh, al, a, ... al®
O ) g “
a’, al, ar, ... all
den zwei Ungleichungen:
! ¥ ] (O 1l
901> (a4 1l +la e a

|a® —a®| 4 |a® —a" |4 - - - +|ad —a® < H;

und auierdem gilt die Beziehung:
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Jim @ 4 — afp 4P) =,
wobei die Zahlen 4® vermittels der Formeln (1) (2)
aus den Elementen a’ gebildet sind.

Diese letzte Formel besagt, da im allgemeinen | AY?| mit
v ins Unendliche wachsen wird,') dal; die Anniherung der

A®
Briiche a(? A:" an ibren Grenzwert a, eine verhiltnismiiBig
0

rasche ist.

Durch das Theorem III erzielt man auch eine Verschiirfung
des Satzes V und folglich auch VI meiner Habilitationsschrift
(a. a. O. pag. 24, 25), indem dort an Stelle von

n4aP a4 o 4 at)

o iy
a’l

der kleinere Bruch
24 ap +ap oot

a®
"

ja sogar
1+d4aP+aP .- +a,

a"
n

treten darf.?) Ich will diese Gelegenheit benutzen, um fiir
den so modifizierten Satz V noch einen Beweis mitzuteilen,
der viel einfacher ist, als er aus dem Vorstehenden entnommen
werden kann. Wir setzen also voraus, dak fiir alle », die eine
Zahl »* itbersteigen,

149 4a”4+a» 4ooeed aq®
F 0% H PR - BED.

a™
I i "

') Nitheres dariiber siche im niichsten Paragraphen.

2) Nur fir n = 1 sind die beiden letzten Briiche nicht kleiner als der
erste. Jedoch ist dieser Fall ohnehin interesselos, da fiir die regelmiiBigen
Kettenbriiche ja immer die sehr viel mehr als Satz V sagende Febler-

)

v nE
2
4y

<

formel gilt: A‘:)"
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ist. Der a.a. 0., pag. 24 gegebene Beweis bleibt dann voll-
kommen in Kraft, sobald wir zeigen konnen, daB fiir » > »’ auch
1+a?” 4 a4 +a?
O L i SO
11“ -
(v)

wird. Nun sind a. a. 0. die Zahlen echte Briiche,

4
a”’' q”
» "

also gewilh 4, <nm. Anderseits ist auch fir » >»:

1 agr +0 al )
(r) (B () o A e,
1+ a+ap+--- +af)  + a1 i au D i e a0
- o L) "
il a”
"
a+h
) s tad
0(1-' D+ ;"'+l e
< n
a”
L]
PaP— D+ i, — (@ —al)
= a” .
L]

Also durch leichte Reduktion:

) e by —9—@+ 1)(a” —a)

“(vl
Ao, —9
v
< a” '
n
Setzt man diese Ungleichung fiir eine Reihe aufeinander-
folgender »-Werte an, so erhiilt man durch Multiplikation:
Avgn—19
L—9< ;:';) a};y}f) ":‘_',’15:+n -n
n—1 .
<'—_-'t.') ah,_'_l)—-'—. - 59M""’ (fiir » >»*).
Der hier auftretende Nenner ist aber unter Benutzung von
Formel (7) meiner Habilitationsschrift gleich:
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_4[1;'+x—f)+A:)"+~)a(lv-{ix-‘-‘|) + coe At “:‘r+x—lb
Ay f AP a4 Al +n =T gr=n

wiichst also bei festbleibendem » mit » ins Unendliche. Daher
folgt 2, — 9 <0 oder 1, <9 fiir v>»'; w. z. b, w,

§3.
Untersuchung fir ¢ = 1.
Indem wir zum eigentlichen Gegenstand dieser Arbeit zu-
riickkehren, soll jetzt untersucht werden, inwieweit bei den

Theoremen II und III des vorigen Paragraphen auch der Wert
=1 zuliissig ist. Wir setzen daher jetzt

32) a9 + a0 |+ -+ ap | <[a|—1 fir »>0
voraus. Wie pag. 423 gezeigt wurde, bleiben dann die Zahlen
HD = a® A — o 4D 1)

absolut unter einer von Z unabhiingigen Schranke, da ja bei
der Ableitung dieser Tatsache der Wert # =1 ausdriicklich
zugelassen war. Wenn sich nun sogar

lim HH =0

A=n
herausstellt, so ergibt sich die Konvergenz wortlich wie im
vorigen Paragraphen. Wenn aber diese Grenzbeziehung nicht
erweisbar ist, so findet gleichwohl Konvergenz statt, sobald nur

1) Es ist vielleicht nicht itberfliissig, darauf aufmerksam zu machen,

daf hier das Auftreten der Zahlen «f” durchaus nicht schon die Kon-
vergenz voraussetzt. Die a(m sind lediglich durch die Gleichungen (21)
definiert, nicht etwa wie in § 1 durch:
A9

o _ )

o = tm
Dafi diese letzte Beziehung tatsiichlich statthat, und somit die Kette
konvergiert, bleibt stets Gegenstand eines eigenen Beweises.



428 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 7. Dezember 1907.
; W) | =
e

wird; denn da H® endlich bleibt, so folgt dann:

H» . AD
llm 3=0; d h lim[a®_' —a®)=0,
l I=» A:}”
wodurch wieder die Konvergenz evident wird.

Wir wollen daher zuvirderst das Wachstum der Zahlen
| AP | unter der Annahme (32) untersuchen. Als erstes Resultat
beweisen wir, dab die |A{| von i=1 ab mit 4 monoton
wachsen, d. h. es gilt die Ungleichung:

[A@+D[>]4®] @>1).
Die Behauptung ist evident fiir i =1,2,...#n; ihre All-

gemeingiiltigkeit ergibt sich durch vollstiindige Induktion. An-
genommen niimlich, es sei bereits bewiesen:

| AP 14D <. L L K[ 4@ Hn-D| <[ AGHw 1,

was jedenfalls fiir 2 =1 zutrifft. Es ist dann mit Riicksicht
auf Voraussetzung (32):

|AG+a+D] = |a® AD 4 a® AG+D 4 ... 4 a® AG+m)
> a® AFHD | — (@D AD| + |aD AGHD oo 4 [aD | AG+n=1)
o o A1 b oo, D A
> 4g+9|— (a | —1)] Ag+-]

Also auch, wenn man beiderseits | A%+" | subtrahiert:
[AGHndD ] 1 fGm > (] —1)(AG+m | — | AQ+2=D])>0.

Bs folgt hieraus | AZ+%+D|>| A¢+m | womit die Behauptung
vollstiindig erwiesen ist.

Wir kinunen aber jetzt das Wachstum der | A" |noch ge-
nauer bestimmen. Denn nachdem das monotone Wachstum
fir A>1 festgestellt ist, besteht auch die soeben daraus ab-
geleitete Ungleichung
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| 4G+ 4] — | 4G+ > (a0 | —1) ( 440 — | 42D

fir 2> 1 zu Recht. Aus dieser folgt dann, indem man sie
fir A=1,2,...2 anwendet:

| A+ 40— A+ > [0 |( 6P — (| = 1).... (0@ ~1);
und hieraus endlich:
| g > [+ 0] (0D~ 1)+ ] (e —1)( ] ~1)
+o a0 = D( a2 = 1) (] 1),
Wenn daher die unendliche Reihe
(a® =1+ (a —1)(a| —1)
+(aP =1 (a2 = D(aP |~ 1) + -

divergiert, so ist gewil:

(33)

lim | A2 +7+D| = o0,
h=w»

und daher nach den Erorterungen zu Beginn dieses Paragraphen
die Kette konvergent. Um auch die unbedingte Konvergenz
behaupten zu konnen, werden wir verlangen miissen, dal
unsere Bedingungen erhalten bleiben, wenn man darin die
oberen Indices aller @/ um eine beliebige Zahl 12 vermehrt;
dann sind niimlich auch fiir die Ketten

A gD 4D

o, a1, gk, |

—_ - = = = 2=12,...m)
D ogitD 42

al), at+h, gli+n

die gleichen Konvergenzbedingungen erfiillt. Diese Forderung
ist aber schon von selbst befriedigt. Denn wenn man in der
Reihe (33) die oberen Indices aller a0 um 4 erhdht, so ent-
steht eine Reihe, die aus (33) offenbar auch durch Weglassung
der ersten 4 Glieder und Unterdriickung eines allen Gliedern
gemeinsamen Faktors gewonnen werden kann, die also eben-
falls divergent ist. Wir erhalten also:



430 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 7. Dezember 1907.

Theorem IV. Wenn fiir » >1 durchweg die Un-
gleichung

||+ o] 4 -+ - + a0, | < la —1
gilt,’) und wenn aulierdem die unendliche Reihe
(Ja =1+ (Ja| =1 (Ja@|— 1)
+ (a0 =) (|| = 1) ([P —1) + - -
divergiert, so ist die Kette

O q) g
ad, al, af®, ...

0 ab q®
a®, al a®), ...

unbedingt konvergent.

Man bemerke, dafi die einfacher gebaute Reihe
(S1) D] + |aPa® | 4 aaPa® + . . .

infolge der geforderten Ungleichungen kleinere Glieder hat als
die vorige. Die Kette ist daher a fortiori unbedingt konver-
gent, wenn die Reihe (34) divergiert. Dies trifft insbesondere
in dem wichtigen Fall, wenn alle a{) =1 sind, stets zu.
Wir wenden uns jetzt zu der zweiten Moglichkeit, daf die
Reihe (29) konvergiert. Dann kann gleichwohl lim [A{" = oo

ize
sein, und in diesem Fall ist die Kette sicher wieder konver-
gent.  Andernfalls aber niihern sich die Zahlen | A( |, da sie
von 4==1 ab mit 4 monoton wachsen, einem bestimmten end-
lichen Grenzwerte:

lim | 49| = 4,

der von keinem | A{’| (4> 1) an Grife dbertroffen wird, also
wegen AP+t =a" 0 jedenfalls grilier als Null ist. Nach
den auch fiir & = 1 giiltigen Gleichungen (21) in § 2 hat man:

Y Dafi wir beim Beweis auch fir » = 0 diese Ungleichung voraus-
gesetzt hatten, schadet natirlich wieder so wenig wie bei Theorem IL
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oy
a® lim =

|=ccA°"l)

=a,

und da jetzt |A%9)| < 4 ist, so folgt hieraus:

lim (a® A — ol ACY) = 0.

Oder auch unter Anwendung der fritheren Bezeichnung:
lim HY9 =0,
und daher jedenfalls:
(35) lim | HYO| = 0.

i=w
AuBerdem ist auf pag. 423 gezeigt, daf | HY+"| nicht
groBer ist als die groBte der Zahlen:

|HP|, |HE+D|, .. |Hi+e=D|,

Nehmen wir daher zuerst den Fall 2 =1, so besagt dies (da
dann auch fiir ¢ nur der Wert 1 Bedeutung hat):

| HD | <[ HP).

Die Zahlen | H{®| nehmen also mit wachsendem 1 monoton
ab, und haben anderseits nach (35) den unteren Limes Null;
sie niihern sich daher schlechtweg der Grenze Null, also:

im (@ AD — g 40y =
lh_nl(ao AS a” 4P) = 0.

Dividiert man dies durch lim | A®| = A4>0, so kommt:
i=w

o
lim \a® - = —a") =0.
ime VO AP T A

Das besagt aber, daf die Kette konvergiert. Bei Ketten erster

Ordnung findet also auch fiir & =1 stets Konvergenz statt,

ob der Grenzwert lim | A®)| unendlich oder endlich ist. Wir
i=w

erhalten damit das- Fundamentalkriterium des Herrn Prings-
heim:
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(1) 1 a(a) , a® [
Der Kettenbruch a{” + —

uu) Iam -+ Tap ™
ist unbedingt konvergent, wenn fiir »>1 durchweg
|u("| <la®| —1 ist.

Nachdem die Ketten erster Ordnung hiemit vollstindig
erledigt sind, wollen wir von jetzt ab ausdriicklich #>1 vor-
aussetzen. Dann gilt folgendes:

Theorem V. Wenn fiir »>1 durchweg die Un-
gleichung

||+ ||+ - -+ g, | <[aw] —1

- gilt, und wenn auBerdem fiir alle » von einer gewissen
Stelle »>»' ab
. (]
lag] + a4 - - - + I“Y‘-'lg'éﬁ—“l')
ist, wo O eine positive Zahl kleiner als 1 bedeutet:
dann ist die Kette n (> 1)tr Ordnung
0 2
ad, alh, ad,

o g
a®, a0, a®, ...

unbedingt konvergent.

Offenbar geniigt es wieder, die Konvergenz schlechthin
zu beweisen, die dann sicher eine unbedingte ist. Auch be-
deutet es wie frither keine Beschriinkung der Allgemeinheit,
wenn wir die erste Ungleichung des Theorems auch fiir » =0
als erfiillt voraussetzen und uns damit auf den Boden unserer
fritheren Untersuchungen stellen. Wenn sich dann lim | AJ"|= oo

r=a«x
oder lim /[ = 0 herausstellt, so folgt daraus, wie wir wissen,

v =

sogleich die Konvergenz der Kette. Wir wollen daher im
Gegenteil voraussetzen, man habe gleichzeitig:

(a) lim |4y | = A,
) lim ! H» =35>0,

vr=o
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letzteres wenigstens filr einen der Werte i =1, 2,...n. Wir
wollen zeigen, daB diese beiden Annahmen nicht zusammen
mit den Bedingungen des Theorems bestehen konnen.

Von den n Zahlen
IH:'v)i, !11}v+l):‘ . :H}v-{-n—l)l
mufi wenigstens eine >, sein. Denn wiren sie alle <(;,
wo (i< ist, so wiirde die Zahl |H{U+*], welche ja nach
pag. 423 hichstens gleich der grofiten der obigen n Zahlen
ist. ebenfalls <{; sein. Durch Wiederholung des gleichen
Schlusses folgt dann sukzessive, dali auch die Zahlen
[He+a40 |, | Ho 4+, | Ho+n+9)|,
simtlich <Z; <y, sind, was der Annahme (8) widerstreitet.
Bezeichnet man daher die absolut griite der » Zahlen:
Ht") HE7+1) H$v+n—l)

(36) Jor AeFn T ZeFe=n
Ayt Apn ="

oder, falls mehrere den absolut grofiten Betrag haben, eine
beliebige von diesen, mit G, so ist wegen | 4’| < A auch
fiir alle » > 0:

>
@ 6o 2%,

Ferner folgt aus den Annahmen (a), (f):

| H
llm 4") {

und daher fiir alle geniigend groben Werte von », etwa fiir
v> N:

(38)

HY
Alﬂ

<7]_.j:_£' (72 N),

wo ¢ eine beliebig kleine positive Zahl bedeuten darf.
Nach diesen Vorbereitungen setzen wir zur Abkilrzung:
a® Agt» (k= 0,1,.. .n)
kO SO
A3+-+u =k ve=1,2,..
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Es ist dann, wie man sofort aus Formel (1) entnimmt:
I:,') + l(l') + .- + I::)= 1'
Ap+ntD AP A¢+ Ao+

71‘\;—-{-—;-0-—” iy :*1"’ +4 A("*") st o FI A:;+-r

Nun ist aber nach der Definition von H!” (Formel (23)):

A4p H»
a®©

@ A() +Am‘

sodaly sich die letzte Gleichung nach Multiplikation mit a' '
auch folgendermalien schreiben liBt:
Ho+n+D
af"» + m

H® Ho+D Hudw
= ](n ("(u) + AV)) 1(1)(“(()),*_ A(r+l)) _i_ + l"(ﬂ'm + A(r+-\)'
Hier hebt sich a{” auf der linken Seite gegen
(I 41 4 - - - 4 1) a® = a®

auf der rechten Seite. Subtrahiert man dann noch beiderseits

H(r+n)

die Zahl A('+")' so kommt:

H:_r+n+l) H?y+n)
A T A
] H(y+n— 1 r+ )
=1 2}:;" + .- biR, A"""‘"”+ @ =1 A‘\'+""
woraus weiter unter Berticksichtigung von Ungleichung (38) folgt:
H§'+‘+I) H='+')
A~ g

| H(" Hsv+» -1 H("*"" 1
(39) < Im ﬁkv) o +i L A(rff-—-:'l) -I)A\v+-u

<+ 1‘,"?+---+’1‘."_ll+(l::’—ll)"—‘j—£.
sobald nur »> N ist.
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Da [A®] von » =1 ab mit » monoton wiichst, so folgt
aus der Definitionsgleichung von I: (1| < al|. Also mit
Riicksicht auf die Bedingungen des Theorems V:

B0 oo <o a0 e

mjj (ﬁh‘ 1’21"):
ebenso auch:

L < . g

S+ 18]+ 4 18

6 '

Sg'(”——__l) (fﬂl’ v > v).

Daher geht Ungleichung (39) iiber in:
Heta+d  Hirdw .
i E—— i l< 9 l}‘+€ ﬂh‘v[>, )
ApFa D T goFm | S 1 4 \>»,

Man hat also, sobald » eine gewisse Grenze »* erreicht oder
iibersteigt:

|Hp+y  HY 6 nite .
4| <a—1 a 2"
daher auch:
W W 0 AL
Ag+a T 4y n—1 A
|Heto  HP| . 0 nite
dg+s T AP | <R T1 4
|Bpte= Hje) 0 nite
dgn g <Dy T

Da die rechten Seiten in all diesen Ungleichungen siimtlich

nicht groger als © 1—’#{—{ sind, so erhiilt man insbesondere auch:
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= ‘<(~)"‘+c (fir »> "),

-
wo Gy wieder die gleiche Bedeutung hat wie pag. 433 Mitte.

Nun hat aber nach (35) | H{| den unteren Limes 0; man
kann also »(>»") derart auswiihlen, dat auch

HY
Ay
ist: fiir solche Werte von » folgt dann:
Hj HY
5 G ni + &
1GPI<\ 60— @+ |29 | <O 1 +=

Da aber © <1 und ¢ beliebig klein ist, so widerspricht dies
der fiir alle » giiltigen Ungleichung (37). Daraus schliefien wir,
dati die Annahmen (a), (f) nicht beide zugleich mit den Be-
dingungen des Theorems V vertriiglich sind. Wir missen
daher mindestens eine der zwei Annahmen (a), (8) als irrtiim-
lich fallen lassen; dann konvergiert aber die Kette. W.z.b. w.

Weiter ist noch folgendes von Interesse. Die in Theorem 111
behaupteten Ungleichungen

#aD[> |a®| + 0|+ -+ + o, |,
G ap—ap it ap—ap e —a0l< 0
bleiben nach ihrer Herleitung auch fiir # =1 bestehen (sofern
dann die Kette iiberhaupt konvergiert). Dagegen ist die Be-
ziehung
lim (af? A — a® A) =0

nicht mehr allgemein richtig, wie schon das Beispiel der Kette
erster Ordnung

,—1,—1,—1,...

2y K25 2@ 2)...

beweist. Bei diesem ist niimlich, wie leicht zu sehen:
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ay) =1; Af,"=v-—l; AP =» (»>1)
AP s

a® =a{’lim - -~ = lim =1,
—cA() r=¢>v—1

Also hat man:
a0 AP — a0 AP =y — (v —1)= 1,

und die linke Seite kann daher nicht den Grenzwert Null
haben. )

Einige Bemerkungen kniipfen sich noch an den Fall, daf
#=1; lim|[AY|= A = endlich

ist, und die Kette trotzdem konvergiert. Dann ist niimlich stets:

lim (@@ A9 — a® A) = 0,

r=»

da ja diese Beziehung jetzt nichts weiter aussagt als:

AW
i O_ ' a0 =
Jim (8 2 — ") =0

d. h. als die Konvergenz.

AufBierdem gestattet aber jetzt die erste Ungleichung (40)
eine erhebliche Verschiirfung. Denn wenn man die Ungleichung
(18) durch ]A") dividiert und mit a{ multipliziert, so erhiilt
man durch Ubergang zur Grenze » = oo:

‘ (0)'

,9|a(0)|>_w + la®] _|_r,,(0) + o4 a® ],

worin die gesuchte Verschiirfung ausgesprochen ist. Man er-
hiilt daraus speziell fiur & =1:

1) Auch nicht den unteren Limes 0. Dies steht nicht im Wider-
spruch mit Ungleichung (35), da diese nur unter der Voraussetzung

Jdim I AP | = endlich® abgeleitet wurde.
v=cn

1907. Sitzungsb. d. math.-phys. KL 30
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a® + a(O) + + al I a(O)I
(41) a il l ]Iaw)l |‘, = _}!X‘:;‘—IT

Diese Ungleichung gilt auch dann, wenn die Konvergenz
der Kette noch gar nicht feststeht, und die Zablen a{” dem-
gemiii nur durch die Gleichungen (21) definiert sind.') Sie
kann dann unter Umstiinden sogar zur nachtriiglichen Fest-
stellung der Konvergenz dienlich sein, wie die folgenden Be-
trachtungen lehren.

Zuniichst folgt aus der Endlichkeit von lim | 4’| auch

r=m

die von llm |A"‘ und daraus dann sukzessive die Endlichkeit
von lim ]A(()"’zl, lim |A|“,'_)3 , etc.
r=w y=0m
Denn nach Formel (8) hat man:
(© — a® g® 46— W) =1
4 AP = a6 40TV + ap 4G
= a® A® © o=
=a® AP + a® 477V
Daher auch:
O A0—1) — g JO) — gO 400
a® Ay TV = ad AP — af® AY
— u .
= II}') + (a}”’ - a(l ") A([)v)'
aber auf der rechten Seite bleibt hier mit wachsendem » alles

endlich, also bleibt es auch die linke Seite, w.z b. w. Wir
setzen demgemiifi:

Itm [ A, | =4,
Analog zu (41) ist dann auch:
_‘“B"‘+|“(1“|+’ | m_l; <1_._|a=>“i
G L3EN

wobei die Zahlen a* nattirlich durch die Gleichungen (22) zu

) Der Beweis bleibt der gleiche; nur mufi beim Grenzibergang
natiirlich » auf die Werte », beschriinkt werden.
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definieren sind. Hieraus folgt nun unter Beibehaltung der
Bezeichnung und Schlufiweise von pag. 423:

e 98]\ apa
[HFm | <1 — Tt{am» .. (R
C W St §
Wie damals, konnen wir daraus auch jetzt die Konvergenz
@ |
folgern, sobald F“O TA iiber einer von A unabhiingigen posi-
" | A

tiven Zahl ¢ bleibt; alsdann ist nimlich wieder
HE+W | <MD, (9=1—0<1);

und der weitere Beweis bleibt wortlich der gleiche wie pag. 423 f.
Ob nun diese Forderung

erfiilllt ist, diirfte im allgemeinen schwer zu entscheiden sein.
In einem Fall ist sie aber stets erfilllt, nimlich bei peri-
odischen Ketten. Wir nennen eine Kette k-gliedrig peri-
odisch, wenn von einem gewissen Wert » ab stets

arth =g (i=0,1,...n)

ist. Alsdann ist offenbar auch:

Avji=A,.
a®!
Daher kommt fiir “f; iiberhaupt nur eine endliche Anzahl
1
verschiedener Werte in Betracht; also bleibt
||
AT

wo g eine von 4 unabhiingige positive Zahl bedeutet. Aulierdem
folgt aber aus der auch fiir # =1 gilltigen Ungleichung (28):

Lath — g
ab —ah| <1,
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und hieraus wieder:
ad <ladi+1,
Wegen der Periodizitit bleibt [a@” unter einer von 4 unab-
hiingigen Schranke R, und folglich % < I+ 1.') Daher
ist auch: _
. RS
jad| 4, 7 E+1°

dieser Quotient bleibt also iiber einer von 4 unabhingigen
positiven Zahl, w. z. b. w. Wir erhalten demnach:

Theorem VI. Wenn bei einer periodischen Kette
fiir »>1 durchweg die Ungleichung

[+ @+ g, | < —1

statthat, so ist sie unbedingt konvergent.

Eigentlich ist das Theorem ja soeben blob unter der
Voraussetzung ,lim | AY’| = endlich® bewiesen worden; aber

im entgegengesetzten Fall ist die Kette ja ohnedies immer
konvergent

) Es wﬂre fahch, aus der Periodizitit etwa schlieBen zu wollen,
daly uf:""“ aly ) ist, so dab far o’ aberhaupt blob eine endliche An-
zahl verschiedener Werte in Betracht kiime. Ein solcher Schlufi wirde

die Konvergenz bereits voraussetzen. Denn nuach den Definitionsglei-
chungen (22) ist:

(rg—")
(a) a:‘" = llf,” lim T
:=nA(v,—r)
(rg—r—H8 [Cp—)
@ a7 TR = R g SR e mre
e ,_,,A(:,-'Vn
0, vk 0, v

letzteres wegen der Periodizitiit. Bevor aber die Konvergenz der Kette
bekannt ist, kann die Gleichheit der Grenzwerte in (a) und (#) auf keine
Weise gefolgert werden, weil die Zahlen », — » mit wachsendem s im
allgemeinen eine ganz andere Wertereihe durchlaufen werden wie die
Zahlen v, — v — L.
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Weiteres vermag ich iiber den Fall ¥ =1 nicht auszu-
sagen. Vermutlich ist in Theorem II iiberhaupt der Wert
# =1 ohne Nebenbedingungen zuliissig. Wenn ich diese
Vermutung auch nicht durch einen Beweis bestitigen kann,
so gelang es mir doch anderseits auch nicht, eine erweis-
lich divergente Kette ausfindig zu machen, bei der fiir » >1
durchweg

AP 4 a4 - 4 lag), | < a] —1

wiire. Die Entscheidung dieser Frage scheint mit grofen
Schwierigkeiten verkniipft zu sein.

§ 4.
Weitere Konvergenzkriterien.

In § 1 wurde gezeigt, dali zwei iiquivalente Ketten ent-
weder beide konvergent oder beide divergent sind. Eine Kette
ist daher auch immer dann konvergent, wenn eine dazu iiqui-
valente existiert, deren Elemente die Bedingungen eines der
Theoreme I, II, IV, V, VI erfiillen. Von diesem Gedanken aus-
gehend, hat Herr Pringsheim fiir die Kettenbriiche aus seinem
Fundamentalsatz eine Reihe weiterer Konvergenzkriterien ab-
geleitet.!) In iihnlicher Weise kann man auch fiir Ketten
n'r Ordnung vorgehen; doch sind die so gewonnenen Kriterien
fir n>1 von komplizierter Bauart und diirften nur geringes
Interesse beanspruchen. Erfolgreicher gestaltet sich die nach-
stehende Methode, welche auch fiir Kettenbriiche zu neuen
Resultaten fithrt, die sich aus den bisher bekannten kaum
diirften ableiten lassen.

In der die Kette n**r Ordnung

Iiag’), a, a@, .. ]
a®, a®, a?, ...
1) A.a. O. und: Uber einige Konvergenzkriterien fiir Kettenbriiche

mit komplexen Gliedern. Diese Sitzungsberichte, Bd. 35 (1905), pag. 359
bis 380.

(42)
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definierenden Rekursionsformel
(1) A}r+u+l) p— abvl AE’) + u(lv) A:v+l) + oo as‘r) A(‘v-{- »)
ersetzen wir » durch » 4+ 1; es kommt:

(14) J]§r+n+2\ —_ (ll(lv+l\A=v+|) + a(lv-i-I)A%v-i-'.’)_'_ P + a:'r+l)_‘,‘l‘v+u+ll.

Wenn man nun Gleichung (1) mit einer beliebigen Zall 4,
multipliziert und dann von (1') subtrahiert, so erhilt man:

(43) AT D = A 4 b9 ACHD .. 4 b Artntn,
wobei zur Abkiirzung
—ap o, =
At — g =b  (i=1,2,...n)
a0, =10,

gesetzt wurde. Neben der Kette (42) betrachten wir nun
auch noch die Kette (n 4 1)*r Ordnung:

bO, B, Y,
(44) — = —F= |,

0 (1) ()
btwv I’»+|, b,.+n s

deren Rekursionsformeln folgende sind:
st+u+‘:') = bg) B}_r) _+_ [,(lv) B:v+l) + B S + b::ZH B:v-{-u-{-l)
i=0,1,...241; »=0,1,...0);

[ 1 firi=Fk

k) —
- Lo fur i &

@G k=0,1,...n41)
Damit die Forderung 4 4 0 fiir alle » erfiillt ist, werden
wir 0, + 0 voraussetzen.

Jede Zahlenfolge, welche der gleichen Rekursionsformel
geniigt, wie die B, lilit sich nach den Erdrterungen zu
Beginn des § 1 linear durch By, B, ... BY) ausdriicken.
Wegen Formel (43) kann man daher insbesondere den Ansatz
machen:
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AP = 71,0Bg‘ T Yin B - £ YVint1 B:-'IH E=0,1,...m),
wobei die Koeffizienten ;. von » unabhiingig sind. Man be-

rechnet sie sehr einfach, indem man fiir » gewisse Spezialwerte
einsetzt; so folgt fir » = i:

=y
sodann fiir »#4i und » < n:
0=y, ,:
endlich fiir » =n 4 1:
“$°’=7'.-,..+|-

Setzt man die so berechneten Werte ;. oben ein, so

kommt:
AP = BY 4 a» B;’_‘H (i=0,1,...n).

Hieraus folgt endlich auch:

- A o BY + o B,
% A= " BY F a® Bm‘
B(V) )
(0) _ (0 o) __n+!
- "«) .U” +a bo _b!(v)
=0 = . B(le b
(0) O poy "
b5 +1af "0 Bo
0

Wenn nun die Kette (44) konvergiert, so bezeichnen wir ihr
Wertesystem mit g, g0, ... ., und erhalten aus der letzten
Gleichung, wenn » unbegrenzt wiichst:

A® ﬂw) +a® fO, ﬂ«» + a® pO, |
a(Ol Ijm ﬁl‘_’. =a W + a® ﬂw) M K 0y + /;w) y
n1

Daher konvergiert auch die Kette (42), sobald nur der
Nenner f© — 8, von Null verschieden ist. Man hat bei
dieser Betrachtung den Vorteil, daf die Zahlen 4,, abgesehen
von der Binschrinkung ¢, % 0, ganz willkiirlich sind. Sobald
es gelingt, sie derart zu wiihlen, dafi die Kette (44) konver-
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giert, und zugleich “"’+, % 4, wird, dann konvergiert allemal
auch die Kette (42).

Nach Theorem II ist nun die Kette (44) unbedingt kon-
vergent, wenn filr » > 1 durchweg die Ungleichung
[+ B0 A - 180 < 9B, — 1),
das heilst:
1a0o, | + (ar+h — a3 | + |afr+D —aP e, | + - - -
+lavth —ad ' < H(lastD 48 | —1)
besteht, wo # <1 ist. Damit aber die Kette (42) ebenfalls
konvergiert, mufs auierdem noch die Zusatzbedingung
B9,
erfiillt sein, welche sich in folgender Weise umformen likt.
Wegen der unbedingten Konvergenz der Kette (44)
folgt, wenn man eine stets gebrauchte, auf die Kette (42) be-

ziigliche Bezeichnung sinngemiili auf die Kette (44) tibertrigt:
(y)

o hmB-——ﬂ‘.” i=12...n41),
und auch:
ﬁu) ﬁm
Y, =00 n—=al 4 4, + =,
+1 ﬁu) o
sodab sich die obige Zusatzbedingung in die Form setzen liifit:
ﬁ(n
al + 9, + ﬁ“’ F 0,
oder:
/gu)
(45) al+ 5 0.
nt 1

Nun ergibt sich aber, wenn man Theorem III auf dic
Kette (rn - 1) Ordnung

B, b, o, j
70N u_;r,, [N
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anwendet, die Ungleichung:
OB > UPL 0]+ 1801+ - -+ AP
also auch insbesondere:
pw
B |
mit Ausschlub der Gleichheit, da ja [4"|> 0 ist. Demnach
ist die Bedingung (45) gewib erfiillt, wenn wir [a’| > for-
dern. Dies fithrt zu dem folgenden sehr allgemeinen Kri-
terium:

Theorem VII. Wenn sich unendlich viele von
Null verschiedene Zahlen d, bestimmen lassen, der-
art, dal filr » > 1 durchweg die Ungleichung

ja?d,| + |af TV — a9, | +|ay D —apd, [ -
+ lattd —and | <9 (JagtD 48, — 1) '

<4,

a

besteht, wo & eine positive Zahl kleiner als 1 be-
deutet, und wenn aulierdem
b) !> 9

ist, so ist die Kette n*" Ordnung

(0 n (2)
["o'“fw“o' ]
0y 1 2
a®, af’, a®, ...

konvergent. Sieistsogar unbedingt konvergent, wenn
die Ungleichung

c) |a»| >

fiir jedes »>1 besteht.

Der letzte Teil des Theorems ergibt sich offenbar wieder
aus dem Umstand, daf die Bedingungen erhalten bleiben,
wenn die oberen Indices aller a¢) um eine beliebige Zahl 2 er-
hoht werden. Wir machen zu dem Theorem noch folgenden

Zusatz. In Theorem VII diirfen die Zahlen o, auch
alle oder zum Teil gleich Null sein. Wenn aber 6,=0
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ist, so ist in der Bedingung b) das Gleichheitszeichen
auszuschlieien. Ebenso ist in der Bedingung c) das
Gleichheitszeichen beiallen denjenigen »-Werten aus-
zuschlieBen, fiir welche 4, = 0 ist.
Der Beweis ist folgender: Infolge der Bedingung a) des
Theorems ist:
lag+0 48, —1>0.

Wiirde hier einmal Gleichheit stattfinden, so milfite auch jeder
Term auf der linken Seite von a) verschwinden, also insbe-
sondere:

ap s =0, ag+d—as =0,

was aber wegen a{’ 0, ay+9 40 nicht moglich ist. Es ist

also:
lar+) 44 | —1>0,

und folglich kann man statt Ungleichung a) auch schreiben:

A, oyt — o, [+ -+ gt —a0d,|
CRaETAES £9

Wird diese Ungleichung fiir gewisse »-Werte nur durch die
Wahl 6, = 0 erfilllt, so kann der links stehende Ausdruck,
wenn 8, sich hinreichend wenig von Null unterscheidet, wegen
der Stetigkeit jedenfalls nur um beliebig wenig die Zahl
tibertreffen. Man kann daher der Ungleichung

|ag) 5,{ + !af)""“—a(l') dvl o 4 |“5.'i'.” —a» 4

.l
|a(”,+1)+6'l_1 59'}'8

durch lauter von Null verschiedene d, Genlige leisten, wie klein
auch die positive Zahl ¢ gewiihlt wird. Nimmt man insbe-
sondere auch ¢ <1 — &, so wird eben nach Theorem VII Kon-
vergenz stattfinden, wenn noch |a@)|> 9 4-¢ ist. Da aber ¢
beliebig klein gewiihlt werden kann, so ist diese Bedingung
gleichbedeutend mit:

lag? | >,
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unter Ausschluf der Gleichheit. Damit ist der Zusatz bewiesen,
soweit er sich auf Konvergenz schlechthin bezieht. Die un-
bedingte Konvergenz ergibt sich dann natiirlich durch die
frithere SchluBweise.

Durch spezielle Wahl der 6, erhiilt man aus dem Theorem VII
mit obigem Zusatz beliebig viele Spezialkriterien, von denen
ich wenigstens eines anfithren will. Setzt man niimlich durch-
weg d, =0, so folgt, wenn man noch » — 1 an Stelle von »
schreibt:

Theorem VIII. Wenn fiir »>2 durchweg die Un-
gleichung

|69+ lap |+ oo+ a2, | <O (ap ]~ 1)

gilt, wo & eine positive Zahl kleiner als 1 bedeutet,
und wenn auBerdem |a’|> ¥ ist, so ist die Kette

a®, al), a ...
unbedingt konvergent.

Die zur unbedingten Konvergenz noch erforderlichen
Bedingungen |a® | > fiir »>1 brauchen niimlich hier nicht
mehr eigens verlangt zu werden, da aus der ersten Unglei-
chung des Theorems sowieso schon |a%|>1 folgt. Durch

das Theorem VIII werden die Bedingungen von Theorem II
um ein weniges reduziert, indem statt der Forderung

]+ [+ o | <0 (0]~

nur die viel weniger verlangende ,'a{)|> ¢ erhoben wird.

Wendet man die Ergebnisse dieses Paragraphen nun
speziell auf Ketten erster Ordnung an, so erhilt man:

Korollar: Der Kettenbruch

ad, e ad

ll|+ 0 ‘7+...

(1) ) Ta®
a, | 4y I“|

0)
a® + -
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ist unbedingt konvergent, wenn es gewisse Zahlen o,
gibt, derart, dal fiir » > 1 durchweg die zwei Unglei-
chungen

[ag 8, |+ |ag+D —ap s | <O (|ay+D+6,| —1): |ap|>9

gelten, wo ) eine positive Zahl kleiner als 1 bedeutet.
Sollte die erste Ungleichung fiir gewisse »-Werte etwa
nur durch die Wahl 4, =0 zu befriedigen sein, so ist
in der zweiten Ungleichung fiir diese »-Werte das
Gleichheitszeichen zu unterdriicken.

Unter den Spezialfillen, die sich durch besondere Wahl
der Zahlen 9, ergeben, seien die folgenden vier hervorgehoben:

1) 8,=0: aftd <d(|aptV|—1), |aP|>9.7)

u}:-l,—l) | af{‘ ag+n | | a((;+l)i
2) ".="a;;r= | aw <'7(1“§’+"+-;,‘l,.'1—1)'
|ap | > 9.
3) 8, =1: [ap|+ |aft) — a| <O (JaPtD 4 1[—1),
|n=" =X
)0, =—1: |aD|+|agH) + ap)| <9 (Jag+D —1]—1),
L |> 9.

Der erste dieser vier Fiille entspricht dem Theorem VIII.
Er liBit sich ilbrigens auch auf etwas einfachere Weise aus
den Theoremen II und IIT ableiten und bleibt noch richtig
fir # =1, in welchem Fall ihn Herr Pringsheim bewiesen
hat.?) Indes ist zu beachten, dati der Satz fir & <1 nicht
durch den gleichen Satz fiir 9 =1 entbehrlich wird, wie dies
bei Theorem II offenbar der Fall wiire; denn fiir ¥ <1 lautet

1) Die Forderung ‘a‘l')

> 9 fiir » >2 ist wie bei Theorem VIII
wieder von selbst erfiillt.

%) In der auf pag. 441 zitierten Arbeit, Seite 364; dic Bedingungen
sind dort sogar noch etwas reduziert.
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die zweite der geforderten Ungleichungen nur |a{P | >4, aber
nicht |afM | >1.

Ferner ist es wohl nicht iberflilssig zu bemerken, daf
die absolute Willkiirlichkeit der &, die unbedingte Konvergenz
nicht nur dann garantiert, wenn fiir alle » (>1) die Bedin-
gung 1) oder fiir alle » (> 1) die Bedingung 2) oder sonst eine
erfiillt ist. Ks geniigt vielmehr, wenn fiir jeden einzelnen
Wert von »(>1) irgend einer von diesen Bedingungen geniigt
wird, etwa fiir gerade » der Bedingung 1), fiir ungerade »
der Bedingung 2) oder 3).

§ 5.
Ausdehnung des Legendreschen Irrationalititssatzes.

Wir wollen jetzt den Legendreschen Irrationalitiitssatz

auf die Kette n'*T Ordnung

a®, ad, o, ... l a®
(46) = = = =

a®, ai, a?, . .. l,,s»
tibertragen. Zu dem Zweck setzen wir die Elemente a” als
ganze rationale Zahlen voraus und selbstverstindlich wieder
a? 0. Es sind dann auch die A" ganze rationale Zahlen.
Wenn nun auferdem filr » >0 durchweg die Ungleichung

WD) a4 a0+ - | <O (lap| - 1), #<1
besteht, wenn also die Klemente den Bedingungen des Theorem 111
geniigen, so ist die Kette konvergent, und wir wollen jetzt
zeigen, daB eine Bezichung der Form

(48) PaP+ P a® 4 Pya®+ .-+ P a®=0
mit rationalen, nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten
P; nicht bestehen kann.')

1) Der Gleichung (48) hiitte man natiirlich ebensogut die Form
Py+P a4 4P, adP =0
geben kdnnen, da ja ng') rational ist. Nur der Symmetrie halber haben

wir dem P, den Faktor n},o’ beigegeben.
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Angenommen, es bestiinde eine solche Relation, so kann
man die P; von vornherein als ganze Zahlen annehmen,
indem man eventuell mit dem Generalnenner multipliziert.
Wir multiplizieren dann die als richtig angenommene Glei-
chung (48) mit A4{’ und erhalten:

"
O 40 = — N P q® 4™
aO P AP = .)_,|1,4a‘ AP,
"=

Addiert man beiderseits die Groge Y; P a® A\, so kommt:

i=1
" n
0) y° ) — §"° ©0) 40) — q® 4O
a3 P AP =3 P (@) AP — al@® AD).
i=0 i=1

Hier steht nun auf der linken Seite eine ganze Zahl;
auf der rechten aber niihern sich nach Theorem III alle » Sum-
manden mit wachsendem » der Grenze Null. Von einer ge-
wissen Stelle » > N ab mub daher die rechte Seite und folglich
auch die ihr gleiche linke Seite jedenfalls absolut kleiner als
1 werden; aber dann kann sie als ganze Zahl nur gleich Null
sein.  Wir bekommen also fiir » > N:

Y PAN=0.
=0
Setzt man hier der Reihe nach » = N, N+ 1, ... N+ #n,
so erhiilt man ein System von n 41 linearen homogenen
Gleichungen mit der Determinante:
AW AW AW

(V1) 4OV4D) W+
@) Agen, AiFen, A

]

| AFEm, A¥m A+
welche wegen Formel (3) von Null verschieden ist. Es folgt also:
Ph=P=-.--.=P,=0; w.z.bw
Ubrigens braucht die Ungleichung (47) nicht fiir alle

Werte von » erfiilllt zu sein, sondern blo& von einer gewissen
Stelle » > N ab. Denn jedenfalls ist dann die Kette
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N g(N+1 N+2) )
a™, af ),al(, L. . aj
(M) g4 1 g V2 ¥
a®, g+, ¥ty | at’

konvergent, und nach dem soeben Bewiesenen ist eine Be-
ziehung der Form

GO QP+ Q"+ + Q=0
mit rationalen nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten
Q, nicht moglich. Es ist daher insbesondere auch:
A((),\') a,‘,‘“ + A(()‘V+') a(l.V) + -4+ A((,“"*"“a:“" +0;
denn andernfalls hiitte man:

AW = AT = ... = AWHW =0,

(
0
was dem Nichtverschwinden der Determinante (49) widerstreitet.

Nach dem Lemma auf pag. 414 ist daher die Kette (46) eben-
falls konvergent, und zwar hat man:

(N) g(N) (N41) (M) (N0 5(N)
a® — g LSl a A i e
i = 20 ) &) (N4 1) \N) o (N4-n) g*
AU aU —t- AO ul + + AU an

Gleichung (48) ist daher gleichbedeutend mit der folgenden:
.-?_-:oP‘ (AD a® 4 AG+D o™ oo AZEW o) = 0,

oder, was dasselbe ist,

a@ﬁﬂAw+AMiﬂAWM+u4mw£AAWM=Q
i=0 i=0 i=0

Dies ist aber eine Gleichung der Form (50) und ist daher nur
moglich, wenn simtliche Koeffizienten verschwinden; also:

}':,P.A‘.“"=0, i}P,A(”+‘)=0, C. iP.A‘.“'+"‘=0.
i=o0' ' i=0 ' ' i=o ' '

Aber die Determinante dieses Gleichungssystems ist wie vorhin
von Null verschieden: also folgt auch jetzt notwendig:

Py Py ..o Ppan,
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Wir sprechen dieses Resultat aus in
Theorem IX. Wenn die Elemente al? ganze ratio-
nale Zahlen sind, welche von einer gewissen Stelle
»> N ab die Ungleichung
laf| + [P+ - - +[af) [ < d(lap|—1)

erfilllen, wo ¥ eine positive Zahl kleiner als 1 be-
deutet, so ist die Kette

(0, 1 2’ 0

af, al, a®, ... Ia‘l)
(46) e e e

0 ] 2] )

a®, a®, a®, ...[ |a®

unbedingt konvergent, und ihr Wertesystem geniigt
keiner Relation der Form

Pya® + P a® + P,a® + - -« + P a® =0

mit rationalen, nicht simtlich verschwindenden Ko-
effizienten Py

Denn daf die Konvergenz der Kette auch eine unbedingte
ist, ergibt sich wieder durch den gleichen Schluf wie immer.
Ganz die gleiche Analyse fiihrt zu dem folgenden etwas all-
gemeineren

Theorem X. Wenn die Klemente a ganze Zahlen
cines imagindren quadratischen Korpers sind und von
einer gewissen Stelle »> N ab der Ungleichung

lag ] + [ + -+ + g, < O(la@]—1), #<1

n—1
Geniige leisten, so ist die Kette (46) unbedingt kon-
vergent und ihr Wertesystem genfigt keiner Relation
der Form
Pa"+Pa"4..-4+ P a®=0,

wo die Koeffizienten P, Zahlen des betreffenden qua-
dratischen Korpers sind, welche nicht siimtlich ver-
schwinden.

7u beachten ist bei diesen Theoremen namentlich, dag
ganz im Gegensatz zu Theorem II die geforderte Ungleichung
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nur fir » > N zu gelten braucht. Fiir Kettenbriiche speziali-
siert lauten diese Sitze:

Wenn die Teilziihler und -nenner des Ketten-
bruches

ml a@ a®
v |
ad f“") il |a‘,3"+.”

ganze rationale Zahlen sind und von einer gewissen
Stelle »> N ab der Ungleichung

a9 <@ (lap|—1) @<1)

Geniige leisten, so ist der Kettenbruch unbedingt kon-
vergent und hat einen irrationalen Wert.

Wenn unter sonst gleichen Bedingungen die a}”
ganze Zahlen eines imaginiiren quadratischen Korpers
sind, so ist der Kettenbruch ebenfalls unbedingt kon-
vergent, stellt aber niemals eine Zahl desselben qua-
dratischen Korpers dar.

In den Sitzen dieses Paragraphen ist der Wert 3 =1
nicht zuliissig, obwohl nach Theorem IV die Konvergenz der
betreffenden Ketten bestehen bleibt (wenigstens, wenn die ge-
forderte Ungleichung schon von »=1 ab erfiillt ist). Schon die
Kettenbriiche lehren dies. Denn der Legendresche Irrationali-
titssatz wird zwar immer fiir & =1 ausgesprochen, erleidet
aber dann auch eine Ausnahme, indem der Kettenbruch

¢ | 6 | & | _

. N P P

den Wert 1 hat, also rational ist. Ks ist dies im wesentlichen
der einzige Ausnahmefall. Man vergleiche dariiber § 4 der
auf pag. 411 zitierten Arbeit des Herrn Pringsheim.

1907. Bitzungsb. d. math.-phys. KL 31
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§ 6.
Analogon zu dem reellen Kettenbruch
Ca | . 9 i — Cy ]
lo+1  Jo+1  Je+1
Unter den reellen Kettenbriichen, die nach dem Prings-

heimschen Fundamentalkriterium unbedingt konvergent sind,
bieten bekanntlich die von der Form

& | o | Cy .
———r -_——l .. ¢, >0
|cﬂ+1 |cl-f‘1 |0'+ ( )
ein besonderes Interesse dar, und sie nehmen namentlich, wenn
die Reihe
(% A S S

divergiert, eine gewisse Ausnahmestellung ein, die auch am
Schluf des vorigen Paragraphen hervorgetreten ist. Der Wert
eines solchen Kettenbruches ist immer gleich 1, wiihrend er
bei Konvergenz der obigen Reihe kleiner als 1 ist. Der Ver-
such, unter den Ketten nt*r Ordnung, die dem Theorem II ge-
niigen, ein Analogon zu obigem Kettenbruch zu finden, muf
schon daran scheitern, dak dort die Zulissigkeit des Wertes
©# =1 nicht allgemein erwiesen werden konnte. Indessen gibt
es doch Ketten ntr Ordnung, die den Bedingungen von
Theorem II zwar nicht geniigen, auch nicht fiir # =1, die
aber doch unbedingt konvergent und dem obigen Kettenbruch
sehr verwandt sind.
Wir hetrachten die Kette n'** Ordnung:

— Co — Cy — Cq
—c+1, —e+1, —ecg 41, -+
1) e |
—¢+1, —¢+1, —c+41, ---
w1, e+1, 41, .-
in deren (v 4 1)t Kolonne zuerst eine Zahl — ¢,, dann (n — 1)
mal die Zabl — ¢, 4+ 1, endlich einmal ¢, +1 sauftritt. Wir
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wollen zuniichst unabhiingig von der Konvergenzfrage die
formale Seite dieser Kette studieren und erst spiiter den
Zahlen ¢, gewisse Einschriinkungen auferlegen. Die die Kette
(51) definierenden Rekursionsformeln lauten:

Cz_v+n+l) =—c, qy) + (1 —c') C}v+l) 4.

(52) + (1 —c)Cr+n=b 4 (14c)Co+m
¢=0,1,...n; »=0,1,...),
(G3)  ow= {1 i '—’; G k=0,1,...n).

Die erste dieser Gleichungen kann auch in der Form ge-
schrieben werden:

CoHntD _ Qotm — Qotn= _ ... — Co+D
L L L} .
=¢ (C(_v+n) —_ = Cotn-n L, (){V\)'
wo nun die Klammer rechts ebenso gebildet ist, wie die linke

Seite, nur dat » — 1 an Stelle von » steht. Setzt man also
diese Formel fitr » =0, 1, . .. » an und multipliziert, so kommt:

Cetn+ _ Qodm _ Qotn= .. :y+l)
= cocl 00 'C' (C:n) P C:'n-l) — o o (/':I) - Ct'm)
=cyec .- ¢ I,
wobei offenbar nach Formel (53)
—1 ftiri=0,1,...n —1
e {+ 1 , i=n

ist. Hieraus folgt nun fir abnehmende Werte von » das
System von Gleichungen:

N (N ) i O = 1k
Cortmt D (rtm_ Gt Cot=cyc,...c B,k

n—1
qr+n\_c§v+n—])_c£r+l—2)___‘__(;'(;):60{:’ "'(’l,_lE k”
CirtD— O — =D — ... — () =, fl-..+, '
CW—Cr=D — Cp=9— ... — (" = E, [k, ..

81
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Wir multiplizieren diese Gleichungen der Reihe nach mit den
beigesetzten Faktoren k; und addieren sie dann; dabei sollen
die k;, so gewiihlt werden, dab im Endresultat links die Terme

ar+n)’ ar-f-n—-l) C(n+l) cw™
) H y oo U v Yy

herausfallen, withrend C+»+1 den Koeffizienten 1 erhiilt. Dies
wird offenbar dann und nur dann erreicht, wenn wir die
Zahlen k; durch die Rekursionsformel

(54) ky=ko1 kot e F+Fk_u
berechnen, ausgehend von den Anfangswerten:
(55) Fo=0, ki=0, ... ky_o=0, ky_y = 1.17)

Fithrt man nun besagte Multiplikation und Addition aus,
so kommt:

O+t — OOk, — OOk, 4Ry, ) — -
— q-—n (kn+v+kn+v—l + e + kv—i—l)
=L (kntvr + Cobngrr +coCi hpgya - e - ¢, kn_).

Hier sind aber die negativen Terme der linken Seite nach (53) fiir
i=mn alle gleich Null; fiir i +n ist genau einer von Null
verschieden, niimlich derjenige, welcher € enthilt. Man
findet daher schlietlich, noch mit Benutzung der oben ange-
gebenen Werte von F;:

Cytnth = kn+v == cokn+y—l + ¢ kn-}-v—? +oee ek,
Crinth= — k.4, T, kn+v—1 F kg, ot ook, )
F Gty +Engppmi+ -0 -+ hugod) (=0,1,---n—1).

Die Zablen C sind damit explizit berechnet, sobald die k,
als bekannt angesehen werden. Setzt man » — » an Stelle
von », und fithrt noch die Abkiirzungen

) Fir n=1 ist durchweg k;=1 zu setzen. Fiir n> 1 wiichst
offenbar k; monoton mit 4 ins Unendliche.
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k= k- K
Tbeg 3+ 606, et a0 = @,
(36)
k,— k- k¢ 3
1+ +57 4+ =P (=1,2,---n-1)

ein,') so gehen die letzten Formeln iiber in:
ar=1,Q,
(7 CytV=—k Q+kP,, (i=12...n—1)
Ot =~ 1,0+,
Also schlieilich durch Division:
co+n Bl 2

—e, T = —'co”i"':j(:)"' =12 ...n—1),
(58) oo+ Q
—hgeI = T ST= g

Von jetzt ab seien die ¢, reelle positive Zahlen. In
diesem Fall konnen wir das Verhalten von P, ; und @, fiir
unendlich wachsende » aufs genaueste bestimmen und daraus
die Konvergenz der Kette folgern. Um uns vor allem iiber
das Wachstum der Zahlen %k, zu orientieren, von welchen ja
P, ; und @, abhingen, gehen wir aus von der algebraischen
Gleichung nter Grades:

f@)=a—2a"'—a"2—...—2—1=0,

deren Wurzeln ¢,, ,, ... @, seien. Diese Gleichung hat die
folgenden bemerkenswerten Eigenschaften, deren Beweis wir,
um hier den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen,
erst in § 8 nachtragen werden:

1. Die Gleichung f(z) =0 hat eine und nur eine
positive Wurzel g ; diese liegt zwischen 1 und 2,
wihrend alle anderen Wurzeln absolut kleiner als 1 sind.

!) Dabei setzen wir v > n —1 voraus, damit die Nenner k, 4 0 sind;
wir werden spiiter » ins Unendliche wachsen lassen.
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2. Die Gleichung f(z) =0 ist im Bereich der ra-
tionalen Zahlen irreduzibel, daher insbesondere ihre
Wurzeln o, 0y ... 0, alle voneinander verschieden.

Wir behaupten nun, es ist:
(59) k=27
.=

wo die Koeffizienten y, von » unabhiingig sind. Denn fordert
man diese Gleichung zuniichst fir »=0,1, ... 2 —1, so
hat man % lineare Gleichungen mit nicht verschwindender
Determinante fiir die # Unbekannten y,, y,, ... y,, die hieraus
eindeutig berechnet werden konnen. Da aber anderseits o,
eine Wurzel von f(z) ist, so ist 07=" f(o,) = 0, oder, was das-
selbe sagt:

g et - e

Der gleichen Rekursionsformel, wie sie hier fiir die Zahlen
o, gegeben ist, gentigen aber nach (54) auch die Zahlen F£,.
Daraus folgt, das die Formel (59) fiir einen gegebenen Wert »
richtig ist, sobald sie fiir die » vorhergehenden »-Werte be-
steht. Sie gilt aber fir »=0,1, ... n—1, und folglich
auch fiir alle gréBeren ». Zu bemerken ist noch, dab die
Koeffizienten y,, 7, .. . 7, alle von Null verschieden sind. Denn
offenbar sind sie wegen der Irreduzibilitit von f(z) konju-
gierte algebraische Zahlen, die bzw. den Korpern von
0y @ - -- 0, angehiren; wenn daher eine gleich Null wiire,
so wiiren sie alle gleich Null, was nicht angeht.
Da o, > 1, sonst aber [, | <1 ist, so folgt aus (59):
(60) lim ~L—: =y %0,
r=w 0

oder auch, was dasselbe sagt:

o

Lt = 7,0,

Folglich durch Division der zwei letzten Gleichungen:
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(61) I o R
»=To, . % 9,
Hieraus erhiilt man auch noch etwas allgemeiner:
. ky—- . ky—l kv—" I»’,_,‘ 1
2 R ez SR L
S eyl i sareer

Aus der zweiten Definitionsgleichung (56) folgt daher
sofort:

14o,+el+ 4ol

ol

63) WP el b1 .8 2=
r=wo 9! Ql

Schwieriger ist der Grenzwert von @, zu bestimmen. Wir
milssen da zwei Fiille unterscheiden:

I. Die Reihe
(64) 1+ +coc|+c.)c.c>

sei divergent. Dann ist, weil o, und alle ¢,, %, positiv sind:

e =1+a b aa Tt b dannaoa !
(65) k "
>1 +cu~'k;'+coc:—’,f3+'--+coc|~-c;_n =,
wo 1 eine beliebige Zahl zwischen 1 und » —n - 1 bedeuten
kann. Wir wiihlen jetzt 4 willkiirlich, aber fest, wiihrend »
unbegrenzt wachsen soll. Dann niihert sich die rechte Seite
von (65) dem Grenzwert

6‘001 CoCy...Ch—
+ . +—’1—.
Q)

Kl"‘1+ +

und es folgt daher aus (60):
lim @, > K;.

ry=e

Da dies einerseits flir jeden endlichen Index 4 gilt, da
anderseits aber wegen der vorausgesetzten Divergenz der Reihe
(64) K; mit A iiber alle Grenzen wiichst, so folgt:
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lim @, = o0.
r=o
Geht man daher in den Formeln (58) zur Grenze v = oo iiber,
so ergeben sich die folgenden Grenzwerte:
cw
_”"h_m(jxv) —c (=12 ...0—1),
Y=o

cw
. "
— ¢o lim v, i + co.
r=w 0

In diesem Falle konvergiert also die Kette (Si) und zwar, wie
wieder leicht zu sehen, unbedingt.
Wir wenden uns jetzt zu dem Fall:
II. Die Reihe (64) sei konvergent und habe den Wert K.
Es ist dann:
G G0 e

66 “F=1+2+%+ +.->1

e
Multipliziert man jetzt den Ausdruck @, in (56) mit %

L)'

und ersetzt dann alle vorkommenden k; durch ihren in Formel
(59) angegebenen Wert, so erhiilt man:

& 0" — r—1 .
o e o .%:l?’.., + l%.‘ly % + e.’ ‘):,}"”
+...+cﬂ_c,l' c'_"L;,. »—1
o]
= @t g g o)

0] =t
oder auch, indem man in der rechts stehenden Summe den
Term fiir s =1 abtrennt:

Co €y Co €. c,-..)

So w1+ 840 PR
67
+X 3,: (O TNl TNt U CURSLAN b}

=2 ¥
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Hier hat nun auf der rechten Seite das Glied auferhalb des
Summenzeichens offenbar fiir » = oo den Grenzwert y, K. Von
den n—1 Gliedern unter dem Summenzeichen aber wollen
wir beweisen, daf jedes einzelne den Grenzwert O hat. Fiir
s=2,3,...n ist nimlich |o,|<1; also:

lej+e, 0= +eoe )" +e o epe e, 00|

1
<év(l+cn+coc,+-~+coc,-~-c,_..)
1

_ l.{(}oicﬂgl.}.....}(ync‘...ci_l +”o"n“'cl+"n”|"',cf+lf"' <o 4CyCy Crmn

o o7
D a2 e I N S S TR W
o} oit! ot g
1+egte e+ ote ey Crm €oCyo Ci €oly* €, % i
<0 j-" 1R (2 ;+,v‘+»°c'“_:i-l+m in infin. ).
(1 2y o

Dabei ist wieder 4 eine beliebige Zahl zwischen 1 und v —n 1.
‘Wiihlt man 2 hinreichend grofi, so ist die KlammergriGe als
Rest einer konvergenten Reihe beliebig klein, und wenn man
bei Festhaltung dieses Wertes 4 nachtriiglich » unbegrenzt
wachsen lifit, so wird auch der Bruch

Lbatag ton: o

y
9

beliebig klein. Hieraus ergibt sich aber in der Tat:

}':l Ql: (07 +cy0r " +eye 002 6 e} ) =0
5=2.3,...n)
und folglich nach Formel (67) fiir dic Grenze » = oo:
Endlich folgt hieraus mit Riicksicht auf (60):
lim @, = K.

r=a
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Fithrt man die gewonnenen Resultate nun wieder in die
Formeln (58) ein, indem man dort zur Grenze » = o iiber-
geht, so kommt:

1+ o+ +of
oW '—“E,;‘——_K
—%M%ﬁ — - .y
=12 ...n—1),
C(V) K
— ¢y lim -

ey %

Da nach (66) K >1 ist, so ist der hier auftretende Nenner
von Null verschieden; daher ist auch im gegenwiirtigen Fall
die Kette konvergent, und zwar wieder, wie man leicht er-
kennt, unbedingt konvergent. Die Zusammenfassung dieser
verschiedenen Resultate fithrt nun zu
Theorem XI. Wenn ¢, ¢, ¢, ... eine unbegrenzte
Folge wesentlich positiver Zahlen sind, so ist die
Kette ntr Ordnung:
— Cq» —cy —Cy o
_%+l—c+1—q+l 7
—-coJ; 1, —-c,+1 ——c,—l—]
o+1, e 41, c,+1,... 7
in deren (» + 1)*r Kolonne zuerst ein Element — ¢,
sodann (n— 1)mal das Element — ¢, + 1, endlich ein-
male¢, 4 1 auftritt, unbedingt konvergent. Ihr Werte-
system ist:
=—c (=12,...08—1)
Y9 =+ 6
oder aber:

140, +0j+ -+ +eof — Kej

T g j=1,2 ... m—1),
Ve C 'J: (K 1) (‘ 1,2, n )
250 — f"_KA
Y K—1'
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je nachdem die Reihe
1422 B °‘+‘°” R

divergiert oder gegen den Wert K konvergiert. Dabei
bedeutet o, die positive Wurzel der Gleichung:

e —ar—nt— o — g — 1 =0.

§7.
Ausdehnung der letzten Untersuchung auf komplexe Elemente.

Die Entwicklungen des vorigen Paragraphen bleiben, so-
weit sie sich auf den Fall der Konvergenz der Reihe (64) be-
ziehen, mit geringen Anderungen noch gilltig, wenn die c,
beliebige komplexe von Null verschiedene Zahlen sind. Doch
muf dann die absolute Konvergenz der Reihe (64) gefordert
werden (frither waren ihre Glieder alle positiv, die Konvergenz

also von selbst eine absolute).
Sei also die Reihe

(64) e R T

absolut konvergent und ihre Summe gleich K. Wenn dann

Q, und P, ; wieder ihre frithere, durch die Definitionsglei-

chungen (56) festgesetzte Bedeutung haben, so bleiben die

Formeln (58) bestehen, und aufierdem ist auch jetzt nach (63):
I+o,+oi+te

lim P, ;= LT i=1,2,...n-1),
r=oo L’]

da ja P, gar nicht von den Zahlen ¢; abhingt. Es kommt
also nur noch darauf an, zu zeigen, dab auch wieder

lim Q, =

r=om

ist. Das wird ganz ihnlich wie frither erreicht, indem wir
beweisen, dat die unter dem Summenzeichen stehenden Glieder
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in der auch jetzt giiltigen Formel (67) mit wachsendem » der
Grenze Null zustreben, In der Tat ist jetzt firs=2,3,...n
analog zu der Analyse auf pag. 461:

r—n<s

1 .
E:Q:+009:*1+00619:_2+"'+cocl"'c or'|
1

< Utlal+inn+ 4 ion - aou)
cltle titelt -t |og- o]

v
&

CoCy oo Chl [€aye oo Capal o
+ ( Qﬁ" + e + in infin. ).

Wegen der absoluten Konvergenz der Reihe (64) kionnen wir
hieraus wieder wie frither schlieien:

li_m ("v+c o e 0 e e, 00! =0
Wenn man also in Formel (67) zur Grenze » = oo iibergeht,
so kommt wieder:

]llll Q, =y, K,
und folglich auch:
lim @, =
Liit man daher endlich auch in den Formeln (58) » wieder
unbegrenzt wachsen, so ergibt sich:

140+ +of
- R 1*;:, ta_ g
. ' ) "
—-co'l;n: —C::,:—co T (i=12,...n=1),
('M K
—% luu

s SRR O o

Diese Resultate sind die gleichen wie die des vorigen
Paragraphen. Jedoch ist jetzt die Bedingung K 3 1 nicht
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ohne weiteres erfiillt; die Formeln zeigen aber, dai die Kette
konvergiert oder divergiert, je nachdem K F 1 oder K =1
ist. Ubrigens ist die Konvergenz fur K # 1 nicht immer eine
unbedingte. Betrachtet man nimlich die Kette:

e, — G, — Cit2, .-
T i - bl

a+1l, eanp+t+l, a+2+1, ...

so ist diese von gleicher Bauart wie die Kette (51), aber an
Stelle der Reihe (64) tritt jetzt die folgende:

Ci Ci Ciga CiCi41Cig2
e T SR S T .
9, o o}
welche offenbar auch absolut konvergiert und den Wert
i
e O
__'-M,(K_l_fg_@_f! ..... ﬂﬂl,_.liz)
Gl G 2 (51 (4

hat. Die Kette (68) wird daher nur dann konvergieren, wenn
dieser Reihenwert ebenfalls von 1 verschieden ist, d. h. wenn

Cy Cp C1 CCl...C—1
Ko Al Sty COLULN | [0, ol il )
¥ +91+ e I o
ist. Bei unbedingter Konvergenz der Kette (51) muli daher
diese Ungleichung fiir alle endlichen 2> 1 erfillt sein. Wir
erhalten also:

Theorem XII. Wenn unter Beibehaltung der Be-
zeichnung von Theorem XI die ¢, beliebige komplexe
Zahlen (¢, + 0) sind, und wenn die unendliche Reihe

Co Cy 1 CpC) C2

1424 20 U2 ...

o b AT
absolut konvergiert, so ist die Kette divergent oder
konvergent, je nachdem der Wert K dieser Reihe
gleich 1 oder von1 verschieden ist; das Wertesystem
der Kette ist im letzteren Fall das gleiche wie bei



466 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 7. Dezember 1907.

Theorem XI. Die Konvergenz ist eine bloE bedingte
oder unbedingte, je nachdem unter den Zahlen

Kim 14 24 50 4 200820 a2, om))

~l

mindestens eine gleich K ist oder nicht.

Noch weit vollstiindiger konnen wir das Verhalten der
Kette im Fall n = 1, also fiir Kettenbriiche, bestimmen. Dann
ist niimlich nach (58):

W al
ceth @, —1°
wobei aber, da jetzt alle £, den Wert 1 haben, einfach
Q=14+c+coci+---+ececi---e_

zu setzen ist.
Hieraus kann ohne Schwierigkeit folgendes (im wesent-
lichen ja bekannte) Resultat entnommen werden:
Die Kette erster Ordnung
My —en o —fek |- e )
[co+°l, 6 P @ L, ] (e +0),
oder, was dasselbe ist, der Kettenbruch

SRR . W I~ N YL I
o1 fe,+1 feg+1 fes 1
zeigt folgendes Verhalten:

1. Wenn die unendliche Reihe
I e T YA S

konvergicrt und ihr Wert K von 1 verschieden ist,
so konvergiert der Kettenbruch gegen den Wert

1) Die Klammer (4 =1, 2, .. .x) bedeutet natiirlich wie seither immer,
daB in K) der Index 4 alle endlichen Zahlen durchlaufen soll; da-
gegen ist der Grenzwert lim Ki nicht inbegriffen; dieser wiire ja nach

Defigifiongléiab &
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Gk .

K—1
die Konvergenz ist eine blok bedingte oder unbe-
dingte, je nachdem von den Zahlen

l4c,+cye,+ - Fce-ooc,, (=123, .- )

eine gleich K ist oder nicht.

2. Wenn die obige Reihe gegen den Wert 1 kon-
vergiert, so ist der Kettenbruch divergent.

3. Wenn die selbe Reihe derart divergiert, daB
die absolut genommene Summe ihrer » ersten Glieder
fiir wachsende » den Grenzwert o hat, so konvergiert
der Kettenbruch gegen den Wert ¢,, und zwar unbe-
dingt.

4. Wenn die selbe Reihe derart divergiert, daf
die absolut genommene Summe ihrer » ersten Glieder
doch fiir unendlich viele »-Werte unter einer end-
lichen Schranke bleibt, so divergiert der Kettenbruch.

Diese vier Moglichkeiten bilden eine vollstindige Disjunk-
tion, sodaf das Verhalten des Kettenbruches jederzeit aus
dem Verhalten der unendlichen Reihe

14 ¢+ e, +coeic4 -
abgelesen werden kann. Sind speziell die ¢, reelle positive
Zahlen, so konnen blofi der erste und dritte Fall eintreten,
sodaf in Ubereinstimmung mit Theorem XI und mit dem Prings-
heimschen Fundamentalkriterium der Kettenbruch jetzt immer
konvergiert.

§8.

Hilfssatz iiber eine besondere algebraische Gleichung.

Es sollen jetzt die in den zwei letzten Paragraphen be-
nutzten Eigenschaften der Gleichung

o —gh=l 2?2 .. —p—1=0

nachtriiglich bewiesen werden. Wir betrachten zu dem Zweck
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gleich die folgende Gleichung, welche die vorige als Spezialfall
umfalt:

f@)=a"—az"'—a2"~2— ... —ay_yz—a,=0,

wobei die a; beliebige positive Zahlen sind, die den Unglei-
chungen

a,>a,>ag> - >a,>0
geniigen.

Nach der Descartesschen Zeichenregel hat f(z) eine
und nur eine (einfache) positive Wurzel p,. Es ist dann das
Polynom f(x) teilbar durch £ —g,, und man kann daher den
Ansatz machen:

@2 x,g)ol (@—1D)=z"—ba'—ba"*— - — b1z —b,

Zur Berechnung der Koeffizienten 4; findet man, indem man
mit dem Nenner z — g, ausmultipliziert, die Formeln

0,bh=na,

o b, _—b=ge,_, —a,

1
b, _,—b,_,=a, _,—a_,

0, b, —b,=a —a,.

Da hier nach Voraussetzung a, > 0, im iibrigen aber die rechts
auftretenden Differenzen wenigstens > 0 sind, und da auBerdem
auch o, positiv ist, so lehren diese Formeln der Reihe nach:

by>0, bpor >0, ... 52>0, b, >0.
Die J; sind also alle positiv; aulierdem ist ihre Summe
I’;+bs+ i +bn=
wie sich ohne weiteres aus (69) fiir 2 = 1 ergibt.
Wir beweisen nun: Die von p, verschiedenen Wur-
zeln von f(x) sind alle absolut kleiner als 1. Ange-
nommen niimlich, es sei g, eine von o, verschiedene Wurzel,

und man habe |0,/ >1. Dann ist o, auch Wurzel des Poly-
noms (69), und folglich:



0. Perron: Uber die Jacobi-Kettenalgorithmen. 469

ley' =180 + b0~ +---+5,_ 0, +3,]
<b, 0[P by o TP A bu 0g [+l Y)
S +by+ oAbt b)) oy " = gy

Dies besagt aber [0,/ <1, was der Voraussetzung [o,'>1 wider-
spricht; diese ist also unzulissig, und daher gewit | o, | <I;
w. 2o b W

Wir nehmen nun weiter die Koeffizienten «, als ganze
rationale Zahlen an. Dann ist:

f)=1—a, —ay—---—a,<0,
[(@,+1)> (@, +1) —a,[(@, 41~ 4@+ 1) 2+ (@, +1)+1]

=(a,+1)"—a,('-'-‘*2)i=1>o.
1

Also liegt die positive Wurzel zwischen 1 und a, + 1, wiihrend
nach obigem die anderen Wurzeln absolut kleiner als 1 sind.
Daraus folgt aber auch sofort die Irreduzibilitit des Poly-
noms f(z) im Bereich der rationalen Zahlen; denn wire es
reduzibel, so hitte es wenigstens einen Faktor

BB et iz
mit ganzzahligen?) Koeffizienten, dessen siimtliche Wurzeln
absolut <1 sind, wiihrend doch ihr Produkt gleich + fi, also
absolut >1 ist. Die in den Paragraphen 6 und 7 benutzten
Eigenschaften des Polynoms f(x) sind hiemit alle bewiesen.

§ 9.

Anwendungen.
Um jetzt eine kleine Anwendung der entwickelten Kon-
vergenzsiitze zu geben, setzen wir:

(70) PU)=Y TG Gt

1) Unter Ausschluf der Gleichheit, weil p, als ecine von o, ver-
schiedene Wurzel nicht positiv sein kann.
3) Nach einem bekannten Satz von Gaub.
1907. Bitzungsb. d. math.-phys. KI. 32
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wobei u,v irgendwelche konstante komplexe Zahlen sind,
wiihrend z eine komplexe Variable ist. Es ist dann ¢ (u,v)
eine ganze transzendente Funktion von 2.

Man verifiziert nun leicht die beiden Funktionalgleichungen :

(a) o) —upu+1,v)=z¢ @+ 2,v+41),
(b) o) —vpuv41)=zp@+1,v+42).

Schreibt man in (b) # + 1 an Stelle von w, multipliziert
sodann mit » und addiert die entstehende Gleichung zu (a),
so folgt:

() p(u,v)—uvp(u+l,v+1) =20 (w42, v+1) +uzp(u+2,0+2).

Schreibt man ferner in (b) u + 2 an Stelle von %, und v + 1
an Stelle von v, so kommt:

@ @u42,0+1) = @E+1)pu+2 042)=2pW+3,0+3).

Multipliziert man endlich diese Gleichung mit z und addiert
sie dann zu (c), so fillt ¢ (u+ 2,v+1) heraus, und man
erhiilt schlieBlich als Endresultat:

pu,v)=uvp+t+l,v+1)+ (utv+1)z¢u42,v4+2)
+ 2@+ 3,0+ 3).

Wir fithren jetzt die ganzen transzendenten Funktionen
von # ein:

=N L
2 ) =-Eu Fu+v+s)(v+r+s)s!

Es ist dann offenbar:
P, ()=@M+rv+7),

und daher erhilt man, wenn man in (71) ¥« 4 », v+ » an
Stelle von u, v setzt, die Rekursionsformel:

D, (2) = () (1) P () + £ (0 + 0+ 29 + 1) By (2)
+ P ¢,+3(2).
Schreibt man jetzt zur Abkitrzung:

QY]

(r=20,1,...0).

(73)
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(74) 22=a?, z(u+v+2r—1)=a?, (u4»)(+r)=a,
Z"D,_}_](Z):ﬂov), z(u+1}+21’—1)(b¥+1(;)+zz¢'+2(z)=x(l ),
(75) ¢(B)—$M (»=0,1, ),

so resultiert aus dieser Bezeichnungsweise im Verem mit (73)
das Gleichungssystem:

ziov)___abv)zf;ﬂ)’ x‘l’)=z'§)"“)+a‘1"x.(;+“, :t};’=z‘,'+”+a§"z,‘;+”

(76) r=01,...»).

Dieses stimmt formal genau mit dem System (13) itberein
(fur » =2) und gibt daher Veranlassung zum Studium der
Kette zweiter Ordnung:

0 g q®

a’, ad, a, ...
77) a®, a, a?, ...|.

ag\), a:(‘n' ag)'

Aus (76) erhiilt man auch wieder (vgl. (14), (14a)):
(18) o0 = AP ) + APV 4 AP (=0, 1,2),
(78“) I?.)= As}:‘ z(u).+u)+ Ag.—}‘-l) I(ll+;4) + Agj—e)x(;ﬁ,) (,‘ =0,1, 2)’

wobei die A4 natiirlich durch die bekannten Rekursionsformeln
(fiur » = 2) aus den durch die Formeln (74) definierten Grifen
al gebildet sind. Dagegen darf aus dem Gleichungssystem (76)
allein natiirlich nicht geschlossen werden, dak die Kette (77)
konvergiert, oder gar, dali ihr Wertesystem wie in § 1 gleich
a® 1'_"0_’ a® xg’?

g

wiire.') Doch wollen wir dies jetzt tatsiichlich beweisen.

') Durch diese Schlubiweise liefie sich geradezu beweisen, daf jede
Kette ein willkiirlich vorgegebenes Wertesystem hat. Vgl § 2 der
folgenden Mitteilung des Verfassers: Uber die Kettenbruchentwicklung
des Quotienten zweier Besselschen Funktionen.

82*
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Wir beschriinken zu diesem Zweck die Variable z in der
komplexen Zahlenebene auf das Innere und die Peripherie eines
Kreises mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und von beliebig
groiem Radius R; also:

(79) |z|<R;

den Nullpunkt selbst schlieBen wir aus, damit die stets zu
machende Annahme a" % 0 erfillt ist; also:

(80) 2/>0.

Unter diesen Kinschriinkungen folgt aus der Definitionsgleichuny
(72), wenn »> ul|, »> v ist:

@ (& » v
[Pt Fo+) ,(5)—1 | = xl(uﬁj-q;u(;:—v), s)‘:

- 7
}>_'_‘l(u+v)(u+l+]) (utrts-1) (otv) (vtr+1). .. (vhras— l)s

« Its . L
<‘2__,l(’:—llw';’;")isi—G(V—IN)('—III)-— 3

Dieser Ausdruck nithert sich fiir unbegrenzt wachsende » der
Grenze 0; also folgt:

81 li_m I'(u+»)I'(v+»)D,(c)= 1.

Setzt man hier » 4+ 1 an Stelle von » und dividiert die ent-
stehende Gleichung durch (81), so kommt:

(82) (“ + )(v + ) ‘[)M}-l (l) =N

=z . Tl P, (ﬂ)
Daher ist z0) = @, (¢) fiir geniigend grotie Werte von »
gewili von Null ‘verschieden, und man erhilt als erstes wich-
tiges Resultat:

Pl
] 0 N D, 41 (2)
(83) r11=n}l e =z l_l_l: “, (2) = 0.

Ferner ist nach den Definitionsgleichungen (75):
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7 sutv+2r — DDy () + 2 By (2)

z D, (2)
2 (utv42v=1) (u+y) (v+) Doy, (2) 42 v+’ (&) P, 41 ()
T () (v+r) D, (2) Qi1 (2) D(2)

Hieraus folgt dann unter Beriicksichtigung von (82), (83) das
zweite wichtige Resultat:

x(r)
(& Jim z

Wegen |2| < R folgt aus den Definitionsgleichungen (74)
filr »>ul, »>|v:
[aP <R, aP| <R ui+|v|+2r—1),
> e—[u) o —0)

Daher gibt es eine nur von R, nicht aber vom speziellen
Wert = abhiingende Zahl N, derart, dai fiir » > N durchweg
a9+ ap|< (| —1)
ist. Dann nehmen aber nach den Entwicklungen zu Beginn

des § 3 die Zahlen Afj"‘: von » = 1 ab mit wachsendem »

monoton zu, und die Kette
af"), a+h, a¥+y, ...
(85) a®, a¥+y, g¥+9
ag, a¥En g ¥+
erfiillt die Voraussetzungen der Theoreme 1I und III (mit

#=1). Sie ist also unbedingt konvergent, und. wenn ihr Werte-
system mit al™, a{™ bezeichnet wird, so ist (Theorem III):

(86) 1a® > a® |+ |a®|>0.
Nun ist nach der Definition des Wertesystems einer Kette
(pag. 407):

A(l N

By — N W e (N

(R7) a® = aM lim o 1 ay lim T
Ai=x ‘10,N A= 4 0N

@
‘l._v
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Da also diese Grenzwerte existieren. und nach (86) iiber-
dies al™ 0 ist, so ist fiir hinreichend grofie Werte von 4
gewifi auch:

AP0, AP 4 0.

Ferner wurde bereits hervorgehoben, daf dann auch z{V # 0
ist, sodai man aus (78%) fir x = N und fiir hinreichend grofie
A erhiilt:

Pl A“‘ Zd+H  AAED gut N
(89) u+ Ayl 1 l“'*" x!j*‘ w»t Au;-T) x(g).-{-.\') +1
E=0,2).

Der Wert ¢ =1 ist hier aber nicht ohne weiteres zu-
liissig, da wir nicht wissen, ob der dann auftretende Nenner
A¢+%? ebenfalls von Null verschieden ist.

Da die Grifen ‘A"’NI mit » monoton wachsen, so ist:

| ARy | | 483"
&) gl |agslst

Wiihlt man jetzt in Formel (88) fiir i den Wert 0 und lifit
dann 1 unbegrenzt wachsen, so folgt unter Beriicksichtigung
von (83), (84), (89):

¥

lmzu-;-)v)Au-*—") L

Daher ist notwendig z{™ % 0, und aufierdem:
(90) lim 345 A3+ = 29 % 0.
i=w i

Um in Gleichung (88) denselben Prozefi auch fir i = 2
ausfithren zu konnen, setze man in der zweiten Gleichung (87)
an Stelle von 1 zuerst 4+ 1, sodann 4 + 2, und dividiere
die zwei entstehenden Gleichungen durcheinander, was wegen
a™ % 0 erlaubt ist. Es kommt so:

APED AGEY

l'_"l A“*"‘ 1(A+") =1
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Mit Riicksicht auf (89) folgt daher:
A¢E
A(H—“)

(l\

| 4§
<1; also auch: lim <1y

hm 1“+ ')l

Infolgedessen kann jetzt auch fiir i =2 aus (88) geschlossen
werden:
z

llm W 1.

Es ist also auch z{™ $0, und auierdem

(91) }i;nwx(‘;h\') A%};?) — 142.\1)# 0.

Dividiert man jetzt (91) durch (90), so kommt:

i

lim
(1+') M
).—'mA xu

oder auch mit Riicksicht auf die zweite Gleichung (37):

(N) — qN) “_
(92) ¥ = a x‘

Da die Kette (85) unbedingt konvergiert, so setzen wir:
al"+n, gV, -+,

a¥+D
aW+n gD gV +3) 1
TR T B ™ A D
2
a4+, a¥+9, V49, )
und erhalten natiirlich (vgl. (12) pag. 413):
a@+v a@+D
M g™ e O ¥ = a™
ay” =G, +a(2,v+n' a; +aw+ D

Analog zu Formel (92) finden wir jetzt aber auch:
2N+
a¥+! = aF+! )x(V+n’

lmv‘ mit 2

1) Ubrigens kann man leicht beweisen, daf auch i
monoton wiichst, wodurch die obigen Betrachtungen sich etwas ver-

einfachen wiirden.
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und folglich:
x(\+l) z.u+n +a“"x“+" _tn’)
aV) = afy) + xn+—n = ———x.w—u— =aj )_.,,uv
letzteres nach (76) filr » = N. Mit (92) zusammen besagt
dies aber, daly das Wertesystem der konvergenten Kette (85)
kein anderes ist als:
ol x};\')
a(‘v, vy Y a(‘v) ;17.
0 xf;\) (4 x((;\]

Jetzt ist es nicht mehr schwer, das Analoge auch fiir die
Kette (77) nachzuweisen. Nach dem Lemma auf pag. 414 wird
diese niimlich konvergent oder divergent sein, je nachdem der
Ausdruck

AD a® 4 AF+HD o f AG+D oD
von Null verschieden oder gleich Null ist; und ihr Werte-
system ist im Konvergenzfall:
AN a4 AN+ o) L fF+D (M)

al” = a’ i=1,2
0 A(\)al\l +A\\+l)alvl+ 4_(\+1),(\) =

Nach unseren Resultaten ist aber fiir i =0, 1, 2:
Ny at (V41 (N N (N
A® at™ . AT+ o L A5+ gf

(V\
= _(Amw)_i_,uwnzm_*_ AF+2 gz

(l“]
F(, 2" (nach Formel (78)).
Die Kette (77) wird daher konvergieren oder divergieren, je
nachdem z{) von Null verschieden oder gleich Null ist, und
ihr Wertesystem ist im ersten Fall:
o @
a® = a ;3_)” a® = a® 5;(“)'
Nun ist nach Formel (75) ) = 2* @, (2), also eine ganze
transzendente Fuuktion von 2z, und hat als solche nur eine
endliche Anzahl von Nullstellen im Gebiet ' <R. Schlieit man
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diese nachtriiglich noch aus, so ist demnach die Kette (77)
konvergent, und wenn man fiir a”, z{’ die in (74), (75) an-
gegebenen Werte einsetzt, so erhiilt man die Formel:

b * [fwto—D+2 %’8
[d“+v+2v-n]== 2, (2 '
@+NE+n L= |3
oder auch (vgl. pag. 409):
@, (2)
1, - x 22 ')jm 2
{0,2(1«4—0-{-2:'—1):’ =| b, (2)

Da der Radius R des Kreises, innerhalb dessen die Variable =z
gelegen sein sollte, beliebig grof gewiihlt werden kann, so gilt
diese Formel fiir jeden endlichen Wert von z, welcher nicht
Nullstelle der Funktion @;(2) ist. Man darf nachtriiglich
sogar den seither ausgeschlossenen Wert 2 = 0 wieder zulassen,
da unschwer die Formel

1, 0 N
L
0, (u+») (v+»)) = ]
zu bestiitigen ist.!) Wir bekommen demnach:

Theorem XIII. Bedeuten w,v zwei beliebige Kon-
stante, und z eine komplexe Variable, so gilt diec Be-
ziehung:

. @, ()

1, 2 ! [z’ rI: @)
0, z(u-t+v+4+2r—1)| = p

0, +n@+rn o [P

D (5)

1) Bei dieser Kette ist niimlich fir » >3 durchweg:

— uv

AP =0, 4P =0, 4 +0,

wobei dann allerdings vorausgesetzt werden mufs, dal weder « noch v
eine negative ganze Zahl ist.
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fiir alle endlichen Werte von 2, ausgenommen die
Nullstellen der Funktion &, (s); fiir diese divergiert
die Kette. Dabei bedeuten @,(c), ¥, (2), P,(s) die
ganzen transzendenten Funktionen:
Fd
s (m) e 2=0 1‘(u+v+s)1(v—f—r + s)s!
Ubrigens ist die obige Kette nicht immer unbedingt
konvergent; dies ist offenbar nur dann der Fall, wenn wir
von 2z die Nullstellen aller Funktionen @, (¢) (v =1,2,...®)
ausschliefien. Fithrt man die analoge Entwicklung fiir Ketten
erster Ordnung durch, so gelangt man zu einer Formel, welche
im wesentlichen mit der bekannten') Kettenbruchdarstellung fiir
den Quotienten zweier Besselschen Funktionen iibereinstimmt.
Wir wiihlen jetzt filr u, v, z speziell rationale Werte:

e f g
R R S
wo ¢, f, g, b ganze Zahlen sind. Dann sind die Elemente der
in Theorem XIII auftretenden Kette simtlich rationale Zahlen.
Es gibt daher eine iiquivalente Kette mit lauter ganzzahligen
Elementen, niimlich:

(»=0,1,2).

“ =

i f}—, y
7( +f+27—1)
o (i) (E+) L
1, g, o, g :

|0 9@-+1+0), gHH{+38), ghr(e-H+@v—1))
0, (e+h)f+h), (e4+2h)(f+2h), (e+rh)(f+rh)

Diese letzte Kette erfillt nun aber die Voraussetzungen
von Theorem IX. Daraus folgt erstens, daB sie unbedingt

v=3.

) In der Literatur iibrigens meist ohne ausreichenden Beweis.
Vgl. die folgende Mitteilung des Verfassers: Uber die Kettenbruchent-
wicklung des Quotienten zweier Besselschen Funktionen.
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konvergiert, daher kann der Wert s = —’— 9 keine Nullstelle von

&, (2) sein, weil sonst nach Theorem XIII die Kette diver-
gieren mifite. Zweitens folgt aber auch aus Theorem IX,
daf keine Relation der Form
q)a (2) b, (2) =
Py+ P 2* @, (2)+ Py ((pl ) uv) =0

mit rationalen, nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten P
bestehen kann; oder, was dasselbe sagt, da u, v, 2 rational
sind: keine Relation der Form

o Py (2) + @, D, (2) + Q@ Py(2) = 0

mit rationalen, nicht siimtlich verschwindenden Koeffizienten Q.
Dies Resultat lifit sich folgendermaBen formulieren:

Theorem XIV. Wenn &,(¢), D,(2), Py(2) die gleichen
ganzen transzendenten Funktionen sind wiein Theorem
XIII, und wenn die dabei auftretenden Konstanten u, v
rationale Werte haben, so kann die Gleichung

Qo Dy (2) + @, Py (e) + Q; Py () =0 (¢%0)

fir rationale @, Q,, Q;, # nicht bestehen, es sei denn,
dafi Q= @, = @, =0 ist. Insbesondere haben also die
Funktionen @,(2), D,(2), P,(2) keine rationalen Null-
stellen.

Besonderes Interesse bietet die Annahme:

u=4%, v=4§.

Setzt man dann noch :r=(£

3
3) , so findet man nach leichter
Reduktion:

oD, = Z@j}"{;(e"+e“+e";),
» Ch
Q‘D 9)J(3s+))| I

35
o, --..43}:48-:1)%, %Z (L&t +e2er s +ee®)—2(c*+ee “+ere™Y)],

(e~+ee“+s’e""‘),
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wo & eine primitive dritte Einheitswurzel bedeutet, und ¢ =
re) I'(;-,') ist.  Aus Theorem XIII folgt daher:

)

7 o ¢t P4 det 4 rc”-: 2 b,
81 & + et + e2e?s Bl
'27"5 = Fj_f‘ie' 4 e __2_
0,G3+nE+n],-, 9 & +eet e 9

Hierauf wenden wir zur Beseitigung der Nenner die auf pag. 410
betrachtete Transformation an mit g, = 81, o, = 9(» >1),
wodurch das Wertesystem das o, (= 81)-fache wird. Dann
kommt :

81, 5, 918, g8 : [ o pa ks L T
0, 5423, 1208 6900 - e 4ce .—i-; :,.

§ e e PANIPYANTIE

0, 4:5, 7-8, (143»)(2+37) ), =3 l9g Biret L Agh = 118,

Statt des Elementes a{" = 81 darf natiirlich auch nachtriglich
wieder 1 geschrichen werden, da ja das Wertesystem einer
Kette von a{” nicht abhiingt. Endlich kann man die rechts
stehenden Glieder 2¢* und 18 als a®, @’ unter die Kette
bringen (vgl. pag. 409) und erhilt so:

= + et + et
N T [c‘"—
203 5409, 1200 63 e+ eert +€2efz

: —— ¢t et
18, 4:5, 7-8, (143)(2+37)}ves [9‘:’o+w = et

Diese Formel ist das Aquivalent zum Lambertschen Ketten-
e+ e

=T
Leg end reschen Irrationalitiitssatzes die Irrationalitit von
& e v
e —e—+
wir jetzt, unter Anwendung von Theorem XIV, daB zwischen
den drei Zahlen

bruch fiir Wie man aus diesem mit Hilfe des

-, also von e fiir rationale  erschliefit, so schliefen
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o, =¢ + e + et
wy=¢ + ee¢ 4 e,
wy =€ + elert + g€,

wenn { rational und von Null verschieden ist, eine Relation
der Form

Q 0, + ¢y, + Qy0y;=0

mit rationalen Koeffizienten @; nicht bestehen kann, aufier
es ist @, = @, = @y = 0; inshesondere sind w,, w,, wy niemals
gleich Null. Wenn auch dies Resultat nicht Anspruch auf
Neuheit erheben kann, weil es in dem viel allgemeineren
Lindemannschen Satz ilber die Zahl ¢ enthalten ist, so bietet
doch die Herleitung hinreichend Interesse und zeigt die An-
wendbarkeit der Jacobiketten auf derartige Fragen.

Die Untersuchungen dieses Paragraphen lassen sich auf
Ketten beliebiger n'** Ordnung ausdehnen und liefern dann
insbesondere auch das Resultat, dat zwischen den n 4-1 Zahlen

wi=etdet FeeN e (i=0,1--.n),

wo ¢ (% 0) rational, und ¢ eine primitive (n 4 1)t Einheitswurzel
ist, eine Relation )] @i w; =0 mit rationalen, nicht siimtlich
verschwindenden Koeffizienten @; nicht bestehen kann. Indes
werden diese Untersuchungen fiir > 2 schon iiufierst kom-
pliziert; ich werde aber an anderer Stelle von einem neuen
Gesichtspunkt auf die Frage zuriickkommen.
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