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Die Untersuchungen über die singulären Stellen der durch 
ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung 

(l xx d x2 d xn 

-Alj X2 Xn 

definierten Kurvensysteme sind qualitativer Art, sofern sie sich 
mit der Analysis situs solcher Systeme beschäftigen, quanti- 
tativer mit Rücksicht auf die Darstellung der Integrale in der 
Umgebung der singulären Stellen durch konvergente Entwicke- 
lungen. Nach beiden Richtungen sind diese Fragen durch die 
bekannten Aufsätze von Poincaré, „Sur les courbes définies 
par les équations différentielles“ (im Journal de Mathématiques, 
3° Série, tome VII und VIII, 4''Série, tome I und II, 1881 — S6) 
gefördert worden und neuerdings vor allem durch die Arbeiten 
von Bendixson (Acta mathematica, Bd. 24, 1901). 

Bei Poincaré tritt dabei schon die Beziehung der Fragen 
der Analysis situs dieser Kurvensysteme zu den Kronecker- 
schen Untersuchungen über die Charakteristik eines Funktionen- 
systems zutage, ohne daß indes die hiedurch ermöglichte 
Form der Darstellung weiter verfolgt würde. Bendixson 
andererseits hat neuerdings eine Abzählungsformel für den 
Charakter solcher singulärer Stellen gegeben (a. a. O., S. 39 u. f.), 
welche gleichfalls wieder auf die Kroneckerschen Sätze hin- 
weist, ohne daß diese Beziehung hervorgehoben wäre. Ich 
selbst habe mich in früheren Studien („Beiträge zur Analysis 
situs“, Berichte der K. Sachs. Ges. d. Wiss., Leipzig 1885 
und 188G, Mathematische Annalen, Bd. 32 und 37 ; vergl. auch 
meine Untersuchungen „Über die gestaltlichen Verhältnisse der 
durch eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei 
Variabein definierten Kurvensysteme“, Sitzbein d. K. Bayer. Akad. 
d. W. v. J. 1891 und 1892) zunächst für Gebiete von zwei 
und drei Dimensionen mit Beziehungen der Analysis situs zur 
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Kroneckersclien Charakteristiken theorie eingehend beschäftigt 
und dabei Relationen zwischen den singulären Stellen eines eine 
Fläche einfach überdeckenden Kurvensystems aufgestellt, welche 
jene von Poincaré gegebenen Beziehungen und die Bendixson- 
schen umfassen. 

Legt man für die Darstellung dieser Relationen das obige 
System von Differentialgleichungen zu Grunde, für ein ebenes 
Gebiet zunächst also die Gleichung 

dx, dx2 x ~ x 
und zieht dabei systematisch die Kroneckersclien Sätze heran, 
so gewinnen diese Untersuchungen eine sehr übersichtliche 
Form, welche insbesondere den Kern der von Bend ix son zur 
Herleitung seines Satzes angewendeten Methoden klarer her- 
vortreten läht. Bei der Verallgemeinerung auf das System 

d Xj d x2 d xH 

X = X = ' ' '= xn 

ergibt sich als neu ein Zusammenhang zwischen den singu- 
lären Stellen der im n dimensionalen Raume definierten Kurven- 
systeme und gewissen auf (n—1) dimensionalen Begrenzungs- 
mannigfaltigkeiten abzuzählenden besonderen Punkten. 

Um die Darstellung übersichtlich zu gestalten, schicke 
ich jene früher von mir aufgestellte Beziehung aus der Ana- 
lysis situs eines Kurvensystems sowie die zu verwendenden 
Abzählungsformeln der Kroneckersclien Charakteristiken- 
theorie voraus, wobei ich mich bei den letzteren auf die 
Summenformeln beschränke. 

§ 1. Analysis situs eines einfach unendlichen Kurven- 
systems. 

Eine beliebige, ebene oder gekrümmte, einfach oder mehr- 
fach berandete, aus einem oder aus mehreren Teilen bestehende 
Fläche sei einfach von einem Kurvensystem überdeckt, so zwar, 
daß von einem Punkte auf dem Rande im allgemeinen ein 
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Kurvenzweig, von einem Punkte im Innern im allgemeinen 
zwei Kurvenzweige auslaufen. Im Innern seien singuläre 
Punkte P‘ vorhanden, von denen n Kurvenzweige ausgehen; 
dabei kann n = 0, 1, 3 . . . n sein; die Anzahl dieser Punkte 
sei p. Weiter bezeichnen wir als Punkte P\r (ihre Anzahl 
sei PP) Punkte, von denen unendlich viele Zweige ausgehen; 
wir begreifen hier auch solche Punkte mit ein, denen sich 
unendlich viele Kurvenzweige asymptotisch nähern (Wirbel- 
punkte). Ebenso seien auf dem Rande, in der Zahl pn Punkte P'n 

vorhanden, von denen aus je n (■n = 0, 2, 3 . . . n) Zweige in 
das Innere der Fläche laufen. Sei endlich KF die den Zu- 
sammenhang der Fläche bestimmende Zahl (für welche ich 
wieder die Annalen 32 gegebene, dort mit KLl bezeichnete 
Zahl benütze, deren Beziehung zu den Riemann-Neumannschen 
Zusammenhangs-Zahlen ebendort § 4 erörtert ist), dann besteht 
zwischen jenen singulären Punkten und der Zahl Kp die Be- 
ziehung 

(1 ) 2 pV (n — 2) pn — L' (n — 1) pn -j- 2 KF 

(Annalen 32, S. 501). Die Formel gibt also eine Beziehung 
zwischen den „Punktcharakteristiken“ der singulären Punkte 
im Innern und den „Punktcharakteristiken“ der Randpunkte, 
so zwar, daß jeder Punkt im Innern: 

(2) 
I\ mit + 2 

1\ mit — (n — 2), 

jeder Punkt auf dem Rande 

(3) P'n mit (n — 1) 

zu zählen ist. 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir an- 
nehmen, daß unser Kurvensystem auf dem Rande keine anderen 
singulären Stellen besitzt als Berührungen einzelner Kurven 
des Systems mit der Randkurve — eventuell lassen sich solche 
durch geeignete Verschiebung der Randkurve hersteilen. Wir 
unterscheiden diese Berührungen als „innere Berührungen“, 



6 15. Abhandlung: W. v. Dyck 

(1. h. Punkte P'2 und als „äußere Berührungen“, d. li. Punkte P’J; 
es kommt ihnen der Punktcharakter -)- 1 bzw. — 1 zu, so 
daß wir die Formel (1) in vereinfachter Gestalt 

(la) 2pi — £ (n — 2)pi
n = f, - i>’0 + 2 K„ 

schreiben können. In dieser Form wollen wir die Gleichung 
benützen als Definitionsgleichung für den Gesamt- 
charakter aller im Innern unseres Gebietes gelegenen 
singulären Punkte, bestimmt aus der Anzahl der 
inneren und äußeren Berührungsstellen unseres Kur- 
vensystems mit dem Rande. 

Beschränken wir uns auf einen einzigen singulären Punkt 
(der etwa durch das Zusammenrücken einer Anzahl einfacher 
singulärer Punkte 1‘‘ bzw. lJi entstanden sein mag, und grenzen o n cc CD 

1 n 

um ihn (etwa durch eine Kreislinie, falls es sich um ein ebenes 
Gebiet handelt) ein einfach zusammenhängendes, einfach be- 
randetes Elementargebiet, Kp — 1, ab, so ist der Charakter i 
dieses Punktes definiert durch die auf der Begren- 
zungskurve abzuzählende Zahl: 

(4) 2i — p2 — PQP 2. 

Poincaré bezeichnet diese Zahl i als den „Index “jenes 
Punktes. 

§2. Die Kroneckersche Charakteristik K eines Funk- 
tionensystems.1) 

Es seien Fn, Fv . . . Fn eindeutige reelle Funktionen der 
reellen Variabein xv x2 . . . x„, die für endliche Werte der 
Variabein endliche Werte annehmen und für welche inner- 
halb des zu betrachtenden Gebietes die n -f- 1 aus je n dieser 
Funktionen zu bildenden Funktionaldeterminanten niemals 
gleichzeitig mit den betreffenden Funktionen für ein Wert- 
system der x verschwinden. Wir setzen dabei diese Funk- 
tionen F so normiert voraus, dah das Gebiet F <1 0 ganz im 

1) Monatsberichte der Berliner Akademie vom März 1SG9, Werke 
Band i. 
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Endlichen liegt, als von F= 0 umschlossener „Innenraum* 
Dann <nlt zunächst die Formel: 

0r») 

-^11 I112 ' ‘ ' ^ 

F„ F„ . . . F2H I ] = 0, 

F , F o F n! 
u- n2 • • • w 

wenn die Summe ausgedehnt wird über alle Punkte (xap, 
. . . r„), für welche gleichzeitig die Gleichungen 

Fi = 0, F., = 0, ... FH = 0 

bestehen und wenn wir dabei diese Punkte mit -j- 1 bzw. mit 
— 1 in der Summe zählen, je nachdem die obige Funktional- 
determinante positiv oder negativ ist. Wir bedienen uns dabei 
auch in der Folge des Zeichens f ] um die Zahl -j- 1 bzw. 

- 1 dem positiven bzw. negativen Zahlenwerte des in der 
eckigen Klammer stehenden Ausdruckes gemäß zu charak- 
terisieren. Erstrecken wir aber diese Summation nur auf den 
Inn en raum der Mannigfaltigkeit Fa — 0, dann gelangen wir 
zu einer charakteristischen Zahl: 

7,’ 
-* 1 1 -*-19 • • •-*-!> 

(6) l'[ FnF„...Flt 

n 1 nl • • • nn 

die Summation erstreckt über die Punkte: 

F0< 0, Fj== 0, F2 = 0..., F„ = 0. 

Alle (n -j- 1) Summen, welche wir mit Hilfe der (n -j- 1) 
Funktionen unter Auszeichnung jedesmal einer derselben bilden 
können, ergeben stets dieselbe Zahl K, welche Kronecker 
deshalb als Charakteristik des Funktionensystems bezeichnet. 
Das Vorzeichen von K hängt noch von der Reihenfolge der 
Funktionen ab. 
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Aus Gleichung (5) folgt sofort noch eine zweite Reihe 
von Formeln zur Bestimmung der Zahl K in der Gestalt: 

(7) K = F L [Fa 

F F F\ x n j. 12 . . . -i |„ , 

F F Fo 2122 ’ ' -w 

F i F « 7T7 
-1- ni M2 • • • un 

die Summe erstreckt über alle Punkte: 

A; = o, A; = 0, ... Fn = o. 
Solange es sich nur um Betrachtungen handelt, bei welchen 

die (n +1) Funktionen nicht gegeneinander ausgezeichnet sind, 
bietet die Betrachtung der verschiedenen Darstellungsformen 
der Charakteristik kein neues Interesse. Aber diese verschie- 
denen Formen führen sofort zu weiteren Sätzen der Geometrie 
der Lage, wenn es sich um Betrachtungen handelt, hei denen 
die einzelnen Funktionen des Systems eine verschiedene Rolle 
spielen. So habe ich seinerzeit die verschiedenen Möglich- 
keiten, die „Zusammenhangszahl“ einer Fläche mit Hilfe ver- 
schiedener Summenformeln abzuzählen, betrachtet. So ergeben 
sich auch hier unsere Sätze über die singulären Stellen der 
durch Differentialgleichungen definierten Kurvensysteme eben 
aus jenen verschiedenen Darstellungsformen der Charakteristik. 

§ 3. Abzählung im Gebiete von zwei Dimensionen. 

Für das durch eine Differentialgleichung o o 

/AX (lx! (I Xe, 

(8) v = y" 

(in welcher X1 und X, eindeutige Funktionen von xl und x„ 
bedeuten mögen) gegebene Kurvensystem werden die singu- 
lären Stellen: 

Xj = 0, X2 - - 0, 

wenn wir von höheren Singularitäten zunächst absehen, be- 
kanntlich nach dem Vorzeichen der Determinante 
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(9) X.i 
X21 xM 

unterschieden in Punkte PL für zlx>0 und P‘ für Ax < 0. CG 4 

Dabei umfassen die Punkte P^ 

die Wirbelpunkte 
(foyers) 

und die Knotenpunkte 
(noeuds) 

und reihen sich in diese 

die isolierten Punkte (P‘}) und die Büschelpunkte 
(centres) 

als spezielle Fälle ein. Die Punkte P* sind die 

Doppelpunkte (cols) des Kurvensystems. 
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Für die Abzählung der im. Innern eines Gebietes F(xv .e.,)<0 

enthaltenen Punkte F‘0 und hat man also zunächst: 

(10) Pi X Po — P\ \ ' 
Än X]2 

A 1(. .A...., 
= Kx -V) 

die Summe ausgedehnt über die Punkte: 

F < 0. X, = 0, X„ = ft. 

Diese Zahl Xv ist demnach (nach Definition (6)) 

die Kroneckersehe Charakteristik des Funktionen- 

systems F, Xj, X.,. 

Andererseits sind die Berührungspunkte der Kurven des 

Systems (8) mit der Randkurve F — 0 gegeben durch 

F = 0, X, F, + Xs Fä = 0 

und eine einfache Rechnung zeigt, daß der Unterschied der 

.inneren“ und „äußeren“ Berührung einer Integralkurve mit 

F — 0 bestimmt wird durch das Vorzeichen von: 

(11) (X, F2 — X2 F,) • 
(XX + X2F2), 

F, 

(X, 7-; + X2F2)2 ’ 

so zwar, daß man hat: 

K-Ä = ^[X,7^- X2 F,) x 
(12) I T? Jf 

1 a ~i g K ■ 

' \ (x, F, + xx), (X, /•; 4 x:; F2)2 

die Summe ausgedehnt über alle Punkte: 

F = 0, X, F, + X., /•; = 0. 

Diese Formel ergibt also nach Definition (7) die 

Zahl KXF = A(j% —p'(|) als Kroneckersehe Charakte- 

ristik des Funktionensystems: 

F = 0, (X, F, + X X) = 0, (X, F, - X2 F,) = 0. 
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Endlich läßt sich die Zusammenhangszahl Kr des Ge- 
bietes F < 0 nach meinen früheren Untersuchungen darstellen 
durch die Formel: 

(13) ï'u F„ 

F F I 21 J. 22 

die Summe ausgedehnt über die Punkte: 

.FCO, F, = 0, F,, = 0. 

Die Relation la 

(p‘) PI + F, — P\ = 2 (p'-i —PO +■ FF 

stellt s i c Ji also dar als eine lineare Beziehung z w i - 
sehen den drei Charakteristiken 

Kx des Funktionensystems F= 0, X, = 0, X., = 0, 

KF des Funktionensystems F = 0, I'\ =0. F2 = 0, 

Kx, F d e s F u n k t i o n e n s y s t e m s F - 0, X1 F, -j- X., F2 = 0, 

Xj F2 — X2 Fj = 0 

in der Form: 

(Dl) K\, F = Kx + KF. 

§4. Umkehrung: Analytischer Beweis der Formel 1. 

Die Gleichung (14) zwischen diesen drei Charakteristiken 
folgt nun aber auf die einfachste Weise direkt aus den Sätzen 
des § 2 über die verschiedenen Darstellungsformen einer Cha- 
rakteristik und es ergibt sich damit ein unmittelbarer analy- 
tischer Beweis der Formel 1, die ich früher aus Betrachtungen 
der Analysis situs hergeleitet habe. 

In der Tat, betrachten wir das Funktionensystem 

( I :,) /•' = 0, X, F, + X, F, = 0, X, F, — X., l’\ = 0 

und zeichnen in demselben, wie dies in Formel (12) geschehen, 



12 15. Abhandlung: W. v. Dyck 

die Funktion (Xt X2 —X2 F,) vor den beiden anderen aus, so 
ergibt sich die obige Bedeutung von KXF als: 

KK,F = i (Po —p$. 

Heben wir aber andererseits F — 0 vor den beiden an- 
deren Gleichungen des Systems hervor, so handelt es sich um 
die Schnittpunkte von 

X, X, + X, F, = 0 und X, Ft — X„ F, = 0 

im Innern von F = 0. Diese beiden Gleichungen sind aber 
nur verträglich, wenn entweder 

Xj = 0 und X2 = 0 
oder 

F1 = 0 und F2 = 0 

ist; d. h. geometrisch für die singulären Punkte der Diffe- 
rentialgleichung einerseits und für die Doppelpunkte des Kurven- 
systems F = const, andererseits. 

Die Charakteristik 

KX,F = 
— v (X, F\ + X, F2\ (X, X, + X, /'X 

(Xj X - X2 XX (X, F, - x2 X,)2 

spaltet sich also in zwei Summen, die nach Weglassung je des 
positiven Faktors (X'i -j- XI) bzw. (Fl -(- Fl) geschrieben 
werden können: 

X Y, F = [ 
X X ! 

X2[ X22 

F F , I 
] + £[ " ”h. r r J 21 x 22 I 

die erstere Summe ausgedehnt über die Punkte : 

F< 0, Xj = 0, X2 = 0, 

die zweite Summe ausgedehnt über die Punkte: 

F< 0. X, = 0, F2 = 0. 

Das ist aber nach obigem unmittelbar: 

Kx F = Kx G X/,’ w. z. b. w. 
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Zeichnen wir endlich von den drei Gleichungen (15) die 
dritte 

XxFi -f- X2 F2 = 0 

für die Berechnung der Charakteristik aus, so handelt es sich 
um die Abzählung der Punkte F — 0, XiJ'2— A2Fj = 0 
analog der Formel (12). Dabei entsteht die neue Formel, 
wenn wir dort Xl und X2 mit X2 und — A) vertauschen. 
Geht man also von der Differentialgleichung: 

d Xi d x2 

X = - -X , ' 

d. h. von dem Orthogonalsystem des ursprünglichen Kurven- 
systems aus, so handelt es sich jetzt für die Abzählung längs 
der Kurve F— 0 um die Berührungspunkte des Orthogonal- 
systems. Der Punktcharakter der singulären Stellen X., = 0, 
— Xi = 0 dieses Orthogonalsystems aber, gegeben durch das 
Vorzeichen der Determinante: 

stimmt überein mit demjenigen des ursprünglichen Systems, 
ein Resultat, von dessen Richtigkeit man sich auch geometrisch 
sofort überzeugt. 

Allgemeiner gilt dieser Satz bekanntlich, wenn man die 
Differentialgleichung ersetzt durch die andere: 

d Xi d x-2 
Uu Xi -J- «io X., o21 Xi -j- a.2o Xo 

Der Punktcharakter der singulären Stellen X1 = 0, A,= 0 
bleibt hier erhalten bzw. verwandelt sich in den entgegen- 

O o 

gesetzten, je nachdem die Substitutionsdeterminante ' aik positiv 
oder negativ ist. 
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§ 5. Formulierung für das Gebiet von n Variabein. 

Geben wir nunmehr zu dem System von Differential- 
gleichungen mit n unabhängigen Variabein 

(16) 
dxl dx a dxn 

-V, ' A. = • • • = x„ 

über, so ergeben sich die analogen Formulierungen folgender- 
maßen: 

Es bezeichne wieder: 

Al • • • X]„ j 

(17) &X = IJV [ [[[ [ j], 

I -^-nl • • • I 
die Summe ausgedehnt über alle Punkte: 

F <0, Xj = 0, . . . X„ = 0, 

die Charakteristik der singulären Punkte der Differentialglei- 
chung im Innern der (n— 1) dimensionalen Mannigfaltigkeit 
F = o ; ebenso sei : 

Fu • • • Fln 

(is) K,, - LI ; ;;; ; j, 
J'n\ ... l'nn 

die Summe genommen über alle Punkte: 

F < 0, F, = 0, . . . Fn = 0, 

die „Zusammenhangszahl“ des Raumes F < 0; endlich bilden 
wir die Charakteristik KX,F des Funktionensystems der folgen- 
den n -f- 2 Funktionen der n Variabein xu x2, ... xn und des 
Parameters /: 

F = 0, 
Ai, 1\ -j- XI-2 -j- • — X,( 1' n = 0, 

X -XF, = 0, 
X2 — XF2 = 0, 

X„ — t.Fn = 0. 

(19) 
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Stellen wir dabei zunächst KX,F unter Auszeichnung der 
Funktion F dar in der Form: 

(LXtFi), O)X,Ft)2 ■ ■ ■ (SXiFd» 0 

Ai—hF\\ X\->—/.Ft* . . . X\n—%F\n —Fi\ 
(20)A'.v, ,'=!;[ .   ■ !], 

X,i 1 /.Ft, I Xu -iF„ X„ -FFn ■Fn\ 

die Summation ausgedehnt über die gemeinsamen Lösungen von 
O o o 

1J Xi Fi = 0, x-u<\ = 0, An / — 0 

im Gebiete F < 0. Dann läßt sich die hier verlangte Sum- 
mation zerlegen in die Summationen über die Punkte 

F < 0, X, = 0, X, = 0, . . . Xn = 0 
und 

F < 0. X, = 0, Xo = 0, . . . Fn = 0 

und man erhält für die einzelnen Summationen gemäß der 
obigen Formeln (17) und (IS) sofort die Zahlen Kx und KF. 
Wie in § 3 folgt also die Relation: 

(31) Kx, F = Kx + Kr. 

Diese Relation führt nun wieder zu einer Beziehung 
zwischen den singulären Stellen im Innern des Gebietes FK. 0 
und gewissen Stellen auf der Begrenzung F= 0, wenn wir 
nunmehr, analog wie in § 4. die Zahl KX,F durch eine Ab- 
zählung auf der Mannigfaltigkeit F = 0 bestimmen. 

Stellen wir zu dem Ende die Charakteristik KX,F dar 
durch eine zweite Summenformel, in welcher wir die Funktion 

Ali F\ -{- • • • + XnF„ 

auszeichnen. Dann erstreckt sich (gemäß Formel 7) die Sum- 
mation über alle Punkte: 

(22) F= 0, Xi-XFt= 0, 

d. i. über die Punkte der Begrenzungsmannigfaltigkeit F = 0, 
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welche von den Integralkurven unseres Systems senkrecht 
durchsetzt werden. Es ist 

(23) 
X 

KX,F — 1 1J [(-XI FI -p • • • -p X„ F„) 

Fi F* . . . F„ 

Xu — XFi 1 Xic—XU jo . . . Xj„ — XFi, Fi 

X„i — I Fn\ X„2 — XF„o . . . X„„ — XFun —F„ 

eine Formel, die wir abkürzend 

(23*) Kx, y — i L [(Xi -Fi + • • • + X„ F„) • A (A)J 

schreiben wollen, oder mit Berücksichtigung der Gleichungen 
(22) und nach Unterdrückung des stets positiven Faktors 
( J'j- F'£) in der Form: 

(23”) XA-F=i-L[U/1(2)]. 

Gemäß dieser Formel zerfallen diese Punkte auf F = 0 
in zwei Klassen, die wir etwa folgendermaßen geometrisch 
unterscheiden können: 

Es sei unser Raum xh Xo, . . . xn abgebildet in einen Raum 
ii, St, ... in durch die Formeln: 

(24) ii — Xi — fi Fi i = 1, ... n; 

es entspricht dann jedem Punkte (x,) zunächst eine Gerade im 
Raum der (£,■), mit dem Parameter fi. 

Jedem Nachbarpunkte (x, -p dxi) entspricht eine Nachbar- 
gerade : 

ii -p di, = Xi — u F, -p d Xi — fi d 1— F, d u. 

Liegen nun die Punkte x, und Xi -p dx, auf F = 0 und 
stellen wir die Bedingung auf, daß die beiden zugehörigen 
Geraden im Raum der ii sich schneiden, so folgt in bekannter 
Weise aus: 
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1<\ dxi -f- * * • "I- Fn dxn — 0 und 

(Xik — ft Fik) dxk — Fi du = 0, 
1 

daß die Determinante (n — l)ten Grades in u 

Fi F2 . . . Fn 0 ! 

\_i 1 — fid- n X\2~~ F\2 ■ . . Atn p d- 1 H ; 

(26) I (/t) = •   

Xn I — u ï ,[i Xu-2 ,u F.„2 . . . Xn„ n Fnn Fn\ 

verschwinden muß. Den reellen Lösungen /<■ dieser Gleichung 
entsprechend gibt es also auf jeder Geraden eine gewisse An- 
zahl reeller Punkte, in welchen sie von einer Nachbargeraden 
des Systems geschnitten wird. Nun wählen wir speziell auf 
F— 0 die Punkte aus, in welchen die Integralkurven die 
Mannigfaltigkeit F senkrecht durchschneiden, das sind also 
die Punkte 

(27) F= 0, Xi — l Fi = 0 

oder anders ausgedrückt, die Punkte auf F— 0, deren Bild- 
gerade im Raum der durch den Koordinatenanfangspunkt 
f,- = II hindurchgehen. Jede dieser Geraden wird durch die 
der Gleichung 

j 00 = o 
entsprechenden reellen Punkte in eine Anzahl Stücke zerlegt, 
in deren einem der Koordinatenanfangspunkt liegt. Der Aus- 
druck in der Summenformel (23b) 

[;. • I (/)] 

entscheidet also, ob der Koordinatenanfangspunkt in einem 
„positiven“ oder „negativen“ Stück jener Geraden liegt, er 
teilt, wie man sich auch ausdrücken mag, die „Berührungen“, 
welche die durch die X, gegebenen ebenen Elemente des 
Systems (16) mit der Mannigfaltigkeit F, eingehen, in positive 
und negative Berührungen. 

Sitzungsb. d. math -phys. Kl. Jalirg. 11)09, 15. Abh. o 
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Die Unterscheidung ist, wie schon bei Formel (17) er- 
sichtlich, eine definite nur für gerades n. Nur in diesem 
Falle bildet also (wie schon Poincaré am obengenannten Orte 
bemerkt) die Zahl KX,F ein absolutes Kriterium für den Punkt- 
charakter der im Bereich F <. 0 liegenden singulären Punkte 
des Systems. 

§6. Die Formeln für einen singulären Punkt. 

Beschränken wir uns auf einen einzigen singulären Punkt 
der Differentialgleichung, den wir in den Koordinatenanfangs- 
punkt legen, und für welchen wir die Entwickelung annehmen 

Xi = p «12^2 + ■ - • + «\nX„ 

X-2 — «21 -p a&X-Z -p • • • ~p fl2„ x„ 

X „ = «„ 1 X\ -p (i„ox> -p • • • -p annx„ 

und setzen weiter noch F = 0 als Kugel vom Radius o um 
den Punkt gelegt voraus: 

(30) F - (xf + 4 + oI 2) = 0, 

so folgt für die Abzählung auf der Kugel, den Formeln (22) 
und (23) entsprechend: 

(31) 

(an — 7.) X\ -p ct\oX-2 -p • • • «\nxn — 0 

(32) KXJ. 

an\ X\ -p dnoX-2 j • * * (dim 7.) xn —: 0 

j X\ x-i . . . xn 0 

I ci\ 1 — 7. ti\o ... c(|„ — X\ 

— I 1J [7. • I «21 «22   7 . . . (Io,, — Xo ] , 

I «H 1 «»2 * * . «HK 7. Xn 

die Summe ausgedehnt über die durch die obige Gleichung (31) 
gegebenen Wertsysteme der X{ und des 7. ausgedehnt. 

Die Formel läßt sich noch einfacher schreiben, wenn man 
die Variablen Xi eliminiert. Setzen wir zur Abkürzung: 
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(l\\ — X Cl\2 ... d\n 

C&21 d-2i — X ... Clo n = f7 W, 

Ö'wl ^n2 

so erhält man, nacli Unterdrückung stets positiv bleibender 
Faktoren: 

; aP7«] 
' dl ’ 

die Summe ausgedehnt über die reellen Wurzeln der Gleichung: 

I (l) = 0. 

Normieren wir schließlich in der bekannten Weise das 
System (16, 29) in der Form: 

d S I ^ SH d SH 

01 £I dl £ä (In SH 

wo die (ji reelle oder komplex konjugierte Zahlen bezeichnen, 
so haben wir für die Bestimmung von Kx. v das Funktionen- 
system 

(di — /) fi = 0 

 i/Ks;: = o 
f? + ---^-o2 = 0 

und also für die Abzählung auf der Kugel 

AA, F 
dII (ff I■ — 

3/ 

die Summe über alle reellen / = ÿ, erstreckt. 
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