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Zwei reelle Kurven C, C\ im Raume1) stehen in einer 
reziproken Beziehung, wenn ihre Punkte P, P, derart ein- 
ander zugeordnet sind, daß die Verbindungslinien P P, von 
unveränderlicher Länge h sind, und die Tangenten der Kurven 
in P, P, einen konstanten Winkel y mit PPj bilden. 

Es besteht aber ein wesentlicher Unterschied, je nachdem 

dieser Winkel beträgt oder nicht. Im ersten Falle findet 

keine Relation zwischen den zugehörigen Bogenelementen ds, 
ds, statt, und wenn der Winkel für die Kurve C gleich 

— ist, gilt wegen der Unveränderlichkeit von PP, dasselbe 

für C1. Im zweiten Falle aber muh die Gleichung ds cos y = 
dsx cos yt, also ds = ds1 bestehen; dann ist aber bei ge- 
gebenem cos;' die Lage der Linie PP, gegen das charakteri- 
stische Frieder von (J, wie sich leicht zeigt, durch eine Dif- 
ferentialgleichung erster Ordnung bestimmt, welche nur von 
der Krümmung und Torsion der Kurve C und den Konstanten k 

71; 

und y abhängt. Es besitzt daher der Fall y = — — abge- 

sehen von seiner Symmetrie —, wenn man von der Unver- 
änderlichkeit von y nicht abgehen will, einen größeren Spiel- 

') Es ist vielleicht nicht unzweckmäßig, „Kurven im Raume“ und 
„Raumkurven“ zu unterscheiden. Die meisten der in der Literatur be- 
handelten Fragen handeln allgemein von Kurven im Raume, während 
man die Bezeichnung „Raumkurve“ nur da verwenden sollte, wo die 

betreffende Kurve einen von co verschiedenen Torsionsradius hat, wie 
dies in der Theorie der algebraischen Kurven längst üblich ist. 

1* 
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raum für weitere Untersuchungen, und daher soll nur diese 
Beziehung hier verfolgt werden. 

o O 

Unter einem Kurvenpaar im Raume verstehen wir daher 
zwei reelle Kurven C, C1, welche durch gemeinsame Nor- 
malen von konstanter Länge punktweise aufeinander 
bezogen sind. Dieselben scheinen sich von jedem Punkte 
dieser Normalen aus betrachtet unter dem Winkel der kor- 
respondierenden Tangenten zu schneiden, sie „schneiden sich 
unter diesem Winkel“. 

Es handelt sich hier also um die kinematische Frage 
nach den Beziehungen zwischen den Bahnen irgend zweier 
Punkte einer starren Geraden, welche beständig „senkrecht zu 
sich selbst“ bewegt wird. Indessen scheint es nicht zweck- 
mäßig, die Gesichtspunkte der Bewegungslehre in den Vorder- 
grund zu stellen. Schon die Untersuchung der Bertrandschen 
Kurvenpaare, welche einen ganz speziellen Fall des hier be- 
handelten Gegenstandes bilden, zeigt, daß eine andere, an die 
Beziehungen zur natürlichen Geometrie anknüpfende Behand- 
lung einfacher ausfällt. Eine zweite Betrachtungsweise könnte 
an die Regelflächen anschließen, auf denen die Kurven C, C\ 
orthogonale Trajektorien der Erzeugenden bilden. Ich habe auch 
diesen an die Flächentheorie anknüpfenden Weg, der übrigens 
zu manchen für diese letztere interessanten Resultaten führt,1) 
hier nicht verfolgt, weil mir ein anderer, dessen Grundlagen 
in den § 1, § 12 entwickelt sind, angemessener erschien. 

Da das Beispiel der Bertrandschen Kurven — abge- 
sehen von den schönen Eigenschaften der Fokalellipsen und 
Hyperbeln — fast das einzige ist, in dem man sich mit den 
gegenseitigen Beziehungen von Kurven im Raume be- 
o o O O 

schäftigt hat, so dürften die folgenden Untersuchungen viel- 
leicht geeignet sein, das Interesse auf dieses bisher, wie es 
scheint, weniger betretene Gebiet zu lenken. 

!) Auf den zu den Bertrandschen Kurven gehörigen Normalen- 
Iiegelflächen bilden diese selbst zwei orthogonale Trajektorien der Er- 
zeugenden, die zugleich Haupttangentenkurven der Flächen sind. 
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Eine große Zahl von weiteren Problemen, die im fol- 
genden teils angedeutet, teils sich unmittelbar an dasselbe an- 
schließen, wird sich jedem leicht darbieten. 

Werden übrigens Kurven im Raume durch ihre natür- 
lichen Gleichungen charakterisiert, so entzieht sich freilich in 
denjenigen Fällen, wo man die zugehörige Riccatische Glei- 
chung nicht durch verhältnismäßig einfache Quadraturen zu 
lösen im stände ist, die Gestalt der Kurven einer näheren 
Diskussion. Es sind daher vorzugsweise solche Fälle besprochen, 
die auch der Anschauung zugänglich sind ; man wird erkennen, 
daß auch diese in mannigfaltiger Weise einer weiteren Aus- 
dehnung fähig sind. 

Es seien x, y, z die Koordinaten der Punkte P einer 
reellen Kurve O im Raum, der Bogen s die unabhängige 
Variabele. Die Richtungscosinus ihrer Tangente, Hauptnormale 
und Binomiale seien, wie -üblich, durch das Schema 

bezeichnet, dessen Determinante gleich + 1 ist. Alsdann gelten 
die Formeln von Frenet 

§ 1. 

Kurvenpaare im Raume. 

f> y> C 

X, u, v 

dx 

1) 

da £ 
d s r 

iU _ £ 
ds~ T 
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nebst den entsprechenden für y, ß, y, /.t; 0, y, f, v, r und T 
sind die Radien der Krümmung und Torsion. 

Wird nun auf derjenigen Normalen der Kurve C, welche 
unter dem Winkel o gegen die Hauptnormale geneigt ist, 
— wobei ein positives n demjenigen Drehungssinn entspricht, 

Jl 

durch den, vermöge der Rotation um die Tangente, die Haupt- 

normale in die Binormale übergeführt wird — eine konstante 
Strecke Je abgetragen, so bilden die Endpunkte l.\ eine zweite 
Kurve 6',, deren Koordinaten x,, y,. 0, sind. Die entsprechenden 
Riclitungscosinus des charakteristischen Triëders von 6', seien 

a\ ’ ß 1 > J’i 

//,, r, 

die beiden Krümmungsradien r, und 7j, der Winkel, den die 
von J\ nach P gerichtete Normale von 6', mit der Haupt- 
normale von C, bildet, sei o,, das Bogenelement von C, endlich 
ds,, so gelten die Formeln 

x, — x -j- k (f cos n T /. sin o) 

x -= x, Je (g, cos oj 7, sin o,) 

nebst den entsprechenden Vertauschungen für //,. s, u. s. w. 

Solche Kurven C, C', bilden ein Paar, welches durch ge- 
meinsame Normalen von konstanter Länge Je verbunden ist, 
es soll kurz als ein Kurvenpaar bezeichnet werden. 

Es handelt sich nun zunächst um die Beziehungen, 
welche zwischen den beiden Triëdern stattfinden. Differentiiert 
man die erste der Gleichungen 2) nach s und bezeichnet den 

Differentialquotienten 
ds 

mit S, wobei S als eine positive 

Zahl anzusehen ist, so folgt nach den Formeln 1) 

3) ul S = -f- # (f .sin r, — /. cos a), 

wenn 



(Hier Kurvenpaare im Raume. 

V = I cos n 

4) d = h 

d a 
cls 

gesetzt wird. Es ist daher 

5) S*=p' + q\ 
Aus 3) folgt 

£(««, + ßßi + rrO =v 
h) S (n, £ -f /?j i-j -j- f) = q sin n 

S (ß, / + /?, ,u + 7i »') = — >1 cos o. 

Verfährt man ebenso mit der zweiten der Gleichungen 2). 
so entsteht 

1: 
Pi = 1 

4“) 

und es wird 

3a) 

wobei 

d, = /l' 

, (Z o 

1 
rJ\ 

cos o, 

Ol 

o, = 
äs, 

s y = «i P, + di di «in ßj — /•, cos öj), 

n,li +/'/'] + 7}'i =ih '3' 
ba) « fl + ß »/, + 7 £, = (Zi Ä sin ß, 

« + ß/t, + 5’ >h = —q,S cos o,. 

Da nach 6) und 6a) 

Ia S‘l2\ — P 

und nach oa) 
1 

S2  P‘ T d'l 

S42i = 22; ist, so iblgt 
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es läßt sich aber zeigen, daß unter den angenomme 
aussetzungen über die Lage der beiden Triëder 

P S»ïi = 2 

Durch nochmalige Differentiation von 3) nach s fo 
Benutzung von 1) 

Si + aiS‘ = -p -f 
d p sin 
ds-q~7 

■ y (£ cos a [ sin o) 

n- ■ , \ dq (£ sin a — / cos o) -, 
ds 

dS 
wobei S' = - gesetzt ist. 

ds ° 

Setzt man in diese Gleichung den aus 3) folgen 
von a,, a ein, so hat man 

-1 rto /dp S‘ q — o- — a I — ^ p sin a 
ds SP r 

ff- £ sin a 
dq S' 
ds S - c2 + 

p ql cos o 

— I ( cos o — igi) + x sin a ). 

r h 
1 

lc 

Nun ist nach 5) 

falls 

II 

dp S‘ 
ds P S 

q 
s* 

= qü 

d q S' — p 
Js~q~S=~S*' = — p ü. 

Q ■/ 
ds 

arctg 

gesetzt wird. Die vorstehende Gleichung für £ ?/j 
daher in die folgende über 

ieii Vor- 

ist. 

gt unter 

den Wert 

, £j geht 
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7) + f 

ß-S2 = aqlO 
sin o 

r 

cos o — p ß sin o 
\r h 

-f- l (r> ß cos o — sin a ), 

die man auch in die Form 

(r 

-l S* = ß — 

7 a) 

[« q — p (£ sin o — /. cos o)] 

+ 
cos o \ 1 sin r> 

~~1T (.P — £*) 

bringen kann. 
Aus 7) folgt nun durch Multiplikation mit den Richtungs- 

cosinus des Triëders von C und Summation 

HP' (£ f, + 11 Vi + C C,) ~ f — y cos o — p ß sin a 
/ j / /t/ 

TTTi , , n , . . /S* sinn in (« + ß>h + r Ci) r = (i (ß —- 

... »'S1 _ „ sin n 
IIIe (7 li + ,M »?t + r Cj) — = p ß cos o — ql ——, /*j /£ 

ferner durch Quadrieren und Addieren der Gleichungen 7) 

£4 / sin cr\2 p cos a ß 
= —r-V; sin ö 

+ p + ßv 

oder, wenn man C°-S - -- ' , ^ setzt, und Sl = pl 4- q% ein- 
r k 

führt 

IV3 & = S2 (o _ singV I i4)* 

IVb S4 

,S'a ß ß 
sin ( ( 

+ ^ + p(^-D-1) 

*) Für — 1 ist also \ + 9 ^ cos (o oj) = LÏ1. 
r* r: r< r 
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Durch diese Gleichungen ist der Krümmungshalbmesser 

rl der Kurve C\ bestimmt. Setzt man ferner aus 6:‘) den 

Wert von 

« D + ß Vi + y = h S sin oJ 

in IIIb ein, so erhält man 

Sill o 
1 Ä3 = 2 ß - 

sin a 

oder, wenn nach Ib durch q ausgedrückt wird 

q(s' t sin Oj ^ sin a 
= Üq, 

so daß — wenigstens so lange nicht q = 0 ist 

„sino, sin a 
h - + 

r, r 
o 

wird. Die Formel V gilt aber auch der Kontinuität zufolge 

an allen Stellen, wo q — 0 ist; daß sie auch dann noch gilt, 

wenn q durchweg Null ist, wird sich weiter unten zeigen. 

Aus den Gleichungen P und V hat man also 

8) 

k cos ö, r 
r, = 7S'2 

k sin O,   7c / sin a 
= S ““ ~ 

tg n, = 7c 
5 Ü — 

sm o 

S'2 — 1 +- 
7c cos I 

und diese Gleichungen bestimmen eindeutig den Winkel a,. 

da r, eine absolute Zahl ist. Die Torsion von 6', entnimmt 

man endlich aus der Gleichung 
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cs würde sein- umständlich sein, sie durch Bildung der dritten 

Diüerentialguotienten von xl, y1, zx nach sx zu berechnen. 

Die Gleichungen 1 bis V, welche hier noch einmal zu- 

sainmengestellt werden sollen 

VI 

P = 1 - 

lh = 1 — 

7c cos o 
2 = M >r — 

7c cos o, 

+ = 7>i + 2ü 

2, = Æ 

-+2i = 2, 
d 

1 

T 

1 

+ 

= 2' 

iP smo, sin o - 
o   + = D = arctg r, r ds ° 

enthalten die vollständige Theorie eines Kurvenpaares 

und sind ganz allgemein gültig. Ist die eine Kurve G'j 

etwa eine Gerade, so kann man die Binomiale willkürlich fest- 

legen, dabei ist aber zu beachten, daLs der Winkel Oj hievon 

abhängig wird. Eine Kurve C kann also nur dann mit einer 

Geraden ein Paar bilden, wenn nach IV“ 

sin n 
IJ = 0, S* -p=0 

ist, dies sind Beziehungen, denen alle willkürlichen Kurven 

auf einem Kreiszylinder genügen. 

Nach den Gleichungen VI haben p und p, sowie q 

und q1 immer das gleiche Zeichen; es ist zugleich 

mithin auch 
PP, +22 i = l- 

I>Pi<h 2 2i < 1- 

Beziehungen zwischen den charakteristischen Triëdern eines 

Kurvenpaares. 

Bezeichnet man die Iiich tun gen der Tangenten von C und C" 
in entsprechenden Punkten P, P, mit t, und ebenso die der 

Hauptnormalen und Binormalen mit h, hx\ b, bt so folgt nach 

§ 1, 6) 
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ï> 
COS (t tx) = ^ 

cos (tj h) = q 
sin o 

S* 

cos (tx b) = — q 
cos o 

,S'2 

und nach § 1, III): 

cos (thx) = q Q _ sin ö 

cos (bhj) — g- f — — ~ cos o — p ü sin n 

cos (6/ij) = ^ -Q cos o h sin o 

sowie nach § 1, 6a): 

cos (tJ^) — qx sin n, 

cos (£&,) = — qx cos öJ. 

Zur Berechnung von cos (/«&,) benutzt man die Gleichung 

I ^ Q ! 
cos(A&j) == ; a, /I, j'j , 

i *h fi ! 
welche durch Multiplikation mit der in § 1 erwähnten Deter 

minante 
(a i À) 

die Formel 

cos (h bj) — — (cos t tx) cos (hx b) — cos (tx b) cos (hx t) 

1 ( S2 Ü cos a — 
sin n 

? S3 

liefert. 

Ebenso findet man: 

cos (b bx) = cos (ttx) cos (h hx) — cos (tji) cos (t k) 

' 1 
S3 

S2 

r 
S2 Q sin o — - cos a 

lb 
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cos (£&j) — cos (/, h) cos (bii.,) — cos (t1 b) cos (/i/i,) 

wenn man cos o, = (1 —p,) setzt. 

Da diese Beziehungen gänzlich von der in § 1, P ange- 
gebenen Gleichung unabhängig abgeleitet sind, kann man die 
letztere in der Tat hieraus folgern. 

') Diese Formeln entsprechen den Formeln der sphärischen Trigono- 
metrie, aus welcher sie unter sorgfältiger Beachtung der Vorzeichen auch 
durch die Betrachtung der beiden Frieder abgeleitet werden können, 
sobald man die Beziehungen IV und V des § 1 hinzuzieht, ln der Tat 
erhält man auch durch geeignete Umformung der im Texte angegebenen 
Werte für die Richtungscosinus 

Da die Vorzeichen den Voraussetzungen über die beiden Triöder ent- 
sprechend gewählt sein müssen, ist es vielleicht nicht überflüssig, diese 
Gleichungen auch durch die Rechnung zu bestätigen. So hat man z. B. 
für cos (ft &j)> wenn Q durch seinen Wert aus § 1, V ersetzt wird 

sin ö sin ö, 
ri 

— COS ö 

und da 

cos (b bj) = — sin a sin u, j- cos o cos o, 

wie behauptet wurde. 
Überhaupt würde sich der Hauptinhalt des § 1 auch durch geeignete 

Infinite.simalbetrachtungen rein geometrisch herleiten lassen. 
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Aus der Vergleichung 

folgt nämlich: 
cos o 

q~s- 
1 

der beiden Werte von cos (tb,) 

= Sqj cos or 

Ist also nicht cos o, = 0 so wird q — q1 S'1. Da man aber 

auf dieselbe Weise auch die Gleichung 

Sql cos n = q 
cos o 

~S~ 

herleiten kann, so würde die in Rede stehende Gleichung § 1. Ib 

nur dann nicht bestehen, wenn gleichzeitig cos a und cos o, 

gleich Null wären. Dies erfordert aber wegen 

cos o _ (1—ji) cos a, (1 — /),) 

r /■• ' /•, k 

daß q> = p{ = 1 ist. Damit wird aber auch S% - 1, also q = ql 

= 0, so daß in diesem Falle die Beziehung zwischen q und qy 

nicht in Betracht kommt. 

Um auch die Formel V des § 1 allgemein zu erweisen, 

gehe man von der aus § 1, 2) folgenden Identität 

i cos o -f- A sin o -p cos a, -R A, sin Oj = 0 

aus. Aus derselben folgt durch Multiplikation mit den Rich- 

tungscosinus £, A, a und Summation: 

cos o 4- cos a, cos (hht) -j- sin a, cos (Äfr,) = 0 

sin o 4- cos Oj cos (hl t) -|- sin u, cos (bt t) = 0 

cos (4/ij) cos Oj -)- cos (£&,) sin o, = ü. 

Setzt man hier die zuvor gefundenen Werte der Cosinus 

ein. so erhält man aus der letzteren 

und 

^ a cos o, ( Q 
sin a c sin r?1   — o 

ebenso: 

p(S* — p) + S s-^ - flj 

sin a\ /sin a , sin a, 

G 
f- S— ! — fl 

/■ 1 

= 0 

= 0 

= 0. 
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Hieraus ergibt sich aber immer die Gleichung § 1, V. Der 
Fall S2 = 0 ist natürlich auszuschliehen, denn es ist dann 
p = 0, q — 0 und die Kurve C, reduziert sich auf einem Punkt, 
und C wird durch eine Kugel vom Radius 7c, deren Mittel- 
punkt dieser Punkt M ist, aus einem Kegel mit der Spitze 
in M ausgeschnitten. Ist also q = 0 so kann man immer 
noch p 0 voraussetzen. Wäre nun gleichzeitig Sl—p — 0 

und Ü — ~‘n = 0, so wird die Kurve 6', wie aus der Formel 7) 

des § 1 hervorgeht eine Gerade, da r, = co wird; in diesem 
Fall verliert die Relation ihre Bedeutung. Ist dagegen p = 0 

und Ü — Sm ’ = 0 so wird sie noch immer gelten, wenn nur 

nicht cos o1 = 0 ist. Dann aber ist px — 1, was mit der 
Gleichung S2p1—p im Widerspruch steht. 

§3. 

Invarianten des Kurvenpaares. 

Unter einer Invariante des Paares verstehen wir hier 
solche Ausdrücke, welche sich nur um einen von S, dem Ver- 
hältnis der Bogenelemente in entsprechenden Punkten 
des Paares, abhängigen Faktor ändern, je nachdem man sie 
für die Kurve C oder Gj bildet. 

Solche Invarianten sind den Gleichungen 

SlPi = P, S'1 qt=q 

zufolge p und q\ ihr Quotient ist eine absolute Invariante. 

Ferner ist 

mithin : 

o -v- arctg 
ds ° 

O 
ds, 

arctg 

Dj S = D; 

also ist auch U eine Invariante. Desgleichen hat mau 
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oder : 

2P = 2 Sin ° 4-2 S —°l 

r r, 

Q __ g smö = sin a,\ 

ri )' 

Die Bedeutung dieser Invariante wird alsbald hervortreten. 

Andere Invarianten erhält man aus den Werteil von 

cos (7iAj) und cos(?i&j). So tindet man die Identitäten 

„cos o 
?2 - » P piJ Sill (7 S* = - 

cos a, 
Al "i 

und 

1 ( S'1 Q4 0 . g* 
—I — — I2sin o — cos o 

wobei Ä. = ~ gesetzt ist. 

^ — iS'flij.sin Oj — j_l coso, ) S6 

Das Verschwinden der ersten dieser beiden Invarianten 

sagt aus, daß die Hauptnormalen der Kurven C, 6', in ent- 

sprechenden Punkten aufeinander senkrecht stehen. Analog 

dazu drückt das Verschwinden der zweiten aus, dali die Bi- 

normalen einen rechten Winkel miteinander bilden. 

Der Cosinus des Neigungswinkels co der Tangenten von 

G und Cj in entsprechenden Punkten P, P, ist: 

mithin : 

cos co — V 
S 
 P  

+ Vpl + (f 

tgco 

Ist nun m = const, so ist auch ü = 0, und dies ist die 

Bedeutung der Invariante P. Wenn sich also die 

Kurven eines Paares „ unter konstantem Winkel“ 

schneiden, d. h. wenn sie von einem Punkte der gemein- 

samen Normale sich unter diesem Winkel zu schneiden scheinen, 

so ist: 
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sin - 4- S —- = 0. 
r ri 

Aus o = 0 folgt daher aucli o, =0: Man hat also ein 
Kurvenpaar mit gemeinsamer Hauptnormale, die Kurven bilden 
ein Bertrandsches Paar. Dies ist im wesentlichen der von 
Niewenglowski, Comptes Rendus 85, p. 394, 1877 aufge- 
stellte Satz.1) 

1) Ich erwähne dies, weil in der Enzyklopädie der Math., Bd. I1T. 
3, p. 232 dieser Satz in der folgenden Form ausgesprochen ist: 

Trägt man auf den Hauptnormalen einer Kurve C eine konstante 
Strecke fc ab und hat die Kurve Gt der Endpunkte die Eigenschaft, daß 
die Schmiegungsebenen von G und 6) einen konstanten Winkel mit- 
einander bilden, so sind beide Kurven Bertrandsche Kurven. 

Hier ist statt des Wortes „Schmiegungsebenen“ Normalebenen ein- 
zusetzen. Daß der Satz in der anderen Fassung unrichtig ist, läßt sich 
leicht an einem merkwürdigen Beispiel zeigen — man vergleiche übrigens 
die allgemeine Untersuchung in § 12. 

Trägt man auf den Hauptnoriualen einer Kurve G, deren Krüm- 
mlings- und Torsionsmasse mit Q, z bezeichnet sein mögen, eine kon- 
stante Strecke k ab, so ist, wie man aus den Formeln des § 1 oder 
durch direkte Rechnung ableitet, der Cosinus der Binormalen von G und C. 

cos (IWij) = D (1 — y 

wo V = Q ( 1 — k (j) — k T- 

ist, während ,S4 

= V ‘2 (J2 5'2 

wird, Hills zur Abkürzung 

O -- 
ds 

arc ta 

gesetzt ist. Ist demnach für die Kurve G die Bedingung V — 0 erfüllt, 
so bilden die Binormalen von C und <-t beständig einen rechten Winkel 
miteinander, d. h. die Binomiale von Ct ist der Hauptnormale' von C 
parallel. Und so ergibt sich: Trägt man auf den Hauptnoriualen der 
Kurven C, deren Gleichung Q = k (o2 -|- r-) ist, eine konstante Strecke k 

ab, so beschreiben die Endpunkte derselben eine Kurve Gt, deren Bi- 
nomiale der Hauptnormale von G parallel ist, und deren Krümmungs- 
halbmesser 

U 
ß ] 

Sitzungsb d. matb.-phyg. Kl. Jahrg. 1900,19. Abh. 
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§ 4. 

Kongruente und symmetrische Kurvenpaare. 

Die Kurven eines Paares sind kongruent und mit ent- 
sprechenden Punkten aufeinander bezogen (entsprechend 
kongruent) wenn 

JS*=1, r = r,, T = + 1\ 

ist; sie sind dagegen symmetrisch, wenn 

Sl=l, r = rt, T = — 1\. 

Ist nun zunächst S2 = 1 und r = t\, so folgt aus § 1 Ia 

p = 2h oder cos at = cos n 

ist, während das Torsionsmaß durch die Gleichung 

(1 — k Q) (dQ\
2 

TlT = _iö*w[dl) 

gegeben ist. Die Bi normalen resp. Hauptnormalen von (\ bilden daher 
mit den Binormalen resp. Hauptnormalen von C rechte Winkel, aber der 
Cosinus des Winkels der Tangenten von C und (7, ist nicht konstant, 
sondern gleich , , n 1   IC Q 

S 

und die Kurven C, (7, bilden kein Bertrandsches Paar. 
Ist dagegen Q = 0 oder 1 — qlc — x. const, so hat man die Gleichung 

der Bertrandschen Kurven; auch wird 

1 — k o 
cos (b b,) =   

und dies ist in der Tat eine Konstante. Hierin ist auch der Fall mit- 
inbegriffen, wo 1 — kg = 0 ist. Die Kurve G ist dann von konstanter 

Krümmung ^ ; die Tangente. Hauptnormale und Binomiale von (\ läuft 

bezüglich der Binormale, Hauptnormale und Tangente von C parallel. 
Das Krümmungsmaß von C\ ist ebenfalls konstant und gleich dem von 

fj; das Produkt der Torsionsmasse wie immer gleich ~. 

Die Regelflächen der Normalen derjenigen Kurvenpaare (7, Cj, bei 
denen die Hauptnormale von C und die Binormale von (7, in die Richtung 
der Erzeugenden fallen, haben zwei orthogonale Trajektorien der Er- 
zeugenden, von denen die eine Haupttangentenkurve, die andere geodä- 
tische Linie ist. 
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und nach IVb daselbst: 

O = 0. 

Nun sind zwei Fälle zu unterscheiden. Ist Ü = 0, so 
folgt aus § 1, V : 

sin (jj = — sin a; 

also Oj = — o, und es wird nach § 1, P: 

1) 

Ist dagegen 

so folgt analog: 

— 2 a' 
1\ T 

Q — 2sino _ o 
r 

T ----- 1\. 

Das liefert den Satz: Entsprechen sich die Kurven 
eines Paares „mit gleichen Bogenelementen“ und 
gleichen Krümmungsradius, so schneiden sie sich ent- 
O CJ 7 

weder unter konstantem Winkel, sind aber von einander 
durch die Torsion im allgemeinen verschieden; oder sie sind 
k o n g r u e n t. 

Wird jetzt zuerst angenommen, daß die Kurven des Paares 
kongruent sein sollen, so folgt unter der Annahme -Q = 0, 
da jetzt T = Ï, ist, aus l): 

2 o' = 0. 

Demnach ist o ein konstanter Winkel. Da aber wegen 
Q = 0, q=pc ist, wo c eine Konstante, so folgt: 

2) 
7c cos ö\- 

r (1 + c2) = 1. 

2 
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Demnach ist r ebenfalls eine Konstante, und da 

3) jT = ? 1 — 
k cos ( 

so ist auch T konstant. 

Unter der Voraussetzung, daß die kongruenten 
Kurven eines Paares sich unter konstantem Winkel 
schneiden, sind also beide Kurven gemeine Schrauben- 
linien. 

Dieser Satz erleidet eine Ausnahme, wenn die Konstante c 
gleich Null ist. Denn als dann liefert die Gleichung 2) nur: 

cos n f 1; cos o 

Ist nun o = — so braucht r nicht konstant zu sein, nach 

3) wird aber T — 0. Die beiden Kurven des Paares sind daher 
eben. Dies ist aber ein ganz trivialer Fall; (J und C\ liegen 
in parallelen Ebenen und bilden ein durch konstante 
Binormalen verbundenes kongruentes Paar; G ist da- 
bei völlig willkürlich. 

Der Fall 
k cos n 

r 
9 erledigt sich leicht. Jede der Kur - 

ven C, Cj ist ein Kreis mit dem Radius r: beide liegen 
in parallelen Ebenen und ihre Mittelpunkte haben 
den senkrechten Abstand 2rtgo. 

Außer den eben genannten trivialen Fällen und dem der 
kongruenten gemeinen Schraubenlinien gibt es aber noch 
unzählig viele andere kongruente durch die Gleichung o o o 

o 2 sin o 
r 

charakterisierte Kurvenpaare; für diese sind die Winkel 
der gemeinsamen Normale mit den Hauptnormalen in ent- 
sprechenden Punkten gleich. 
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Sollen dagegen die Kurven ein symmetrisches Paar 
bilden, so hat man wieder zwei Fälle zu unterscheiden. Ist 
erstens Ü — 0, so wird at = — a, und aus der Gleichung 

folgt nun: 

1 
T 

1 
T 

0 

\ 

Dann bilden, vgl. § 5, die gemeinsamen Normalen eine 
Developpabele. Da jetzt p1 = 1, so ist p = ± 1. Für p = -f- 1 ist 

lc COS 11 
r = 0, 

also cos o = 0. Dann sind aber beide Kurven eben, und der 
Unterschied zwischen Kongruenz und Symmetrie wird bedeu- 
tungslos; Für p = — 1 ist aber: 

frc°sor = 2 
r 

Trägt man nun von P ausgehend auf der Normale die 

al). so erhält man einen Punkt Pn, dessen Koordinaten 

Xüyaz0 konstant sind, da ihre Differentiale nach § 1. 3) ver- 
schwinden. Das Paar von symmetrischen Kurven wird also 

aus einer willkürlichen Kurve C auf der Kugel vom Radius 

gebildet, welcher Cj diametral gegenüberliegt. 

Ist zweitens Q — 111-, so muß a. = a sein: dann 
r 

folgt aber aus: 
1 
T 

1 
T 

o . 

daß beide Kurven eben sind. Man wird damit auf den Fall 
eines Paares von ebenen kongruenten Kurven geführt, der in 
§ 0 vollständig behandelt ist. 
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§ 5. 

Die Fälle p = 0 ; q — 0. 

Wenn q = />■ — o'^ = 0, so existiert auf der Nor- 

malen zu C ein Punkt mit den Koordinaten 

x -j- l (f cos n -(- X sin o), 

deren Änderung beim Fortschreiten auf C gleich Null ist, be- 
stimmt durch die Gleichung: 

1 — 
cos o 

r 
= 0. 

Die konsekutiven Normalen des Paares schneiden sich 
daher; C und C\ sind orthogonale Trajektorien einer 
Erzeugenden einer Developpabelen. 

Aus der Gleichung IYlj des § 1) folgt jetzt, da ü= 0: 

&= 1 
r\ rl 

oder: 

1) S = 1 
r, r 

und nach § 1, VI ist: 

sin aj -j- sin o = 0. 

Demnach ist entweder 

2) a, = — o 

oder: 

3) l7j = 71 -j- O. 

Endlich folgt aus pp, = 1 : 

Ist nun der erste Faktor in 4) positiv und cos n > 0, so 
muß der zweite Faktor > 1, also cos a1 < 0 sein; ist dagegen 



Über Kurvenpaave im Raume. 23 

der erste Faktor in 4) positiv und cos o < 0 so muß cos o1 

positiv sein. Diesen Bemerkungen entspricht nur die Be- 
ziehung 3): 

Oj = 71 -j- o. 

Dann ist aber 

oder : 
o‘\ S ■= o' 

S 1 

Die Kurven G und Gy sind daher in gleichem Sinne 
gewunden, wenn 

„ , cos o 
p=l— h > 0; 

r 

sie sind in den kleinsten Teilen zu einander direkt ähnlich 
(vgl- § 11). 

Ist aber der erste Faktor in 4) negativ, so ist es auch 
der zweite; in diesem Fall ist cos o > 0, cos o1 > 0, und dann 
folgt nur 

oder 
o = — o 

S _ _ 1 
T~ T' 

Die beiden Kurven sind jetzt in entgegengesetztem Sinne 
gewunden ; die beiden Fälle unterscheiden sich je nachdem 
lc $1 ist. 

Man bestätigt diese, übrigens bekannten Beziehungen, 
leicht durch eine direkte Untersuchung. Ist nämlich q = 0, 
so folgt aus g 1 3) 

S «j — p a. 
mithin 

je nachdem S = ± p ist. Differentiiert man diese Gleichung 
wieder nach s, so folgt 



24 19. Abhandlung : A. Voss 

5) 

, (11 xt 

ds“1 

t 

r 

cPx 
ds 

r 
ds 

und durch Determinantenbildung folgt dann 

Aus 5) ergibt sich noch, daß die Hauptnormalen aller 
dieser Trajektorien in den Punkten der nämlichen erzeugenden 
Normalen zu einander gleichsinnig oder ungleichsinnig parallel 
sind, je nachdem j> das positive oder negative Vorzeichen hat. 

Ist p = 0, so ist auch pi — 0 ; die Kurven des Paares 
„schneiden sich unter rechten Winkel“. 

Schneiden sich überhaupt für irgend ein Paar entsprechen- 
der Punkte P, Pj die Kurven G, Cj unter rechtem Winkel, so 
ist die Projektion der gemeinsamen Normale k auf die Haupt- 
normalen der Kurven C, Oj gleich dem Krümmungshalbmesser 
derselben. Gleichzeitig findet zwischen den Torsionsradien die 
Beziehung 

statt. Ist daher 
1 d a

' > 1 

1\ ds, k ' 

so ist 
1 da 1 
T ~~ ds < k : 

findet die Beziehung p 
durch Integration 

11 

— 0 durchweg statt, so folgt daraus 

S‘ 
— (>, P J const 

— a < . -j- const. 
/c 
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§ 6. 

Kurvenpaare, deren Bogenelemente in konstantem 
Verhältnisse stehen. 

Wir nehmen an. daß S — . 1 eine Konstante sei. und 
as 

tragen auf der gemeinsamen Normale der Kurven ü, 6', eine 
konstante Strecke l ab, welche der Gleichung 

1) Sl = Tc — l 

entspricht. Dann ist der Fall lc — l ausgeschlossen, da S + 0 
vorausgesetzt wird. 

Die Endpunkte P“ von l bilden eine Kurve I\ welche 
zur Kurve 6', in derselben Beziehung steht, wie zur Kurve C. 
Denn der Punkt P“ ist von P um l, von P‘ um = h — l ent- 
feint, und auf eben diesen Wert wird man durch die Gleichung 

geführt, welche der Gleichung 1) entspricht. 

Die Größen p, q sollen für das Paar C. F durch pa, q0. 
und ebenso die übrigen zu ß, S . . . analogen Ausdrücke durch 
Ün, S0 . . . bezeichnet werden. 

Dann ist nach § 1) 

2) 

also : 

3) 

Po = 1 — 
cos o Je — l -j- lq 

r ' I; 

i.'l 

Sl — Po + So — 2 ^ ' -p-'j (Je — l -p lp). 

Aus den Identitäten 

d p d q 
ds 

. , dq 
V ds + q ds 

ds 

dp 

ü O* -p q*) 

. dS 
S 

ds 
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folgt, da S konstant ist 

dp 
J~s ' 

und demnach aus 2): 

q.Q, dq 
ds = -pß 

dPo = l dp = l 
ds k ds k 1 ’ 

dq 0== l dq 
ds k ds 

o 

4) ?o 

dpn_ dq o 
,/s io ds 

OQ 

Bezeichnet man den Winkel der Hauptnormale von 7' mit 
der in der Richtung P"P genommenen gemeinsamen Normale 
durch an, den Krümmungshalbmesser von /' durch r0, so ist 
nach § 1 : 

Sl 1 -1 
COS <70 

= P 0 

oder nach 2) und 3): 

5) 
cos nn k — 21 

ro 2 Z (& ~ 0 

Die Kurve P bildet daher mit jeder der beiden 
Kurven G, Cj ein besonderes Paar, nämlich ein solches 
für das 

C-;-° = const. 
;o 

i st. 

Aus der Gleichung des § 1, V: 

i’HLlA S = O .. u0 —0 
' 0 

sin o 
r 

1 O — 9, 
sin o 

folgt demnach nach § 1 : 

6) 
S t°‘ o I G '- 0 uo un 1 -- 

0 sin / (/.: — l) 
k 2/ 

4 
Q _ 9 

-SS + 
/• - 2/y2 

■ 
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Und umgekehrt erhält man alle Kurvenpaare kon- 
stanten Bogenelementverhältnisses, wenn man auf 
den Normalen einer willkürlichen Kurve I\ die unter 
dem Winkel a0 gegen ihre Hauptnormale geneigt sind, 
zwei konstante Strecken l, ll aufträgt, falls 

cos o0 = rn c 

gewählt wird, c ist eine gewisse Konstante. 

Dies erkennt man unmittelbar. Sind nämlich EIIZ die 
Koordinaten einer willkürlichen Kurve F mit den Richtungs- 
cosinus der Hauptnormale fn, >/0, £0; der Binormale 20, /<0, r0, 
so sind 

x = E + l(i0 cos on + 70 sin o0) 

die Koordinaten einer aus ihr hervorgegangenen Kurve C. 
Daraus folgt aber nach § 1 

ds 
ds, 
- ■ = P «o + <7 (£n sil1 °o — K sin ön)> 

und es wird 

? = * 

dsV 
Ts 

Tn 
Oo), p = \ - lc 

1 
— (1 — l c)1 -|- F ( -j, OQ 

und ebenso für die der Strecke ^ entsprechende Kurve C1 

ÄY. 
V ds, 

— (1 h c)‘l + ( j, °o ) • 

Demnach wird 

d. h. 

d s ' 
ds, 

dst 

ds„ 
P = (/, -00 + \ 2 11,6), 

1 
/ 

+ c 

wenn 
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ist. Dies gilt auch dann, wenn l — — lx ist, d. 1). die Kon- 

stante c = 0 oder oQ = — gewählt ist ; die beiden Strecken l 

und — l sind dann nur auf der Binormalen von F auf- 
zutragen. 

Damit ist die Aufgabe gelöst, alle Kurvenpaare zu 
konstruieren, deren Bogenelemente in entsprechenden 
Punkten in konstantem Verhältnisse stehen.1) 

Für den Fall, wo das Kurvenpaar C, C\ die invariante 
Beziehung 

ü — 2 S'U - = 0 
r 

erfüllen soll, wird nach der zweiten Gleichung 6) die 
Kurve F von konstanter Krümmung; zugleich ist dann 
tgo„==0, d. h. die Kurve F liât die gemeinsame Normale 
von C, C\ zur Hauptnormalen, falls nicht Je = 21 ist. 
Man erhält daher alle Kurven eines solchen Paares, 
wenn man von einer Kurve F mit konstanter Krüm- 
mung ausgeht, auf deren Hauptnormalen jetzt die 
Strecken /, J1 abzutragen sind.2) 

Benutzt man zur Bestimmung der Koordinaten E, II, Z 
der Kurve /', indem man von C ausgeht, die Formel 7a) des 
*3 1, so erhält man: 

2 *3 1 
00 dsl 2 

o sin o a l q 
F 

(Je -1 + lp) 
Je 

(£ sin o — /. cos o) 

+ (& — l + jjä - (f cos o 1 sin o). 

P Daß man auf die angegebene Weise aus einer Kurve V solche 
Paare erhält, liegt ja auf der Hand, daß aber alle Paare dieser Art aus 
einer solchen „Mittelkurve“ V entstehen, scheint eines besonderen Be- 
weises zu bedürfen, der sich natürlich auch auf anderem Wege geben läßt. 

2) Hierbei ist indessen zu beachten, daß in der Untersuchung dieses 
Paragraphen Q rjr 0 stillschweigend angenommen ist; einzelne triviale 
Ausnahmefälle sind demnach hier noch möglich. 
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Setzt man nun voraus, daß l — \ Je, also S‘l = 1 ist, und 

zugleich Q — 2 — = 0 sein soll, so wird 8 r 
d-Z 
d SQ 

= 0; 

die Kurve F, die man jetzt geradezu als Mittelkurve 
des Paares bezeichnen kann, wird also jetzt eine ge- 
rade Linie (vgl. die zweite Formel 6). Nun war nach § 4 
die Bedingung für die Kongruenz der Kurven eines Paares, 
vorausgesetzt, daß sie nicht gemeine Schraubenlinien sind, 

S% = 1, o  sma=o. 
r 

Umgekehrt ist aber sofort ersichtlich, daß die Kurven eines 
Paares immer mit entsprechenden Punkten kongruent aufein- 
ander bezogen sind, wenn die Mittelkurve eine Gerade ist, 
die auf der gemeinsamen Normale von (J, Ci natürlich senk- 
recht steht. 

Abgesehen von dem Falle der Schraubenlinien und den 
in §4 besprochenen trivialen Fällen gilt daher der Satz : 

Alle Kurvenpaare, die aus zwei kongruenten mit ent- 
sprechenden Punkten aufeinander durch gemeinsame Normalen 
von konstanter Länge Je bezogenen Kurven bestehen, ergeben 
sich, wenn man auf einem Kreiszylinder mit dem Durch - 
messe]* Je eine willkürliche K urve C annimm t; die Kurve Oj 
wird dann von denjenigen Punkten des Zylinders gebildet, 
in denen die aus den Punkten von G auf die Achse des Zylinders 
gezogenen Senkrechten den Zylinder schneiden.1) 

b Ich führe ein einfaches Beispiel an. Die aus kongruenten Kurven 
bestehenden Paare, deren Hauptnormalen mit der gemeinsamen Normale 
den konstanten Winkel o> bilden, erhält man, wenn man die Mittel- 

kurve zur v-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems macht, durch 
den Ansatz, in welchem k durch 2 /.' ersetzt ist 

■C — k COS r/i 

y = k cos y 

* = F, 
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Damit erhält man zugleich die Lösung der Aufgabe : 

Alle aus ebenen Kurven gebildete Paare kongruenter 

Kurven zu bestimmen. Die Kurven eines solchen 

Paares sind offenbar zwei Ellipsen, deren Ebenen 

wo F eine zu bestimmende Funktion von cp ist. Alsdann ist 

cU 
lW. 

1) S2 

Daraus folgt 

2) 

3) 

S* 
r — L2 1 + 

= /,-2 + 7'”A 

2 

- + /,'2 

cos co = 7,', 

falls man den Winkel co der Hauptnormale und der gemeinsamen Nor- 

male des Paares vom Kurvenpunkte gegen die z-Achse mißt, so daß 
nun cos co eine positive Konstante 

< « < 

sein muß. Daraus ergibt sich 

4) ± tg co =1 
F"* H- V1 ' 

1st also ± tg cu — c nicht Null, — in welchem Falle sich nur eine 
gemeine Schraubenlinie resp. ein Kreis ergibt, so folgt aus 4) unter 
Weglassung der unwesentlichen Integrationskonstanten 

5) 

Demgemäß wird, da 

und 

wird 

6) 

F‘ 2 + r- = 7,'2 (ec‘r 4- e~ c,p)'1 

F“= f.*: (ecv + e-c,',y 

F"‘ = cJl(eccr’ + e-cr',y 

k 
F‘" + Fl = (e ■c,l) 

- S6 

1-2 T 
(F“‘ + F‘) k\ 
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gegen die Achse des Zylinders gleich geneigt sind; 
auf dieselbe Lösung wird man auch geführt, wenn man die 
Fundamentalgleichungen des § 1 integriert, wobei sich aber 
die natürlichen Gleichungen dieser Ellipsen ergeben. Vgl. 
übrigens § 10. 

1 = 2 (e“P-e-cv) 

7 k (ecv-e- c'rf 

J_ _  4  

'■ “ A-cos 

Da nach 5) 

* = F=~. yc (e
cr + e-cr'’), 

so wird 
c2 2 2 COS O) 

''  fc ’ 

und da das Minimum von z gleich ' ist, so wird r > k cos co. 

Da ferner der Bogen s der Kurve durch die Gleichung 

s =" l: ) 2 c 
gegeben ist, so wird 

und für 

k s 1 

L cos o) c \T 
COS (') ^ 

< 

Das einzige Paar von kongruenten Kurven, deren Haupt- 
normalen einen konstanten Winkel mit der gemeinsamen 
Normale bilden, entsteht daher durch Aufwicklung einer 
gewöhnlichen Kettenlinie auf einem Kreiszylinder. 

Ähnlich lassen sich Paare kongruenter Kurven von konstanter 
Krümmung resp. Torsion untersuchen. 
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Kurvenpaare, die sich unter konstantem Winkel schneiden und 
deren Bogenelemente in konstantem Verhältnisse stehen. 

sind 

Verlangt man, daß ^ und S'1 Konstanten sein sollen, so 

P 
COS (t 

? r 

selbst Konstanten, von denen anzunehmen ist, daß sie nicht 
gleichzeitig verschwinden. Die natürliche Gleichung einer solchen 
Kurve C ergibt sich durch Elimination von o in der Form 

oder wenn 

1 d r <i 
T - ds arC C0S/,- = t 

ds , 
T = d y 

gesetzt wird, wo y der Kontingenzwinkel der Windung ist, 

cos(,-«» + «)=. 

Aber hiermit ist so gut wie nichts gewonnen. Man er- 
hält eine viel übersichtlichere Auffassung dieser Paare durch 
Verwendung einer Kurve F0, welche der in § 6 eingeführten 
Kurve r analog gebildet ist. 

Wir tragen, von der Kurve C ausgehend, auf der gemein- 
samen Normale des Paares eine Strecke l ab. Dann entsteht 
eine Kurve JT0, die bei geeigneter Wahl von l sich durch be- 
sondere Einfachheit auszeichnet. Werden, wie im vorigen S 6, 
alle Größen, die sich auf das Kurvenpaar C, 7’0 beziehen, 
durch den Index Null bezeichnet, so ist 

1 1 1 1 . 1 

Pn = 1 — r cos 0=1 — k -f- - - p 
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und 
P pl( V 

Ä« = pl + ql = O* + q1) p + 2 J. (
1 — /. I ï- 

Wahlt man nun l so. daß 

1) 
wird, so folgt 

Dabei wird 

S'i Po 

Po 

_(1 —£)Ä 

(/ + (p — 1 

il + (P — i)4 

und pn ist nicht Null, wenn q nicht Null ist. In diesem 
trivialen Falle liegen die Kurven C, 6', auf einer Develov- 
pabelen, und Fn reduziert sich auf einen Punkt. 

Für die so bestimmte Kurve 7’0, welche mit der Nor- 
malen von C den Winkel og in dem früher angegebenen Sinne 
bildet, wird nun 

cos o„ 
SÏ (i -1 “Ï = ,V) 

oder nach 1) 
Cosa, = 0 

0 
Hieraus folgt 

falls nicht rn = co ist. Da aber nach § 1 IV 

^0 
- .r — T sin o. 
r~ rl 

so könnte dieser Fall nur eintreten, wenn o = 0. TT, d. h. wenn 
die gemeinsame Normale zugleich Hauptnorinale von C ist. 

M Ist p = 1. so ist cos n — 0 and 7’ konstant; die Kurve C fällt 
mit r0 zusammen. 

2) i'o ist der Krümmungshalbmesser von 7 p. 
Sitzungsb. (Ï. math.-pliys. KI. Jalirg. 1900, 19. AMi. .» 
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Dann ist aber 

P = 1 + 
k 
r 

also auch r konstant, und mithin hat auch T einen konstanten 
Wert. Beide Kurven G, 6', sind also gemeine Schraubenlinien. 

Lassen wir diesen Fall beiseite, so folgt aus 

™ /1 Al l 
s°[r ~~00)= T ~~a = (Jn = Tcq' 

daß T0 eine Konstante ist. Die Kurve Fa ist daher von kon- 
stanter Torsion, und wegen 

71 

fällt ihre Binomiale in die Richtung der gemeinsamen Nor- 
malen von C und C\. 

Man erhält also das Kurvenpaar C, C\ dadurch, 
daß man auf den Binormalen einer Kurve /’0 von kon- 
stantem Torsionsradius Tn die Strecken l und l — 1; 
auf trägt. 

Man hat nun für die beiden Kurven C, 6',, da Q = 0 ist, 

S'111 — k 1 — h 

s'1 rn — o! = 7r 

sin n 
r 1 

Sill r, 
r 

st 
T,, 

1 
I 

und nach § 1 IV 
q* 

In dem besonderen Falle, wo S = 1, d. h. die Kurven 6', C, 
mit gleichen Bogenelementen aufeinander bezogen sind, 
wird nach der letzten Gleichung 
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r = rt, 

d. h. die beiden Kurven C, G1 haben gleiche Krümmung 
in den beiden Punkten P, P,. Damit wird aber auch, wie 
aus den soeben angeführten Gleichungen hervorgeht, 

also Oj = 

cos oj = cos o, sin oJ = 

a. Hieraus folgt 

1 

X 

— sin a, 

oder 

Da auch 

St 1 

1 
T + 1 

X 

Ji -P)JL 
1 — 2 p + 1 2 

wird, so ist F0 die Mittelkurve des Paares. 

Das heißt also, die Kurven eines Paares, welche sich 
unter konstantem Winkel zu schneiden scheinen und 
mit gleichen Bogenelementen aufeinander bezogen 
sind, haben gleiche Krümmungsradien und ein kon- 
stantes arithmetisches Mittel der Torsionsmasse in 
entsprechenden Punkten. 

Man bestätigt diesen Satz durch eine einfache direkte 
Rechnung. Die Koordinaten eines Punktes, welcher den End- 
punkt einer auf der Binormalen der Kurve P0 von konstanter 
Torsion Tn abgetragenen Strecke l bildet, sind 

x xo + ? ^0 
„ dx  l 
b ~ds ~ a° + TJ1 6'* = 1 + 

P 
Ti 

Da S konstant ist, folgt weiter 

fl» d\x _ 
(/ ,s’- so l’o 

l 
T 

no Qn + Tr 
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falls durch o0 ersetzt wird. Daraus ergibt sich 
ro 

S4 P 
., — Ql 1 + + T 

P 
n 

und weiter 

(Px 

S3 

<!.- 

1 dga 

T äs„ + f» 
^ Dn 
d sn 

^'n f?o 

Hieraus folgt aber 

■" + Ti 

Sü 

>■• T T 
6o ( 1 + Tn 

P 
T\ 

l 
TI 

P\ de 
T i dsn ’ 

also unter Benutzung der angegebenen Werte von 

— und S2 

rl 

Si _ _ 1 S* l ä Ql) 

r2 T ~ T„ r* + TI dsn ' 

Vertauscht man jetzt l mit —/, so wird für die Kurve C\ 

r = rT 

und zugleich 
S* = _ S3 _ l dgn 

rll\ Tnr'1 Ti dsn ’ 

aus welchen beiden Gleichungen, wenn man noch S2 durch 

•Qï ersetzt, wie es sein muh, gerade der Ausdruck für das 

arithmetische Mittel durch Addition hervorgebt. 

§ 8. 

Kurvenpaare gleicher Krümmung. 

Wenn in entsprechenden Punkten die Kurven C, C\ gleiche 
Krümmungsradien haben, möge das Paar als „Paar gleicher 
Krümmung“ bezeichnet werden. 
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Die 
g 1 IVb 

1) 

Bedingung, welche hierfür erfüllt sein muß, 

(S* -1) S% Q 

ist nach 

Man kann sie als eine Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung für o betrachten, die hier im allgemeinen nicht weiter 
untersucht werden soll. Sie nimmt in zwei Fällen eine be- 
sonders einfache Gestalt an. 

Erstens, wenn Q = 0, d. h. wenn die Kurven des Paares 
sich zugleich unter konstantem Winkel schneiden. Es muß 
dann entweder der erste oder der zweite Faktor der linken 
Seite Kuli sein. Im ersten Falle aber entsprechen sich die 
Kurven mit gleichen Bogenelementen, p und q sind Konstanten; 
dieser Fall ist zu Ende des vorigen § behandelt. 

Im zweiten Falle hat man 

S‘l   q'1 

V* = ¥ ’ 
da aber p — cq ist, wird 

’ r2 ¥ (1 + c2) ■ 

d. h. beide Kurven sind von konstanter Krümmung. 
Vermöge der aus p — cq folgenden Differentialgleichung 

l-C0ii0 = ch 
r 

kann man also zu jeder Kurve C, für die r den in 
2) angegebenen Wert hat, Kurven C\ derselben kon- 
stanten Krümmung finden, die mit C ein Paar bilden, 
welches sich unter konstantem Winkel zu schneiden 
scheint. 

Zwischen den Torsionsradien der Kurven C, C1 besteht 
die Gleichung 

1 ) ql (1 + c2) ^}jf — oi j = Q, — o^j 
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oder, da 

2 = & (y — o') 

";) (? - "') - ^ + «’>• 
Außerdem ist nach § 1 V 

5) sin <7j = 

und 

sin a 
~1T 

1 - k ^ 
r f (1 + c2) 

c2 c2 

r + c2 

Differentiiert man diese Gleichung nach s, so entsteht, da 

r konstant ist. unter Berücksichtigung der Beziehung 
' o o D 

d oj d Oj 1 

ds1 ds S 

Je . 
— sin <7, 
r 

ai 8 = 
c2 h sin o o' 

c -)- c2 r pl 

oder nach 5) 

ol = + 
c + c2 p 

o 
,2 „2 

6) 

Setzt man diesen Wert in 4) ein, so ergibt sich, da 

S> = f (1 + c2) = p* C-) 

S'1 _ 1 
:i \ ~ T ' 

Unter den angegebenen Voraussetzungen ist daher 

das Verhältnis der Torsionsradien der Kurven des 

Paares gleich dem Quadrat des Verhältnisses der Bogen- 

elemente. Beide Kurven sind daher stets in gleichem 

Sinne gewunden; ist die eine Kurve eben, so ist es 

auch die andere. 
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Wir lassen die Integration der Gleichung 3) beiseite und 
behandeln als Anwendung hier nur den Fall, wo zwei ebene 
Kurven sich in dieser Beziehung befinden sollen, von gleicher 
konstanter Krümmung zu sein, und sich unter konstantem 
Winkel zu schneiden. Sie sind dann notwendig Kreise, und 
es handelt sich nun um die Integration der Gleichung 

3‘) 1 
7c 
 cos a = — 

r 
c lc a‘, 

in der r auch gleich 1 genommen werden kann. 

Ist nun der Gleichung 2) gemäß 

1 = 7c Kl -f- c\ 
also 

c = tg a, h = cos et, 

so hat man aus 3a) 

d o sin n 

cos* 9 + sin1 ç) — cos a I cos'1 2 sin* g 

= — ds, 

oder, wenn 

trr = Z 
O 9 

gesetzt wird 

arctg I cotg - tg ° 
o + ci • 

wo c, die Integrationskonstante. Nimmt man cl — 0, was 
erfordert, daß die Stelle, wo der Winkel o gleich Null wird, 
zum Anfang der Bögen auf dem Kreise gewählt wird, so ist 
demnach 

Hiermit ist aber das Gesetz der Zuordnung für die 
beiden Kreise vollständig ermittelt. Es ist vielleicht 
nicht überflüssig, diese eigentümliche Lagenbeziehung zwischen 
zwei Kreisen durch eine direkte Rechnung zu verifizieren. 
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Der Kreis mit dem Radius 1, dessen Mittelpunkt der 

Koordinatenanfang des Systems x, y, z ist, liege in der Ebene 

x, y und sei zur Kurve C gewählt. Die entsprechende Kurve G'j 

hat dann die Koordinaten 

x = cos s (1 — h cos o) 

y = sin s (1 — h cos o) 

z — Je sin n. 

Man erhält nun für 

7 O < l = cos «, tg — — 4, tg } 

Sill s — 
1 + 

COS S — -—-—~ = COS2“ (l 

(1 — /.’ cos a) — 2 cos2 sin2 — I 1 

a \ 
tg*ö' 

Demnach wird 

x = 2 sin2 

to-2 / 
° 2/ 

a 1 — C2 

2 1 :2;-2 

. „ « 

y = 4 c 1 -4_ y2 ,,ï 1
 1 s 7 

2 cos « 

+ 
fl 

Ersetzt man noch sin2 — durch - -,—- , so ergibt sich 
2 1 + yl 

1 + f 
2 y 

1 + )’2 

9 v 

# = (1 = J5. 
3 1+ ;-*£* 

2 -Q y 
1 + y* t2 

I + r2\ .. = - fi - yv) 
27 r “ 1 i-72:2- 
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Aus diesen Gleichungen ergibt sich durch Elimination 
von 4 

Die Kurve C\ ist daher ein Kreis vom Radius 1, dessen 
.71 

Ebene unter dem Winkel   « gegen die Ebene des ersten 

geneigt ist. Die beiden Kreise C und C1 schneiden sich in 
der a;-Achse, aber der zweite hat seinen Mittelpunkt A an der 
Stelle X — —cos et, das Quadrat des Verhältnisses der Rogen- 
elemente S2 findet man gleich 

Man kann übrigens die Koordinaten des zweiten Kreises 
auch in die einfachere Form 

bringen. Diese beiden Kreise, deren Ebenen den Winkel 

0 —« miteinander bilden, und von jedem Punkte ihrer 

gemeinsamen Normale von der Länge cos a aus be- 
trachtet si cli unter konstantem Winkel« zu schneiden 
scheinen, bilden das einzige den angegebenen Voraus- 
setzungen entsprechende Paar von ebenen Kurven. 

Bei der vorigen Untersuchung ist die Konstante c als von 
0 und cc verschieden vorausgesetzt. Ist aber c = co, so wird 
q — 0 zu setzen sein; dies ist ein trivialer Fall, da beide 
Kurven C, ( j auf derselben Developpabelen liegen. Ist dagegen 

{x -{- cos«)i -j- yl -j- .2“ — 1 

sin1 « cos s 
1 -j- cos « cos s 

sin* « sin .9 
1 -j- cos « cos .9 

sin ,9 
1 -j-~ cos « cos s 
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c = 0, so ist p = 0 und S3 — (f. Daraus folgt dann, wie 
unter 2) r = k ; da nun 

p = 1 — - cos a = 0 
■r 

ist, so wird a — 0, o1 = 0. Da auch 

k 
q==T' 

es folgt aus der unter 4) bemerkten Gleichung 

TT' = k‘l; 

die Kurven bilden das spezielle Bertrandsche Paar, das schon 
S. 17, Anmerkung erwähnt wurde 

Es sei nun zweitens 

Q = 2 sin a 

Dann ist nach 1) entweder S2 — 1, die Kurven C und 6', 
sind kongruent. Oder es ist 

S2 

r2 

also 

V 
2 

r 
' 7c2 ' 

r2 

lc2 ' 
1 

zu setzen. Dies liefert die Gleichung 

h 
1 cos o 

1) 

in welcher nocli 

1 k2 — 1 . 

n sin ö d 
2  = arctg 

r d s 
1 

zu setzen ist. Durch die Gleichung 1) ist daher die Torsion 
der Kurve C definiert; der Krümmungshalbmesser r kann 'will- 
kürlich angenommen werden. 
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§ 9. 

Die Bertrandschen Kurven. 

Unter einem Bertrandschen Kurvenpaar verstehen wir 
hier ein Paar, für das die gemeinsame Normale Ps, P in beiden 
Kurven des Paares Hauptnormale ist.1) 

Es kann dann zunächst a = 0 sein, während öJ = 0 oder 
= re ist. Im ersten Falle hat der Krümmungshalbmesser von 
G die Richtung von P und P1, der von C1 die umgekehrte 
Richtung ; im zweiten liegt der Krümmungshalbmesser von C\ 
nach der entgegengesetzten Richtung. 

Setzt man nun cos o = -f- 1, cos Oj = s, wo e = ± 1 ist. 
so folgt nach § 1 

1) Die Hauptnormalen eines Kurvenpaares sind zueinander parallel, 
wenn nach § 1, 7) 

ist. Es muß also entweder q — 0 sein ; dann sind beide Kurven ortho- 
gonale Trajektorien einer Developpabelen ; oder es ist 

sein. 1st sin n = 0, so hat man den Bertrandschen Pal), wo die Haupt- 
normalen coincidieren. Ist dagegen gleichzeitig 

so ist nach S 1 IVa die Kurve Ci eine gerade Linie, und die Frage ver- 
liert ihre Bedeutung. 

„ sin a 
Q = 0. 

Dann muß aber auch 
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Aus der Gleichung 

ssin a> +6 sin a 
r 

O 

folgt jetzt Q = 0, oder 

1) 

also 

2) 

auch ist 

P = cq, 

1 1 + C- 

der Cosinus des konstanten Winkels, unter dem 0 und C\ sich 
zu schneiden scheinen. 

Demnach wird 

3) S> _,■(! + c<) = *><» pS = p’(l + . 

Aus der Gleich unir 

S'lq1 = q 
folgt nun 

4) rij = 74(1 + CD. 

Aus der Gleichung 

5) S2pt=p 

folgt 

k* (1-tc5 (i _ £*) = 1 _ h 

oder 

eh c T he 

de 
T 

6) 1 
1 d- c- Je T, ' 

1 ^ I -*-i 

2) und 6) sind die bekannten natürlichen Gleichungen der 
Bertrandschen Kurvenklasse. Aus der Gleichung 

PVi 
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folgt übrigens noch 
O O 

V) 
sie C‘ 

r+72' 

Schreibt man endlich die Gleichung 5) in der Form 

— eS
2- = - S2 + 1--, 

ri r 

oder mit Hilfe von 2) und 3) 

Je 
 £ S2 — 

r. 

Je2 

T- f 1- “ 

so erhält man 

8) £ (S'2 A:2 

T2 r 

Hieraus folgen sofort die schon von Aoust angegebenen 

Bedingungen. 

Ist 

Je < 
rT2 

T- ’ 

so muß £ einen negativen Wert haben, die Krümmungshalb- 

messer von C und 6', sind beide nach derselben Seite hin 

gerichtet. Ist dagegen 

7 r T2 

so muß £ positiv sein, de)' Krümmungshalbmesser von C ist 

nach P, der von (7, nach P hin gerichtet. Für den Fall des 

Gleichheitszeichens hat G, eine Wendung, da r, = co wird. 

Man kann die Bedingung 

k 
rT2 

sTf-' 

je nachdem £ 5 0 auf eine andere Form bringen, wenn man 

cJc 

T 
1 

1; 

setzt. Dann ergibt sich 
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(Je -- r) ( 1 + > 0, 5 0. 

Ist dagegen für die erste Kurve C, o = n, für die zweite 
C'j, cos a — e, so wird analog zu 8) 

In diesem Falle bestellt keine besondere Bedingung;, da- 
gegen muß jetzt e eine positive Größe sein, d. h. der Krüm- 
mungshalbmesser von (7, ist stets nach derselben Seite gerichtet, 
wie der von C. 

Hieraus ergeben sich nun die folgenden Fälle: 

1. e positiv, n = 0. Dann ist nach 9) Je < r möglich ; 
dann muß zugleich nach 7) Jc~> sein. Beide Krüm- 
mungsmittelpunkte befinden sich auf der Strecke P, Pr 

Es ist aber auch Je <7 r möglich, dann muß nach 9) 
r > Je (1 -f- c2) sein. Zugleich ist nach 7) Je < r,. Der 
Krümmungsmittelpunkt von C liegt über P, hinaus; 
der von C\ Uber P hinaus. 

2. £ positiv, n = 7i. In diesem Falle ist immer r‘ > Je ; 
beide Krümmungsmittelpunkte befinden sich auf der 
Seite von P, welche P, nicht enthält. 

3. s negativ, o = 0. Der Fall Je > r ist nach 9) unmög- 
lich. Daher ist Je < r und zugleich r < Je (1 -f- c2) ; 
beide Krümmungsmittelpunkte befinden sich auf der 
Seite von P1; die P nicht enthält. 

4. Der Fall, E negativ, o = rr, wo beide Krümmungshalb- 
messer entgegengesetzt nach dem unendlich fernen Punkt 
von P. P, gerichtet sind, ist unmöglich; sind sie über- 
haupt entgegengesetzt gerichtet, so befinden sich beide 
Krümmungsmittelpunkte auf der Strecke P, I\. ’) 

’) Die hier gemachten Angaben, aus denen man auch unmittelbar 
die weiteren bekannten Eigenschaften der Bertrandschen Paare ab- 
leitet, scheinen mir zur weiteren Erläuterung der eigentümlichen Kon- 
figuration derselben zu dienen. 
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Da die Bertran dschen Kurven ein so vielfaches Interesse 
gefunden haben, mag hier noch die folgende Bemerkung ge- 
stattet sein. 

Sucht man alle Kurven 6',, die mit einer gegebenen 
Kurve G ein Paar bilden, das sich unter konstantem Winkel 
schneidet, so ist die Gleichung p = cq oder 

lc cos o [1 \ 1 - — = et U - 
T 

zu lösen. Sie verwandelt sich, wenn man z — tg ~ oder 

ch 
ds 

T+** 

setzt, in die Riccatische Gleichung 

da 
ds 

2 cl:<lz = 
ds 

k— 1 f * 
ck 
T 

Dies liefert den folgenden Satz: Das Doppelverhältnis 
der Halbierungslinien der Winkel von irgend vier 
gemeinsamen Normalen von vier Kurven C,, die mit 
derselben Kurve C ein Paar mit konstantem lc bilden, 
das sich unter konstantem Winkel zu schneiden scheint, 
ist unveränderlich längs der Kurve C. 

Die R i c c a t i sehe Gleichung kann bekanntlich durch 
Quadratur gelöst werden, wenn man ein partikuläres Integral 
derselben kennt. Zu jeder der gefundenen Kurven G1, deren 
Charaktere jedesmal eindeutig bestimmt sind, kann man also 
unzählig viele neue Kurven durch Quadratur finden, die mit 
ihr ein Paar bilden, wenn man die Konstante c festhält.1) 

Insbesondere kann man nun immer ein partikuläres Integral 
angeben, wenn 

h de 
T 

- 1 = «. 
h 
r 

Ü Besonders einfach werden diese Verhältnisse, wenn 0 selbst eine 
gemeine Schraubenlinie, also r und T Konstanten sind. 
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wo «• eine Konstante ist, cl. h. wenn 

k (a 4-1) ck 
r \a - 1) ~ T~ 

also die Kurve G selbst eine Bertrands che Kurve ist. 

Nimmt man z. B. 

so ist 

für 

wird 

äs 
-j- const,. 

c k k 
T~I-,=" 

cz = J* — + const. 

Für a = —1 ergibt die vorstehende Gleichung 

ck 
T 

= 1, 

d. h. die Kurve C hat konstante Torsion. Aber diese Kurven 

gehören nicht zu den Bertrandschen Kurven.1) 

*) Es scheint mir daher nicht zweckmäßig, die Kurven der Gattung 

wie mehrere Schriftsteller tun, allgemein als Bertrandsehe Kurven zu 
bezeichnen. Ist nämlich B = 0, so muß das zugehörige h gleich Null 
sein, d, h. es entsteht kein Paar, falls man nicht sagen will, daß jede 
Kurve, insbesondere auch also die Kurve konstanter Torsion mit sich 
selbst ein Bertrandsches Paar bildet. 

A oust hat (Analyse infinitésimale des courbes dans l’espace, Paris 
187G. p. 369) den einer Verallgemeinerung der Bertran dschen Paare 

entsprechenden Satz bemerkt: 

Sind zwei Kurven so aufeinander bezogen, daß sie in entsprechenden 
Punkten parallele Hauptnormalen haben, so ist der Winkel ihrer Tan- 
genten, sowie auch der ihrer Binormalen, konstant. Dieser Satz ergibt 
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§ 10. 

Ebene Kurvenpaare. 

Die Bestimmung aller ebenen Kurvenpaare ist an sich 
sehr einfach. Nimmt man in der xy Ebene eines rechtwink- 
ligen Koordinatensystems eine Kurve C beliebig an, so sind 

sich unmittelbar aus den Frenetschen Formeln. Man hat nämlich, je 
nachdem die Hauptnormalen gleiche oder entgegengesetzte Richtung 
haben, für die beiden Kurven C und G, 

1) 

2) 

3) 

da _ f da, _ j? 
d s r ’ d s1 i\ 

d X _ J_ d_X, _ , 
d s T ’ d s, 2j ’ 

Aus 1) und 3 folgt nun sofort 

£ “i 

£ >\ 

da 
d s 

<n 
<77 

o, 

o. 

£ " 
(1 ai 

cls 

£ X dy 
" d n 

= 0 

= 0; 

diese Gleichungen sagen aber aus, daß 

2'an, = cos (f Gl = const ~ cos co 

ist und gleiches gilt für 2XX, = cos [bb,]. Durch eine direkte Betrach- 
tung der beiden Frieder folgt ferner 

je nachdem 

cos (11>,) = + sin co 

cos (G b) = — sin co 

cos (b bj) = + cos co 

cos (hht) = + 1 ist. 

Aus den Gleichungen 

oder 

1V , 1 V’ 1 -V 4- 1 

-£««! +^-£"7 = +2J« T7 = ± - 1
1 

1
1 

a
 *i 

1 

cos (t G) cos (t b, )   , 1_ ^fs_ 

>\ 'J\ ~ - r, d 

cos (f <,) cos (G 6) 1 rf s 
d v = — T TT’ / J f (I .s’j 

ds 

d «i ’ 

SitziUigsb ti. neu h.-jihys. Kl. Jaliry. 1DOS, I 0. A bli. 1 
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Xj — x 7c cos o cos n 

1/1 = 1/ — & cos a sin « 

zj = 7c sin 0, 

die mit ihr ein Paar bildet. Soll diese in einer gegebenen 
Ebene 

liegen, so hat man aus der Gleichung 

A.x -p JB y -p (J 1c sin o -p 1) -p 1c cos o (A cos o. — / > sin ct) = 0 

0 zu berechnen. Da sich hier bei gegebenem 1c im allgemeinen 
zwei Lösungen für o ergeben, so kann man zu jeder beliebigen 
ebenen Kurve C in einer zweiten gegebenen Ebene im allge- 
meinen — d. h. von der Realität abgesehen — zwei Kurven C\ 
finden, die mit ihr ein Paar bilden. 

Aber nicht so einfach ist die Frage, sowie noch eine 
Bedingung, wie z. B. daß das Verhältnis der Bogenele- 
mente S konstant sei, hinzukommt. Zu einer übersicht- 
lichen Behandlung gelangt man auch hier durch die Anwen- 
dung der Gleichungen des § 1. Bilden überhaupt zwei Kurven 
ein Paar, so ist nach § 1 

welches aus 2) durch Multiplikation mit «, a, und Summation folgen, 
ergeben sich auch die ebenfalls von A ou st lierriihrenden Gleichungen 

A x1 -p JB y y -p O -p T) = 0 

JP _ dp 
'1\~ d H 

T 
cos co sin co 

T 
Slll co -p cos co r 
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oder : 

1) 
ds, (ds, 
TS\T, - da

 ' 

ds 
T 

— do. 

ds1 Wird nun , 1 = S = a = const vorausgesetzt, so folgt. 
ds ° ° ’ 

wenn man die Kontingenzwinkel der Windung 

rds cds 
J 1\ 

h) J T 

einführt, durch Integration aus 1) 

= V 

2) a {>]l — ot) = (i/ — o) 4- const. 

Sind insbesondere, wie nun vorausgesetzt werden soll, 
die beiden Kurven C und 6'j eben, so ist nach 2) 

3) Cl Oj O -f 

wo c eine Konstante. Und umgekehrt ist die Gleichung 3) 
auch die Bedingung dafür, daß einer ebenen Kurve C wieder 
eine ebene Kurve C\ zugehört. Aus den Gleichungen 3) des 
§ 12 findet man nun 

4) 

und 

5) 

k 
da 
ds 

u cos /, cos l 4 0 

. (o + c) . (o + c) 
sin /. cos cos o -4- sin 

a a 
sin o = 6', 

wo C , < 1 den Cosinus des konstanten Winkels der Ebenen 
der beiden Kurven bezeichnet. 

Hieraus folgt 

6' — : (o+c) 

sin / 
u 

o c 
cos   cos o 

a 

6) cos1’ l 
cos l -j o ) -f C cos 

o -j-C 
- C 

(a + c) 
cos-  cos“ o 

a 
4 
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7) 1 — a sink = 

(a -(- c) n \ ■ ■ “t" c) 
cos cos o — (Ja A- a sm o sm   

a a 

(o c) 
cos  cos o 

a 

(a -f- c) cl. . (0 -)- c) 
. . cos cos a (- sm 0 sin — 

sin k a a a a 

a (a -)- c) 
cos — cos 0 

a 

Aus den Gleichungen 3) des § 12 findet man nun ver- 

möge 7) 

Ji 1 

r (o+c) 
cos  cosj a 

8) a 

k 
r. 

1 

. o -f- c 

(0 -j- c) n . (0 -)- c) . 
cos cos a —(Ja -4- a sm sin 0 

a a 

(a -|- c) C 1 . (o -)- c) . 
cos    cos 0 — -f- sm 1 i sm 0 

a a a a 

und aus Gleichung 4) und 6) 

cos 
0 ~h c 

a 

(g + c) 
a 

Sollen nun, wie wir überall voraussetzten, die Kurven C 

und C\ reell sein, so muh die rechte Seite positiv oder Null 

sein. Hierdurch kann, wenn die Konstanten C resji. c beliebig 

gewählt sind, der Verlauf von 0 beschränkt werden.1) 

Die Gleichung 9) bestimmt o durch eine Quadratur, die 

allerdings bei beliebigem a nicht zu den einfachen gehört. 

fi Setzt man z. B. voraus, daß der Cosinus der Binormalen gleich 
+ 1 sei, so werden die Ebenen der Kurven des Paares parallel sein. 
Dann aber ist die rechte Seite der Gleichung 9) immer negativ, es sei 
denn, daß man a einen der konstanten Werte erteilt, für welche sie 

verschwindet. Dann aber werden r und i\ konstant, es entsteht eine 
ganz triviale Lösung, beide Kurven werden Kreise in parallelen Ebenen. 
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Man kann also durch Quadratur die natürlichen 
Gleichungen aller Paare von ebenen Kurven bestim- 
men, deren Bogenelemente für entsprechende Punkte 
in konstantem Verhältnis stehen. Damit sind aber 
auch die Gleichungen dieser Kurven selbst in recht- 
winkligen Koordinaten durch zwei weitere Quadra- 
turen vermöge der Gleichungen 8) vollständig gegeben. 

Die unter 8), 9) gegebene Lösung enthält noch zwei 
willkürliche Konstanten. Ist insbesondere a = 1, so erhält 
man aus 8) 

Wird hier noch c~ 0 angenommen, so werden die 
beiden Kurven C und Cx kongruent. Es läßt sich leicht 
zeigen, daß in diesem schon oben behandelten Falle zwei 
kongruente Ellipsen entstehen. 

Setzt man 

wobei cj eine positive Konstante ist, so wird 

r1;3 Cj = cos o ; 

wird dies in die mit 9) äquivalente Gleichung 

li cos c — C 
r cos (ö -f- c) cos4 o 

lc cos c — C 
?'j cos1 2 (o -f- c) cos n ' 

eingesetzt, so ergibt sich wegen 

1 d r 2/ 
-■ -, >' c, — sin o 

as 
sin2o ~ 1 — c\r'3 
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Setzt man jetzt 

so erhält man die bekannte natürliche Gleichung der Ellipse 
mit den Achsen a und b : 

= 9 1 
i<-\ % 

Da nach 10) lc = 2b wird, und 

b 

rird 

1 - C 
2 //•» 

Ist 

2 
lu < K 

so ist (7 positiv und < 1 ; ist dagegen 

so ist 

2 b'1 
, > 1, // 1 

C = i•' + 1t-^ 
<il ' c/7 O1 "* 

also I— C\ < 1. 

Um nicht zu weitläufig zu werden, soll nur der Fall 
a = 1 für die Gleichung 9) noch etwas weiter ausgeführt 
werden. Setzt man 

f, k 
COS 6   U = ~ , 

so erhält man nach einigen Umformungen die Gleichung 

Vkdn cos o cos (o 4- c) 
C, ,—     = (1s. 

V 2 cj cos ö (cos o -f- c) — k 
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Setzt man wie gebräuchlich 

sin o = l — ß 

1 + £»’ 
cos o — 

2 C 

1 + C2’ 
d a o ä-Q 

1 + C2’ 

so entsteht für s ein elliptisches Integral. Ich gehe auf die 
Behandlung desselben, welches sich unter geeigneten Voraus- 
setzungen über die Konstanten c, und c auch auf ein logarith- 
misches reduzieren läßt, nicht weiter ein, obwohl diese merk- 
würdigen Kurvenpaare wohl eine ausführlichere Behandlung 
zu verdienen scheinen. 

Es ergibt sich nun die weitere Aufgabe, das in diesem § 
gestellte Problem auch bei der Verwendung von rechtwinkligen 
Koordinaten auf Quadraturen zurückzuführen. Für den Fall, 
wo die Ebenen der beiden Kurven aufeinander recht- 
winklig stehen, läßt sich dies leicht ausführen; nur dieser 
Fall soll hier noch zur Behandlung kommen. 

Wir wählen zu diesen Ebenen die xy und «/^-Ebene, 
dann sind die Bedingungen des Problems durch die Gleichungen 

^ + (y — yO2 + 4 
10) d y\ -p ds\ = a1 {dx"1 -f- d iß) 

— x dx -f- (yl — y) dy = 0 

ausgesprochen, von denen die letzte ausdrückt, daß die Ver- 
bindungslinie der korrespondierenden Punkte x, y, 0; 0, y1, 
zu einer der Kurven senkrecht steht. 

Setzt man nun 

11) 

wo 

Ui — y=px = 

ß 
dy' 
d x 

V = 

so ist dy1 = dy -f- d£, oder nach der letzten der Gleichungen 10) 

, x d x 4- I d f dy, = - fc 
1 d (x2 + ß) 
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und 

also 

— x d x 4- (y, — y)d I = — (a; h # | c? |), 

, ^    1 d (x1 + £*) 

~ 2 I /•* (.(•■ , f>) ' 

Hieraus folgt durch Einsetzen in die zweite der Glei 

cliungen 10) 

1 76*-ÇzM-|») 

s£- 1 
a'l{dx'1 + dy1) = M = j \_d(xl+ |2)j2 

oder, wenn man p durch diesen Wert nach 11) ersetzt 

r -(** + «’)! 

Wird nocli 

'Cl = (xl 4- £2) 

eingeführt, so entsteht die einfache Differentialgleichung 

a d x d f 

VT2 — a;2 KZ;* — C2 ’ 

Setzt man 

X = 7c sin cp, 'Q — 1; sin y, 
so wird 

a dtp — dtp, n y = cp --j- c. 

Demnach ist 

4- f2 = Je2 sin3 1-^-- 

12) 

oder 

f» = ¥ ( sin2 ^ + i Sill“ Cf 

Da andererseits 

f — xp = x 
d x 

so wird 

xdx 
dy = —— = k - 

dy' 

sin <p cos cp d cp 

sin3 cp 
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diu Kurve C ist also in Parameterform durch die Gleichungen 

x = h sin cp 

sin cp cos cp d cp 
— '— —. : -j- const. 

■ 9 <P 4“ C 

smJ — sin“ cp 
a 

0 = 0 

gegeben und die zugehörige Kurve C, in der YZ-Ebene durch 
O O o o J 

In dem besonderen Falle, wo c = 0, und « = 1 ist, ist 
diese Darstellung nicht mehr gültig, weil dann f = 0 wird. 
Man erhält dann aber aus 12) 

X = const, £ = const 

eine ganz triviale Lösung, welche zwei zur Y-Achse im Ab- 
stande Je parallele Gerade vorstellt, von denen die eine in der 
X E-Ebene, die andere in der YZ-Ebene liegt. 

Auch hier seien in Bezug auf die Gleichungen 13), 13') 
nur ein paar ganz spezielle einfache Fälle hervorgehoben. 

Wählt man 
71 

so wird 

x — k sin cp 

JC , r  
ij — — - V cos 2 cp 

z = 0 

a — 1, 

xx = 0 

V, = + |l/rCOS2 Q9 

,r, = + ü sin 99 = + a;. 

Da A y- -J- 2 a;2 = Ir, so hat man zwei kongruente Ellipsen, 
d. h. den schon wiederholt erwähnten Fall. 
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Wählt man a — c = 0, so wird 

x — lc sin cp 

9 siny 
y 

oder 

, arc sin _ 
9 Y 3 

2 x 

2 arC Sm hVŸ 
mithin eine Sinuskurve. Zugleich wird 

z, = ± h cos 2 cp, y, = y -p 7c sin q V 4 cos2 <p — 1. 

T, 

§ 11. 

Ähnliche Kurvenpaare. 

Nimmt man an, daß für zwei Kurven S 

ist, so sind die beiden Kurven mit entsprechenden Punkten so 
auf einander bezogen, daß 

äs äs 

1 Q   1 

r ’ T 

ds 
r=~rŸ I 

ds, 
T, 

a. 
ds 

dyx 

ds. 

= fl, 

ist, d. h. die Kurven sind in den kleinsten Teilen zu 
einander ähnlich. Bezeichnet man die Koordinaten der- 
selben durch x, y, z\ x,, ?/,, z, so ist 

d x d y   n 
d s 

dx, 
ds, 

während die a, f, l ; £,, /., und entsprechend die ß, >], /.t; 
ß,, ?/,, /(j etc. dem System der Frenetschen Formeln 

flu 

dz 
ds 

dz, 
d s. 

d a 
ds 

dj 
ds 

dl 
ds 

s 
1 r 

a / 
r + T 

da, 
ds, 

ds, 

dl, 
d s. 

c 
*1 

£ S1 

T, 



Über Kurvenpaare im Raume. 59 

genügen, von denen die zweite Reihe durch Multiplikation mit 
S auf die Form 

d a, 
ds 

ds 

ds 

il 
r 

+ T 
t 

T 

gebracht wird. Denkt man sich nun diese Gleichungen so 
integriert, daß zu Anfang das System der Werte a, ?... . 
mit dem der f,, A, ... coincidiert, so folgt 

a — a,, | = |t, A = A, etc. . . 

und man erhält 

x = j* « d.s, a:, =■ j* a S ds 

nebst den analogen Formeln für y, y1’, z, zx. 

Mit Benutzung eines von Herrn Bi an c hi eingeführten 
Ausdruckes kann man sagen : 

Zwei in den kleinsten Teilen ähnliche Kurven 
entspringen durch die Transformation von Combescure 
aus einander. 

Die Kurven sind in dem eben besprochenen Falle direkt 
ähnlich. Setzt man dagegen 

S _ 1 S __ __ i_ 
ri ~ r Tx~ T ’ 

so sind sie invers in den kleinsten Teilen ähnlich. Die 
Freuetsehen Formeln werden hier 

da _ f 
7fs ~ r ’ 

dt; ( a A \ 
ds \r ^ f) ' 

d A f 
ds = T ’ 

d a, _ 
d s r 

dl 1 _ 
d.s- 2" 
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Kehrt man in der zweiten Keihe gleichzeitig die Vor- 
zeichen von «j und um, wobei die Determinante («, ÿj A,) 
ihr Vorzeichen -f- 1 nicht ändert, so erkennt man, daß die 
Gleichungen 

x — j*a ds, .Tj = —§aSds, u. s. w. 

bestehen ; es handelt sich hier einfach um Symmetrie in Bezug 
auf einen Punkt. 

Das Problem, alle in den kleinsten Teilen ähnlichen 
Kurvenpaare zu bestimmen, läßt sich mit Hilfe der 
Gleichungen der § 1 ansetzen; näherliegend ist übrigens eine 
andere Behandlungsweise, welche direkt die Funktion S zu 
bestimmen sucht. Hier soll nur die wirkliche Ähnlichkeit, 
d. h. der Fall wo S eine positive Konstante ist, weiter unter- 
sucht werden. 

Bezeichnet man die Krümmungs- und Torsionsradien der 
Kurven wie früher mit r, rt ; T, 1\ so sind die Bedingungen 

wo n eine positive oder negative Konstante bedeutet, je nach 
dem die Ähnlichkeit direkt oder invers sein soll. Die Gleichungen 
des § 1, " 'obéi a jetzt eine positive Konstante bedeuten möge, 
nehmen die Form an 

r (a2 — 1) = 7c (a cos o, — cos o) 

+ a — 1 d 0j dn 
T as as 

sin nj -j- sin a = r Q 

wo wieder das obere Vorzeichen der direkten Ähnlichkeit ent- 
spricht; sie scheinen aber für die Untersuchung weniger ge- 
eignet. da die Elimination von o und a1, durch welche r und T 
als Funktionen von s und damit die natürlichen Gleichungen 
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der Kurve 6', welche mit Cx ein Paar bildet, gefunden werden, 
nicht bequem zu sein scheint. 

Wir benutzen daher den Satz des § 6, wonach die Kurven 
eines Paares mit konstantem Bogenelementverhältnis aus einer 
Mittelkurve x, y, £ erzeugt werden, deren Krümmungs- und 
Torsionsradius mit r, r sowie das Bogenelement mit ds be- 
zeichnet werden sollen ; die Kurven 6', und C2 des Paares 
werden durch die Indices 1, 2 unterschieden, der sich dann 
ebenso auf I\, dsx, . . . r2, 

rl\, ds2 ... zu erstrecken hat. 
Die Koordinaten xx, yx, zx eines Punktes der Kurve Gx sind 
nun, von der „Mittelkurve“ ausgehend 

2) xx = x -f- lx (I cos 0 + l sin d), 

wobei 
cos 0 = rc 

ist. Setzt man 

so wird 

d s d s. 

Aus 3) folgt durch Differentiation nach s 

gesetzt ist. Durch Quadrieren 

und Addieren der Gleichungen 4) folgt, wenn noch q = lxt, also 
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5) 

gesetzt wird, 

t _ 1 _dH _ 1 
r ds T 

6) 
'ds.y 1 
j.ls I r\ 

1 =^sin2fi» „ +/^4 + (1 ~i,cy 
+ 2*1 , 

V sin 0 

-ai.a-i.O^COS. + BCy^-^, 

Soll nun für die Kurve Gr
2, bei der die Gleichungen 2) —6) 

gelten, wenn man den Index 1 durch 2 ersetzt, 

a) 

das Verhältnis der Bogenelemente von C\ und C2 also absolut 
genommen gleich /1 : l2 sein, so hat man nach 

3) na-hcy--nv-hcf = o 

oder 

I lt + l, -2^ = 0, l, l., = — j ; 

d. h. /, und l2 haben gleiches oder ungleiches Zeichen 
je nachdem 1—2/, c '. 0 ist.1) Es ist ferner, wenn 

I', = 1 — c, Ä:2 = 1 — l.,c 
gesetzt wird 

h K + h K = 0 

ll k\ l\ kl = 0 

l\ kl — l\ Id = 0 

1,1c,- l.h = 1,-1, 

Ir P 1 —   ?— = 0. 
k\ -j- /; t~ kl -)- t~ 

*) Der Fall 1 — 2 h c = 0, wo G unendlich wird, hat hier keinen 
Sinn. Auch von dem trivialen Falle 

lt + h — 0, wo c = 0, o = ^ , 

wird im folgenden abgesehen. 
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Sollen die Krümmungsradien r,, r3 ebenfalls im absoluten 
Verhältnisse lx : l2 stehen, so ist zu setzen 

Wird diese Differenz nun nach 6) gebildet, so bleibt ver- 
möge der Identitäten 7) nur das vierte und fünfte Glied übrig. 
Es ergibt sich so die Bedingung 

2 lx l.2 ^ (sin 01‘ — cos f)t~) = 0 

oder, da lxl2, l2—lx nicht verschwinden sollen, und auch (wegen 
cos 0 = rc) r einen endlichen Wert hat, 

II sin 6 — t" cos 0. 
ds 

Durch die Gleichung II ist die Aufgabe gelöst, 
sämtliche Paare Gr,, C.2 zu finden, für die in korrespon- 
dierenden Punkten 1\, P2 die Krümmungshalbmesser 
in demselben konstanten Verhältnis stehen wie die 
Bogenelemente, r bleibt dabei willkürlich, während t aus II. 
T aus 5) gefunden wird, so daß die natürlichen Glei- 
chungen der Mittelkurve bekannt sind. 

Die weitere Bedingung, daß die Torsionsradien T1, 1\2 der 
Kurven Cx und Ca ebenfalls im Verhältnis lx : l,2 stehen sollen, 
wird jetzt durch die Gleichung 

feVA + =- (dsA6Ä (k + k) = o 
' \ds) ri 7\ ~ V ds ) n T2 ' \ ds J llr\ \l\ ± Tj 

ausgedrückt, und liefert, je nachdem dabei lx,l.2 von gleichem 
oder ungleichem Zeichen sind, den einen oder anderen Fall 
der Ähnlichkeit von C1 und C2. 

Setzt man nun nach 3) 

ds,\-d'lx, , d3s, dx. l.t . , 
ds ) älF + ds2 ds = ~ “ r S1" 

- 1 — lx £2cos 0 -f- lx fsin —1 (Z, t2 sin 0 -}- lx V cos d), 
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und führt den Wert von V aus II ein, so folgt 

8) 
' dsX1 (P x1 ci2s1dx, 
K<h) äs2 ds2 ds r •>' sin d 

Ich setze nun zur Abkürzung 

A = sin d 
r 

B = 

o = 
sin d 

dann liefert die Differentiation nach s von 8) 

dSjXd3xt Js, J2s, d-x, cZ3Ja;, 

Js ) ds3 + Js Js2 Js2 + Js3 Js 

a / 
= - f ï, A - a Z A' - ( 7 + “ J -B (1 - ^c) + B' f (1 - Z, c) - f y - /A/". 

Aus diesen Gleichungen findet man T1 vermöge der fol- 

genden Gleichung 

ds,V ! 

9) V ds 

r\T\ 

1 - Z, c 

-AL 

/, Z sin d 

(1-/, c)A 

■ /, t cos d 

/,G' 

-ijA'-^l-îjC) ~LA+B\\-Lcyl- -B1 'z,c AG' 

Die Ausführung der Determinante ergibt, wenn für 1 — /,c 

wieder gesetzt wird, für die rechte Seite von 9) 

— k\ ^ 4-1\ (A'tCsm 0 — t AG"sin d — A2 HZ cos d — Z 
C'A 

cos d 

+ Z, A-; (— C" B — H3 « cos d + c iC) 

A ZÎ it, ^— HA - sind — A‘ B t cos d H2 C t sin d — A B C 

C" 
t B‘ A cos d )• 

1) Hier ist ft 4 0 vorausgesetzt. Ist ft = 0, so ist nach II auch 
t = 0, was auf einen trivialen Fall führt. 
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Unter Benutzung des unteren Zeichens in der Bedingung y) 
verschwinden nun alle Glieder der zu bildenden Differenz nach 

7) bis auf das erste und letzte, und zufolge der Identitäten 

Il kt —ll kl = (l2 — \)Hkl 

— 

bleibt die Bedingung 

— Zf + l\ (— BÄ t— A'Btcos H 4- B-C't sin fl — ABC 
TV I 

^ -)- t B' A cos fl — — ^ = 0. 

Der Koeffizient von l\ läßt sich auf eine einfachere Form 

bringen, wenn man die Differentiationen nach s in Bezug auf 

A, B. C ausführt und die Gleichungen 5) und TI beachtet; 

er nimmt dann die Form 

T 
J-) 
sin2 fl ) 

an, wodurch die Bedingung III in 

übergeht. Diese Gleichung ist, da der Fall r = oo, t = 0. 

wo die Mittelkurve eine gerade Linie sein muß, bereits oben 

als trivial ausgeschlossen wurde,1) für reelle Werte nur lösbar 

durch die Annahme r =co. Es ergibt sich also: 

\V i r d d i e B e d i n g u n g der Ähnlichkeit für das untere 

Zeichen in der Gleichung y gestellt, so muß die Mittel- 

kurve Meine ebene Kurve sein. 

Aus den Bedingungen 

V 
r- 

cos 0 
sm "fl ’ 

cos 0 — rc, t = —fl' = 
dH 
ds 

folgt jetzt 

1) In diesem Falle ist übrigens mir direkte Kongruenz möglich. 

Sitzungsb. <i. matli.-phys. Kl. Juhrg. l'J. Aldi. 5 
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oder 
0" sin 0 + Oncost) = 0 

sin 0 O' — const = — c1 

cos 0 = Cj s -)- c2. 

Die Mittelkurve hat daher die Gleichung r
 — , r (C1 S + cs)- 

Unter den ano'esfebenen Voraussetzungen über die G lei- 
O O o 

chung j') gilt daher der Satz: 

Ist die Mittelkurve eines Paares ähnlicher Kurven 
eben, so ist sie eine logarithmische Spirale.1) 

Damit sind auch die Kurven ö und C1 selbst gefunden; 
da die Lösung von /, und l., ganz unabhängig ist, erhält man 
co1 solcher Paare. Ganz andere Resultate ergeben sich, wenn 
man in der Bedingung y) das obere Zeichen nimmt, liier 
verschwinden in der mit Benutzung von 9) zu bildenden Summe 
das erste und letzte Glied. 

Setzt man 

Q = — C'B — B31 cos 8 + C B‘ 
/ ( ' A 

P = CA't sin ö — t-ACsin 0— Ä*Bt cos 8 : — cos 0, 
T 

so ist die Bedingung 

2 + + WQ = 
0 

oder 
l\ P -j- lc\ Q = 0 

zu erfüllen. 

Führt man die Differentiationen in Q, B aus und beachtet 
die Gleichung II. so ergibt sich nach einiger Rechnung 

P Selbstverständlich kann hier, wie auch in anderen ähnlichen 
Fällen die logarithmische Spirale nicht in ihrer ganzen Ausdehnung 
in Betracht kommen, da rc 1 sein muß. Andererseits ist auch der 
Spezialfall von Kreisen in parallelen Ebenen, p. 52 Anm. hierin mitenthalten. 
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P = t2 sin2 d 1 j2 *7 
sin 0 ds 

cos d 

Q = 
6'' cos d 
r r 

Demnach erhält man 

sin 6 ds 

Qn + k sin2 ® ^2) \ ~r + ^ " JL “1 
sind ds , 

0. 

Hieraus folgt, da der erste Faktor unter den bereits ange- 
sehenen Voraussetzungen nicht verschwindet. 

Da nun 

6" = 2 

cos 0 

tv 
sin 0 

d_ r 
in 6 ds 

, cos 0 f 1 
siiüd 

0. 

so wird nach II) 
t% cos 0 
T sin2d ’ 

und man erhält die Bedingung o O 

„ t3 cos 0 , t'1 cos d 
IV 

,1 
cos d P C r 

r sin-d 1 er siiPd r3 sind <Ps 
0. 

Diese Gleichung ist zugleich mit den Bedingungen 

V sin d = D cos d, cos d = rc, 

zu integrieren : man hat also vier Gleichungen für d. t. T, r. ö O 
Diese Bedingungen sind zunächst erfüllt für t — 0. Dann 

aber bilden die durch die Kurve /' hindurchgehenden Nor- 
malen eine Developpabele, und da aus 
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folgt 

— fl' sin 0 — 
dr 
Js 

1 dr c 
T + ds V Ï— rl c* = 0, 

so ist I' eine sphärische Kurve, wie übrigens auch schon 

daraus hervorgeht, daß durch Abtragen der Strecke ^ auf O' O p 

den Normalen von F die Koordinaten des Endpunktes einen 
konstanten Wert erhalten, wie aus 3) unmittelbar hervorgeht, 
wenn man 

h = ~ ' q = llt = 0 

setzt. Es handelt sich also jetzt um ein Kurvenpaar C, 6', 
mit einem Ahnlichkeitspunkte, der mit dem oben ange- 
gebenen Punkte zusammenfällt. 

Die von dem Faktor t befreite Gleichung IV 

,1 
IVa f1 cos fl t cos fl cos fl t r 

rsin^ö rrsiiDfl r3 sin fl ds 

bleibt daher noch zu untersuchen. Wir suchen zunächst eine 
Gleichung für t zu bilden. Setzt man 

cos fl = rc, t = fl', ilrc = t'V 1 — r2 cl 

T 

  dH dr c 
d s d s Yï ri Cî ’ 

und führt diese Gleichungen in IVa ein, so ergibt sich nach 
einigen Umformungen 

2 cf* c t dr 1 
1 — r* c2 r* r*Y Y r* c* (^s 1 — U ci 

oder, da 1 = r2 c* wieder nur auf einen trivialen Fall zurück- 
führt, 
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r t (1 rl 1 
10) + Kl_^ = o- 

Nun ist nach II 

t‘l cos 0 — V sin ö 

4 rl cl = t‘2(l — rlcl). 

Hieraus folgt 

fi ci — f * \ fi ci =  .  r  = 4- f . 

H + Va ’ y J r2 fi - c t- 

c- d r- V t3 (itt" — 2 V2) 

2 ds ~ (H + t ä)s ’ 

somit wird aus 10) 

2^ + c^i^V'- 2*'*) = 0. 

Nimmt man das obere Vorzeichen, so folgt, wenn man 

wieder von c = 0 absieht, 

11) c*f + *" = 0. 

Für das untere Vorzeichen foist dagegen 

12) 
t4 tt“ 

Die Integration von 11) ist bekannt. Um auch die Glei- 

chung 12) zu integrieren, setze man 

t‘ __ _ t“ t‘*  dz 
t ~ 7 ~~¥~~ds' 

so dah 12) übergeht in 

ds 
d s 

= 3 s» + ch 

Hieraus folgt 

* = tg (scKS 4- Cj) 
I 3 

const. 

(cos s c y 3 -f- c,)D 

oder 
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Wie man sieht, gehören auch hier zu jeder Kurve V dieser 
Arten, die nun durch ihre von s abhängigen Krümmungs- und 
Torsionsradien völlig definiert sind, da lt und l., dabei nicht 
auftreten, co1 viele zueinander ähnliche Kurvenpaare. 

Welcher Art nun diese Kurven F sind, würde noch einer 
näheren Untersuchung bedürfen, auf die ich nicht eingehe. 
Sie sind übrigens wirkliche Raumkurven. Dies würde sich 
schon aus dem Umstande folgen lassen, daß r, 0, t sonst vier 
Gleichungen genügen müssen; übrigens auch durch die Be- 
merkung, daß für T = co die Gleichung IVa 

3 cos 0 cos 0 t dr 
r siiDÖ r3 r* shift cls ' 

wenn man zugleich 

t=—0‘ 
dr 

G (l~S 
— sin 0 0‘ = t sin 0 

setzt, übergeht in 

r 

die für reelle Werte nicht erfüllt werden kann, wenn man 
von t — 0, c = 0 absieht. 

Der im vorigen ausgeschlossene Fall 

c = o, e = J 

läßt sich leichter direkt behandeln. Dann ist 

l, + l. i/.s, 

ds 
und 

dsi 

ds 

werden einander gleich. Es folgt zunächst, daß T eine kon- 
stante sein muß, wenn auch die Krümmungsradien von C1 und 
C,2 gleich sein sollen. .Soll dasselbe auch für die Torsious- 
radien gelten, so muß auch r eine Konstante sein; /'wird eine 
gemeine Schraubenlinie, und Cj, C\ werden selbst kongruente 
gemeine Schraubenlinien. Sollen dagegen die Torsionsradien 
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entgegengesetzt gleich sein, so muß entweder r = co sein, 
— dies ist ein trivialer Fall, denn c,, c2 sind dann kongruente 
Kurven in parallelen Ebenen — oder / muß eine imaginäre 
gemeine Schraubenlinie sein. 

Als Resultat ergibt sich also: 

Es gibt ähnliche nicht kongruente Kurvenpaare O',, C2 

- abgesehen von trivialen Fällen — nur unter den folgenden 
wesentlich verschiedenen Umständen. 

Erstens: Die Kurven 0',, C2 sind perspektiv ähnliche 
sphärische Kurven; sie werden durch Kugeln, deren Mittel- 
punkt die Spitze eines willkürlichen Kegels ist, ausgeschnitten. 
Sie sind Kreise, wenn sie eben sind. 

Zweitens: Die „Mittelkurve“ T ist eine logarithmische 
Spirale; 0, und 02 sind Raumkurven. 

Drittens: Die „Mittelkurve“ ist eine Raumkurve, deren 
Krümmung und Torsion in komplizierterer Weise von der 
Bogenlänge abhängt. 

In allen diesen Fällen aber gibt es zu ein und derselben 
Bewegung der gemeinsamen Normalen unendlich viele Paare 
ähnlicher Kurven. 

Die einzigen ebenen zu einander ähnlichen Kurvenpaare C. 
0, lassen sich übrigens auch aus den Gleichungen des § 1 
ermitteln. 

Aus den Gleichungen 

13) 
li cos a\ - 

<■ ) + 

14) sin n -j- sin o, = r .0, 

15) 
ds 

d r> 

ds' 

10) r (n2 — 1) = (o cos ö, — cos o) h, 

in denen a eine positive Konstante bedeuten mag, da der 
Charakter der Windung nicht in Betracht kommt. 
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Ist nun q = —Je o' nicht Null, so wird 

17) o 1 dp 
q ds 

d 
cos o r 

o' ds 

Durch Differentiation von 16) nach n aber folgt 

d r 
ds 

(a2 — 1) = 1: ( sin a — a sin o1 
d a, 
ds 

de 
oder wenn man aus lf>) den Wert von , einsetzt 

ds 

18) 
dr 
ds v (n2 — 1) = o' h (sin a — sin Oj). 

Dagegen folgt aus 14) und 17) 

2 sin o -J- sin aj 
cos r, d r 
o‘ r d s 

Setzt man hier aus 18) den Wert von , und aus 16) 
d s 

den Wert von r ein, so folgt 

(sin etj —2 sin o) (a cos o, — cos o) + cos o (sin n — sin Oj = 0 

od ei- 
et cos o, (sin -j- 2 sin o) = cos o (sin o 2 sin o,). 

In dieser Gleichung ist nach 15) noch 

o -( c 
1 a 

zu setzen, so daß schließlich entsteht 

(o -j-c) f . (o + c) . \ 
a cos sin  1 2 sin o — cos 

a \ a J 
sin o -)- 2 sin 

(o + c) 

Aber diese Gleichung liefert, wie man durch Reihen- 
entwicklung erkennt, so lange a einen willkürlichen Wert hat, 
einen konstanten Wert für o, so daß die Annahme o' zj: 0 
nicht zulässig ist, ausgenommen in dem Falle a — 1, AVO zu- 
gleich c — 0 zu nehmen ist. Dann entsteht aber nur Kongruenz. 
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Setzt man aber o‘ — 0 voraus, so wird nach 13) r konstant. 
Die einzigen ebenen Paare ähnlicher Kurven a £ 1 werden 
daher von Kreisen in parallelen Ebenen gebildet, während es 
für a — 1, wie in § 6 gezeigt, unendlich viele Paare kon- 
gruenter ebener Kurven gibt; der Fall der Kongruenz nimmt 
eine ausgezeichnete Stellung der Ähnlichkeit gegenüber ein. 

Die Gleichungen des § 1 sind in ihrer ursprünglichen Form 
zu einer weiteren Verwendung oft weniger geeignet. Man kann 
sie in eine übersichtlichere Gestalt durch die folgende Trans- 
formation bringen, die weiterhin mehrfach benutzt werden soll. 

Da S2 = p‘l -J- q1 ist, so kann man 

setzen, so daß, falls sin X verschwindet, die Kurven des Paares 

cos/. = 0 ihre gemeinsamen Normalen eine Developpabele bilden. 

Man hat nun nach § 1. 11 

§ 12. 

Umformung der Gleichungen des § I. 

p = S sin X 

q = S cos X 

sicli unter rechtem V inkél zu schneiden scheinen, während für 

ds ' 

Mit Hülfe der Gleichungen 

cos a sin /. cos a 
— S sin X 

r 

geht die Gleichung § 1, IV 

1) 

über in 

sin o dl 
(I s 
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Führt man also s als unabhängige Variabele ein, so bat 

man das folgende System von Gleichungen, welches 

mit 2) die Kurven eines Paares völlig charakterisiert: 

lc cos o 
r 

h 
I 

lc cos o, 

I 
T, 

- = 1 — S sin/ 

S cos 7. -p lc 
da 
ds 

= 1 
sin / 

" s ' 

- I 7 
COS / -t~ K , 

US 

S 

Nimmt man o, o,, S als Funktionen von s willkürlich an, 

so führt 2) auf eine Riccatische Gleichung für 7.: die zuge- 

hörigen Werte von r, T, 1\ findet man dann aus den 

Gleichungen 3) ; doch ist zu beachten, daß S, r, rx als positive 
Größen definiert sind. 

Nimmt man dagegen a, 7. als Funktionen von s an. 

so bestimmt 2) die Funktion S, so daß nun alle Größen 

durch bloße Elimination bestimmt werden können, 

und — soweit r, >\, S positiv ausfallen — die natürlichen 

Gleichungen der Kurven C und C\ liefern. 

Die Gleichung 2) läßt sich in der folgenden Weise trans- 

formieren. Setzt man nach 3) 

k j da 
T ~~ ' ds 

S cos 7. 

Sk d a1 

I ~ k~ds 
cos 7., 

multipliziert man 2) mit cos 7. und ersetzt 8 cos 7., cos 7. durch 

die eben angegebenen Ausdrücke, so folgt 

d sin 7. d, da d ( d o, 
, sin 7. tga, . 1 -f- tg a - , | -f- tgo.  b tg t, -, 

ds V n 1 ds * ds ) ° ds ° ds 

0; + °i — sin '• tg o') j, + (tg a — sin 7. tg a,) ^ 
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multipliziert man diese Gleichung mit cos o, cosoj, so 

d (sin X cos o cos o] -(- sin a sin a,) 

(tg a, — sin X tg a) , ds, . . . , 
° —ÿ ~ + 2 (tg a “ sm 1 tg °i) cos a cos o, I ds 

oder durch Integration nach s, da nach § 2 S. 13 

sin X cos a cos o1 -j- sin o sin a1 — — cos (b bt) 

(tg Oj — sin X tg o) cos Oj cos n = — cos (A J,) 

(tg o — sin X tg o,) cos ol cos a = — cos (/i, h) Jds f* (1 s 
T cos(Ä&j) -f J ÿ1 cos(Aji) = const. 

folgt 

Sind die beiden Kurven (7, (7, eben, so entstellt der 
selbstverständliche Satz cos (/;/>,) = const. Aber cos(fr&j), d. h. 
der Winkel zwischen den Bi normal en des Paares, ist 
aucli dann eine Konstante, wenn 

5) }, (tg Oj — sin X tg o) Y tg a — sin X tg a,) = 0. 
-' 1 

Damit dieser Fall eintrete, müssen die Gleichungen 3), 
5) und 

6) sin X cos o cos o, sin o sin 0 — c 

bestehen; an die Stelle von 5) kann natürlich auch 1) oder 
2) treten. Man hat demnach (i Gleichungen zwischen S, /, 
r, r,, a, o,, T, 7', ; vorausgesetzt ist dabei, daß cos/, cos a, 
cos a, nicht Null sind, und r. r,, $ positive Werte erhalten. 
Nimmt man z. B. o, ^ willkürlich an, so kann man aus 6) 
X entnehmen, aus den Gleichungen 2) und 3) ergeben sich die 
übrigen Größen. Damit ist im allgemeinen die Aufgabe gelöst : 

Die Charaktere derjenigen Paare zu bestimmen, 
bei denen die Schmiegungsebenen einen konstanten 

O O 

(gegebenen) Winkel miteinander bilden. 

Fügt man jetzt die Annahme hinzu, daß o = 0, rr. d. h. 
daß die gemeinsame Normale Hauptnormale von C sei. so 
hat man aus 3) 



1!). Abhandlung: A. Voss 

Jî 
r 

— 1 — S sin X, 
COS a 

r 
S — sin X 

0 
1 S cos X d II S cos 7 
T /• ' ds = .7’, /r 

und aus 5), 6) 

= 0 

sin X cos 0 — c. 

Es ist daher entweder auch tg 0 = 0, d. h. die Kurven 
bilden ein Bertrandsches Paar; wie man aus der letzten 
Gleichung sieht, wird dann auch 7. eine Konstante. 

Oder es muß 

sein, und man kann 0 noch willkürlich annehmen. Die An- 
nahme von G = 0 nebst der Bedingung eines kon- 
stanten Winkels der Schmiegungsebenen charakteri- 
siert daher keineswegs die Per trän dschen Kurven, 
sondern führt außerdem auf die soeben angegebene, 
von einer willkürlichen Funktion abhängige Klasse 
von Kurvenpaaren. 

Wir machen jetzt die Annahme, daß X und cos (h/;,) 
konstant sei, d. h. daß sich die Kurven des Paares unter 
konstantem Winkel schneiden, und ihre Schmiegungsebenen 
ebenfalls einen konstanten Winkel miteinander bilden. 

Differentiiert man jetzt die Gleichung 6), so folgt 

Ersetzt man hier cos a, cos o, durch ihre Werte aus den 
Gleichungen 3), dividiert durch r, rt, beachtet man ferner 
die Gleichung 1) 

cos n sin a 

-4- cos o sin o. -f- sin o cos a, -, - . 
1 CIS CIS 

do. d ci1 
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sin o, sin o 1 

r S 

so ergibt sich nach einigen Reduktionen 

'da 1 do 
cos2 2 ' 

ds S ds 
0. 

Sieht man von der trivialen, schon vorhin ausgeschlossenen 

Möglichkeit cos 2 = 0 ab, so muh entweder sin o = 0, sin ox = 0 

sein; man hat also wieder ein Bertrandsches Paar. 

Oder es muh 

7) 
do do1 

ds ds 
S = 0 

sein. 

7') 

Diese Gleichung liefert aber nach 3) 

A. 
T ’ 

d. h. die Torsionsradien stehen im Verhältnisse des 

Quadrats der B o ge n e 1 em e n t e , die Kurven si n d i n 

gleichem Sinne gewunden. 
O O 

Die Gleichung ß) ist aber, wenn man die Konstante c 

nicht als gegeben ansieht, eine Folge der vier Gleichungen 3) 

der Gleichungen 7') und der Gleichung 1) oder 

8) tg o1 (S — sin 2) 4~ tg o (1 — S sin 2) = 0, 

so daß wieder nur sechs Gleichungen zur Bestimmung der 

7 Unbekannten o. r, rj, T, Tl, S vorhanden sind. 

Das heißt: 

Die Annahme, daß die Kurven eines Paares sich 

unter konstantem Winkel schneiden und zugleich ihre 

Schmiegungsebenen einen konstanten Vrinkel mitein- 

ander bilden, ergibt außer den Bertrandschen Paaren 

noch eine weitere von einer willkürlichen Funktion 

abhängige Klasse von Paaren. 

Wird hier endlich die Bedingung hinzugefügt, daß o kon- 

stant sei, so ist auch o, nach 7) eine Konstante. Damit wird 
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aber nach 8) auch S konstant, und aus 3) folgen nun noch 

für r, )\, T. T1 konstante Werte; man erhält also nur gemeine 
Schraubenlinien. Der Ausdruck für S 

tg a, sin X — tg o 

tg o, — tg o sin À Ol O 

ist z. B. sicher positiv für 

0 < Oj < --, 0 < l < n, 

wenn o negativ, aber seinem absoluten Werte nach < ■ 

Alsdann werden 

1 — S sin 7. 

1 — 
sin l 

S 

tg Oj cos^ X 
tg o, — tg o sin X 
Ol Ö 

tg o cos l 
tg Oj sin 7. — tg o ’ 

ist. 

positiv, so daß auch r, r, positive Werte erhalten. Wie man 

sieht, sind noch zahlreiche weitere Annahmen möglich. Ich 

erwähne, um nicht zu weitläufig zu werden, nur noch den 

Fall S = 1, wo 

k 
dl 
<7 s 

1 — sin 7. tg o + tg O, , 

also 7. durch eine einfache Quadratur aus den angenommenen O 
Werten von o und Oj bestimmt wird. Es ist dann 

cos o COS Oj 

r ~ rj 

1 — sin 7. 

h 

k da 
T “ C0S ' + 3s ' 

k 
rA 

cos 7. k 
d Oj 

ds ' 

Wählt man hier o = o,, so erhält man alle Paare 

kongruenter Kurven, bei denen 7. nicht konstant ist (vgl. 

§ 6 S. 29). Wählt man dagegen o = — Oj, so entstehen Kurven- 

paare, welche für entsprechende Punkte sich unter kon- 

stantem Winkel zu schneiden scheinen, gleiche Krüm- 

mungshalbmesser haben, und für die (vgl. übrigens §7) 
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2 cos X 
T~ 

also das arithmetische Mittel der Torsionen konstant ist. 

Unter dieser letzten Annahme kann auch die eine Kurve, 

etwa C, eben sein. Setzt man dementsprechend 

eine vielfach betrachtete Kurvengattung, mit welcher 

also eine Itaumkurve gleichen Bogenelements, gleichen 

Krümmungshalbmessers und konstanter Torsion ein 

sich unter konstantem Winkel schneidendes Paar bildet. 

§ 13. 

Kurvenpaare, die sich unter konstantem Winkel schneiden. 

Ist 7 = const, so folgt aus den Gleichungen des § 12 

so folgt 
'4” + c»s; = o. 

Daraus ergibt sich 

tg o — tg a, sin 7 

tg o. — tg G sin X 
Ol O 

h COS G tg Gj cos* 7 

r tg Gj — tg G sin 7 

k cos G. tg o cos2 7 

tg G — tg Gj sin X 

k 
T 
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Nimmt man o und o, willkürlich als Funktionen von s 
an, so sind r, r,, S, T, Ti also die natürlichen Gleichungen 
der Kurven des Paares völlig bestimmt. Bezeichnet man die 
Kontingenzwinkel der Schmiegungsebenen der Kurven mit d tj, 
di]j, so geben die beiden letzten Gleichungen durch Integration 

1) h ()] — a) — sj cos X -)- const 

2) /<;(?/, — Oj) = s cos 2 -f- const, 

so daß die Winkeldifferenz i; — n für die Kurve C eine 
lineare ganzeFunktion d er Bogen länge derK ur \eO, w i rd. 

o O O 1 

Verlangt man insbesondere, daß C und 6', ebene Kurven 
sind, so tritt zu den Gleichungen noch hinzu 

3) sin a sin -j- sin 2 cos o cos a1 = const = c,. 

Man findet dann aus 2), wo )/, = 0 zu setzen ist, o als 
Funktion von s, aus 3) a als Funktion von s, womit denn auch 
r und >'j als Funktionen von s bekannt sind. Hierdurch ist im 
allgemeinen die Aufgabe gelöst, alle ebenen Paare zu be- 
stimmen, die sich unter konstantem Winkel schneiden. 

Man erhält für sin X = 0, wo sich die ebenen Kurven 
unter rechtem Winkel zu schneiden scheinen, besonders ein- 
fache Beziehungen. So findet man z. B. aus 3) unmittelbar 
die folgende Beziehung zwischen den Krümmungshalbmessern 
in korrespondierenden Punkten aus 3) 

Zu einer vollständigen Behandlung dieses besonders interes- 
santen Falls, die sieh übrigens leicht an die vorigen Gleichungen 
anschließen läßt, kann man auch die Gleichungen des § 1 
verwenden. Man hat nämlich, da p == 0, 

cos o 
Je 

cos n , 13 = 0, S'1 = = klo‘\ 

d% a 
g d a, d n sin o 

ds ds ’ r. 
o, sin a dS ds1 

r S ' S d s d P 

d s 

4) 
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Deutet man die Differentiationen nach der V ariabein s durch 

einen oben angefügten Index an, so da hi 

cP o dr 
äs ° ’ dsL ds  r 

so folgt wegen 

tg n 
tgOi = - b 

1 IP 0‘ 2 ff- tg2 <7 

5) 

cos2 rs, 

1 o‘ S‘ 
cos2 o S +tgö^ 

nach 4) und 5) 

6) o'2 ( 1 + K ) = o"tgo — 
tg2 o 

Da nun nach 4) —sinaa' = so wird aus 6) 

n r Je sin3 o sin’ o 
cos n 1P cos2 o ’ 

/ 

IP V + r2J = co. 

führt man hier vermöge der Gleichung n o 

rr 
a sin n — 

k 
JP 1 — 

1P 

den Wert von o“ ein. und ersetzt sin2o, cos2 o durch ihre Werte 

r2 f 
1 — IP ’ IP ’ 

so ergibt sicli die folgende Differentialgleichung zweiter Ord- 

nung für r : 

8) 

1 + 2 l7l 

+ rr“ + 1 - = 0. 

Setzt man 

IP 

d (r r‘) 
ds 

= r e" -f r'2, 

Sitzungsb (1. math.-phys. Kl. .1 alirg. l'JOb, l‘J. Abh. G 
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so ereilt sie über in 

1 cll) 
2 ils ■i + 1 — n + 3 r‘ 

r- 
P 2 = 0. 

P 
oder für 

n, r r 
1 d g 
2 ds ' 

1 dlg 
2 ds* 1 4 Je1 

dg 
3 \ds 

+ 1 — 
1-Ç- 1 

70 

o. 

Man integriert diese Gleichung durch Vertauschung 
Variabein. Setzt man 

folgt 

d Q _ 1 
ds ds ’ ds 

dg 

1 

d2p 1 d 1 
2 do /ds 

\\ßßj ! 

4k~ f ds^ 

[dp, 

g 1 d 
P + 4 d o 

I 
= 0 

1 
P 

für 

ergibt sich also die Differentialgleichung erster Ordnung 

<7/ 
(/ o lc) + P = 0, o 

P 
deren Lösung 

2 = 01 4 P 1 
o 
p 

mit der Integrationskonstanten 0 ist. 
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Demnach wird 

Sa) 

und dies ist die natürliche Gleichung der Kurve C, 
wenn man noch o durch r2 ersetzt. Setzt man 

so erhält man 

C~, 

also 

9) 
k2 

4 ¥ 
(J 

arctg 2 u. 

d/A . 2 (s + c,) 
j.CT“ 

(' ° k 

Ist nun C eine negative Konstante, so kann man 

, AI2 1 
C ~~ £2 ’ £ < 

setzen. Dann erhält map aus 9) 

Je 
9“) J 1 +(l-£2)tg2^pi; 
ist dagegen C positiv, so muh die nach 9) positive Zahl 

4 Je2 

1 

sein, und man erhält 

k 1 / 

C 
= «2

 < 1 

9b) „ (s + Cj) ;]/i + a-.>) 
Aber nur der Fall 9b) kommt hier in Betracht. Denn 

nach § 2 ist der Cosinus des Winkels der Binormalen für 
]> = 0 durch 

cos = 
S 

COS r, 

k /■ s sin2 a 

(i* 
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gegeben, wo r, den Krümmungshalbmesser der Kurve C. be- 
deutet, der nach § 1 IVb durch die Gleichung 

S2
 _ 5» 1 _ 1 

r; ~ ¥ + ¥ ¥ 

gegeben ist. Setzt man nun in die Gleichung. 

cos2 (!) b‘) = 
¥ 

die Werte von sin a, 

S2 = ¥ a'2 

entnimmt man ferner aus 8a) den Wert von r', so ergibt sich 

4 7,:2 

COS2 (& /jj) = Q . 

Es ist demnach G eine positive Konstante, welche 
> 4 7«* sein muh, so daß die unter 91') gemachte Annahme 
allein zulässig ist, wenn nur reelle Verhältnisse betrachtet 
werden. Es ist selbstverständlich, daß die zweite Kurve G, 
derselben Differentialgleichung 8) genügt; daß aber auch 
die Integrationskonstante in beiden Fällen denselben 
W ert haben muß, geht aus der soeben entwickelten Be- 
deutung von C hervor. Übrigens kann man auch direkt zeigen, 
daß die Gleichung für o sich in die nämliche Gleichung für 
Pj transformiert. Für den Fall, daß C — co, stehen die 
Ebenen der beiden Kurven aufeinander senkrecht. In diesem 
Grenzfalle aber wird r = Je — >•,, jede der Kurven C, Gj wird 
ein Kreis. 

Die Gleichung 9b) ist aber, wie bekannt, die natürliche 
Gleichung von gewissen Meridiankurven der Rotationsflächen 
konstanter positiver Krümmung. 

Man hat also den Satz : 
Das einzige System von zwei ebenen Kurven im 

Raume, die ein Paar bilden und sich unter rechtem 

S'1 1 1 
¥ + r2 ' ¥ 

¥ 1 
¥ 
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Winkel schneiden, wird durch zwei kongruente — aber 
nicht mit kongruenten Teilen aufeinander bezogene — Kurven 
gebildet, welche zu den M.eridiankurven der Rotations- 
flächen konstanter positiver Krümmung gehören. 

§ 14. 

Fortsetzung, die Kurven 0 und C1 in rechtwinkligen Koordinaten. 

Mun kann das Resultat des vorigen § durch eine direkte 
Untersuchung bestätigen. Ordnet man der in der x //-Ebene 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems x y z liegenden Kurve (J 
mit dem Krümmungshalbmesser r die Kurve Ct, welche mit 
ihr ein Paar bildet, in der Ebene 

1 ) a'j — c = 0 

zu. so sind die Koordinaten von Cj 

7 (l U x, = x — K cos o , - 1 ds 

d x 
y1 =5= y T 

h a
 ds 

z, = h sin o 

mit der aus 1) folgenden Bedingung 

3) — c k sin r, x — lc cos o 
dy 
d s 

0. 

Sollen die Richtungen korrespondierender Tangenten von 
C und Cj überdies aufeinander senkrecht stehen, so muß 

4) 

sein. 

1 7t cos o 
d x d3 y 
ds ds2 

Setzt man jetzt 

d y d2 a;\ 

d s d s2 ) 

d x d y = cos«, -z— = sin a 
d s d s 

= 0 

di x 
ds2 

Sill u d'2 y cos a 
d s2 ~ r r 
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so gellt 4) über in die aus § 1 bekannte Gleichung 

4‘) 1 cos a = 0, li sin D = V k2 — r2. 
r 

Demnach wird aus 3) 
dy — c I k2 — r2 — r — x. 
d s 

Differentiiert man diese Gleichung nach s, so entsteht 

d r 

  d s _ (/ y d y 
I k2— r ds d.s' 

oder, wenn 0 vorausgesetzt wird, 
ds 

dy 
d s 

c r 

1 k2 — r- 

Setzt man diesen Wert in 3j ein, so folgt nach 4') 

<0 

I ) 

1 k2 - r2 

d x r c l•2 d r 

ds ~ (Vk2 — r2f ds ' 

und aus 5), 7) folgt durch Quadrieren und Addieren 

c2 r2 ( r2 c2 k* f d r\2 

= l;2 — r2 + (/,:= — r2)3 \ds) 
oder 

8) {¥ — r2f (1 -v c2) - c2Ic2 (Je2 — r2)2 = r2c2¥ 1 ' ' 
dsr 

Setzt man hier c = cotg d, so entsteht 

k2 
1 fdr2V 

COS2 d, 

welche Gleichung, wenn man 

1 l‘l 
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setzt, in <lie mit der früheren übereinstimmende 

übergeht. Es ist ferner die Länge der Normalen N der 
Kurve C, d. b. derjenige Abschnitt derselben, der vom Kurven- 
punkte und der y- Achse begrenzt wird 

ds 

Demnach ist nach 5), 6) 

9) Nr = V. 

Und endlich ergibt sich für x, der Wert 

oder 
/L' COS O 

äy 
ds 

c- W 

X 

10) c2/c2. 

Diese Gleichung gibt den Zusammenhang zwischen den 
Koordinaten entsprechendem Punkte auf den beiden Kurven (J, 
Cj an. Nach 9) ist die Kurve C Meridiankurve einer 

Rotationsfläche konstanter positiver Krümmung 

wobei die y-Achse die Rotationsachse ist. Die Kurve C\ ist 
selbstverständlich zu der Kurve C kongruent, aber die beiden 
Kurven sind nicht m it kongruent entsprechend en P u n kten 
aufeinander bezogen. 

Man erhält nun eine neue Definition dieser Kurven, 
welche von Interesse zu sein scheint. Soll der Endpunkt der 
Strecke 7c, welche auf der gegen ihre Hauptnormale unter dem 
Winkel o geneigten Normale aufgetragen ist, überhaupt eine 
ebene Kurve beschreiben, so ist nach 2) 

c2sin2 a = ,r2 2 kx cos o äy 
ds 1 kr cos2 a 

oder 
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o'- -f- 2 le x cos a - x2 

a s 
1 Ir = 0. 

Im allgemeinen ergeben sich daraus zwei Werte von cos o. 
Dieselben fallen zusammen, wenn 

11) 
x- k2 c2 

le2 

ist. Dies ist aber gerade die Differentialgleichung 
zwischen x und y, welche aus 5) und 6) hervorgeht. 

Diese Gleichung stellt aber nicht alle Meridiankurven der 
Rotationsflächen konstanter positiver Krümmung vor. 

Die Differentialgleichung zweiter Ordnung dieser Kurven 
ist bekanntlich 

oder 
dx2 dx 

x‘ 
k2 o,, 

wo cj eine positive Konstante, wenn reelle Werte von y. x 
vorhanden sein sollen. Hieraus folgt 

; A'2 , 
= j.3 — 0, — !)• 

Setzt man, um diese Gleichung mit der vorhergehenden 
zu identifizieren, 

0 — 1 = c-, 

so erkennt man, daß der kleinste Wert, den x annehmen kann, 
x = kc ist. Man erhält also nur die zu den Rotations- 
flächen konstanter positiver Krümmung vom ring- 
förmigen Typus gehörigen Meridiankurven, während 
die vom spindelförmigen ausgeschlossen bleiben. 
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Hieraus geht nun eine weitere Beziehung zwischen den 
Kurven C und C\ hervor. 0 liegt in der x »/-Ebene, C1 in 
einer unter dem Winkel ô gegen diese geneigten Ebene E 
durch die Y-Achse, aus welcher die Normalebene von C eine 
Gerade (j ausscheidet. Im allgemeinen würden auf einer Ge- 
raden zwei Punkte von Gl liegen, deren Normalabstand von 
C gleich k ist. Da aber diese im vorliegenden Falle stets 
zusammenfallen, muh die Linie (j mit der Normalen k einen 
rechten Winkel bilden. Die beiden Kurven C. liegen 
daher .so g egen ei n a n d e r, d a ß d i e T a n g e n t e der K urve C 
mit der N o r m a 1 e n de r K urve C1 i ni k o r r e s p o n d i e r e n d e n 
Punkte sich in demselben Punkte der Y-Achse schneiden 
und umgekehrt. 

Der im vorigen unberücksichtigt gebliebene Fall 

ist nur ein trivialer. Denn alsdann ist r - const, mithin die 
Kurve C ein Kreis, und wegen 

cos a = 
k 

reduziert sich die Kurve 6', in kinematischem Sinne auf den 
senkrecht über dem Mittelpunkt von C gelegenen Punkt im 

Abstande I k'1 — 

Auch der Fall sx = const oder k sin o = y ist in der 
obigen Darstellung nicht enthalten. Dann ist aber nach 4') 

r = I k2 — y2, die Kurve C also wieder ein Kreis, und C, 
reduziert sich auf den zuvor erwähnten Punkt. 

Ist endlich c — 0, so ist x 
i 

dy 
ds 

0 oder 

Daraus folgt aber 

ds 
sin a = 0. 
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Wäre nun sin a = 0, so ist y = const, x = s -j- const, 
was mit der Bedingung x1 = 0 unverträglich ist. Ist aber 

dr 
ds = 0, 

so wird man wieder auf den angegebenen Punkt geführt, der 
von der Kurve C1 allein in Betracht kommt. 

Von diesen Fällen abgesehen, die man übrigens als Grenz- 
fälle ansehen kann, findet ein gegenseitiges Entsprechen zwischen 
den Kurven C, statt. Setzt man 

1 -1- r'1 

4 + 4 = x\ -WW ' = f», 
cl 

so sind _//, und f die Koordinaten der Kurve G', in ihrer Ebene. 

Es wird also, da 

X — 
c r 

V¥ 
= c I Ä* 

( r% c Id d r 

= U r (W-^ äs 

I* = (1 + cl) (7c2 — »•*). 
Nun ist der kleinste Wert, den x annehmen kann, Icc, 

der größte 7c}' 1 -j- cl\ diesen Werten entsprechen die Krüm- 
mungshalbmesser r = 0, 

k 

~ V1 -f'c* 

von C. Es kann daher für c2 ^ 0, r niemals gleich 1; werden, 
und dem Werte r = 0 entsprechen die Koordinaten //, = yd) 

£ — k\ 1 -)- c2; dem Werte 

^ __ k 

V1 + c2 

dagegen entspricht | = k c, yx = y. 

1) Dies zeigt die Betrachtung der Gleichung S), nach der r 
für r einen endlichen Wert erhält. 
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Das Verhältnis der Quadrate der Bogenelemente der Kurven c 
und Cj ist nach § 1 

(ds,V 

hieraus folgt 
ds 

Ir o'2 ; 

d s, y_ (lc2 - r2)\lc2- r2 (1 + c*)j 
r2c2h2 ds 

Für v = 0 ist daher 

ds, 
dt 

1 = co; für ■>•== — wird = 0. 
ds 

Die Kurven C und C', haben daher, wenn man C, durch 
Drehung um die Y-Achse in die Ebene X y verlegt, die in 
der folgenden Figur angedeutete Lage. 

Y 

In derselben sind korrespondierende Punkte mit gleichen 
Buchstaben bezeichnet. Dreht man die Figur A, P, B so lange 
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um die Y-Achse, bis sie mit der Ebene von A, /’. I! den 
durch cotg ö = c bestimmten Winkel bildet, so wird in der 
Tat die Entfernung der beiden Punkte BB1 gleich 7c, wie 
es sein muß. 

Je mehr sich nun c dem Werte 0 nähert, um so mehr 
wird r = />', das Verhältnis der Bogenelemente nähert sich der 
Null. In der Tat findet man auch aus 11) 

d y I 'x- — c2 7c2 

dx I '(1 "a;-’’ 

Für c = 0 entspringt daraus die Gleichung des Kreises 

-P y2 — Jr- 

Die beiden Kreise C und C\ haben dann die Y- Achse 
zum gemeinsamen Durchmesser, aber der Mittelpunkt des einen 
fällt mit dem Diametralpunkte des andern zusammen, wie auch 
aus der Figur für c = 0 hervorgeht. 

S s 15. 

Über eine gewisse Beriihrungstransformation in der Ebene. 

Die im vorigen § nachgewiesene Lage der beiden Kurven C, 
C, legt nun die folgende Aufgabe nahe: 

Alle ebenen Kurven paare C, 6', in derselben Ebene 
vonderjenigen Eigenschaft zu bestimmen, daß sich die 
Normale des Punktes P(xy) von C mit der Tangente 
im korrespondierenden Punkte 1\ (f, rj) von C\ und auch 
umgekehrt die Tangente von C in P mit der Normale 
von C\ in 1\ je in zwei Punkten der y-Achse schneiden. 
Solche Kurvenpaare müssen den beiden Gleichungen 

1) 
dy 
dx 

2) y + x 
dx 
dy 

genügen, aus denen die invariante Beziehung 
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/ 1 , d)]\ = _ , / 1 , dy 
\dyVdç\ dy ' dx 
\d£ ! \dx 

hervorgeht; sie drückt zugleich aus, daß Normale und Tangente 
von C und C\ in korrespondierenden Punkten zwei Dreiecke 
gleicher Hypotenuse auf der Y- Achse bilden. 

Man kann das simultane System 1, 2 in folgender Weise 

lösen. Durch Elimination von ? l entsteht aus 1), 2) 

4) y- — x- — 2 y y + x (y — y) — y'J = — (>f + £2), 

oder, wenn man nach 1) 

(y 

dy 

-xy‘) 
d y 1 d 

-(I2 + V2) d x 2 d x 

setzt — für J- ist dabei y‘ geschrieben — und nun 4) nach 
dx 

x differentiiert, eine Differentialgleichung für y, die nach Be- 
freiung von dem unwesentlichen Faktor 1 
grübele Form 

y‘-x) die inte- 

nd 

dx 
d 

dx 

mit der willkürlichen Konstanten (J annimmt, so daß 

und nach 4) 

6) 

wird. 

y = y — xy‘ + c 
,y 

i-y‘2 

Für C = 0 entsteht hieraus nur die triviale Lösung | = 0, 

y = y — x y‘- 

1) Diese Lösung gibt aber nur die Mini mal g era den der Ebene, 
deneu wieder Minimalgerade entsprechen; in der Tat bildet jede solche 
Gerade mit sich selbst ein solches Paar. 
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Aus den Gleichungen 5), (i) geht hervor, daß man zu 
jeder Kurve, y—f(x), oo1 Kurven C\, i] = finden 
kann, je nachdem man der Konstanten C verschiedene 
Werte erteilt. 

Die Gleichungen 5), 6) stellen eine Berührungstrans- 
formation vor. Differentiiert man nämlich beide nach x, 
so folgt 

t dS 
s fix 

d_,j 
d x 

— y‘ 
c 
x3 

(I 

Genügt nun die Kurve C der Differentialgleichung1) 

y“ = o, 

so werden $ und i] Konstanten. Abgesehen von diesem be- 
sonderen Fall, wo die Kurve C\, welche der C entspriclit, in 
einem Punkt degeneriert, ist daher 

7) c dji d y = 

dÇ dx 

und die Aequatio Directrix dieser Berührungstransformation, 
welche sich durch Elimination von y‘ aus 5), 6) ergibt, erhält 
die in x. y; £, ?y symmetrische Form 

Q = (42 - C) (a:2 - C) - C (,, - yY = 0 

i) Der Fall 
„ ! c \ , C 

y ( ,g ') y ,‘.i 11 

ist übrigens ein ganz trivialer. Denn es wird jetzt 

ff- + k x* = C k. 

wo k die wesentliche Integrationskonstante ist, und man hat damit 
nur die bekannte Eigenschaft der Mittelpunktskegelschnitte, daß Nor- 
male und Tangente eines Punktes dieser Kurven der eisten Hauptachse 
in zwei Punkten begegnen, welche mit den auf der zweiten Hauptachse 
gelegenen Brennpunkten auf einem Kreise liegen, dessen Mittelpunkt 
sich auf der ersten Hauptachse befindet. 
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vermöge der jedem Punkte x, y ein Mittelpunktskegelschnitt f, 
y entspricht. 

Mit Hilfe der Gleichung 7) findet man leicht die Um- 
kehrung der Gleichungen 5), 6) in der Form 

5a) 

6=0 

y = v O- 0 

x2 = C 

SV 

G 

in welcher C dieselbe Konstante, wie in 5), 6) bedeutet. Man 
hat dazu nur aus 7) den Wert y‘ mittelst 

V = 
äv 

in 5), 6) einzuführen ; damit ergibt sicli x~ rational und somit 
auch y. 

Der im § 14 besprochene Fall der Meridiankurven der 
Rotationsflächen konstanter positiver Krümmung ist unter den 
Gleichungen 5), 6) enthalten, aber dadurch von Interesse, daß 
hier C und C\ kongruent sind. Indessen ist diese Eigen- 
schaft für jene Kurven' nicht charakteristisch. 

Schon die Parabel bietet einen solchen Fall dar. Setzt 
man ,, , ,,•> y = q x-, 

so wird 

V = <i (2 G — £2) 

fs = C[l — iq2C+ iq2x2]\ 

der Parabel C oder y = q x2 entspricht also die Parabel C\ 

14-4 q- C J2 q 
,j ~ 4 q 4 q2 C ' 

Setzt man 4 q2 C = -f- 1, so wird 

V = 
£2 . 

die Kurve G', ist also eine Parabel mit demselben Parameter, 
welche zu (■ con focal ist, aber entgegengesetzte Achsenrich- 
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tuiig hat. Setzt man dagegen 4 qa C — — 1, so fallen C und C\ 
zusammen ; die Beziehung zwischen den korrespondierenden 
Punkten wird aber imaginär, wie aus der Gleichung 

Es ist übrigens leicht, unzählig viele kongruente 
Paare dieser Art zu finden. Man kann sich die allge- 
meine Aufgabe stellen, alle Paare zu finden, bei denen 
die Kurven C, C\ durch Verschiebung, Drehung und 
Symmetrie auseinander hervorgehen. Beschränkt man 
sich indessen auf den einfacheren Fall, daß die Kurven C, 6', 
durch Translation längs der Y-Achse, eventuell unter 
Hinzufügung einer symmetrischen Umformung in Be- 
zug auf die Ai-Achse auseinander entspringen sollen, 
so läßt sich diese Frage mit Hilfe der In Varianten der Trans- 
formation beantworten. 

Ich verstehe dabei unter einer Invariante der Berührungs- 
transformation jede Funktion, für die 

Eine solche Invariante ist nun, wenn man y mit — ij ver- 
tauscht, nach 3) 

Eine zweite erhält man aus 7), da nach dieser Gleichung 

folgt. 

F(x, y- y\ y" — F a, y, y\ y“...) 
ist. 

y 

mithin nach Vertauschung von y mit — y ebenfalls 
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eine Invariante wird. Diese beiden Invarianten sind von ein- 

ander unabhängig; eine dritte von ihnen unabhängige kann 

nicht vorhanden sein, wie man unmittelbar sieht.*) 

Hienach ergibt sich der Satz; 

Die Differentialgleichung erster Ordnung 

W,, Ja) = 0 

liefert, da in ihr nur y‘ vor kommt, kongruente Kurven- 

paare, welche Funktion auch F bedeutet. An Stelle der 

Invariante J2 kann man auch 

Js — J2 -/j = y x y^ß 

nehmen; es ist daher auch 

./, J, = (C — x1 2) (1 4- y^) 

eine Invariante.2) 

Setzt man demgemäß 

J, J3 = a , 
wo n eine Konstante, so folgt 

8) 1 . 

Nun ist die Differentialgleichung der Meridiankurven der 

Rotationsflächen konstanter (von 0 verschiedener) Krümmung 

9) 1 +y'2 — ¥ 
x~ t- c, ’ 

wo c1 eine willkürliche Konstante, und k- der absolute Wert 

des reziproken Krümmungsmaßes ist. 

Ist nun E = ff- 1, was den positiv gekrümmten Flächen 

entspricht, so fallen die Gleichungen 8), 9) zusammen, wenn 

c\ -F = Cy 
= F 

1) Auch _ _ 

$ v‘ ~ x V 
ist eine Invariante ; daher gehört auch = J2 — 4 U zu diesen Invarianten. 

2) Bei der Verwendung dieser Invariante ist die Vertauschung von 
i) mit —?j nicht erforderlich. 

Sit/.ungsb. <i. matli.-phys. Kl. Jalirg. 1909, 19. Abli. 7 
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man a = k2 und C1 = — C setzt; da C, falls überhaupt eine 
reelle Beziehung entstehen soll, einen positiven Wert haben 
muß,1) so hat man die Formel 

10) 1 + y“2 = G~X^ 

es wird dann 

V — U 4" x ^ — x~) (^2
 — ^1 x'' 

x- 

Soll die Beziehung reell sein, so muß C > k2 sein, 
dann findet aber wegen 

VC— ¥ <x< VC, 

abgesehen vom Grenzfalle £ = U, nur der ringförmige 
T y p u s statt. 

Ist dagegen e = — 1, so wird man a = — k~. c, = -|~ G 
zu setzen haben. Es wird dann 

also 

1 + *' =- e 

a-nW + V) 
x2 ’ J x2 — C 

C < x2 < G + k2-. 

daher entsteht hier nur der hyperbolische Typus, so daß 
der Fall der Tractrix und der Kegeltypus ausgeschlossen ist. 
In Bezug auf die gegenseitige Lage der Kurven 6', Cl gelten 
hier ganz analoge Bemerkungen, wie zu der Figur in § 14. 

b Aus der „im allgemeinen“ gütigen Gleichung 7) erhält man 

1 4_ (diY— *1 G + y'2) 
r\dt) ?/2 C ’ 

aus der hervorgeht, daß C einen positiven Wert haben muß. wenn 
die Beziehung reell sein soll; selbstverständlich ist dies nicht hin- 
reichend. 
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Wir heben noch einige weitere Fälle hervor. Setzt man 

J1 = a r/3, 

so ergibt sich die Differentialgleichung 

(C — x2)  1 ff- y'2 

x1 y' * ’ 

deren Lösung unter Weglassung der willkürlichen Konstanten 
der Mittelpunktskegelschnitt 

(« ff- 1 ) V ff- a;2 (« ff- 1 ) = « 6', — (a ff- 1 ) y = Va G - ' (a T1 ) « * 

ist. Hieraus folgt dann 

£* = r, , 
a C — (a -ff 1) a;2 

C 

« ff- 1 Va C — X1 (a ff- 1) 

und durch Elimination von x 

(a ff- 1) f* ff- V (a ff- l)2 = a C, 

falls nicht ff2 — (7=0 und somit auch x% — G = 0 ist.l) 

Das eben angeführte Beispiel ist dadurch ausgezeichnet, 
daß eine und diesel b e Kurve durch die B e r ü h rungs- 
transformation auf sich bezogen wird, was demnach bei 
allen Kegelschnitten stattfindet, deren eine Achse die Y-Achse 
ist, übrigens auf dem früher erwähnten Satze beruht. 

Diese Möglichkeit ist indessen nicht auf die Kegelschnitte 
beschränkt. Als einfaches Beispiel kann man die Differential- 
gleichung 

ff in diesem Kalle wird 

Bei geeignetem Werte von a kann dies jeder reelle Punkt sein; in 
der Tat bilden auch zwei Nullkreise, deren Zentra zusammenfallen oder 
symmetrisch zur Y-Achse liegen, ein reelles Kurvenpaar C, (ff. 
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r - (** - C) 
X = y -—-—- = « 

an führen, deren Integral 

(X 
y = lg (.Y — C) -(- const ist. 

Es wird dann 

a x 2 C a 
— >1 = 'U —TU n + .2 n Y const = y — a + const, 

X — O X -— o 

Z'l . a = 
n% C 

xl — (7 ’ 
mithin 

V 
rt 
7> lg (<P — C') + « — C. 

Wählt man daher z. B. 2 = lg (a* (7) und setzt die kon- 
stante c gleich Null, so hat man eine Kurve, die mit sich 
selbst ein Paar bildet. 

Man erhält durcli eine einfache Rechnung ferner 

1 + <h 
_ d£ 
d2 y 
d P 

3 

Cl 
(Cy‘ ~ xy"(C — x')\ 

V xy“ — {\ + y"l)y' J ' 

Das identische Verschwinden des 
schon oben bemerkt, auszusehlieken. 

d* y 
d f2 der Nenner oder so ergibt sich 

Zählers ist dabei, wie 
Verschwindet dagegen 

durch Integration eine 

Kreislinie, der vermöge der Berührungstransformation eine durch 
ihren Mittelpunkt gehende Gerade entspricht. In der Tat 
bildet auch ein Kreis mit jeder durch seinen Mittelpunkt 
gehenden Geraden ein Paar von Kurven C, C, in Bezug auf 1 O 
jede durch seinen Mittelpunkt gehende Y-Achse, wie unmittel- 
bar ersichtlich ist. 
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Es lassen sich noch eine große Zahl hierher gehöriger 
Fragen stellen. Man kann z. B. verlangen, daß die Krüm- 
mungshalbmesser der Kurven (7, G'j in entsprechenden Punkten 
zueinander proportional sind, oder daß die Tangentenrichtungen 
von C und C\ in korrespondierenden Punkten einen konstanten 
Winkel miteinander bilden sollen, u. s. w. ; u. s. w. 

Nur auf die einfache Gestalt, welche die Transformations- 
gleichungen 5), 6) für den Fall der Meridiankurven der Rotations- 
flächen konstanter Krümmung annehmen, soll hier noch hin- 
gewiesen werden ; der Einfachheit halber führen wir dieselbe 
nur für den Fall positiver Krümmung aus. 

Aus der Gleichung 10) 

folgt 

1 + y\ = 

d x 
ds 

V G 
dy 
ds 

1 IG - G f 

wo 

11) 

gleich -j- 1 sind. Daraus folgt 

y = ««1 

IG — C + x2 

~G—x2 ’ 

und aus der Definition des Krümmungshalbmessers, der hier 
mit seinem Vorzeichen einzuführen ist, 

12) 

oder 

1 dx d~y dy d'lx 
r ds ds1 ds ds'1 

dy' fdxy 
ds \dsj' 

d x 
ds Yc 

VTG-C- 

1   x1 

G = 1G(¥~C -t x2)' 

Es wird daher 

«/ = U + •/. (C - x*) = y j- er, I G — a* 1 JG- G 
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also : 

5') 

6') 

’1 = 2/ + r 
d x 
äs ' 

£ = -, Vc \ "Ö — k*, \X \ = 1. 

so daß die positive Größe C > lc1 ist. 

Aus 5') kann inan wegen der Reziprozität der Trans- 
formation schließen, daß 

13) 
dt 

r‘ clSj 

d x 
ds ; 

dies läßt sich in der Tat durch die folgende Rechnung be- 
stätigen. Man hat nach 12) 

1 did ? A / d t\'2 

r, (I Sj \d t) V d i 

Wird hier nach 7) durch seinen Wert — , und 
dt Cy 

x t nach 6') ersetzt, so folgt 

. d£ VC— lc1 (ds\2 d$ dx 
rds /'1 h.s-, VCy"1 \dsj ds' 

oder wegen 

- Ä 
Vß VC — lc1 ~ 

dt C — lcl(ds\2 1 

dt 
ds 

d x 
ds (7Sj xl \dsj y‘~' 

Aus der Gleichung S. 98, Anmerkung, 

dr/Y œ*(l +ÿ'*) 
dt Cy'* 

idsX C — lc1 

erhält man aber 
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so daß in der Tat die Gleichung 13) auch dem Vorzeichen 
nach richtig ist. Sie zeigt, daß die Projektion des Krüm- 
mungshalbmessers auf die K-Achse in kor r esp on d i e- 
renden Punkten für beide Kurven C und 6', den näm- 
lichen Wert hat. 

Man erhält endlich aus der Gleichung 13) 

Eliminiert man nun aus dieser und der unter 12) ange- 
führten Gleichung für rz die Größe xz, so folgt endlich 

^ + r* r\ — ¥■ (r2 + r?) = 0 

als Beziehung zwischen den Krümmungshalbmessern 
in korrespondierenden Punkten von C und C', ; wie man 
sieht, ist dieselbe von der Lage der Punkte völlig unabhängig. 

§ 16. 

Über eine zweite Berührungstransformation. 

Mit der im vorigen § betrachteten Berührungstransfor- 
mation steht in engstem Zusammenhänge eine zweite, bei 
der zwei Kurven C, 6', sich so entsprechen, daß sowohl die 
Tangenten von C und C\ in entsprechenden Punkten 
x, y\ f, y, als auch die zugehörigen Normalen sich 
jedesmal in zwei auf der 1'-Achse gelegenen Punkten 
schneiden. 

Aus den beiden Gleichungen 

// — x 
dy 
dx V 

. d )i 
£ -A d i 

y T 
x , f 

dy = V "1" dy 
d x d £ 
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erhält man, abgesehen von der imaginären trivialen Lösung, 

1 + 

durch 

1) 

Integration 

f* = (1 — G) x» 

Dies ist eine Berührungstransformation mit der aequatio 
directrix 

ß = (C - 1) (v - + 6'(6' — i)®* + ce = 0. 

Sie reduziert sich für C — 0 auf die identische, resp. sym- 
metrische Transformation ?; = y, f = ± x; in der Tat befinden 
sich auch zwei in Bezug auf die Y-Achse symmetrische Kurven 
in der geforderten Beziehung. Dagegen wird für (7=1, 
£ = 0, während 

v = y + , 
y 

wird. Die Gleichungen 1) lassen mit Hülfe der Gleichung 

2) 

die Umkehrung 

V — V + 
C 

C — 1 v‘ 

y‘ 
X 

1 + X -1)»/'
2 

zu. Da ferner nach 2) 

1+ *?'»= + 
(1+j/2) 

1 — G 

so muß bei reeller Beziehung notwendig C •< 1 sein. Einer 
Geraden entspricht dabei wieder eine Gerade, welche die 
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Y-Achse in demselben Punkte trifft, wie die erste, einem 
Kreise jeder konzentrische Kreis, einem Kegelschnitte, welcher 
die Y-Achse zur Hauptachse hat, ein confocaler Kegelschnitt. 
Wir gehen nicht weiter auf diese Verhältnisse ein, da sie in 
einfacher Art sich aus dem elementaren Satze: 

Die Berührungspunkte des von einem Punkte der Haupt- 
achse eines confocalen Systems von Kegelschnitten an die- 
selben gezogenere Tangenten liegen auf einem Kreise der durch 
diesen Punkt und die beiden auf der anderen Hauptachse ge- 
legenen, imaginären oder reellen Brennpunkte geht. Dieser 
Satz, der auch für confocale Parabeln gilt (die imaginären 
Brennpunkte sind hier die Kreispunkte), kommt auch nament- 
lich für das ausgezeichnete Verhalten confocaler Kegelschnitte 
bei der im vorigen § behandelten Berührungstransformation 
in Betracht. 

Auch hier ist eine Invariante 

vorhanden. Eine zweite ^Invariante würde sich aus der Gleichung 

für C = 2 ergeben ; dies führt indeß nur zu einer imaginären 
Beziehung. 

Die Gleichung 

definiert daher Kurven, welche durch die Berührungstransfor- 
mation längs der Y-Achse in Translation versetzt werden. 
Diese Kurven, für die also das von der Normalen und der 
Tangente auf der lr-Achse begrenzte Stück eine konstante 
Länge hat, und die auch bei der im vorigen § behandelten 
Transformation auftreten, sind in ihrem Verlauf der Tractrix 
nicht unähnlich, weisen aber eine unter dem Winkel von 45° 

t(l+ >?'*) 
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gegen die Y-Achse gerichtete Spitze auf, von der ein weiterer 
die Y-Achse rechtwinklig schneidender Zweig ausgeht. Ver- 
setzt man diese Kurven in Translation längs der Y-Achse, so 
liegen die Berührpunkte der von irgend einem Punkte der 
Y-Achse gezogenen Tangenten auf einem Kreise, der durch 
diesen Punkt geht und dessen Mittelpunkt auf der Y-Achse 
liegt; bei der im vorigen § behandelten Transformation muh 
nach der Translation das Kurvensystem an der X-Achse ge- 
spiegelt werden. 
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