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1. 

1. L. Bianchi nennt zwei Flächen zueinander assoziiert, 
wenn sie sicli so punktweise zuordnen lassen, daß in ent- 
sprechenden Punkten die Normalen parallel sind und den 
Haupttangentenkurven der einen ein konjugiertes System der 
andern entspricht. Sind die Gleichungen der einen Fläche auf 
die Haupttangentenkurven (u = const, v = const) als Para- 
nieterlinien bezogen, dann ergibt sich eine assoziierte Fläche 
als Plüllfläcke der Ebene: 

x x + Y y + 
VQ 

(vgl. L. Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie, 1. Aufl., 
§ 155 und § 158), wo X YZ die Richtungskosinus der Nor- 
male, — p2 das Produkt der Hauptkrümmungsradien der 
gegebenen Fläche bedeutet und // eine Funktion ist, welche 
der Differentialgleichung: 

O O 

32 0 _f 1 a2 VQ 

d U 2 V 2 ^ 9 a 

genügt, unter f die Fundamentalgröße 

2 X 3 X . 2 Yd Y 2 Z 2 Z 

da dv 1 du dV 1 du dv 
verstanden. 

Wendet man dies an auf die Konoidflächen, deren Glei- 
chungen in den besagten Parametern sich ausdrücken lassen: 

u . 
x = y sin v 

(1) y u 
= y COS V 

Ç dv 

1 
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wo unter F eine beliebige Funktion von v zu 
so erhält man 

also : 
Q = M2 + , 

und daher: 

32 /) 
3 u 3 v 

verstehen ist. 

i> = Ux + Fr 

Die zu den Konoidflächen assoziierten Flächen sind daher 
die Hüllflächen der Ebene: 

x sin v — y cos v -j- u Vz = F( Ul + F,). 

Man findet, wenn man zuerst nach n differentiiert: 

x sin v — y cos v - F( lh + F, u lr\ ) 

z=U[. 

Durch diese Gleichungen wird für einen bestimmten Wert 
von v eine Zylinderfläche dargestellt, deren Erzeugende u = const 
senkrecht zur ^-Achse liegen. Ändert sich v, dann bewegt 
sich die Zylinderfläche senkrecht zur .s-Achse und ändert sich 
zugleich, aber so, daß sie zu sich selbst affin bleibt. Dabei 
umhüllt sie die Fläche mit den Gleichungen: 

x = ( V cos v + F sin r) ( U1 -j- F, — u Ul) -|- II '[ cos v 

(2) y = ( F'sin v — F cos v) (F, F —u U[) F F, sin r 

F;. 

Nun weiß man,1) daß immer, wenn o wie hier, die Summe 
einer Funktion von u und einer Funktion von v ist, die asso- 
ziierten Flächen, also hier (2), sich so verbiegen lassen, daß 
die konjugierten Systeme (u, v) konjugiert bleiben. Zwei be- 
sondere Fälle, wo F bzw. V1 eine Konstante bedeutet, seien 
hervorgehoben. Ist F konstant, so erhält man die Gesims- 
flächen. die sich mit Erhaltung der Krümmungslinien verbiegen 
lassen. Sie sind zur Minimalschraubenregelfläche assoziiert. 

fl L. Bianchi, Annali di Mat. (2), 18 (1890), p. 337. Vgl. Vorles. 
über Diffcrentialgeom., übers, v. Lukas. 1. Aull., p. 337, 2. Aull., p. 343. 
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Ist Fj konstant, dann gehen die Ebenen, in welchen die 
Kurven v — const liegen, alle durch die .e-Achse. Die ßerüh- 
rungsebenen längs der Kurven u const werden durch Kegel- 
Hächen eingehüllt, während diejenigen längs v = const wie im 
allgemeinen Fall von Zylinderflächen umhüllt werden. Sie 
gehören daher zu den von Peterson betrachteten und nach ihm 
P-Flächen genannten1) Flächen. 

2. Die Verbiegungen von (2) sind nun auch wirklich an- 
gegeben worden und zwar von Herrn B. Mlodziejowski, Bull, 
des Sc. Math. (Darboux) 2. Serie, 15. p. 101, ohne daß ihr 
Zusammenhang mit den Konoidflächen bekannt wäre. Wir 
schreiben ihre Gleichungen in etwas abgeänderter Form: 

x = ( 77 -j- F) [ Fj -\- a cos <p — j F' I F, -g a cos rp dv 

y = ( U fl- K) I ( j -j- a sin 7 — J V ! 1 j -(- a sin 7: d 0 

(:;) z = j' ! 1 — a (J'2 d u 

j ' 1 ( Fj + «)1r-i — 1 1 1 ' ; 
r=J r,e« ,u' 

Die Fund F sind wieder Funktionen von u bzw. v allein, 
haben aber eine andere Bedeutung als in (2). 

Das Quadrat des Linienelements wird 

d <r = (1 4- 1 j) dir -j- l " Fj ( U + V) du d0 -f- F, ( U -f- V)~ dv~. 

Man kann die Biegungsgruppe aus dem besonderen Fall, wo F 
einen konstanten Wert hat, nach dem von K. Peterson an- 
gegebenen Verfahren (vgl. P. Stäckel, Biegungen und kon- 
jugierte Systeme, Math. Ann. 49 [18971, p. 256) ableiten. 
Dieser besondere Fall gehört zu den von Peterson (Über 
Kurven und Flächen, p. 72) angegebenen Biegungen der 
Flächenklasse 

x = UV y = UV, z = Uy 

Vgl. B. Mlodziejowski. Math. Ann. 63 (1906). p. 82. Ximmt 
man in (3) F, konstant, dann kommt man auf die Biegungs- 
gruppe der GesimsHäehen. 

*) A. Voss, Math. Ann. 39, .S. '205. 
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Will man rückwärts die zu (3) assoziierten Konoidfliichen 
aufsuctien, so braucht man die Fundamentalgrößen zweiter Ord- 
nung L und N (D und D" in der Bianchischen Bezeichnung). 
Bedeuten nämlich x0 y0 z0 die Koordinaten der assoziierten Fläche, 
dann wird (Bianchi, York, 1. Aull., p. 291: 2. Aufk, p. 300) 

/ j \ 3 xn   31p 3 x d ag   1 /,, 3 x 
du JS! dv Sv ' L dit 

nebst entsprechenden Gleichungen für yn und za. Aus diesen 
Gleichungen folgt, wenn EG — F- = ]Jl gesetzt wird, und J)n 

die analoge Bedeutung hat, 

i>: 

Für die assoziierte Fläche ist daher das Krümmungsmaß 

•'/ . = __ -V': 

J)l M ir 
1 

K0 = 

Setzt man aber K 0 — „. dann läßt sich nach Bianchi. 
o ' 

York. 1. Aufk, p. 125; 2. Aufk, ]). 126 n also ,V„ bestimmei 
durch die Gleichungen : 

(5) log o 
du ° - 3 V 

loi 
11 f 

Das Christoffelsche Symbol bezieht sich hier auf das 

Bogenelement der sphärischen Abbildung; man kann dafür 

(Bianchi, p. 135 bzw. 134) auch — j- j 0 ) oder nach den Co- 

dazzischen Fundamentalgleichungen log L — ■ 
° ° dv ° 

\12\‘ 

- I 

schreiben. 

Entsprechendes gilt von 

In unserem Fall ergibt sich 

X _ U“ 
L ~ 2 ( U + V) [ (1 - « U‘~)3 | ( J \ -b a) 4 V, — IX 

F, r; ir:ri 2 v\ 
1(1 — « U"-) L( I) a) 4 V, — F', JJ :i 
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und damit X0y0zn. Die Form (1) erhält man, wenn man an 
Stelle von u und v die neuen Veränderlichen M, und t\ ein- 
führt mittels: 

  (P_ 

~ 2 |/i _ a lF1 

ty (D — <p) 
I/(F2 + g) 4 r, — Fr 

Fl 
und man erhält für F in (1): 

  1^"( F S- <*) 4 F — I p 
' 1 F 

II. 

3. Während durch das Petersonsche Verfahren nur eine 
gegebene Biegungsgruppe, bei der ein konjugiertes System 
erhalten bleibt, sich verallgemeinern läßt, gestattet eine von 
Herrn J. Weingarten in den Göttinger Nachrichten 1878, p. 28 
zum erstenmal verwendete Methode Biegungsgruppen zu finden, 
sobald man eine Flächenschar kennt, für welche das Produkt 
und die Summe der Krümmungshalbmesser durch eine lineare 
Beziehung verbunden ist, in welcher noch die Entfernung eines 
Flächenpunkts und der Abstand seiner Tangentialebene vom 
Anfangspunkt auftritt. Kennt man alle Flächen, welche einer 
solchen Beziehung genügen, dann erhält man eine vollständige 
Flächenklasse (Weingarten und E. Goursat, Comptes rendues 112 
(1891), p. 607 und 707; Darboux, Leçons 4, p. 308); aber auch 
partikuläre Lösungen können zu beachtenswerten Ergebnissen 
führen. 

Aus den Gleichungen : 

d x 4- o d X = 0 
(6) ily -\- qd Y = 0 

d z -j- n d Z = 0, 

wo X, Y, Z die Richtungskosinus der Flächennormale be- 
deuten, leitet man ab : 

(71 d q o dp = 0, 
wenn 
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p = Xx -)- Yy -f- Zs 

<1 = -I {Y2 4- y2 + z2) 

ist. Sieht man x y z als Funktionen von p und q an, so liefert 
die erste Gleichung von (6) und (7): 

wo Oj und Q2 die beiden Hauptkrümmungsradien bedeuten. 
Diese Formeln sind von Weingarten und nach ihm von 

Goursat und Darboux zur Herstellung von Biegungsgruppen 
verwendet worden. 

So liefern die auf der linken Seite stehenden Formeln, 
sobald man das allgemeine Integral der Differentialgleichung 

kennt, wo P eine beliebige Funktion von p, Q eine solche 
von q sein soll, die vollständigen Differentiale: 

und damit alle Flächen, für welche das Quadrat des Linien- 
elements : 

d o- — P2 dp- -f- 2 P Qp dp dq -J- 2 Q- qdq2. 

Dies soll angewendet werden auf die Differentialgleichung: 

a 

Deshalb ist: 

dI = PXdp -)- Qxdq 
d y = P Y dp + Qydq 

dt, = P Z dp + Qs d q 
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von der ein partikuläres Integral wohl bekannt ist. Für die 
Mittelpunktsfläche zweiten Grads mit der Gleichung : 

(10) 

ist nämlich : 

(in 

i b c 

a b c 

f 
und (10) ist daher ein Integral von (9), wenn ab G = C ist. 

Nun ist für die Fläche (10): 

X = 
px 

und : 

(12) 
x — a 

tatsächlich wird 

ö + 2 q—b —C 

r 

(a — b) (a — c) 

Xdp -f- xdq damit ein vollstän- 

diges Differential und man erhält durch Integration 

bc . 
~0* + 2«~b - ‘ 

(a — bj (a — c) 

Oder man hat das Ergebnis: 

Durch die Gleichungen 

= a \ 
(bcu v — b — 61)3 

(a — b) (« — c) 

y = b 
(cau -f- v — c - a)3 

(b — c) (b — a) 

— c 
1/ (a b u -+- v — a — b)3 

/ (c — a) (c — b) 

werden tetraedrale Flächen dar gestellt, für welche 
das Quadrat des Linienelements 
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d sa = -J (C2 u d ur -j- 2 C d n d v -f v d va) 

gemeinschaftlich ist. wenn die Biegungsparain eter 
ab c an die Bedingung gebunden sind, daß ihr Pro- 
dukt konstant gleich C ist. 

4. Für die Summe der Hauptkrümmungsradien der Mittel- 
punktsfläche zweiten Grads mit der Gleichung (10) findet man: 

(14) p (p, p2) -(- 2 q — a — b — c = 0. 

Nun sind (vgl. Weingarten, Paris, Comptes Rendus 112 
(1891), p. 607) 

(15) dS = Xd^ ; ,-ddi> 
3 p 3 f[ 

und die entsprechenden Ausdrücke in y und 's vollständige 
Differentiale nach (8), wenn <p eine Funktion von p und q ist, 
welche der Differentialgleichung genügt: 

(16) d2(P I / I x 327' , 32cp  
-, , » r (hi + £v - ;T — 0- dp 3 p 3 ([ 3 d“ 

(17) 

Für die durch (15) bestimmten Flächen ist dann: 

di2-f- dif+d'C- = do"- 

= d^+2pdd(p-dd^ + 2qdd-^. 
dp 3p 3 q 1 3q 

Setzt man nun a -f- b -j- c — C1 und 

rp =p3 (q — -} C,), 

so geht (16) in (14) über und man findet nach (15): 

//- (2 q — b — c) ; b c 
(a — b) (a — c) 

Die Substitution 

2q 

r 
c. u 

V 

führt schließlich zu dem Ergebnis: 

Die Flächen, welche durch die Gleichungen 
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(18) 

+ u + a v 
(fl — b) (et 

i r'!y' 

c) 

T l~(ca u -j- bv — J- V3)3 

‘ (h — c) (b — a) 

\[+ u + CV — I V2)3 

(c — a) (c b) 

dar gestellt werden, haben das folgende Quadrat des 
Linien elements gemeinsam: 

äs2 = I [ du2 (« + C1 v — I v2) dv-\ 

wenn die Biegungsparameter o b c an die Bedingung 
gebunden sind, daß ihre Summe konstant gleich ist. 

5. ln Comptes rendus t. 112, p. 707 hat M. Goursat Flächen 
verwendet, für welche o1 Q2 -f- kp = 0 ist und stößt dabei 
auf Ihegungsgruppen. deren Linienelement für 7. = 4 mit dem 
obigen übereinstimmt. Umgekehrt muß man also aus der 
Biegungsgruppe (18) Integralflächen der Differentialgleichung 

Qi + Qi fl- = 0, 

deren allgemeines Integral nach der Goursatschen Methode sich 
nicht angeben läßt, finden können. Man kommt so auf Flächen, 
für welche 

x = (fl — p) X 

(19) y = (b — p) Y 
= (c — p) Z 

ist (die Werte von abc in (18) sind hier durch 

a. b c 

Ti V2 V2 
ersetzt). Die Abschnitte der .Flächenornamente zwischen den 
Koordinatenebenen sind konstant. (Vgl. auch Darboux. Leçons I. 
159) und man findet leicht für die Koordinaten eines Flächen- 
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* = 0 — P) 1 
(20) y ] 

e = (c - p) \ 

' /< c — 2 p (b -)- c) -f- 3 p" -j- 2 p 
(fl. — b) (a — c) 

' ca ~2p (c -|- fl) 4- 3p2 

(b — c) (b — fl ) 
2 q 

ab — 2p (fl 4~ b) 4--3p- 4- 2 p 

(c — fl) (c — b) 

Tatsächlich wird nach (8 b) 

(21) Pj 4- p2 4- ■ ! p — fl — b — c -— 0 

und ferner nach (8 a): 

p] p2 = bc 4~ ca 4~ ab — 3p (fl 4~ b ~b ,;) ~h 0P~ b 2 p. 

Nimmt man also bc-\-ca-\-ab konstant gleich C2, so 

muß sich aus der Beziehung 

(22) C.2 — 6pr 4- 2 p — 3p (pj + p2) — p, p2 = 0 

eine neue Biegungsgruppe ableiten lassen. Durch Division 

mit (G'2 4* 3p2 4" 2 qf läßt sich die letzte Gleichung auf die 

Form (IG) bringen und man findet nach derselben Methode 

wie früher 

1 

3 (b 4- c) (V (fl — b) (a - c) 

oder wenn man geeignete Parameter einführt: 

Die Flächen 

. _ 1 j [1 — (b 4- c) (u 4- av)~y 
X 1/ {b + c)2 (« — b) (fl —■ c) 

bc — 2p (b 4- c) ~b 3p2 4- 2 q 

~ CT+ 2p G3p2 

(23) y 
/ [I - (c 4- « ) (u + bv)j3 

(c 4- fl)2 (b — fl) (b — c) 

  j j [1 — (fl + b) (u 4~ cv)Y 

[/ (fl 4- by (c — ») (c — ?>) 

haben d as Linienelement gemei ns am, w e nn « b -\- bc -b (‘" 

konstant bleibt. Es wird: 

ds2 = 4 I — v d fl2 — 2 u d H d v 4- [1 - 6'2 v) d i“ ]. 
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Irgend welche Kombinationen der Gleichungen (11) und 
(14) oder (21) und (22) liefern nur besondere Fälle der von 
Th. Egorow, Comptes rendus 132, 1901, p. 302 angegebenen 
Biegungsgruppe : 

-, - — A V(u — a) (v—a)3 - =A ]/ (u — a)3 (v— a) —. 
du v ’ du dv y v 'dv 

Analog sind die Differentialquotienten von y und z ge- 
bildet. i) erfüllt die Differentialgleichung 

(«■ — v) 
33 0 

3 U 3 V 

3 /30 __ 3/A 
2\du 3v) 

= 0 

und es gilt: 

T2 a' -(- Jß ¥ G'V = w)<; i = 0,1,2,3,4. 

Die Parameterlinien bilden konjugierte Systeme, und die 
Flächen sind im Bianchischen Sinne assoziiert zu der Fläche, 
für welche 

A [ 2 u v — (b -j- c) (u -j- v) -j- b c] 

(b — c)2 1 (u — b) {u — c) (v — b) (» — c) 

und entsprechend y und gebildet ist. (Nach den Gleichungen 
(4) und (5)). 
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