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Unter den von einer komplexen Veränderlichen x abhängigen 
unendlichen Kettenbrüchen des einfachsten Typus, nämlich: 

T 
1 

a„ x 
+ 

n,.x\ 
1 i ! 

haben sich insbesondere diejenigen einer ausgiebigeren analy- 
tischen Behandlung zugänglich erwiesen, deren Teilzähler-Koef- 
fizienten für lim v — oo einen bestimmten Grenzwert besitzen, 
wie dies z. B. bei dem Gaußschen und dem Hein eschen 
Kettenbruche für den Quotienten zweier hypergeometrischen 
bzw. verallgemeinerten hypergeometrischen Reihen der Fall ist. 
Während nun hierbei der Fall lim a,, = 0 (wie beim Heineschen 

V — X 

Kettenbruche) mit Hilfe eines von mir abgeleiteten Konvergenz- 
Kriteriums sich außerordentlich einfach erledigen läßt, so ist 
für den Fall lim a,. = a, wo aj>0 (wie beim Gaußschen 

V ~ X 

Kettenbruche) eine merklich umständlichere Untersuchung er- 
forderlich. Beide Fälle sind zunächst unter gewissen, durch 
die besondere Form des Heineschen und des Gaußschen 
Kettenbruches suggerierten beschränkenden Voraussetzungen von 
Herrn E. B. van Vleck1) behandelt worden. Dabei zeigt sich 

‘) Nach einer vorausgehenden Untersuchung: „On the convergence 
and character of the continued fraction 

(Transact. Americ. Math. Soc. 2 (1901), p. 476) in der Abhandlung: „On the 
convergence of the continuer! fraction of Gauß and other continued fractions“ 

(Annals of Math. 3, No. 1 (1901). Ich zitiere späterhin diese beiden Arbeiten 
in der angegebenen Reihenfolge kurz als van Vleck (1) und (2). 
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indessen, daß gerade jene dem Wesen der Sache fremden Be- 
schränkungen auch eine ganz unnötige Weitläufigkeit der Unter- 
suchung im Gefolge haben. Herr van Vleck hat daher später 
das betreffende Problem unter Verzicht auf jene Beschränkungen 
wiederaufgenommen,1) wobei ersieh auf einen Satz des Herrn 
Poincaré2) über das infinitäre Verhalten der Lösungen einer 
linearen Rekursionsformel (Differenzen-Gleichung) beliebiger Ord- 
nung stützt. Dieser Satz, auf den vorliegenden Pall reduziert, 
besagt folgendes. Es sei ar (r = 1, 2, 3 . . .) eine gegebene 
Zahlenfolge mit dem Grenzwerthe lim a,. = a und es werde eine 

andere Folge von Zahlen I),, bei irgendwie fixierten Anfangs- 
werten D0, I)j definiert durch die Rekursionsformel: 

Bezeichnet man sodann mit s und z‘ die Wurzeln der 
quadratischen Gleichung 

und zwar, bei definitiver Ausschließung des Falles \z\~\z‘\, 
mit der Festsetzung so ist im allgemeinen: 

Der Satz in dieser Form erweist sich aber — ganz abge- 
sehen von der einigermaßen fragwürdigen Natur des Poin- 
caréschen Beweises,3) dem Herr van Vleck übrigens einen 

’) „On the convergence of algebraic continued fractions whose coef- 
ficients hare limiting values.“ (Transact. Americ. Math. Soe. 4 (1904), 
p. 253.) Wird von mir als van Vleck (3) zitiert. 

2) Americ. Journ. of Math. 7 ( 885), p. 213. 
J) Daß fast alle bei jenem Beweise benützten Formeln verrechnet 

sind, mag man vielleicht nur als einen Schönheitsfehler ansehen. Aber 
bei der ziemlich flüchtigen und zugleich überknappen Darstellung des 
ganzen Beweises ist es mir leider trotz aufrichtiger Bemühung über- 

Dr+i — D,. — ar-p 1 xDv-i = 0. 

y- — y — ax = 0 

(a) 

und ausnahmsweise : 

(b) 
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anderen hinzufügt1) — als völlig unzureichend zur Lösung der 
vorliegenden Aufgabe. Denn er bietet keinerlei Hilfsmittel, 
um zu entscheiden, ob für einen willkürlich angenommenen 
Wert x der „regelmäßige“ Fall (a) oder der „Ausnahmefall“ (b) 
eintritt. Ja, man wird durch ihn nicht einmal in den Stand 
gesetzt, auch nur einen einzigen Wert x anzugeben, für welchen 
die „Regel“ (a) in die Erscheinung tritt. Im vorliegenden 
Falle handelt es sich aber darum, geradezu festzustellen, daß 
die Werte x, für welche die Beziehung (a) stattfindet, einen 
zusammenhängenden Bereich T bilden, daß überdies die Kon- 

vergenz von 
I)r. 

Dv 
gegen jenen Grenzwert z für jede abge- 

schlossene Menge solcher Stellen x eine gleichmäßige ist und 
daß andererseits die Stellen x‘, für welche eventuell der Fall (b) 
eintreten kann, im Bereiche 1\ abgesehen von dessen Grenzen, 
immer nur isoliert Vorkommen. 

Dies alles ist auch Herrn van Vleck keineswegs ent- 
gangen. Was er aber in der bezeichneten Richtung zur Er- 
gänzung des Poincare'schen Satzes beibringt,2) scheint mir 
— vorsichtig ausgedrückt — nicht recht verständlich. Noch 

haupt nicht gelungen, ihn restlos zu begreifen. Andere Mathematiker 
scheinen freilich in dieser Beziehung glücklicher organisiert, da der frag- 
liche Satz ziemlich häufig zitiert und benützt wird, ohne daß mir jemals 
irgendwelche kritische Bemerkung über seinen Beweis begegnet wäre. 
Übrigens hat in neuester Zeit Herr Perron Fassung und Beweis des 
fraglichen Satzes vervollständigt und außer dem verbesserten Poin- 
caréschen Beweise noch einen zweiten, zwar komplizierteren, aber auch 
weiter tragenden geliefert (Journ. f. Math. 136 (1909), p. 17). 

’) Das Beweisverfahren des Herrn van Vleck ((3), p. 255) beruht 
auf einem sehr sinnreichen, in der gegebenen Darstellung freilich nicht 
gerade leicht faßlichen, in geometrische Form gekleideten Grenz-Prozesse. 
Übrigens kann jene Darstellung doch wohl nur als SMzze eines Beweises 
gelten, die, wie ich mich überzeugt habe, bei gehöriger Ausgestaltung 
zu einem exakten und vollgültigen Beweise an Kürze und scheinbarer 
Finfachheit sehr erheblich einbüßt. 

2) van Vleck (3), p. 257. Ich vermisse die genügende Grundlage 
für den Satz Zeile 9: „Hence equation (9) takes effect etc.“, auf dem 
alles weitere beruht. 
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unverständlicher finde ich freilich die Methode des Herrn Auric,1) 
welcher in einer umfangreichen (übrigens von der Pariser 
Akademie preisgekrönten) Abhandlung über Kettenbrüche unter 
etwas problematischer Berufung auf die Stetigkeit der Dv ein- 
fach dekretiert, der Fall (b) habe überhaupt nicht stattzufinden.2) 

Im folgenden wird der Versuch gemacht, das bezeichnete 
Problem in möglichst elementarer und, wie ich hoffe, einwand- 
freier Weise zu erledigen. Obschon die hierzu dienlichen Be- 

o 

trachtungen unschwer auf Kettenbrüche von allgemeinerer Form o O 

sich übertragen ließen, will ich mich an dieser Stelle ausdrück- 
r n co 

lieh auf den zu Anfang erwähnten Typus 
1 ’ 

x 
1 

beschränken, 

jene Verallgemeinerungen mir für andere Gelegenheit vorbe- 
haltend. Mit Rücksicht auf den Umstand, daß eine systema- 
tische Behandlung solcher Kettenbrüche in der Literatur gänz- 
lich zu fehlen scheint, hielt ich es für zweckmäßig, deren 
allgemeine Eigenschaften im § 1 zunächst übersichtlich zu- 
sammenzustellen und in § 2 einen wichtigen, im wesentlichen 
bereits bekannten Konvergenzsatz aufs neue zu beweisen. Im 
§ 3 folgt dann die Behandlung des Falles lim av = 0 nebst 

Anwendung auf den Hein eschen Kettenbruch und die 
Heinesche Reihe cp (a, ß, y, q, x), wobei sich in überaus ein- 
facher Weise das bemerkenswerte und, wie ich vermute, wohl 
kaum allgemein bekannte Resultat ergibt, daß das Funktions- 
Element cp (a, ß, y, q, x), wo \q\ < 1, eine in der ganzen Ebene 
eindeutige und bis auf einfache Pole aus der Reihe der Zahlen 1, 

—. reguläre analytische Funktion definiert. Ich muß 
q' q2 

bekennen, daß dieses Ergebnis mir zunächst neu und einiger- 
maßen überraschend erschien, habe jedoch nachträglich be- 
merkt, daß dasselbe aus einer Formel entnommen werden kann, 
die sich in einer wegen des komplizierten analytischen Apparates 

P Journal de Mathématiques (6), 3(1907), p. 105--206: „Recherches 
sur les fractions continues algébriques.“ 

-) A. a. 0. p. 178. 
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freilich recht schwer zu übersehenden Abhandlung des Herrn 
J. Thoinae1) findet. 

Der § 4 bringt dann die eigentliche, auf den Fall lim ar = a, 

wo jaj>0, bezügliche Hauptuntersuchung. Dieselbe basiert 
nicht auf dem oben erwähnten Poincaréschen Satze, viel- 
mehr auf der Herstellung eines konvergenten Verfahrens zur 
Auflösung der Rekursionsformel für die Zähler und Nenner 
der Näherungsbrüche, welches unmittelbar gestattet, das in- 
finitäre Verhalten der Näherungsbrüche festzustellen und über- 
dies als Corollar den Poincaréschen Satz in vervollständigter 
und präziserer Fassung liefert. Schließlich folgt eine Anwen- 
dung auf den Gaußschen Kettenbruch und auf die Beurteilung 
des analytischen Charakters der durch eine hypergeometrische 
Reihe definierten analytischen Funktion. 

S !. Allgemeine Eigenschaften der Kettenbrüche von der Form 

a, ff,, xl°° 
1 ’ 1 

1. Es sei ft,. f<2, ffg . . . eine unbegrenzte Folge beliebiger 
von Null verschiedener Zahlen, x eine komplexe Veränderliche. 
Die Näherungsbrüche des unendlichen Kettenbruches: 

(1) 
a2 X 

1 + ••• + 

ff,, X j 

1 

oder kürzer geschrieben : 

"ff, a,.x\m 

1 ’ 1 J2 
mögen mit 1 (»■ = 0, 1, 2 . . .) bezeichnet werden, wobei, 

br 

wie üblich: 

P Jourii. f. Math. 70 (1869), p. 258-- 
p. 92 der vorliegenden Arbeit. 

281, Vgl. Fußnote 2) auf 
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im übrigen : 

zu setzen ist. Da sodann : 

B, == 1 

_Z>.7 — 1 —j— ci.2 x 

und für v > 2 : 

(3) Ar + I = Ar -)- tr,, _f_ 1Ao • x = B,. -f~ «r-(-) Br •*, 

so erkennt man, daß A,.^.\, Bv+i ganze rationale Funktionen 
(r — l)ten Grades von x sind (die wir nötigenfalls ausführlicher 
mit A,.j-i (x), -f-i(F) bezeichnen werden), und zwar Al,._j-i 
durchweg mit dem konstanten Gliecle alt Br+\ mit dem kon- 
stanten Gliede 1 (also: Av + \(0) = ax. B,.+1 (0) == 1). 

irgend einem zusammenhängenden abgeschlossenen Bereiche 
T gleichmäßig, so stellt daselbst sein Grenzwert K{x) 
eine eindeutige analytische, im Innern von T reguläre 
Funktion dar. 

Beweis. Da auf Grund der Voraussetzung zu jedem £>0 
ein n gehört, derart, daß für alle x des Bereiches T: 

so folgt zunächst, daß von einem bestimmten Index v > m ab 
keiner der Nenner Br innerhalb T verschwindet, da ja, solange 
sämtliche Kettenbruchzähler von Null verschieden sind, niemals 
A y und B,. gleichzeitig verschwinden können, während anderer- 
seits im Falle x = 0, in welchem sämtliche Kettenbruchzähler 
außer al verschwinden, Br = Bt = 1 für jedes r resultiert. 
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Man hat daher für n > m : 

(4) 

Än 

B» 
An 

B„. 

7+ i>(- 
ßm m+1 

An 

r 
in -f-1 

0” 

Ay 

By By- 1 

-1 /h 
• g; 

so daß also, da \\" mit unendlich wachsendem n im Bereiche T 
Bn 

gleichmäßig gegen K (x) konvergiert, K (x) definiert wird durch 
die in Tgleichmäßig konvergierende Reihe rationaler Funktionen : 

(5) x) = An 
B„ (-1) 

m -f- 1 
y — ] C/'j ^2 • • • Cly V 

' ~BVZÏB7 'X 

woraus auf Grund eines bekannten Weierstraßschen Satzes 
die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptung unmittelbar 
hervorgeht. 

3. Es werde jetzt angenommen, daß der oben mit T be- 
zeiehnete Bereich gleichmäßiger Konvergenz die Stelle x — 0 
in seinem Innern enthalte. Da nach dem oben gesagten höch- 
stens eine endliche Anzahl von Näherungsbruch-Nennern Bu (x) 
Nullstellen in T besitzen kann, andererseits Bn(0) = 1 für 
jedes n, so existiert eine gewisse Umgebung \x\ < Q, innerhalb 
deren kein einziges Bn(x) verschwindet und somit sämtliche 

Näherungsbrüche ( sich regulär verhalten, etwa: 
° BH (x) 

(6) 

speziell : 

A n (x ) 
B» (x) 

- al: (ll) (» = 2, 3 . . .), 

A, 

und offenbar allgemein : 

(7) 

Alsdann ergibt sich : 
< = 

A„ Satz II. Die Potenzreihe für hat mit derjenigen 
I ß„ 

fax die ersten (n — 1) Glieder, diese letztere dem- 
ß>i — I 
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(8) 

nach mit derjenigen für —- die ersten (w — 2) Glieder 

gemein u. s. /'., so daß also gesetzt werden leann : 

J n ^ oo 
•rt-n v~' ir) v — \ I x ’ (fi) „ y — 1 = Vi'ö,, . x -}-Zjyav -X 

I »2 

(9) 

Schließlich hot dann die Potenzreihe für K (x) mit 

derjenigen für fß (n = 1, 2, 3 . . .) die ersten n-Glieder 
hn 

gemein, so daß mit Berüclisichtigung von Gl. (S) sich. ergibt: 

K(x) = aß ■ x ~l. 
: 

Beweis. Da 

A„ -1 n - 1 

Bn Bn—] = (- 1) 
H-! a^a.,... a 

Bll ~ 1 Bn 

und —7-, wegen Bn~i (0) = Bn (0) = 1, für \x < o in 

eine mit dem konstanten Giiede 1 beginnende Potenzreilie 
entwickelt werden kann, so folgt mit Benützung von Gl. (6): 

1 

und daher: 

(n) ffc» —1)\ ^ 
)-x — (— 1 )“ -a j aä... (in ■ 'ßn (x) ■ x 

(n) 
Cly = a 

u für v = 1, 2 ... (n— 1). 

Ersetzt man hier n durch n—1, so findet man weiter: 

aß 11 = aß für v = 1,2... (n — 2) 

i. s. f. 

(10) 

schließlich : 

(n) (n — 1 ) 
a\ = «i = 
^(n)   — 1)   

( n — 1 ) 
««-1 • 

„(-) — «(1) 
«i — ai 

(2) 

womit die Dichtigkeit von Gl. (8) bewiesen ist. 
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Aus 

= if + i-f’ (— 1) 
ax a„. . . av 

Uv H 
v - 1 

x 

folgt sodann, daß 
. . An jemgen von 

AJn 

übereinstimmt, so 

die 

bis 

daß 

Potenzentwickelung von K (x) mit der- 

zu dem Gliede a\'t
l) ■ xn~' einschließlich 

also, wie oben behauptet: 

K{x) =f|va|r).®v“1 

1 

resultiert. 

4. Aus der Entwickelbarkeit eines Kettenbruches der vor- 
liegenden Art in eine Potenzreihe ^ (x) ergibt sich ferner, daß 
für derartige Kettenbrüche auch ein analoger Identitäts-Satz 
eilt, wie für Potenzreihen, nämlich: 

Satz III. Stimmen die Werte zweier Kettenbrüche, 

die in einem zusammenhängenden, die Stelle x = 0 im 

Innern enthaltenden Bereiche T gleichmäßig konvergieren : 

K (x) 
ax a,, x 

i ’ 1 
A, 0) 

lll I),. X 

1 ’ ~r 
für unendlich viele Stellen x mit einer im Innern von T 

gelegenen Häufungsstelle überein, so sind sie identisch.1) 

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt zunächst die Iden- 

titiit der durch K (x) und Ai, (x) im Bereiche T dargestellten 

*) Ob dieser Satz noch gültig bleibt, wenn das zusammenhängende 
Stück T des Konvergenzbereiches die Stelle x = 0 nicht im Innern ent- 
hält, scheint mir eine offene Frage. Nicht minder fraglich erscheint.es 
freilich, ob es überhaupt Kettenbrüche der betrachteten Art gibt, deren 
Konvergenzbereich teilweise oder ausschließlich aus irgend einem von 
der Umgebung der Stelle x — 0 abgetrennten Stücke T besteht (wie dies 
bei anderen Kettenbrüchen sehr einfacher Art tatsächlich der Fall sein 
kann): mir wenigstens ist ein Beispiel dieser Art nicht bekannt, und es 
erscheint mir daher nach den vorhandenen Analogien zum mindesten 
nicht ausgeschlossen, daß der gesamte Konvergenzbereich eines solchen 
Kettenbruches allemal aus einem einzigen, die Stelle x = 0 im Innern 
enthaltenden Stücke besteht. 
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analytischen Funktionen und somit die Gleichheit der beiden 
Kettenbrüche für den gesamten Bereich. Infolge der Identität 
der für K(%) und Kx(x) in der Umgebung von x = 0 be- 
stehenden Potenzreihen-Entwickelung findet man dann zunächst 
durch Vergleichung der konstanten Anfangsglieder: 

fl 1) = öj. 

Aus der für alle x des Bereiches T erwiesenen Gleichheit : 

u j a,,x 
T’ 1 

b, bv x 
1 ’ r 

folgt dann weiter, daiis auch die Gleichheit bestehen muh : 

(12) 
ar x 

1 I 
I),, X 

r 
für alle Stellen von T, an denen diese beiden Kettenbrüche 
überhaupt konvergieren, was im übrigen keineswegs ausnahms- 
los der Fall zu sein braucht, da ja die ursprünglich vorge- 
legten Kettenbrüche nicht ausdrücklich als unbedingt konvergent 
vorausgesetzt wurden. Sind aber Divergenzstellen überhaupt 
vorhanden, so können diese, wie aus dem Satze I (Kr. 2 dieses 
Paragraphen) hervorgeht, nur gewöhnliche Kulistellen von K(x) 
bzw. K1 {x) sein und daher innerhalb T nur in endlicher An- 
zahl Vorkommen. Da andererseits K(0) und Kt (0) nicht ver- 
schwinden, so muß für K(x), Kx(x) eine von Nullstellen freie 
Umgebung von x — 0 existieren, innerhalb deren also die 
Kettenbrüche (12) ausnahmslos konvergieren und wegen 

Cl y x 

1 
-K(x) 
K hx) ' 

Ly X 

1 
b, — Kx (x) 

Aj (x) 

analytische Funktionen regulären Verhaltens darstellen. Dann 
müssen aber auf Grund von Gl. (12) die Anfangsglieder der be- 
treffenden Potenzreihen-Entwickelungen wieder übereinstimmen, 
so dafi also sich ergibt : 

«2 = h • 

Und da diese Schlufiweise unbegrenzt fortgesetzt werden 
kann, so erkennt man die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes. 
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Zusatz. Hieraus folgt insbesondere, daß ein für eine ge- 
wisse Umgebung T der Stelle x = 0 gleichmäßig konvergie- 
render unendlicher Kettenbruch der betrachteten Art daselbst 
nicht einem endlichen Kettenbruche der analogen Form gleich 
sein kann.1) 

5. Der Quotient zweier für x — 0 nicht verschwindender 
konvergierender Reihen nach positiven ganzen Potenzen von 
X läßt sich nach einem bekannten (schon von Lambert und 
Legendre benützten) Verfahren formal in einem unbegrenzt 
fortsetzbaren Kettenbruch von der in Frage stehenden Form 
entwickeln. Man kann nämlich jeden solchen Quotienten F(x) 
zunächst stets auf die Form bringen: 

(13) F{x) «, • 13, (x) 

wo ^„(tr), ißj (x) etwa für j x\<C.r gleichzeitig konvergieren 
mögen und 

j?„(0) = ^(0) = 1, 
sodann : 

/’ a\ 
' iX) = , %(x)-%(x)- 

(*) 

Unter der Voraussetzung, daß zwischen den Koeffizienten 
von ißn (x), ißj (x) keine speziellen Relationen bestehen, beginnt 
die Potenzreihe ^„(V) — mit einem Gliede von der Form 
a.2x, so daß also gesetzt werden kann: 

0*0 — ix) = «2 
x
 ■ (X) , 

wo i)J2(a:) zum mindesten für x < r konvergiert und j>2 (0) = 1 
ist. Darnach wird also: 

Fix) = 
l -j- a2 x 

%\(xy 
(*) 

b Die Richtigkeit dieser Aussage bleibt wieder fraglich, wenn die 
Stelle ' o nicht dem Innern des zusammenhängenden Stückes T angehürt. 
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qg (x\ 
wobei der Quotient V' genau denselben Charakter besitzt, 

1 4? ( x ) 
wie der ursprünglich betrachtete : r-' - ; und somit auch wieder 

?o («) 
die analoge Transformation gestattet. Durch n malige An- 
wendung dieses Verfahrens gelangt man somit zu einer Ivetten- 
bruck-Entwickelung von der Form: 

(15) /•'(.•) - ■ ; 
«2 x 

\ + 
cinx■ rï« —] x ■ 1 (x) 

1 Vn {X) 

wo wiederum ißK(a;), tP„-|.i(a;) zum mindesten für x < r kon- 
vergieren und ^,1 (0) = iß,1-pi (0) = l.1) Sieht man von dem 
besonderen Falle ab, daß für irgend ein bestimmtes n: 

^..+i (?) = 1 
$«(*) 

resultiert und somit F(x) sich auf den endlichen Kettenbruch 

, also auf eine rationale Funktion reduziert, so führt 

das obige Verfahren zur Entstehung eines unendlichen Ketten- 

a j a,.x 
1 ' 1 

') Neben dieser Entwickelung existiert naturgemäß noch eine zweite 
von ähnlicher Form, jedoch mit dem nennerfreien Gliede r/, anfangend. 
Man hat nämlich zunächst: 

A’(.T) 1 To (•>•) - TiQ' 

To(-r) 

Tü (•< 

SB, (x) 
und kann sodann auf den Quotienten - das im Texte beschriebene 

To M 
Entwickelungsverfahren an wenden. 

Ein analoger Zusammenhang besteht z. B. auch zwischen den beiden 
Entwickelungen : 

» + 1 

(1+*)“ = + - 

n — 1 

2 ■ 3 ' 
1 1 1 1 1 

(s. Gauß, Werke, Bd. 3, p. 136) und: 

1 n +1 

(1 1 + 
2 " I 2 ■ „ 

1 1 r 1 
(s. Lagrange, Oeuvres, T. 4, p. 315). 

2(n -t-2) 
3-4 

. 2 
— X 

4- 5 
1 

n +2 
2 - 5 

1 
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bruches 
a, x 

1 ’ 1 
Wenn dieser letztere für irgendwelche x 

des Bereiches \x \ < r konvergiert, so würde daraus noch keines- 
wegs ohne weiteres folgen, daß sein Wert mit demjenigen von 
F(x) übereinstimmt: vielmehr müßte, wenn man wiederum 

seine Näherunffsbrüche mit bezeichnet, noch ausdrück- 
° By (x) 

lieh bewiesen werden, daß 

ist1) (woraus dann umgekehrt die Konvergenz des Ketten bruches 
eo ipso folgen würde). Diese schon bei verhältnismäßig ein- 
fachen und beschränkten Voraussetzungen schon ziemlich um- 
ständliche,3) bei nur wenig allgemeineren, wie z. B. in dem 
klassischen Falle des Quotienten zweier hypergeometrischer 
Reihen3) ganz außerordentlich schwierige und mühsame Fest- 
stellung wird indessen entbehrlich durch den folgenden Satz, 
durch welchen tatsächlich die Frage nach der Entwiclcelbarkeit 
von F (x) in einen konvergenten Kettenbruch der fraglichen 
Art auf dessen rein formale Herstellung und auf die bloße 
Untersuchung seiner (gleichmäßigen) Konvergenz zurückgeführt 
wird, nämlich : 

Satz IV. Wenn der bei dem oben bezeichneten Ver- 
fahren aus F (a1) hervorgehende unendliche Kettenbruch 
für eine gewisse Umgehung der Stelle x = 0 gleichmäßig 
konvergiert, so stimmt sein Wert daselbst mit demjenigen 
von F(x) überein.4,) 

1) Vgl. Enzyklopädie der math. Wissenseh. I. 1. p. 135. — Oscar 
Perron, Sitz.-Per. 37 (1907), p. 496. 

-J Lambert, Histoire de l'Académie de Berlin 1761 (publ. 1768), 
p. 368 ff. (vgl. hierzu Sitz.-Ber. 28 (1897), p. 331). — Sehlömilch, Algebr. 
Analysis (4. Anil. 1868), p. 304, 321. — St ol z-G m ei n er, Einleitung in 
die Funktionentlieorie 2 (1905), p. 580 ff. 

:l) W. Thomé, Journ. für Mathematik 66 (1866), p. 322 -336; 67 
(1867), p. 299—309. 

b Diesen Satz scheint im wesentlichen schon Riemann gekannt 
zu haben, wie ich aus einer Bemerkung am Anfänge des Fragmentes; 
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Beweis. Aus Gl. (15) folgt zunächst: 

B (x)  ^n ' " a,t+1 ''' ' 1 ■'^() * _ ] (x) 
^ (x) ■ B„ (x) + aH +, x ■ 'ß„ +1 (x) ■ B 1 (x) 

und daher 

F(x)- 

(16) 

Bn (x) ßfji-f i x • ißn-pi (#)• {-A-ti—1 (x) • Bn (x) B.n(x)■ Bn_i (:£)} 
Btiix'j hH (x) • {^7! [x) Bn (x)-pöf'H^.1 x • ^PK-PI (a:) • Bn—1 (xj(■ 

_ 1  «, fl-2 ■ ■ ■ fln+i • xn • ff„+1 (ff) 
-B« (ff) • (ff) • Bn(x) + «„-i-i x ■ ;P„-H (ff) ■ -B„_i (ff)} ‘ 

Da -BK(0) = ^„(O) = 'P„4-i (0) = 1, so folgt, daß die Ent- 
wickelung des letzten Ausdruckes nach Potenzen von X mit 
xn beginnt, somit die Entwickelung von F(x) bis zu dem 

ylfi iß?) 
Gliede mit xn — 1 einschließlich mit derjenigen von . über- 

- B»tä 
einstimmt (bei beliebigem n). Und da andererseits nach dem 

Satze II (p. 9) das gleiche für die Entwickelung von lim " 
n = co -£)« \pb) 

stattfindet, so ergibt sich die vollkommene Identität der Potenz- 
./I (cc) 

reihen für F(x) und lim ", { und somit die Existenz der 

Beziehung : 

(17) 

ji = ce Bn (ce) 

F(x) = 
a1 a,.x 
7’ T 

in dem behaupteten Umfange. — 

Zusatz I. Das oben beschriebene Entwickelungsverfahren 
und der soeben bewiesene Satz behalten selbstverständlich ihre 
Gültigkeit, wenn eine der beiden mit ^„(ff) und iß, (x) be- 
zeichneten Potenzreihen auf die Einheit, also F(x) auf eine 
einfache Potenzreihe oder deren reziproken Wert sich reduziert. 

Zusatz II. Reduziert sich F(x) auf den Quotienten zweier 
Polynome, so muß bei dem obigen Verfahren die Kettenbruch- 

„Sullo svolgimento del quoziente di due serie ipergeometriche in frazione 
continua infinite“ (Werke, 1. Auf!., p. 4001 entnehmen möchte. Er findet 
sich ohne Angabe des Autors in der Enzyklopädie der math. Wissen- 
schaften II, 2, p. 91. auch bei van Vleck (2), p. 15, scheint aber nicht 
allgemein bekannt zu sein. 
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Entwickelung offenbar bei einem bestimmten Gliede abbreclien, 
mit anderen Worten, eine rationale, Funktion liefert stets einen 
endlichen Kettenbruch der betrachteten Form. Hieraus folgt 
aber in Verbindung mit dem Zusatze am Schlüsse von Nr. 4, 
daß ein unendlicher, in der Umgebung T von x = 0 gleich- 
mäßig konvergierender Kettenbruch dieser Art, daselbst niemals 
eine rationale Funktion darstellen kann.1) 

6. Es werde jetzt angenommen, bezüglich der Konvergenz 

des Kettenbruches 1, —~ stelle zunächst nur soviel fest, 

daß in einem gewissen zusammenhängenden und abgeschlos- 
senen, die Stelle x — 0 im Innern enthaltenden Bereiche T 

a,. x~\ 
der , Rest-Kettenbruch“ 

1 
bei einer bestimmten, für den 

m + 1 

ganzen Bereich gleich bleibenden Wahl von m > 0 gleichmäßig 

konvergiere. Wird dann mit J ^ der nie Näherungsbruch 

dieses Rest-Kettenbruches bezeichnet, so daß also: 

(18) 

und setzt man : 

(19) 

-d m, n (^) 

Um, n (^) 

ClyX 

1 

tn + w 

IM + l 

i • -A /n, n lim . — 
i = ce X>m, n 

(X) 

(X) 
h-m (ß7) ? 

so repräsentiert wiederum Km (x) nach Satz I (p. 8) eine in T 
reguläre analytische Funktion. Man hat sodann: 

(20) 
_}_ n (pc) 

1J m -f- « O^O 
Um. n (*^) * (X) ~b (p^) ’ _ 1 (X) 

(p3) ■ Um {%) “h MWj>n (•&’) • Bm — 1 (x) 

und daher: 

(21) lim 
u = cc 

vorausgesetzt, 

M»» -j. (.r) -Am (a/) “J- M-m—1 (^') * 1^-m (*2/) 
-^//j » (^-0 (a:) -ß«» — 1 (a?) * (&‘) 

daß der rechts stehende Ausdruck einen Sinn liât. 

1) Auch hier beruht die Sicherheit der gemachten Aussage wieder 
wesentlich auf der Zugehörigkeit der Stelle x ~ 0 zum Innern von T. 

Sitzungsb. d. malli.-phys. Kl. Jalug. 1910, G. Abb. 2 



18 G. Abhandlung: A. Pringsheim 

Das letztere wäre aber nur dann nicht der Fall, wenn 

(22) Bm (x) + Bm_ ! (») • Km (x) = 0, 

was offenbar wegen des analytischen Charakters dieses Aus- 
druckes höchstens für eine endliche Anzahl dem Bereiche T 
ungehöriger Stellen möglich ist, die dann nur gewöhnliche 
Nullstellen der in T regulären analytischen Funktion 

Bm (a?) ff- d>m — i (a.') • Km (x) 

sein können. Andernfalls mühte nämlich der fragliche Aus- 
druck in T geradezu identisch verschwinden, und man hätte 
daselbst somit 

di in (x) 
= Km (a;), d. h. 

■ x 
1 BJH — 1 (al) 

was nach Zusatz II der vorigen Nummer unmöglich ist.1) 

Da andererseits niemals gleichzeitig mit der Gleichung (22) 
die folgende 

Am (.x) -j- Am _ ; (x) ■ K„, (x) = 0 

bestehen kann, denn in diesem Falle hätte man entweder 

Am (x) Am—i {x) 
dj m (, X ) dl ,n — 1 (x) 

oder, falls KM (x) = 0 wäre : A,„ (a;) = dl,,, (a;) = 0, -was beides 
unmöglich ist,2) so sind solche Stellen, für welche Gl. (22) 

besteht, IJole für die durch lim + repräsentierte analy- 

tische Funktion, also Nullstellen für deren reziproken Wert, mit- 

*) Diese Schlußweise versagt, wenn die Stelle x = 0 nicht dem 
Innern von T angehört. In diesem Falle wäre es also in der Tat denk- 
bar, daß der Ausdruck Bm (x) Bm _, (x) ■ Km (x) in T identisch ver- 
schwindet. Andererseits erscheint diese Möglichkeit aber ausgeschlossen, 
wenn nur soviel bekannt ist, daß er für irr/end eine einzelne Stelle 
des Hereiches T von Null verschieden ausfällt, mit anderen Worten 
(s. (11.(21)), wenn die Konvergenz des Gesamt-Kettenbruches für eine 
einzige Stelle von T feststeht. 

2) S. ■/,. TI. Sitz.-Her. 28 (1808), p. 298. 
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hin Stellen „außerwesentlicher“ Divergenz1) für den vorgelegten 

Kettenbrueh 
«, a,.x 

1’ 1. 
Abgesehen von derartigen (im Be- 

reiche T höchstens in endlicher Anzahl vorkoinmenden) Stellen 
ist dann der obige Kettenbruch in T durchweg konvergent und 
zwar, wie aus Gl. (20) und der vorausgesetzten gleichmäßigen 
Konvergenz des Rest-Kettenbruches Km(x) leicht entnommen 
werden kann, gleichmäßig konvergent in jedem Bereiche T‘, 
welcher aus T durch Ausschluß beliebig kleiner Umgebungen 
jener Divergenzstellen (Pole) entsteht. 

Bezeichnet man das eben charakterisierte Verhalten durch 
den Ausdruck : der betreffende Kettenbruch konvergiere im Be- 
reiche T „vm wesentlichen gleichmäßig“, so läßt sich das Ergebnis 
der vorstehenden Betrachtung folgendermaßen aussprechen : 

Satz V. Weiß man nur, daß in irgend einem zu- 
sammenhängenden und abgeschlossenen, die Stelle x = 0 
im Innern enthaltenden Bereiche T der Kettenbruch 
~a,,x~"' 

1 
, ivo m > 0, gleichmäßig konvergiert, so konvergiert 
m+ I 

der Kettenbrueh. daselbst zum mindesten noch 
«! a,.x 
1 ’ 1 

im wesentlichen gleichmäßig, und zwar konvergiert er mit 
eventueller Ausnahme einer endlichen Anzahl außer- 
ivesentlicher Divergenzstellen x‘. Er stellt, dann eine 
in T eindeutige analytische Funktion dar, welche jene 
Stellen x‘ zu Polen hat, sonst im Innern von I sich 
regulär verhalt.2) 

Anmerkung. Ich nenne einen beliebigen unendlichen Ketten- 

bruch , , dessen Näherungsbrüche wiederum mit — be- 
O.Jl By 

*) Bezüglich dieser Ausdrucksweise s. die Anmerkung am Schlüsse 
dieses Paragraphen. 

2) Enthält der Bereich T die Stelle -r = 0 nicht' im Innern, so 
bleibt der Satz, wie die Fußnote auf der vorigen Seite lehrt, noch 
gültig, falls die Konvergenz des Gesamt-Ketteiibruehes für irgend eine 
einzelne Stelle von T anderweitig feststeht. 
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zeichnet werden mögen, außerwesentlich divergent, wenn die 
reziproken Werte der letzteren nach Null konvergieren, was offen- 

bar nicht nur der Fall ist, wenn lim ' = -j-co, sondern 
V = ce ! J))' I 

auch dann, wenn unter den Näherungsbrüchen unendlich viele 

„sinnlose“, d. h. solche von der Form wo A,, | > 0, sich 

befinden, während die Folge der übrigen1) absolut genommen 
nach -f- co divergiert. Ich habe daher diese Form der Diver- 
genz früher2) mit dem Ausdrucke bezeichnet: der Kettenbruch 
divergiere schlechthin oder im wesentlichen nach co, späterhin 
diese etwas umständliche Redewendung gelegentlich durch die 
kürzere (auch von Herrn Perron3) angewendete) ersetzt: er 
divergiere eigentlich. Da aber die Bezeichnung „eigentliche 
Divergenz“ sonst von mir in einem anderen Sinne gebraucht 
wird,4) so erscheint es mir zweckmäßiger, in dem vorliegenden 
Zusammenhänge die Bezeichnung „außer wesentliche Divergenz“ 
einzuführen. In der Tat ist die fragliche Art von Divergenz, 
ganz abgesehen von der soeben festgestellten Beziehung zu 
dem Auftreten außerwesentlich singulärer Stellen, schon dadurch 
als eine „außerwesentliche“ charakterisiert, daß sie durch Weg- 

lassung des ersten Teilbruches aufgehoben wird: bei außer- 
h 

-j« 

wesentlicher Divergenz des Kettenbruches 
hr 

konvergiert der 

Kettenbruch IX allemal nach dem Werte — lg, eventuell sogar 

unbedingt, derart, daß also unter allen Kettenbrüchen der 
m+ 1 

für m = 0 resultierende dann als der einzig divergente erscheint. 

ff Unter der Voraussetzung, daß sämtliche ar von Null verschieden, 
ist die Anzahl der nicht sinnlosen Näherungsbrüche stets unbegrenzt: 
s. Sitz.-Ber. 28 (189S), p. 303, Fußnote. 

3) A. a. 0., p. 30-4. 
3) Sitz.-Ber. 37 (1907), p. 484. 
4) Nämlich für ein Unendlichwerden mit bestimmtem Vorzeichen 

— s. Enzyklopädie der math. Wissenschaften I, 1, p. G8, 1122. 
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a, a,, x 
T ’ 1 

einer endlichen Schranke bleiben. 

§ 2. Kettenbrüche von der Form , deren [«,. unter 

1. Bleiben die a,. unter einer endlichen Schranke, so 
existiert stets eine gewisse Umgebung der Stelle x = 0, für 
welche der Ivettenbruch gleichmäßig konvergiert. Denn nach 
einem bekannten, früher von mir abgeleiteten Konvergenz- 
Kriterium1) ist der Kettenbruch überhaupt (und zwar sogar 
unbedingt) konvergent, falls 

avx\< (v = 2, 3, 4 . . .), 

also, wenn a die obere Grenze der \ar\ bezeichnet, für 

Der Umstand, daß nach jenem Kriterium die Konvergenz 
noch erhalten bleibt, wenn man sämtliche Teilzähler avx durch 
— \ ersetzt, läßt dann leicht erkennen, daß die Konvergenz 

eine für x < — gleichmäßige ist.2) Weiter folgt auf dem- 

selben Wege, daß zu diesem Bereiche gleichmäßiger Konvergenz 
noch ein gewisser Bereich zum mindesten im wesentlichen gleich- 
mäßiger Konvergenz hinzutritt, falls der obere Limes der a,.\ 
kleiner ausfällt als die obere Grenze a. 

Das eben bezeichnete Ergebnis soll indessen der Voll- 
ständigkeit zu Liebe an dieser Stelle auch unabhängig von 
dem oben zitierten Konvergenz-Kriterium abgeleitet werden. 

2. Wir beweisen also den folgenden Satz: 

Besitzen die ar \ (>> = 2, 3 . . .) die obere Grenze a, 

so ist der Kettenbruch 
. 1 ’ 

ClyXY' 

I 
unbedingt und gleich- 

Ü Sitz.-Ber. 28 (1898), p. 322, Formel (78). 
2) Vgl. Sitz.-Ber. 35 (1905), p. 380 und die Fußnote auf p. 23 der 

vorliegenden Abhandlung. 



fi. Abhandlung: A. Bringsheim 99 

mäßig konvergiert für | a; | < o = ——. Ist der obere 

Limes «' der ar | von n verschieden, in welchem Falle 

dann nur a‘ < a sein kann, so konvergiert der Ketten- 

bruch noch' mindestens im ■wesentlichen gleichmäßig für 

o < x I < r' = — --—-, unter A jede beliebig kleine 
" 1 4 a o 

positive Zahl verstanden.1) 

Beweis. Man hat : 

(1) Bx = 1 = 1 + <i2x, 

im übrigen für r > 3 : 

(2) Br = B, — 1 -f- a,.x • Bv —2- 

Wird £ auf den Bereich \x < o = beschränkt, so hat 
4 a 

man |o,.a; < -J- und daher: 

Ji2 >1 — a2x I > J 

I.B,. > /A B,.-,J (i- = B, 4 . . .), 

anders geschrieben : 

By   4 Br - 1 ( > ^ ( [ JB,,_ 1 I   l By—O ). 

Durch Substitution von v = n, (« — 1) . . . 3 und Mul- 
tiplikation der resultierenden Ungleichungen folgt hieraus: 

I B„ — 11 Bn - ] ] > (4)“_ 2 ( B2 \ — 4 71, ) 

(3) > (4■)". 

Diese zunächst unter der Voraussetzung n> 3 abgeleitete 
Ungleichung gilt, wie unmittelbar ersichtlich auch noch für 
n = 2 (man hat nämlich 7AJ— i Jij >-| — 4 = (4)2)- 

l) Vgl. van Arleck (1), p. 477, 478. Die dort befolgte Beweis- 
methode reicht übrigens nur aus, um die gleichmäßige Konvergenz für 

x ^ o‘ <4 o v 

zu beweisen. 

1 

4 « 
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Ersetzt man in Ungl. (3) n sukzessive durch (n — 1), 
(n — 2), ... 2. multipliziert die resultierenden Ungleichungen 
bzw. mit , (l)2 *, . . . (j)”-2 und addiert sie zu Ungl. (3), so 
findet man : 

(4) (!)“-'■!!,>(«- 1) •(»,)", 

also scliliefälicli mit Berücksichtigung von (1): 

(5) Bn > (n + 1) • (|.)\ 

Hieraus folgt zunächst, daß keiner der Näherungsbruch- 
Nenner Bn (x) für x\ <o verschwinden kann. Da sodann: 

(<■>) 
Ä„ 
Bn 

— -f- Xn (— 1)’" 
a, . ■ ■ Uy 
By _ ! By 

x1" 

und andererseits mit Benützung von Ungl. (5) : 

(?) By-,By 
< U, 

■>- 1 

>•(’■+ 1) a' r(r 

so erkennt man, daß die Summe (6) für x j < Q und lim n = co 

in eine absolut konvergente Reihe übergeht, deren einzelne 
Glieder absolut genommen die entsprechenden Glieder der 
absolut konvergenten Reibe 

1 + 2 X> 
>■(>’ + 1)1 

nicht übersteigen und die somit für a; < o ylcichmäßitj kon- 
vergiert.1) Das letztere gilt somit auch für den mit jener 

1) Das eben durchgeführte Beweisverfahren besagt im Grunde nichts 
anderes, als daß der Kettenbruch bzw. die damit äquivalente Reihe noch 
in dem für die Konvergenz ungünstigsten Falle iiyX— — j (r = 2, 3 . ..) 
hmoergicrt. In diesem Falle tritt nämlich an die Stelle der Unyleichuny (5) 
lie Glcichuiiy: 

«„ = (» + D'Üf 
ind es wird demnach : 

r '4-‘ hm 
n = x 

«1 1 + 2 
V,. 

r(r + l) 
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Reihe äquivalenten Kettenbruch. Und da die obere Grenze 
der a,- j sich keinesfalls erhöhen kann, wenn man lediglich 
Indices v > m > 2 in Betracht zieht, so folgt unmittelbar, daß 
der Kettenbruch auch unbedingt konvergiert (so daß also sein 
Wert für |a;|<p durchweg von Null verschieden ist). 

Wird jetzt ferner angenommen, daß lim j a,, j = a‘ < cc, so 
V — CO 

läßt sich zu beliebig kleinem <5 > 0 ein u so fixieren, daß: 

I ar ! < «' 4- [ für v > n. 
4 

Genügt dann x der Bedingung: 

I x I < r‘ = 
1 

4 a‘ -f- à ' 

so ist auf Grund des soeben bewiesenen Satzes der Ketten- 
a,.xY 

bruch 
1 

(unbedingt und) gleichmäßig konvergiert, und es 

konvergiert daher der Gesamt-Kettenbruch noch zum mindesten 
im wesentlichen gleichmäßig in dem erweiterten Gebiete p<.z‘<lr'. 

Zusatz. Unter den gemachten Voraussetzungen stellt der 
1 

o o = 
4 a 

Kettenbruch eine für 0 < x < p |^wo p = ] eindeutige 

und von Null verschiedene, zum mindesten für 0< \x <o 
reguläre analytische Funktion dar. Die Regularität erstreckt 

sich auch noch auf \x \ — p, wenn lim ar = a‘ < «, während 
V ‘ZZ. 00 

dann die betreffende Funktion für p < \ x < p' (wo p' = , - 4, 

noch bis auf etwaige Pole regulär ist. Die eventuelle Anzahl 
dieser letzteren ist für | x <1 r‘ <C g‘ stets endlich, könnte abei 
bei unbegrenzter Annäherung von r‘ an p' über alle Grenzer 
wachsen. 

wie sich übrigens auch durch Auswertung des periodischen Kettenbruche 
/fl 1 ! 1 I nl |   4 1 J   

1 1 1" 

leicht verifizieren läßt. 
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Zugleich ergibt sicli aus Satz IV des vorigen Paragraphen 
(p. 15), daß ein Kettenbruch der vorliegenden Art, falls er 

(x) 
durch formale Entwickelung von F(x) = 1 . gewonnen wird, 

Po vD 
die Funktion F(x) bzw. auch deren analytische Fortsetzung 
wirklich darstellt. 

§3. Der Fall lim«,. = 0. — Der Heinesche Ketienbruch 
v — 

und die Heinesche Reihe. 

1. Besonders einfach gestaltet sich der Fall a‘ = lim a,.\ = 0, 
d. h. schließlich: 

lim «,. = 0. 

Da sodann o‘■ - d. h. beliebig groß wird, so konvergiert 

der betreffende Kettenbruch in jedem noch so großen endlichen 
Bereiche zum mindesten im wesentlichen gleichmäßig, für eine 
gewisse Umgebung der Stelle x = 0 schlechthin gleichmäßig. 
Da er also keinesfalls eine rationale Funktion darstellen kann, 
so ergibt sich der folgende Satz: 

Ist lim = 0, so konvergiert der Kettenbruch OyX 

1 ' 1 , 

in jedem noch so großen endlichen Bereiche mit eventueller 
Ausnahme einer endlichen Anzahl außer wesentlicher Di- 
vcrgensstellen. Er stellt eine in der Umgebung von x = 0 
reguläre, im übrigen bis auf etwaige'1) Bole reguläre ana- 
lytische Funktion mit der wesentlich singulären Stelle 
x = co dar. 

*) Die Pole können auch gänzlich fehlen, so daß also dann der 
betreffende Kettenbruch eine ganze transzendente Funktion darstellt. 
Man hat z. B. 

1 1 
2-3 

1 

1 
2-5' 

+ 

1 
2 ■ 5' 

1 1 1 1 



6. Abhandlung-: A. Pringsheim 6 

2. Dem liier betrachteten Typus gehört der Kettenbruch 
an, den Heine für den Quotienten zweier verallgemeinerter 
hypergeometrischer („Heinescher“) Reihen abgeleitet hat.1) 
Es werde gesetzt: 

(1) <P (a, ß, D 3, x) 

= , , yr (l~r) ■ ■ • (1 —g“+r-‘)(l—gQ.. .(1— qß+'-') 

> (1 — 3y) • • ■ (1 — g>'+’—') (1 g) • • ■ (1 — 3’) ‘ ’ 

wo a, ß, y, q beliebige reelle oder komplexe Zahlen bedeuten, 
lediglich mit der Beschränkung, daß y weder Null, noch ganz- 
zahlig negativ und q < l;2) die Potenzen von g sind als Haupt- 
werte zu verstehen. Die Reihe konvergiert, wie unmittelbar 
aus dem Cauchyschen Haupt-Kriterium zweiter Art hervor- 
geht. für x < 1. sie divergiert für \x\ > 1 (übrigens auch 
für I a; j = 1, da die Koeffizienten bei unbegrenzt wachsendem 
Index, in Folge der Konvergenz der im Zähler und Nenner 
auftretenden Produkte, bestimmte von Null verschiedene Grenz- 
werte besitzen); ist mindestens eine der Zahlen u. ß negativ 
ganzzahlig, so reduziert sich die Reihe auf ein Polynom, im 
Falle a = 0 oder ß = 0 auf das Anfangsglied 1. 

(Gauß, Werke, Bd. 3, p. 13G; daselbst steht infolge eines Druckfehlers 
im dritten Gliede J statt J), oder auch: 

= 1 + + + ■ • 

1 ; 1 1 1 
2 • 3 ■' 2 • B ' i 2 • 5 2 ■ 5 ' 

1 1 ‘ 1 1 1 1 1 

(Lagrange, Oeuvres T. 4, p. 317). 

P Dies gilt mit einer unerheblichen Modifikation auch für den 
„Besselschen“ Kettenbruch, d. h. die Kettenbrueh-Entwickelung des 
Quotienten zweier B ess eiseh e r Funktionen, deren Indices sich um eine 
additive Einheit unterscheiden. S. van Vleck (1), Nr. 10. 

2) Der Fall </ > 1 kann mit Hilfe der unmittelbar ersichtlichen 
Beziehung : 

rr («, ß, '/. -r V <, ß, r,1, 'i 
'1 

■+ß 

auf den im Text behandelten zurückgeführt werden. Für 7 = 1 . ge- 
nauer gesagt für lim q = 1 geht die Reihe in die gewöhnliche hyper- 

geometrische über. 
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Für (len Quotienten zweier solcher Reihen besteht dann, 
wie Heine rein fermai abgeleitet hat,1) eine Kettenbruch-Ent- 
wickelung von der Form: 

(2) 
rp_(«■ ßjf~ li y ~i~ G gix) 

<p K ß, y, g. •«) 

al ar x 
T’ 1 Jo 

wo a1 = 1, im übrigen: 

(2) 

= — nl' + ." —1 
a-2,, 

«2/,+I = — 

(l—qr-P+i1 ') 

(1 -g-(1- ') 

(1 -qfi+tQ (1 -gr-«+.") 
(1 — ^7+2,"—!) , 1 

(,* = 1,2,3...). 

Da hiernach lim = 0 wird, so ergibt sich auf Grund 
)• = CO 

der vorhergehenden Betrachtungen, daß die Entwickelung (2) 
in der Umgebung von x — 0 wirklich gültig ist und daß der 
in jedem endlichen Bereiche bis auf eine endliche Zahl außer- 
wesentlicher Divergenz-Stellen konvergierende Kettenbruch als 
analytische Fortsetzung des obigen Reihen-Quotienten eine ein- 
deutige, im Endlichen bis auf Pole reguläre Funktion definiert 
(und zwar mit der wesentlich singulären Stelle x=cc, außer 
wenn der Ivettenbruch sich auf einen endlichen reduziert, was 
allemal dann und nur dann der Fall ist, wenn a — y positiv 
ganzzahlig bzw. ß — y positiv ganzzahlig oder Null). 

Es fragt sich nun, ob der analoge Funktions-Charakter 
auch der Reihe cp («, ß, y, q, ,r) an sich zukommt. Denn aus 

1) Mitteilung des Resultates im Journ. f. Math. 32 (1840), p. 212; 
Herleitung ebendaselbst Hl (1817). p. 294; genauere Untersuchung der 
Näherungsbrüche ebendaselbst 57 (18(10), p. 297 IV. Vgl. auch Handbuch 
der Kugelfunktionen 1 (2. Aull. 1878), p. 284. — Die wirkliche Gültigkeit 
der Entwickelung (2) bzw. die Konvergenz des fraglichen Kettenbruches 
scheint mir von Heine nicht bewiesen worden zu sein. So viel ich über- 
sehen kann, finden sich die betreffenden Beweise in der Literatur über- 
haupt zum ersten Male in der oben (p. 7) bereits erwähnten Abhandlung 
des Herrn J. Thomae: Journ. f. Math. 70 (1864), p. 278, Art. 7 und zwar 
nur implicite, mit allgemeineren, äußerst verwickelten Untersuchungen 
verknüpft; in elementarer, auf den einfachen, auch hier benützten Prin- 
zipien beruhender Form zuerst bei van Vleck (2), Nr. 13. 
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der eben erwiesenen Beschaffenheit des obigen Reihen-Quotienten 
könnte noch nicht einmal gefolgert werden, daß das Funktions- 
Element q)(a,ß,y,x) eine eindeutige Funktion definiert.1) Das 
fragliche Resultat läßt sich aber in folgender Weise erschließen. 
Setzt man in (2): ß = 0 und beachtet, daß <p (a. 0, y, q, x) = 1 
wird, so folgt, wenn man noch y statt y -|- 1 substituiert: 

CO 

(4) <p(a,l,y,q,x)== 1 
1 

(1 — 3«)...(1 —g«+>-') 

ä 7 )..i- 7: 

(5) 

a-= 

a-2,t + i = -qn 

. ] ( 1 — qn+-u~
1 ) ( 1 — qr+t‘ ~2) 

(1-r) (1 -qr-‘+t‘) 
(1 — q"+ä-"-'s) (1 

so daß also auch (a, 1, y, q, x) eine eindeutige, im Endlichen 
bis auf Pole reguläre Funktion definiert. 

Das gleiche gilt dann aber offenbar von dem aus cp («,l,y,q,x) 
durch die Substitution a— ß, y = 1 hervorgehenden Funktions- 
Elemente: 

(6) cp (ß, 1, 1. q. x) = 1 
y (.1 — qr‘) . . . (1 — qr: + r-') 

> (i-2)...(i-r) 

und da die Multiplikation der Koeffizienten gleich hoher Po- 
tenzen der Reihen (4) und (6) die Koeffizienten von rp («, ß, y, q, x) 
liefert, so folgt aus einer Bemerkung des Herrn Borei2) zu 
einem bekannten Had am ards dien Satze3) über den Zusammen- 
hang der Singularitäten der durch drei Funktions-Elemente 
von der Form ZJA,.X

v, ZJIJ,,X
v, ~ZjArE,.xv definierten analy- 

tischen Funktionen, daß auch <p (a, ß, y, q, x) eine eindeutige, 
im Endlichen bis auf Pole reguläre Funktion definiert. 

3. Nachdem die Natur der fraglichen Funktion so weit 
bestimmt ist, läßt sich Lage und Ordnung der Pole durch die 

1) So ist ■/.. 
sin il V 

eine ganze transzendente Funktion. 
sin b V.r 

Zähler und Nenner einzeln genommen zweiwertige Funktionen 
2) Bull. soe. math, de France 2G (1898), p. 241, 2 17. 
3) Acta math. 22 (1899), p. 55. 

obschon 

sind. 
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folgende Überlegung vollständig ermitteln. Da die Koeffizienten 
der Reihe <y («, ß, y, q, x), wie schon oben bemerkt wurde, einem 
endlichen Grenzwerte zustreben und die Funktion auf dem Kon- 
vergenz-Kreise von cp («, ß, y, q, x) nur 1‘ole besitzen kann, so 
müssen diese von der ersten Ordnung sein. Und da der Quo- 
tient zweier konsekutiver Koeffizienten den Grenzwert 1 besitzt, 
so muß x = 1 ein solcher Pol und zwar auf dem Konvergenz- 
Kreise der einzige dieser Art sein (da das Vorhandensein von 
weiteren Polen erster Ordnung auf dem Einheitskreise die Exi- 
stenz jenes Grenzwertes verhindern würde, andererseits das 
Auftreten von niedrigeren Singularitäten definitiv ausgeschlossen 
ist). Hieraus folgt aber, daß (1 — x) ■ cp (et, ß, y, q, x) innerhalb 
eines Kreises x <C rv wo )\ > 1, regulär sein muß und daß für 
die Bestimmung der — abgesehen von x — 1 — dem Nullpunkte 
nächstgelegenen Pole die Potenzreihe (1 — x) ■ <p (a, ß, y, q, x) 
maßgebend ist. Um das Bildungsgesetz dieser letzteren mög- 
liehst übersichtlich darstellen zu können, erweist es sich als 
zweckmäßig, statt der Reihe cp (a, ß, y, q, x) eine noch etwas 
allgemeinere einzuführen, deren Koeffizienten statt der Faktoren 
(1 — q), (1 — q~), . . . voller Symmetrie zu Liebe solche von 
der Form (1 —q‘y), (1—<ü + '), ... enthalten. Wir definieren 
hiernach : 

(7) <P («, ß, y, Ô, q, x) = L' fr («, ß, y, <5, q) • x'\ 
0 

wo : 

/o («, ß, 7, <5, i) = 1, fr («, ß, y, <\ q) 

,s, = (1 -r)• ■ •(! 7 ' ') (1 -r)...(1 -qr 
(1 — <£■).. . (1 — ÿ, + ’,~l) (1 — (/)... (1 —qs~+r~ ') 

(r = U 2, 3, . . .), 

so daß also speziell : 

(9) <1> (et, ß, y, 1, q. x) = <p (a, ß, y, q, x). 

Zur Vereinfachung der Schreibweise möge im folgenden 
das Element q, da es in allen Formeln unverändert bleibt, 
weggelassen werden. Man hat sodann : 
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(1 — x) • <P («, ß, y, ö, x) = 1 + U-- {fr (fit, ß, y, ö) - fr-1 (a, ß, y, (5)} • xv 

1 
CO 

= 1 + X- Uv {f.+fa,ß,y,ft)-f.(n,ß,y,ft)\-X„. 

tl — tf+’)(1— qf+r) 
Nun ist: 

fr+ I (ö, ß, y, 0) = fr (a, /?, y, ft) 

also : 

/>■+1 (a, A, y, <5) — fr (a, />’, y, 0) 

fr (a, ß, M) ~ 
5''+’’ -f- ÿ’+v — 3''+" — gra+r -f- ï)'+<S+2 

(1 — '/+'') (1 —</+’■) 

= f~(f~gy(} -Kî4-+ î:'-2/;-«•')■■ r + Gr^-ÿ'+O-?2’'}, 

so daß sich ergibt: 

(! — «)• ^ (a, /?, y, (5, z) 

= 1 (l-c/)(l-c/) ' i-J1' Ir (nt ßi 7 + 1 ) <5 + i) ■ P xr 

+ (n- ß> y + !-+ 1)-92,'*v’ 

d. h. schließlich 

(10) (1 — æ) • (a, ß, y, ô, x) 

1+0 
3Ä + + — + ■ 
(1 — 2')(1 —30 

• x • 0 (r/j />, ^ -}*• I, (5 -f- 1, Q x) 

<r + '5 

(1 — 2: J (1 — 3'') 
g: • (P ft, ß, y 1. <5 + 1, cf x). 

Da die erste der rechts auftretenden Reihen den Kon- 

vergenz-Radius die zweite sogar 

besitzt, so zeigt diese Gleichung 

den Konvergenz-Radius 

erstens, daß die Stelle 

x = 1 auch für diese etwas allgemeinere Reihe (Pfi,ß,y, ft, x) 
die einzige Singularität auf dem Einheitskreise und zwar ein 
Pol erster Onhmnrj ist. Und da <P fx, ß, y + 1. ft + 1 ■ cj x) auf 



Über gewisse liinitär-periodische Kettenbrüche. 31 

dem Kreise mit dem Radius 
1 

Q 
sich ganz analog verhalten 

muh, 0 (a, ß, y -f- 1, <5 + 1. x) daselbst noch konvergiert, so 

folgt aus Gl. (10) zweitem, daß die Stelle x. = — den nächsten 

Pol (außer x — 1) für 0 («, ß, y, (5, %) liefert und zwar wiederum 
als einen solchen erster Ordnung. Derselbe kann offenbar 
eventuell fehlen, wenn nämlich der Koeffizient von 0 («,/>, 
ô -f- 1 ,qx) verschwindet, wenn also: 

(11) <f + qß = 0 + i')- 

Da alsdann der Koeffizient des letzten Gliedes von Gl. (10) 
keinesfalls gleichzeitig verschwinden bann, so folgt, daß dann 

mit Sicherheit - als nächster Pol auftreten muß (außer wenn 
r 

n — ß — y = ô, in welchem Falle sich in der Tat 0 (a, ß, y, d, x) 
» ] 

auf xr. also auf , reduziert). Findet die spezielle 
o 1—x 

Relation (11) nicht statt, so liefert die Anwendung der Formel (10) 
auf 0 (a, ß, y -{- 1, d -(- 1, qx) zur weiteren Transformation von 
0 (a, ß, y, ö, x) die Beziehung : 

(11) (1 — q x) • 0 (a, ß, y -j- 1, ô 1, q x) 

</+1 + qy+1—ql! — r 
= i + (1 — qy+]) (1 — q')+ ') 

• X ■ 0 (rt, ß, y + 2, Ô -f 2, q-x) 

+ 
qa+ä — g:'+,5+2 

H r + i)(i_o'1 + l)’a;‘ ß' y + 2’ + 2’ 23a;), 

an welche sich dann wieder die analogen Folgerungen knüpfen 
lassen, wie an Gl. (10). Durch Fortsetzung dieser Schlußweise 
ergibt sich also: 

Die durch dus Funktions-Element 0(a, ß, y, d, q, x). also 
im Falle ô = 1 durch, die Heineschc Reihe cp («, ß, y, q, x) 
definierte, in der ganzen Ebene eindeutige, analytische 
Punktion besitzt außer dem einfachen Pole x = 1 nur 
noch gleichfalls durchweg einfache Pole aus der Reihe 

der Zahlen 
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Hieraus folgt, daß (P («, ß, y, <), q, x) durch Multiplikation 
CD 

mit dem konvergenten Produkte fly (1 — ÿ''.r) in eine ganse 
o 

transzendente Funlction übergeht (welche für diejenigen Stellen 

—, die infolge besonderer Beschaffenheit der Zahlen a, ß, y, A 
2V 

nicht Pole von <P («, ß, y, ô, q, x) sein sollten, verschwinden würde). 
Da aber andererseits:1) 

so lassen sich die Koeffizienten cr jener ganzen transzendenten 
Funktion unmittelbar aus der Gleichung bestimmen: 

(\2)^vc,.x' = 0(a,ß,y,ö,q,x)-ll -fi/vr r TV— ... 

o ( 1 I1 — D ■ ■ • fl — 2 1 

und man gewinnt also auf diese Weise für die durch <P(a,ß,y,ö,q,x) 
(speziell auch durch cp (a, ß, y, q, x)) definierte analytische Funk- 
tion eine, gerade so wie die Kettenbruch-Darstellung für 
(p (a, ß, y, x), in der ganzen Ebene gültige Darstellung durch den 
Quotienten zweier ganzer transzendenten Funktionen:2) 

X/’ c,, xr 

(13) &(a, ß, y, d, q, x) = —  . 
ri' (1 — cf x) 
0 

wo : 

!) Euler, Introduetio in analysin infinitorum (Lausanne 1748), T. I, 
Cap. XVI, p. 259. — Weitere Literatur s. Enzyklopädie der math. Wissen- 
schaften, I, 1. p. 116, Fußn. 320. 

2) Eine mit Gl. (13) im wesentlichen gleichwertige Relation findet 
man in der oben zitierten Abhandlung des Herrn Thomae (a. a. 0., 
p. 275 (22). Es ist das gerade die in der Einleitung erwähnte Formel, 
aus welcher erschlossen werden kann, daß die Heinesche Reihe eine 
eindeutige analytische Funktion mit lauter einfachen Polen von der 

Form — (r = 0, 1. 2 . . .) definiert. 
<f 
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(14) 

Cv = («, ß, y, q) ■ Q>. 
0 

ft“1' *(T-?)™1' 

4. Die Transformations-Formel (10) nimmt eine besonders 
einfache Gestalt an und gestattet sodann noch eine weitere zweck- 
mäßige Umformung, wenn speziell ß — y ist, in welchem Falle 
man, da die von ß und y abhängigen Faktoren ganz heraus- 
fallen, ohne Beschränkung der Allgemeinheit geradezu ß — y — 1 
setzen kann. Die betreffende Rechnung gestaltet sich übrigens 
etwas bequemer, wenn man, statt in Gl. (10) ß = y = 1 zu 
setzen, die betreffende Formel ganz direkt herleitet. Es ist 

(15) 0 («, 1, 1, «5, *) = f,. (a, 1,1,3)- x\ 
o 

wo : 
(1 — g“)...(l — qn+,'~1) 

(IG) f0(a, 1,1,0) = 1, /((a, 1,1, <3) = (l~?'s)...(l-r/D-i)’ 
also : 

fr+1 («, 1, 1, <5) = \~Srr ■ fr («. 1- 1, ») 

q' 4 + r_o«+, 

/;. + , («, 1,1,3)- fr («, 1,1,3) = S-j—^T- • fr («, 1,1,3) 

7 — q 
1-3 

,5 />• (a, 1,1, (5 -j- 1) • g’’. 

Somit tritt hier an die Stelle von Gleichung (10) zunächst 
die folgende: 

(1 — æ) ■ 0(«, 1,1, ö,x) = 1 + z-X/ (a, 1,1,3) ~f.{a, 1,1,3)}-xr 

(17) — q"- 
— 1 + ßß—c/ ' ^ ^^ ^ “f- b 

aus welcher hervorgeht, daß 0 («, 1, 1, <5, x) stets sämtliche, 

Zahlen — (v = 0, 1, 2 . . .) zu einfachen Polen hat, außer wenn 
3" 

Sitzungsb. d. math.-phys. Kl. Jahrg. 1910, 6. Abh. 
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a = ô 4' n, wo n — 0 oder eine positive ganze Zahl, in welchem 
Falle offenbar cP(a, 1, 1, ô, x) sich auf eine rationale Funktion 

mit den Polen 1, . . . - reduziert. 
q" 

Nun ist aber andererseits : 

(r/ -1 — qn x) • (P O, 1, 1, <5, q x) 

= qö-' + x £/ {qä ■/',■+ 1 (a, 1, 1, <5) — q" ■ f, (n, 1, 1, <3)} • qr xr 

0 

und 

= ®A“-S •/‘-(M.M + l), 
folglich : 

(18) (1 —x) <P(a, 1,1, ö,x) = 1 — g'5-1 + (qs~] — q"x) ■ <P(a, 1,1, ö,qx), 

so daß sich durch Subtraktion der letzten Gleichung von 
Gl. (17) schließlich ergibt: 

(19) (1 — x)<P(a, 1,1, ö,x) = 1 — 5
,
'~

I
 + (?

,5
~

I
 — q"x)-(P(n. 1, l,ö,qx). 

Nimmt man hier speziell ô — 1, so daß also (P(a, 1, 1, ö, x) 
in die Heinesche Reihe 

9?(a, 1, 1, æ) = 1 + ü v
(i — r)...(l — fp-1) 

I (l— q). ■ ■ (1 — qv) 

übergeht, so liefert Gl. (19) die Beziehung: 

1 — q'lx 
9>(a,l,l,ar): cp(a, 1, 1,2a:) 

1 —■ x 

1 — qnx 1 — q'l+]x 
1 — x 1 — qx 

cp(u, 1,1 ,q~x) 

(1 — q'Lx) 1 — qa+]x 1—qa+nx ,, . 
1 — x 1 — qx 1 — qnx ' * ' 

und somit, wegen lim (p (a, 1, 1, q'‘+1 x) — 1, schließlich:1) 
  n — co 

') Vgl. Heine, Journ. f. Math. 34 (1847), p. 303, Formel 74. 
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(20) 1 + L % (1—r) ••• (1 - <r'"' ')., = f), a—r+v%) 

71 (1 — q) • ■ • (1 — qv) X o (1— qrx) 

eine Formel, aus der sich durch Spezialisierung von a, Ersatz 
von x durch q" x etc. mannigfache andere für die Theorie der 
elliptischen Funktionen und die Zahlentheorie nützliche Be- 
ziehungen herleiten lassen.1) 

Setzt man in (19) a =1, ô — 2, wobei also 

resultiert, so ergibt sich aus Gl. (19), wenn man diese Reihe 
zur Abkürzung mit <P (x) bezeichnet : 

und durch Fortsetzung dieses Verfahrens, mit Berücksichtigung 
von lim (l> (qn x) = 1: 

<[J (x) = J + q ■ <P (q x) 

d. h. schließlich: 

(21) 

*) S. z. 13. Heine, a. a. 0., p. 304 ft'. 
2) S. z. 13. Heine, a. a. 0., p. 307. 



36 6. Abhandlung: A. Pringsheim 

$ 4. Der Fall lim a,. = a. wo \a\ > 0. — Der Poincarésche Satz. — 
V — CO 

Der Gausssche Kettenbruch und die hypergeometrische Reihe. 
- 6? r"C 

1. Besitzen die Teilzähler des Kettenbruches 1 , 
1 1 •> 

einen von Kuli verschiedenen Grenzwert a, so gehört der 
Kettenbrucli derjenigen Klasse an, die ich als (eingliedrig) 
Yunitär-periodisch bezeichne, da ein solcher Kettenbruch offen- 
bar im Unendlichen näherungsweise wie der periodische Ketten- 

bruch a ^ sich verhält. *) Das Vorbild für die 

Behandlung eines solchen Kettenbruches wird also zweckmäßig 
dieser letztere liefern. Zähler und Kenner der Käherungs- 
brüche genügen hier der gemeinsamen Iiekursionsfonnel 

(1) D,.+ 1 — Dr — axDv-i = 0 (r = 1, 2, 3 . . .), 

deren Auflösung sich in folgender Weise bewerkstelligen läßt. 
Bestimmt man zwei Zahlen z und z‘ derart, daß: 

(2) z z‘ = 1, z s‘ = — ax, 

mit anderen Worten, bezeichnet man mit z und z‘ die Wurzeln 
der quadratischen Gleichung: 

(3) y2 — y — ax = 0, 

wo j z > z‘ sein soll, sofern die Wurzeln dieser Gleichung 
überhaupt verschiedene absolute Beträge besitzen, so läßt sich 
die Rekursionsformel (1) auf die Form bringen: 

: — (z -j- z ) 1),. -j- zz' 1), _i = 0, 

anders geschrieben: 

(4) Dy-)_i — zD,. = z‘(Dv — z Dr-1), 

') Der im vorigen Paragraphen bereits erledigte Fall lim ar = 0 

nimmt offenbar von vornherein eine Ausnahme-Stellung1 ein, da der ent- 
sprechende periodische Kettenbruch identisch Null wäre. Dieser be- 
sondere Fall scheidet also für das folgende definitiv aus. 
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woraus durch Substitution von v = 1, 2, ... (n— 1) und Mul- 
tiplikation der betreffenden Gleichungen folgt: 

(5) B„ — s I)„ - , = s'-»■-1 (U1 — z JD0). 

Ersetzt man hier n der Reihe nach durch n — 1, n — 2,... 1, 
multipliziert die resultierenden Gleichungen bzw. mit z, z2,.. ,zn~] 

und addiert sie zu Gl. (4), so ergibt sich weiter: 

Dn-^D0 = 0'"-’ +z'n~2-z-\ f- z'-z’‘-2 + z“-<) (Dj—zDg) 

(6) ^^Ç-^-zDg). 

Bezeichnet man jetzt wieder die Näherungsbrüche des 

Kettenbruches mit jy, so hat man zu setzen: 
by 

im Falle D}, = A,. : IJn = 0, Dy = ax, 

im Falle I),. = 13,. : D0 = 1, J>1 = 1. 

Somit ergibt sich: 
r^n   r-A n ytl   y1 « 

ytl   y* H 

13,, — zn -j— 
gn -f~ 1  n +1 

Z — Z* 

und daher : 

AH 
ytl   y> )» 

(7) 

(8) 

13„ z«+] — s‘n+] 

Daraus folgt weiter: 

lim jf = 
n = oo A 3 il 

1 — C" 
1 _£»+!-** W0: C 

^h1) 

]) Die Form dieses Resultates ist von der zumeist üblichen durch 
das Vorzeichen verschieden. Bei der gewöhnlichen Behandlungsweise der 
periodischen Kettenbrüche erscheint nämlich als determinierende quadra- 
tische Gleichung statt Gl. (3) die folgende 

y- + y — ax = 0, 
und man findet sodann: 

lmi ., — , 
n = * nn 
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sofern |f | < 1, während im Falle f | — 1 der fragliche Grenz- 

wert nicht existiert, der Kettenbruch also divergiert. Da aber: 

(9) C = 
1 — y 4 a x -f- 1 

1 + V 4 a x 1 
^ wegen : 

I 8 = i- (1 + Vi a x + 1)1 \ 

(wenn man unter der Quadratwurzel deren Hauptwert ver- 

steht), so wird |f| = l dann und nur dann, wenn } 4 ax-\- 1 

verschwindet oder rein imaginär ausfällt, also wenn ax negativ 
reell und zwar: 

(10) ax< — J-, 

geometrisch gesprochen, wenn x auf einer vom Funkte — ^ ^ 

in der Richtung der Verbindungslinie ^0, — ins Unend- 

liche sich erstreckenden Geraden L liegt. Denkt man sich 

längs L die Ebene zerschnitten und bezeichnet den so ge- 

schaffenen Bereich mit T. so konvergiert der vorgelegte Ketten- 

a x 
bruch mit der eingliedrigen Periode ^ für jeden endlichen 

Wert x im Innern von T. Er konvergiert übrigens, wie mit 

Hilfe von Gl. (7) leicht erkannt wird, für jeden im Innern 

von T liegenden abgeschlossenen Bereich T‘ gleichmäßig. 

2. Dies vorausgeschickt betrachten wir den Kettenbruch 

ci ■ cc 1x 

, für welchen lim ay — a, unter der Voraussetzung, daß 
1 Jl v = oo 

x auf einen Bereich, wie er soeben mit T‘ bezeichnet wurde, 

eingeschränkt werde.1) Man hat dann durchweg |£|<1, also 

wenn 2, die absolut genommen kleinere Wurzel dieser Gleichung be- 
deutet. In der Tat ist aber: 

]) Man denke sich etwa T‘ begrenzt durch einen Kreis mit be- 
liebig großem Radius um den Nullpunkt, zwei in beliebig kleinem Ab- 
stande r5 von der Geraden L zu dieser gezogenen Parallelen und einem 

Halbkreise um den Punkt — / mit dem Radius fi. 
4 a 



Ober gewisse limitür-periodische Kettenbräche. 39 

wenn das Maximum von 1 f j für alle x des Bereiches T‘ mit Ç 
bezeichnet wird : 

(11) |f|^f<l. 

Zähler und Nenner jenes Kettenbruches genügen jetzt 

der Rekursionsformel : 

(12) Drfl - I), - • -Dr-! = 0 (v = 1, 2, 3 .. .). 

Um diese in analoger Weise behandeln zu können, wie 

die Rekursionsformel (1), definieren wir eine unbegrenzte Folge 

von Zahlen s,., 4, von einem später noch genauer zu fixierenden 

Stellenzeiger v = n0 anfangend, durch die Gleichungen : 

(13) z„ -j- 4 = s„+, + 4+i = 1 *,.4+i = — «r+i æ. 

Alsdann läßt sich Gl. (12) in die Form setzen: 

-D,.+ |   (#,.+ ! +• •S'i'+l) I)y + #r#v+l -Dr— 1 = 0, 

anders geschrieben : 

(14) -14,-J-I — ^,.+i 71,. = ^,,+i (7>v — £,. D„_i). 

Ehe wir diese Formel auflösen, wollen wir zeigen, daß 

die Folge der zr, 4 bei geeigneter Fixierung eines Anfangs- 

wertes für s.. aus eindeutig bestimmten Zahlen besteht und 
daß sr, s',, bei unbegrenzt wachsendem v im Bereiche T‘ gleich- 
mäßig gegen s, z‘ konvergieren. 

3. Aus den Definitions-Gleichungen (13) folgt zunächst: 

also : 

(15) 

und daher : 

e
 — z* +1 

Sy (1 ^J.+ l) tß'+l X , 

sr -j- a,.+] x 
Sy+1 — - 

Sy (z— 1) —«,,+ Xx 

+ -ax-av+lx (g_ GJ (2)) 

s' (s S,.) -j- (Æ   «r + \)x 
Z—(Z—Zy) 
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Angenommen, es sei für irgend ein bestimmtes v : 

(17) 

wo : 

(18) 

< 1 — 0, also : 1 — 1 >!}, 

so gebt die Ungleichung (16) in die folgende über: 

(18) S>+1 
< 0» i 1 1 — «v+1 

und, wenn man eine Reihe wachsender natürlicher Zahlen 
n, (1 = 0, 1, 2 . . .) so bestimmt, daß : 

(19) 1 — ^ I < ß>-1 (1 - D f für v > n., 

(was, wegen lim a,. = «, stets möglich sein muß), so ergibt 
V = X 

sich weiter : 

(20) 1 — 74+lj< !P 
z 

+ 0*+ 1(1 — 0)2 (l ’>«;), 

sofern nur zv der Bedingung (17) genügt. 

Als Anfangswert der z„ fixieren wir nun zII(J durch die 
Gleichung : 

(21) 0„o = &-Z, 
so daß also : 

1 __ £üo , = ! __ f"_o = 1 _,) 
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und somit zunächst für v = nQ die Bedingung (17) wirklich 
erfüllt ist. Dann besteht aber für v — na auch CJngl. (20), 
sofern man daselbst 2 = 0 setzt, also : 

; ! _ < 0» (! _ ,9) j, ,9. (1 __ ,9)2 = o (1 _ />) 

und a fortiori : 

I 1 _ füs±l < 1 _ ,9. 

Somit ergibt sich durch dieselbe Schlußweise : 

1 __ £l'a±? < 0 (1 _ ,)) < (1 — !)) 
£ I 

u. s. f. bis: 

1 — < i) (1 _ ,9). 
£ I 

Sodann aber folgt aus (20) (bei 2 = 1): 

1 _ £“<±1 < ,93 _ ,9) 4- (X — ,9)2 = ,r- (1 _ ,9) 

und a fortiori: 

1 - ~"1 • - < D (1 — D), 
£ 

somit auch wieder : 

1 — ^+ -, < Sf- (1 — D) < d (1 — 0) 

u. s. f. bis: 

worauf dann wiederum Ungl. (20) bei 2 = 2 ergibt : 

f _ ?”*±1 c/j3(i _ ?9)_ 

So fortschließend findet man allgemein : 

1 — V " < #'■ + ' (1 — 0) (ji =1,2... («;. +1 — »;.), (22) 
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und daher, wenn das Maximum von z im Bereiche T‘ mit 
z bezeichnet wird : 

(23) \g — gr\< {)>■ + ' (1 — &) ■ z (y > »j) 

für alle Stellen des Bereiches T‘, d. h. schließlich: 

(24) lim gr = g 
V — CO 

und zwar gleichmäßig für den gesamten Bereich T‘. 

Man hat sodann : 

und, wenn 

gesetzt wird : O 

also auch : 

(26) lim z'y = z‘ lim Cr = C 

und zwar ebenfalls gleichmäßig für den Bereich T‘. 

Hierzu sei noch bemerkt, daß die zv (also auch die z',), 
welche nach dem bisher gesagten nur für v > nn als eindeutig 
bestimmte rationale Funktionen von x definiert sind, durch 

b Wegen : 

ist a fortiori: 

also stets : 

und daher auch : 

1 < 1 

Kl, 

<: 

< 2, 

sofern nur r eine für den ganzen Bereich T‘ gleich bleibende, passend 
gewählte Zahl n übersteigt. 
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Umkehrung der Rekursionsformel (15) eventuell auch für v < nn 

bestimmt werden können. Aus (15) ergiebt sich nämlich, wenn 
man noch v durch v — 1 ersetzt : 

(27) 
ar x 

so daß gleichzeitig mit z„a auch z„0—\, s„0-2 ... als eindeutig 
bestimmte Zahlen definiert sind, so lange zv—1 nicht ver- 
schwindet. 

4. Nunmehr kehren wir zu unserer Rekursionsformel (14) 
zurück. Substituiert man der Reihe nach v = in, (in -f- 1), . . . 
(n — 1), (wo ix — 1 > in und in nur an die Bedingung ge- 
knüpft ist, daß die zv, z'v für v > in existieren, w7as mit Sicher- 
heit der Fall ist, wenn in > n0), so folgt durch Multiplikation 
der resultierenden Gleichungen : 

n — 1 n—1 n — 1 

rf'(L>t.+1—gr+ijj,) = rbsv+,. /7-(D„_^2)v_,), 
M in in 

d. h. 

M>   ~n -Mt — 1 = Z„, 4-1 • • • *'» ' ( M/t   Zm IKn - l) 

(^3) -— Z m J • • ■ 1 Kn Z C Kn — l) ' Cm -f- ] . • - Cn • 

Ersetzt man n der Reihe nach durch (n—1), (n — 2), 
. . . (m-f-1), multipliziert die resultierenden Gleichungen bzw. 
mit z„, [z,,_i zn), . . . (z,„ j-2 ■ ■ ■ Zn) und addiert sie zu Gl. (28), 
so findet man : 

K Kl Zm -J- 1 . . . — n ' KO in '-'tti-p I ■ • • '°n * (K0,n Z,n KO,,, — l) ' Om,, , 

wo : 

(2.)) Om n Cm-f-i —[— L/t-{• 1 Ctn-j-2 “k * ‘ ' 1 Cm + 1 Cm-\-2 ■ * • Cn, 

anders geschrieben : 

(30)   = Dm + (Dm   Z,„ !),„_]) • om,n 

>- m -j- 1 • • • '- n 

als die gesuchte Lösung der Rekursionsformel (14) bzw. (12). 
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5. Ersetzt man in der letzten Formel D,, durch Ar bzw. 
ß,., so ergibt sich durch Division der betreffenden Gleichungen 

ci ci oc 00 

für den nton Näherungsbruch des Kettenbruches ', - 
1 1 2 

die Darstellung : 

(31) A »   Am D (A,n ,z'in A In — i) • omn 

ßfl ßm 1 (ßm '• m ßni —l) * Om, u 

Uni seinen Grenzwert für n = co zu bestimmen, hat man 
nur zu beachten, daß die mit am n bezeichnete Summe (29) für 
n = co in die konvergente Reihe : 

(32) 0,„ — ■ ■ ■ Cm + v 
1 

(konvergent, wegen lim f < 1) übergeht, und zwar 

nähert sicli om n dem Grenzwerte nm im Bereiche T‘ durchweg 
gleichmäßig. Man hat nämlich : 

Um, n p U»i, M bm+ 1 • ■ • Sn-j-1 ff- * ‘ * ff- £m-pl • • • C« 

Wird dann eine positive Zahl d so klein angenommen, 

daß neben f < 1 auch noch : 

t + à < 1, 

so läßt sich mit Rücksicht auf die in T‘ gleichmäßig erfüllte 
Beziehung lim Çv = Ç ein m so fixieren, daß für r > in : 

V = 00 

|t„ < ? -r dC j-d 

und daher : 

: am,n+p — «v» < (C + d)»-'*+' -\ h (C + d)n-m+i' 

At + ö)*-m+' 

1 — (C + <5) 

d. h. durch Wahl einer passenden unteren Schranke für die 
Zahl ii beliebig Mein für den ganzen Bereich T‘ und unab- 
hängig von j). 
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Somit ergibt sich aus Gl. (Bl): 

1 • An Am ~f- (A„, 
(:î-) ,, = ,, ,7r, 

n = oc J>n JJm ~T (An ~ 

Au 

, Am - l) ' 0„ 
i — 1 ) ’ W 

(1. li. *" konvergiert in jedem T‘ angehörigen Bereiche, in 
Ai 

welchem der Nenner des vorstehenden Ausdrucks nicht ver- 
schwindet, gleichmäßig gegen einen bestimmten Grenzwert.1) 

Im übrigen ist zunächst ersichtlich, daß Zähler und Nenner 
jenes Ausdrucks niemals gleichzeitig verschwinden können. 
Denn aus : 

11 A„, —[- (A„, Z,„ A,n - ]) O,,,   lim 1 (1 >m — in Um— l) ' Otn 

würde im Falle o,n — 0 folgen: 

0 = Am = Bm, 
im Falle [ nm ] > 0 : 

Am   Am— 1 

Bm B,,, — 1 

was beides unmöglich ist. 

b Man bemerke, daß die Wahl des Index m höchstens an eine (die 
Existenz von z sichernde) untere Schranke gebunden, im übrigen völlig 
willkürlich ist. Diese aus dem Gange unserer Untersuchung mit Not- 
wendigkeit sich ergebende Tatsache läßt sich übrigens durch die folgende 
einfache Rechnung noch direkt bestätigen. Setzt man zur Abkürzung: 

ljm + (An — Zm An - l) ‘ am = A 
so ergibt sich mit Benützung der Rekursionsformel : 

An+l zm + \Bm — 
zm+1 (An zm J)m _ 

und der unmittelbar ersichtlichen Identität: 

. , - . m -j-1 /, I « 

°m = Sn-j-1 U + am+l) = “ l1 + + l)> 
*m-f-1 

daß : 

AB = An + 7 (An + , — zm + i DJ + p-1— ( 1 + a + ,) Zm +1 *ni + 1 T 

= z ' { 11 ui + 1 + (An + 1 Zm + 1 Al*) °IH + 1 } 
m -f- 1 

d. h. schließlich: 

J,» = 2 1 • 
2m + l 
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Auch kann Bm(B,„— gmBm-\)-am in keinem Stücke 

reich T‘ ein zusammenhängender ist, so müßte in diesem Falle 
die eindeutige analytische Funktion Bm-\-{B,n—zm B,n -1) • om 

in dem gesamten Bereiche T‘ identisch verschwinden, was 
definitiv ausgeschlossen ist, da nach dem Hauptsätze des § 2 

eventueller Ausnahme einer endlichen Anzahl von Stellen be- 
stimmte, von Null verschiedene Zahlen vorstellt. 

Da endlich Bm — \, Bm ganze rationale Funktionen von x, 
eine in T‘ endlich bleibende gebrochene rationale Funk- 

tion, o„I eine gleichmäßig konvergente Reihe ebensolcher Funk- 
tionen, so ist Bm-\-(B,„— eine in T‘ eindeutige 
analytische Funktion regulären Verhaltens, kann also daselbst 
höchstens eine endliche Anzahl gewöhnlicher Nullstellen besitzen. 

reguläre analytische Funktion, und man gewinnt daher das 
folgende Endresultat : 

Bereiche T‘ im Innern des Bereiches T, 'welcher entsteht, 
trenn man in der Ebene einen geradlinigen Schnitt in der 

Richtung des Strahles (0. | vom Punkte 7— ins J V 4a) 4 a 
Unendliche führt. Er definiert eine im Innern von T eindeu- 
tige, bis auf etwaige Pole1) reguläre analytische Funktion.2) 

*) Hiermit ist schon gesagt, daß die Pole keine im lauern von T 
gelegene Häufungsstelle besitzen können, wohl aber auf dem Schnitte 

2) Ich bemerke, daß der betreffende Kettenbruch an der Grenze 

des Bereiches T‘ identisch verschwinden. Denn da der Be- 

Ist lim a,. = a, wo j a. j > 0, so konvergiert der Ketten- 



Über gewisse liinitilr-periodische Kettenbrüche. 47 

6. Ehe wir dieses Ergebnis auf den Gaußschen Ketten- 
bruch und die hypergeometrische Reihe anwenden, soll noch 
gezeiirt werden, wie aus den hier annestellten Betrachtungen 
eine vollständigere und präzisere Form des in der Einleitung 
erwähnten Poi near eschen Satzes sich ergibt. 

Aus Gl. (30) folgt zunächst: 

^ I) m “h (D,n '- tn IKn—l) ' 77 m, n 1 

Du ^ Dm-\-ÇDm — 

und hieraus für lim n = co (wegen : lim nnli „ = lim a„h njr\ = o,„) : 
M = CO U = 00 

(34) lim A‘+~ = * 
n = co 

4 a 
noch honverr/ierev kann. So ist z. B. der Kettenbruch : 

A'G 

1 - r9-^ 
3_ 4 r- — 1 
1 ' 1 

K(r) 

für welchen a = -, also   = 1, noch konvergent für x = 1. 
4 4n 

Dies folgt, wenn man ihn in die Form setzt: 

1 — yü xT° 

.3 ’ 2v + l 2 

unmittelbar aus einem früher von mir abgeleiteten Konvergenz-Kriterium 
(Sitz.-Ber. 35 (1905), p. 372, III). Sein Wert kann leicht mit Hilfe der 
Transformation bestimmt werden : 

H+1 . 

£-77 = 

1 — V 

woraus sich er gibt: 
1 — r2 ' 
3’ 2 )• —)— 1 

1 ’ 2)' + l 

'., + 1 

= 1 £- 
1 

K{ 1) = 1. 

Übrigens hat man allgemein (s. Gauß, Werke, Bd. 3, p. 13G): 

2 Kr 
1 -j- y .7' 

■ K (.r) = 1 

lg 
1 - Vx 

also auch : lim K(x) — 1. 
x= I 



48 6. Abhandlung: A. Pringsheim 

und zwar gleichmäßig für jeden T‘ ungehörigen Bereich, in 
welchem der Ausdruck 

(35) z]m (x) = JDm (x) -f- (Dm {x) — sm D„, _} (x)) ■ a„, (,x) 

nicht verschwindet. Findet das letztere hingegen statt, was 
nach dem bisher gesagten höchstens für eine endliche Anzahl 
dein Bereiche T‘ ungehöriger Stellen x' der Fall sein kann, 
so hat man für jedes m von einem bestimmten ab:1) 

Dm (*') + {Dm(x‘) — sm Z>,„- 1 (aj')) • 0m (x‘) = 0, 

anders geschrieben : 

Dm{x')  __ Om [x )   0,„ (x ) 
Dm _ 1 (x‘) 1 -j- om (x‘) o,„ _ i (x ) 

I wegen : 1 -f- am — • (Cm + Cm om) = yy • om_i I. 
\ am / 

Läßt man hier m unendlich werden und beachtet, daß 
mit Rücksicht auf die gleichmäßige Konvergenz der Reihe a,n 

bzw. a,„_i und von lim Cm = C sich ergibt: 
m = co 

» C 
(37) lim am — lim um_i = )jvC’' = , ; , 

so folgt aus (36), wenn man noch n 4 1 statt m schreibt : 

(38) lim Dn +1 (x‘) 
Dn (x‘) 

Somit gewinnt man hier an Stelle der gewöhnlichen Form 
des Poincaréschen Satzes, bei welcher die Koeffizienten der 
Rekursionsformel lediglich als Funktionen des Index n be- 
trachtet zu werden pflegen, hier die folgende : 

Ist: 

D,.+1 (x) — D,. (;x) — ar+\ x D,—i (x) — 0, lim a,, = «4 0, 

so hat man für alle x mit Ausschluß derjenigen, für 
welche ax reell negativ und ax\> 

l) Vgl. die Fußnote 1) auf p. -15. 
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lim 
n = co 

-D„ 1 (x~) 

nu{x) 
81 

wo z die numerisch größere Wurzel der quadratischen 
Gleichung ß — y — a x = 0 bedeutet, allenfalls abgesehen 
von einer Menge isolierter Stellen x\ für ivelche: 

lim -fTT-TT- = *' = 1 - 
n = 00 (•£ ) 

Setzt man fl1 = 1 und schreibt D, statt Dv (1), so resul- 
tiert der gewöhnliche Poincarésche Satz in der präziseren 
Fassung, daß für die Lösungen der Rekursionsformel:1) 

Dr+1 — -D,, — fl,.+ 1 -Dv — 1 = 0, 

(wo lim fl,, = fl und a jede Zahl bedeuten kann mit Ausnahme 

der reellen negativen, die numerisch > ]) die Relation besteht: 

lim 
n ~ vo 

d Ki 4-1 
-D„ 

nur in dem einen Falle, dal.i für irgend ein m — und zwar 
dann, wie aus den früheren Betrachtungen hervorgeht, für 
jedes m : 

Ihn 4" (Dm —]) • Om 0, 

tritt an die Stelle der obigen Beziehung die folgende: 

lim 
H — Ct0 

K Ki -pi 
IK, 

M Die scheinbar allgemeinere Beziehung : 

Fv4-1 — K+\Gv — "v + l Cv-l = 
0 

lii.ht sich durch die Substitution: 

C — h' b' , , . . . b‘ D r tn m -f-1 y v 

stets auf die Form bringen: 

Dr + i--Dr — ar + 1Dr_i = 0, 

__r4- 1 
KK+i 

Sitzungsb. d. maUi.-phys. Kl. Jalirg. 1910, G. Abli. 
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Es existiert also stets ein und nur ein ganz spezieller Wert 

- d. h. schließlich eine ganz spezielle Wahl des Anfangs- 
-L'in 

wert-"Verhältnisses . 1 , bei welcher jener singuläre Fall nicht 

nur eintreten kann, sondern auch wirklich allemal eintreten muß. 

7. Setzt man, wie üblich: 

(30) F{a,ß, y,x) — 1 -f- XI’’ 
1 

a. .(a + v-l).ß...(ß+v-l) 

r...(y + v — l).l...r 

so besteht für den Quotienten zweier solcher hypergeometrischer 
Reihen, wie Gauß1) lediglich rein formal abgeleitet hat, eine 
Kettenbruch-Entwickelung von der Form : 

(40) 

wo : 

(11) 

F (Ql ß + 1; y + 1; a?) 
F (a, ß, y, x) 

1 a,,af]Œ 

I ’ 1 ; 

(a + ,» — 1) (?' — ß + /< — 1) 
(y + 2 g- 2) (y + 2// - 1) 

iß + /O (f — a + /O 
(}’ + 2/1— !) (/ -f 2/0' 

Da hiernach lima,.— j, so folgt zunächst, daß der 
;• — er 

Kettenbruch für la:! < 1— ô im wesentlichen gleichmäßig kon- 
vergiert und sein Wert mit demjenigen des fraglichen Reihen- 

Quotienten übereinstimmt; sodann aber, daß, abgesehen von 
der Strecke, (+1, + co) der reellen Achse und etwaigen iso- 
lierten Stellen eigentlicher Divergenz die im wesentlichen gleich- 
mäßige Konvergenz des Kettenbruches bestehen bleibt, so daß 
also als analytische Fortsetzung jenes Reihen-Quotienten eine 
nach Einführung des Schnittes (-j- 1, + co) eindeutige und 
abgesehen von etwaigen Polen im Endlichen reguläre Funk- 
tion erscheint. 

Diese Eigenschaft bleibt wiederum bestehen, wenn speziell 
ß = 0 gesetzt und somit F (a, ß, y, x) = F {a, 0, y, x) = 1 wird, 
d. h. sie gilt für die Reihe: 

>) Werke, üd. 3, p. 134. 
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(42) F (a, l,y,x)=l 4- £).■ 
i 

a . . . (a -f- v 

y ... {y + »’ 

1) 

1) 
• xv. 

Es läßt sich aber /.eigen, daß die letztere und ebenso die 
allgemeine hygergeometrische Reibe in Wahrheit überhaupt 
keine Pole (abgesehen von x = 1) besitzen kann. Man liât 
nämlich : 

(43) F(n, l,l,*) = l+ & a---.(a + v~ij = (1 - x)-\ 
1 l...r 

und diese Funktion hat lediglich die singulären Stellen x = 1 
und x = co. Betrachtet man nun die Reihe mit den rezi- 
proken Koeffizienten, also: 

“ ] v 
(44) F(l, 1, «, x) = 1 +   y ' ' : 

so kann deren analytische Fortsetzung keinesfalls irgend einen 
von 1 verschiedenen Pol x' haben. Denn nach einer von 
Herrn Faber1) herrührenden Ergänzung zu dem oben bereits 
benützten Hadamardschen Satze (§ 3, Nr. 2. p. 28) müßte 
dann mit Notwendigkeit x‘ • 1, also x\ eine singuläre Stelle 
für diejenige Funktion sein, welche durch Multiplikation ent- 
sprechender Koeffizienten von F(l,l,a,x) und F(a,l,l,x) 

1 
zu Stande kommt, d. h. der Funktion 1 -f- U>' xr =  . 

1 1 — x 
Und da andererseits die Fortsetzung von F(\,\,n,x) nach 
dem oben bereits gefundenen Ergebnis außerhalb des Schnittes 
(1, oo) andere Singularitäten, als Pole nicht besitzen kann, so 
muß sie daselbst geradezu regulär sein. Schreibt man in der 
Reihe (44) y statt a, so folgt nunmehr durch Kombination 
mit F(a,l,l,x) (s. (43)) und der ganz analog beschaffenen 
Reihe F(\, ß. 1, x) — (1 — x)~t\ daß auch die Fortsetzung der 
allgemeinen hypergeometrischen Reihe F(a,ß:y,x) außerhalb 
des Schnittes (1, co) durchaus regulären Verhaltens ist. Daß 
sie tatsächlich (im ersten Blatte) überhaupt nur die singulären 
Stellen x = 1 und x = co (dazu eventuell noch in anderen 

*) Jalirb. der I). AT. V. 16 (1907), p. 298. 
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Blättern x = 0) besitzt,1) wie auf andere Weise z. B. durch 
Heranziehung der zugehörigen linearen Differentialgleichung 
2t?l Ordnung erkannt wird, dürfte auf dem hier eingeschlagenen 
elementaren Wege nicht festzustellen sein : immerhin scheint 
mir nicht ohne Interesse, daß derselbe ausreicht, um die Natur 
der hypergeometrischen Funktionen wenigstens in dem hier 
gegebenen Umfange zu ergründen; wie man denn wohl über- 
haupt in der großen Einfachheit der Hilfsmittel, welche hier 
u. a. den Konvergenz-Beweis für den Gaußschen Kettenbruch 
geliefert haben, wenn man sie mit der Schwierigkeit des Rie- 
mannschen2) Beweisfragmentes und den recht mühsamen 
Konvergenz-Untersuchungen des Herrn Thomé3) vergleicht, 
einen gewissen Fortschritt wird erblicken dürfen. 

') Während die Heinesehe Reihe rp (a, ß,y, q, x) eine eindeutifje 

Funktion deüniert, so liefert die G außsehe Reihe /'’(«, ß, y, x), von 
speziellen Fällen abgesehen, stets eine mehrdeutige oder unendlich viel- 
deutige Funktion. Läßt man F (a, ß, y, x) durch den Grenzübergang 
lim q — 1 aus <p («. ß, y, '/, x) entstehen, so erzeugen also die unendlich 

vielen in den Punkt 1 hineinrückenden Pole von der Form — an iener 
<r 

Stelle einen VerzwciguiifispHnlct. Diese eigentümliche Erscheinung dürfte 
wohl eine passende Erklärung finden, wenn man das Verhalten von 
r/j (a, ß, y, q, x) als Funktion der beiden, Veränderlichen x und q ins 

Auge faßt. 

Der Grenzfall lim V 
(K — X 

Reihe (insbesondere für ß — y die Exponentialreihe), für deren Ketten- 
bruch-Entwickelung, wie unmittelbar aus 61. (11) entnommen werden 
kann, die Beziehung lim ar = 0 besteht. Der betreffende Kettenbruch 

n, ß, y, — I liefert eine beständig konvergierende 

muß dann zunächst nach § 3 in jedem endlichem Bereiche mit einzigem 
Ausschluß etwaiger Pole der Funktion konvergieren. Und da diese 
letzteren infolge der beständigen Konvergenz der erzeugenden Reihe 
gänzlich fehlen, so konvergiert er, abgesehen von x = oo, ausnahmslos. 

2) Werke, Abh. XXI11 (erste Aull. 1870, p. -100). 
3) Journ. f. Math. 06 (1866), p. 322; 07 (1807), p. 299. 
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