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Uber die Entstehung einer turbulenten Fliissigkeits-
bewegung,.
Von Fritz Noether in Karlsruhe.
Vorgelegt von A. Sommerfeld in der Sitzung am 3. Mai 1913.

§ 1. Einleitung.

Die folgende Untersuchung beschiiftigt sich mit der ebenen
Strémung einer Fliissigkeit zwischen zwel parallelen, ebenen,
vertikal stehenden Wiinden, von denen die eine ruht, wiihrend
die andere mit konstanter Geschwindigkeit in ihrer eigenen
Ebene horizontal bewegt wird. Dies ist die den theoretischen
Untersuchungen von H. A. Lorentz!) und A. Sommerfeld?)
zu Grunde gelegte vereinfachte Darstellung der von Couette?®)
verwandten, experimentellen Anordnung, bei der die Fliissig-
keit zwischen koaxialen Kreiszylindern stromte, von denen der
eine ruhte, withrend der andere gleichformig umgedreht wurde.
Die Versuche zeigten wieder das Auftreten der von O. Rey-
nolds%) hei anderer Anordnung entdeckten ,kritischen® Ge-
schwindigkeit (in diesem Fall fiir die bewegte Wand), unterhalb
deren die theoretisch bekannte, stationiire Laminarstromung
tatsiichlich eintritt, wihrend sie oberhalb, obwohl theoretisch
moglich, im allgemeinen nicht hergestellt werden kann. An
ihre Stelle tritt der ,turbulente Zustand, der vor allem durch

1) Abhandlungen iber theoretische Physik, Nr. 3, S. 43.
2) Verhandlungen d. IV, Intern. Math. Kongresses. Rom 1908, S. 116.
3) Annales de chimie et physique, Vol. 21 (1890), S. 438.
4) Phil. Trans. London R. Soc., Vol. 174 (1883), S. 935.
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die veriinderte Verteilung der mittleren Geschwindigkeit —
stiivkerer Anstieg in der Niihe der Wiinde, geringere Veriinder-
lichkeit der Geschwindigkeit in der Mitte — charakterisiert ist.

Seit den Untersuchungen von O. Reynolds?) wird diese
Abweichung von der theoretisch bekannten Stromungsform als
Instabilitit der letzteren erkliirt, ohne dafi es bisher gelungen
wire, auf Grund der hydrodynamischen Gleichungen die tat-
siichliche Instabilitit zu beweisen. Wohl ist es O. Reynolds und
H. A. Lorentz gelungen, die Stabilitiit der Laminarbewegung bis
zu einer gewissen (eschwindigkeit hin mittels eines Energie-
kriteriums nachzuweisen, die natitrlich unter der kritischen liegt,
also eine untere Grenze filr den Eintritt der Labilitit zu be-
rechnen. A. Sommerfeld (1. ¢.) suchte, wie frither in verwandter
Weise schon Lord Kelvin?), die Stabilitiitsgrenze selbst durch
Anwendung der Methode der kleinen Schwingungen zu ermitteln,
die in diesem Fall, da unendlich viele Eigenschwingungen exi-
stieren, die Losung einer transzendenten Gleichung erfordert.
Doch zeigte die weitere Verfolgung dieses Weges durch R. von
Mises®) und L. Hopf, daB diese siimtlichen Eigenschwin-
gungen, auch bei beliebig groker Geschwindigkeit, stabilen
Charakter haben, daB er also nicht zur Auffindung der ge-
suchten kritischen Geschwindigkeit fithren kann.

Inwieweit nun bei diesem Fall von unendlich vielen Frei-
heitsgraden fiir die Stabilitit des ganzen Systems die Stabilitiit
der einzelnen Eigenschwingungen entscheidend ist, diese von
G. Hamel*) angeregte Frage soll hier nicht errtert werden.
Sicher ist, dafi die Instabilitiit eines Freiheitsgrades auch fiir
das ganze System Instabilitit bedingen wiirde. Jedenfalls aber
wiire es verfritht, auf die Unzulinglichkeit der allgemein an-

1} Phil. Trans. London R. Soc., Vol. 174 (1883), S. 935.

%) Phil. Mag. (15), August 1887.

3) H. Weber-Festschrift. Leipzig 1912, S. 252. - S. auch C. W. Oseen,
Arkiv for Mathematik 7 (1911), Nr. 15.

%) Gottinger Nachrichten, math.-phys. K1, 1911, S. 261; Monatshefte
f. Math. u. Physik 1912, 8. 3812, Vgl. auch O. Haupt, Sitzungsher. der
K. B. Ak. d. Wiss,, Mal 1912.
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genommenen hydrodynamischen Gleichungen zur Erklirung der
Turbulenzerscheinung zu schlieBen, zumal auch gerade die
neuesten experimentellen Untersuchungen von Sorkau?) gegen
eine solche Vermutung sprechen. Das Resultat von v. Mises
legt es vielmehr nahe, anzunehmen, daf die Laminarbewegung
zwar tatsiichlich fiir alle Geschwindigkeiten stabil ist, solange
nur kleine, storende Kriifte auf sie wirken, daB sie aber ober-
halb der kritischen Geschwindigkeit labil wird, wenn die Groe
der Storungen eine gewisse Grenze iiberschreitet. Ahnlich wie
eine Kugel, die auf der Spitze eines Berges in einer kleinen
Vertiefung liegt, nach der Methode der kleinen Schwingungen
sich als stabil herausstellen wiirde, wiihrend recht kleine, aber
endliche Anstofie schon geniigen, um sie ins Rollen zu bringen.
Diese Auffassung wird noch gestiitzt durch das experimentelle
Ergebnis von V. W. Ekman?), daB in sorgfiltig gegliitteten
Roéhren die Laminarstromung nicht die frither beobachtete
scharfe Begrenzung habe, vielmehr die Reynoldssche kritische
Zahl noch betriichtlich iiberschreiten konne, wihrend eine In-
stabilitit im Sinne des Sommerfeldschen Ansatzes zu sofortiger
Umwandlung in turbulente Bewegung fiihren miifite.

Wir versuchen 1m folgenden dieser Frage nither zu kom-
men, indem wir von einer gleichfalls laminaren?®) anfiinglichen
Geschwindigkeitsverteilung ausgehen, die aber von der Ge-
schwindigkeitsverteilung der stationiren Laminarbewegung end-
lich verschieden ist. Der nun folgende Stromungszustand kann
eine nichtstationiire Laminarbewegung sein, vermittels derer
die Geschwindigkeitsverteilung sich asymptotisch der der sta-
tioniiren Laminarbewegung nihert. Wird diese nichtstationiire
Laminarbewegung stabil sein? Wir beweisen fiir einen spe-
ziellen Fall, indem wir ein ecinfaches Gesetz fiir den anfiing-

1) Phys. Zeitschr. 1912, 8. 805; 1918, S. 147. Bemerkungen hierzu
von Cl. Schaefer und G. Frankenberg, ebd. 1913, S.89; G. Mie,
ebd. 1913, 8. 93, S. auch Th. v. Kdrmin, ebd. 1911, 8. 283.

2) Avkiv for Matematik 6, Nr. 12 (1910).

3) Unter , Laminarhewegung® verstehien wir allgemein jede Stromung,
bel der alle Geschwindigkeiten den Wiinden parallel gerichtet sind.

21*
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lichen Stromungszustand annehmen, daB sie es fiir geniigend
groie Wandgeschwindigkeiten nicht mehr ist. Die nichtsta-
tioniire Laminarbewegung, die zur stationiren zuriickfithren
wiirde, tritt also dann tatsiichlich nicht ein, sondern eine nicht-
laminare, turbulente Bewegung. Ihr niiherer Charakter bleibt
noch unbekannt, aber es ist zu vermuten, dafi sie nicht zur
stationéiren Laminarbewegung fithrt, sondern zu der experi-
mentell bekannten turbulenten Stromungsform. Wir finden so
einen tatsiichlichen Hinweis auf den instabilen Charakter der
stationfiren Laminarbewegung. Der Eintritt der Instabilitit in
diesem Sinne bedeutet eine obere Grenze fiir die ,kritische®
Geschwindigkeit.

§ 2. Grundgleichungen.

Wir nehmen an, daB nicht nur die zu Grunde gelegten
laminaren Bewegungen sondern auch die iiberlagerten Stoérungs-
bewegungen eben und zwar horizontal seien. Die hydrodyna-
mischen Gleichungen fiir inkompressible Strémung lauten fiir
diesen kriiftefreien Fall:

2]
g (3 U du iu) — D) — »
2x

at + uai—{—USy
ov v AN ap
W oS +uiitrn) = upw -2
du , oV
5;'_}—3—:1/_ O’

wobei «, v die Geschwindigkeitskomponenten bzw. nach den
Richtungen # und y, p den Druck, ¢ und x die Fliissigkeits-
konstanten Dichte und Viskosititskoeffizient bezeichnen und
a*f | f .
s Ty = PO
gesetzt ist.
Wenn wir fiir eine laminare Stromung die z-Achse parallel
zu den Winden annehmen, wird v=0 und fiir deren Ge-

schwindigkeitskomponente 2, und den Druck p, erhalten wir
aus (1):
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duy 3y 3y,

O~ — ¢ 2 3
5 - ot oy’ dx
@ B _ . P _

oz 2y

Aus den ersten beiden dieser Gleichungen folgt:

2P

dx? !

der Druckabfall muf also linear sein. Da wir unsere gerad-
linige Stromung als eine vereinfachte Darstellung der ge-
schlossenen kreiszylindrischen bei Couette betrachten, so mubk

somit der Druckabfall %2-7 L {iberall 0 sein, und.es bleibt die

z
Gleichung :
du, , 9% u,
O = U—7p.
() T3t "% y®

Aus dieser Grundgleichung fiir die nichtstationire Laminar-
hewegung folgt, dafi der Ausgleich der Geschwindigkeiten nach
der stationiiren Laminarbewegung hin nach den Gesetzen der
Wiirmeleitung vor sich geht und als solcher, solange man
im Gebiet der laminaren Stromung bleibt, stabil wiive. Dies
ist wichtig zu bemerken, weil daraus hervorgeht, daf es sich
bei der weiterhin nachgewiesenen Instabilitiit nicht bloB um
eine Veriinderung des laminaren Ausgleichs, sondern wirklich
um eine Abweichung von der laminaren Stromung handelt.

Wir bezeichnen nun mit U die Geschwindigkeit der be-
wegten Wand und beziehen aus ZweckmiBigkeitsgriinden die
Gleichungen auf ein Koordinatensystem, das sich mit der Ge-

schwindigkeit 2U in gleicher Richtung bewegt, der Nullpunkt

liege in der Mittelebene des Kanals. Dessen Breite sei 7;
dann lauten die Randbedingungen fiir die allgemeine Stromung:

Fir y = —i—g- ist: w = "r?()[? v=0.
) y/ U
Fiirg/:—o/ istr u=— _5 v=0
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J'iihren wir vorerst noch unbenannte Grifen in unsere
Gleichungen ein, die alle der Natur der Aufgabe nach reell
sind :

z Y u v _tU,

R O S tu _eUh
r=- y=7%; u= U D__lﬁ t= W RN = .

122
Dic letzte ist die ,Reynoldssche® Zahl, von deren nume-
rischem Wert nach Reynolds der Turbulenzeintritt abhingt.
Dann geht die Gleichung (3) iiber in
: awy 2,

und die Bedingungen (4) in:

Firy=+1 ist: u=+41; 0 =0.

Firy=—1% ist: u=—1; v =0.

(47

Die Gleichung (39) mit den Randbedingungen (4') kann
bei beliebig vorgegebener Anfangsverteilung nach bekannten
Methoden gelost werden, es kommt aber fiir uns hauptsiichlich
auf die Feststellung an, dafB die zeitliche Veriinderlichkeit dieser
nichtstationiiren Laminarstrémung um so geringer ist, je grifier

3%u,

R und je kleiner der anfingliche Wert von oy ist. Die Sta-

bilitit dieser Stromung soll untersucht werden.

Wir eliminieren hierzu aus (1) zunfichst den in den
Randbedingungen nicht vorkommenden Druck p, wodurch sich
ergibt:

O{i(@h_?ﬁ TP L) R A
St \dy °x dx\3y ox 2y \dy oz

2u v
=u0(55-3)

du , 9v

3z "oy ="

und fithren hier gleichfalls die oben definierten unbenannten
GroBen ein. So folgt:
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3 (ou v 9 fou 9 @ fou v
GG s G5
Ju  av
=A% 9%
® -5
u . 29p
a1 + ThE 0,
°f
DZ
Die zweite Gleichung (5) lift sich identisch befriedigen
durch Einfihrung der Stromfunktion f(x,Y):
ot _of

oy ° oy’

- . orf 2 .
wobel jetzt A(f) = 2y + 5 gesetzt ist.

(6) u
und die erste Gleichung (5) ergibt dann:
@ w|Gan+5 %P0 g,

oy 2ar ar 2y
Die Stabilitiit der ,Grundbewegung® u, untersuchen wir
nach der Methode der kleinen Schwingungen, setzen also:

u =1 + U, b= by, f=f1+f27
wo f, die zu u, gehorige Stromfunktion bezeichnet, und ver-
nachliissigen die in 1,, v,, f, quadratischen Glieder von (7).
So ergibt sich:

34,

) = gy A0 2y of 1

Da u, die Randbedingungen (4‘) erfiillt, so miissen auf
Grund von (6) fiir f, noch die Bedingungen gefordert werden:

Fiir y = + § ist:

_ o __y. _ofs _

9 bg—ag— ; 112—8I)—O.

Die Frage ist, ob die hier formulierte Aufgabe fiir reelle
Werte von R Lisungen von instabilem Typus zulifit; in ihr
ist die von A. Sommerfeld gestellte als Spezialfall enthalten,

. ER . I
indem dort 841)““’14 verschwindet und u, selbst von t unabhiingig ist.
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§ 5. Ansatz zur Stabilitdtsuntersuchung.

Es sei beispielsweise die anfidngliche Stromungs-
verteilung gegeben durch

(10) n® = 42,

wodurch den Bedingungen (4') geniigt wird. Diese Verteilung
weicht endlich von der der stationiiren Poiseuilleschen Lami-
narstromung ab, fiir die

zu setzen wire. Obwohl die Stromungsverteilung (10) der
mittleren hydraulischen Bewegung niiher liegt, als die Poiseu-
illeschie Verteilung, so wollen wir doch mit diesem einfachen
Gesetz keineswegs eine Anniiherung an die in Wirklichkeit
viel kompliziertere hydraulische Bewegung suchen. Fiir unseren
Zweck reicht ja die Behandlung eines einfachen Beispiels einer
von der Poiseuilleschen Stromung endlich abweichenden An-
fangsstrémung aus.

Die Abweichung u{’ —u, konnen wir durch ihre Fou-
riersche Entwicklung fiir das Gebiet — L <y <+ 1 ersetzen
und finden so:

2 6 .
(109 u =y — 3 g 2nay.
i nds

Fiir die nichtstationire Laminarstrémung ergibt sich dann

aus (3°) und (4'):

& 6 . i
(11 u =1 — Zn s SI 2uaye T
1
also
% 2y 24 . i,
(119 -3521 ZZ" e sin2nnye %
1 v

Die Stabilitiitsuntersuchung ist erschwert durch die zeit-
liche Veriinderlichkeit dieser beiden Koeffizenten der Gleichung
(2), doch lifit sich diese Schwierigkeit durch geeignete quasi-
stationdre Behandlung umgehen. Gleichung (11) zeigt un-
mittelbar, dafl u, um so langsamer zeitlich veriinderlich ist, je
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groBer die Reynoldssche Zahl 9 ist. Nach den Experimental-
ergebnissen von Reynolds und Couette liegt nun die uns inter-
essierende kritische Geschwindigkeit bei sehr hohen Werten von
R (ca. 2000). Wir konnen daher zuniichst versuchsweise u,
als zeitlich unveriinderlich in die Rechnung einfiihren. Diese
Vernachlissigung rechtfertigt sich nachtriiglich durch das Hr-
gebnis, daB von einem gewissen 9t ab kleine Schwingungen
von labilem Typus existieren, deren logarithmisches Inkrement
mit wachsendem R zunimmt.

Beschriinken wir uns auf die erste Zeit des Stromungs-
vorganges, so kdnnen wir also in (11) t durch den konstanten
Wert 0 ersetzen, also u, durch den Anfangswert u) = 413,

- . . 2 }
Ebenso konnen wir den Koeffizienten 312‘- durch seinen Grenz-

wert fiir t =0 ersetzen, der mit

3*ul®
— - = 24y
ay? )
im Gebiet — 1 <y <--1 bis in beliebige Niihe der Grenzen

(fir das Folgende ist das ausreichend) itbereinstimms. — Mit
anderen Worten: wir denken uns ein System von sehr kleinen,
geeignet verteilten Kriiften angebracht, die den Zustand u\®
entgegen den Reibungskriiften aufrecht erhalten wiirden, wenn
andere Stérungen ausgeschlossen wiiren.

Die Gleichung (8) lautet jetzt:

aA(f) 34 (f,) af, 1
12 ST gy TN 24y == A (fy).
(12) ) JUEFRRI(N
Indem wir, analog dem Sommerfeldschen Ansatz, in der
Stromrichtung fortschreitende Wellen betrachten, setzen wir:
Fo— pift—al) 4 (n
(13) AT, e ¢ (9)
fy = Gy ),
worin « eine beliebige reelle Zahl bedeutet. Kine Partikular-
I6sung von (12) erhiilt man hieraus, weun ¢ und 4 den fol-
genden Differentialgleichungen geniigen:
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o atep = iR[(p—4ay)p 4 24ayy]

dy? 7= f )P =k aly
(14)

U

dy? e

Die betrachtete Welle gehort dem instabilen Typus an,
wenn der imagindre Teil von f negativ ist, dem stabilen, wenn
er positiv ist und bei reellem § handelt es sich um eine mit
unverinderter Amplitude fortschreitende Welle. Bei kleinen
Werten von R gehoren sicher alle Wellen zum zweiten Typus,
wir fragen daher, ob fiir geniigend grofie Werte von R Wellen
durch den dritten Typus hindurch zum ersten gehen, unter-
suchen also den Grenzfall (5 reell). Dann ist die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit der Welle in unserem Bezugssystem gleich dem

Verhiltnis Z ‘Wir wollen nun nur solche Wellen auswiihlen,

die sich in dem Kanal mit der halben Wandgeschwindig-
keit bewegen, und die infolgedessen in unserem Bezugssystem,
das sich mit der nimlichen Geschwindigkeit bewegt, stationiir
sind. Fir diese ist f =0. Die Gleichungen (14) lauten jetzt:

PP = —daRiPe —6yp)
iy
(149
d?y 5
——— ) =
ay? “ v
und die Randbedingungen (9) gehen iiber in folgende:
! ii = 1 1 ) = (Z l/"- — 1
(99 Fir y = 4- 1 soll 4 y 0 sein.

(ibt es solche Wellen bei reellen Werten von Rv

§ 4. Allgemeine Losung. Diskussion der Stabilititsbedingung.

Der Parameter « ermdglicht noch die unendliche Mannig-
faltigkeit von Wellen jeder beliebigen Liinge, da das Stromungs-
gebiet in der z-Richtung unendlich ausgedehnt ist. Wir wollen
nur im Vergleich zur Kanalbreite lange Wellen betrachten,
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niither prizisiert solche mit so kleinem «, daB auf der linken
Seite der bheiden Gleichungen (14') «®¢ bzw. oy vernach-
lissigt werden kinnen. Es wird sich nachtriiglich guantitativ
ergeben, in welchem MaB durch diese Forderung a eingeschrinkt
ist. Die rechte Seite der ersten Gleichung, wo « linear und
mit der grofien Zahl 4 3 multipliziert vorkommt, wird natiir-
lich nicht vernachlissigt. Wir setzen die rein imaginire Grofie

(15) —4aRi=—Ri=S9,
so dafi die Differentialgleichungen (14') jetzt lauten:

2
’th =Sy —6yvy)
(16)
v
dy? =,

woraus durch Elimination von ¢ die Differentialgleichung vierter
Ordnung fiir ¢ folgt:

., d*y Ay
(169 dy* =S (1) -dl)2 6 1/!)
Vier partikulire Integrale dieser Gleichung finden wir in Form

von Potenzreihen
p = 2By,

fiir deren Koeffizienten sich die Rekursionsformel ergibt:
(m + 5) (m + 4) (m + 3) (m + 2) Byys = S[m(m —1) — 6] DB,
d. 1.:

> —3
(17) L1n+5 - "

(m 4 8) (m + 4) (m + 5)
So folgen die vier Partikularlgsungen:
18) o= By (14 ;7280 + 5y ey o Y

—~3.2.7
+345891013141"

+ - 2712 S’ll)m...)

S(} 1)15

3:4-5.8-9-10-13.14-15-18-19 - 20



320 T. Noether

=L <I’+ 1-;5?6'SG+4-5-6—-21?0-1132”“
+4-5~6-9-—13:?1'-8171«-T5-T683U16
TI56-9-10 %.—134.%%}-31_679 20210 )
r= B (¥ 5 S g a0y 1S
T35 7-10-_11 4129 1516175 0"
Ty 6710 i1._1é : is -91.61-417 0. 21-ag U )

g = Dyy°.

Das allgemeine Integral v setzt sich aus diesen partiku-
liren mit beliebigen Koeffizienten B,, B,, B,, B,, additiv zu-
sammen. Da S = —iR eine rein imaginire Grofe ist, so ist
jedes dieser partikuldren Integrale eine komplexe Funktion der
reellen Variabeln y, und die Randbedingungen (9°) miissen
daher durch den reellen und den imaginiiren Teil von v fiir
sich erfiilllt werden. Wegen der Symmetrie dieser Randbedin-
gungen zum Punkte y) = 0 suchen wir sie dadurch zu erfiillen,
dafi wir y,, den reellen Teil von v, als gerade, v, den ima-
giniiren Teil, als ungerade Funktion von Y einfithren. Das wird
erreicht, wenn B, B, reell, B, und B, rein imaginiir gewiihlt
werden. Sel also B, =iDB}; B3 =1iD; und Bj und Bj reell.

Die Koeffizienten B sind so zu bestimmen, daf fiir y==1
die Gleichungen

(19) ve= i =i =i =0 (v =)
bestehen; die nimlichen Bedingungen sind damit auch fiir
Yy = — 1 erfiillt. Der Koeffizient B3 kann leicht eliminiert

werden, indem wir die letzten beiden Gleichungen (19) durch
ihre Kombination

Yoy — 3y =0
ersetzen. Die einzelnen Glieder der so erhaltenen drei Glei-
chungen lauten:
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3.2
5} W = 2 1,10
("O) 104 (1+3 4-5- 8 9 loli Yy
. 3.2-7-12 Riyo
5.8.9.10-13-14-15-18-19.20 * 0+~
9 2.3.8
e = S L e R y15
v ”(4-5-6'R’ £5.6.9.16° 11 14-15-16 7 7 )
s 1-4 21,10
”“_”(1+5671o11uR”
b9 ds ]1)”"...
6.7-10-11-12-15-16-17-20.21-22
(82 N
1)7/’01‘_ (3._ 5.8. gR l)
o ool Reyw
3.4.5-8-9.10-13.14.15.18.19
/2 2.3.8 o
”w"‘“"< 5 By — 56910 a5 Y )
1-4
’ — 2 R _ ‘12 10
Ve =1 ( t5ei700.11 Y
- L4@44 I
5.6.7-10-11-12-15-16-17.20-21 '
3.2
) Y0; — 3 Yoi (— 345 Riyte
3.2.7.12 -
T35 4589101341507 “')
2.3.8
A R _‘) 2 1,10
LR ”( "t yes 60 0.1
2.3.8.13.18 oy
6-9-10-11-14-15-16-19-20- A

Yy — 3apgy = Y2 (— 5 1 (é? Ry

1-4.9.14 -
T5.6.7.10-11-12-15-16-17 Y "')*
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aus denen sich die drei Bedingungsgleichungen wie folgt zu-
sammensetzen :

Boyor + Biyyy + Dayey = 0
(19‘ —B()l) Yor + By Yyir - B, Yo, = 0 fiir y=1.

1 Bo (9pbi — Bwos) + i Bi yts — 3y14)
+iBy Yy — 3ya) =0
Die Bedingung des Verschwindens ihrer Determinante ergibt

folgende transzentente Gleichung fitv 12, in der y(= 1) und
L nur mehr in der Verbindung
(20 3y = Ry

vorkommen :

v, Vir Yar

| y v

| W,

2y () = Ypor Pir /T)-’_ l ={.

| |
Dy — Sy Ypsi— Syai|

JIRTIN  — Sty ——— T SRR AL

! ] 40 Yoi y 1)2 1

Reelle Wurzeln dieser Gleichung fithren auf ein reelles
Wertesystem 5 und somit auf eine Lisung unserer Aufgabe.
Der Nachweis der Existenz einer solchen Wurzel wird ermig-
licht durch die starke (absolute) Konvergenz der Reihen (20),
die es gestattet, die Reihen mit nicht zu hoher Gliederzahl
abzubrechen und das Restglied abzuschiitzen (zum Nachweis
der ersten Wurzel gentigt die Beritcksichtigung von elf Gliedern
jeder Reihe). Die Gleichung (21) scheint aber doch viel zu
kompliziert zu sein, um Schliisse allgemeiner Natur zuzulassen
und man ist daher zur Entscheidung iber die Realitit ihrer
Wurzeln auf die numerische Berechnung angewiesen. Fiir ihre
Durchfithrung ist es zweckmiifig, die Koeffizienten der einzelnen
Entwicklungen (20) auf etwa drei Dezimalen genau zu berechnen,
wobei die Koeffizienten der zweiten Zeile von (21) je nur um
einen ganzzabligen Faktor von den entsprechenden der ersten
verschieden sind.  Hierdorch wird die Berechnung der Unter-
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determinanten der ersten beiden Zeilen sehr erleichtert. So
ergibt sich:
Fp) =+ 4+ 2,08.107% 42 4 8,64 - 108 4*
+ 370-10-13 55 - 3,71 - 10718 8 — 8,5 . 10— 510
(219 4 1,86 - 1072412 — 7,00 - 1073 14 |- 3,61 . 10742 416
— 1,93 .10~ 1% 4 5,14 - 10— 7]20 — 9,60 -10-62 52
_}_5,0.10“697724_-.._*_ P =0,

Wir haben diese Form I'(3) fiir reelle 9, also positive 77
zu untersuchen. Dak die fiinf ersten Koeffizienten gleiches
Vorzeichen haben, und die Gleichung (21°) also jedenfalls keine
kleinen Wurzeln hat, stimmt mit der sicher zu erwartenden
Stabilitit unserer Stromung fiir kleine ¢ iiberein. Die ab-
wechselnden Vorzeichen der hoheren Glieder lassen aber das
Vorhandensein reeller Wurzeln erwarten. Die numerische Be-
rechnung von f7(y) fiir diskontinuierliche Werte von 7 beweist
nun in der Tat die Kxistenz zuniichst einer reellen Wurzel.
‘Wir schreiben abkiirzend :

(22) &= 1075 7,
so daf:
F(& =44 208&+4 8644 43608 4+ 371 & —858°
413,68 —7.1071& 4+ 38,61-10-2&8—1,93.1073% &
+ 5,14 -1072 &0 — 9,60 107 &7 4 5,0 1079 &2 — ... ...

Wilirend die Yorm I7(&) fiir kleine Werte von & positiv

ist, hat sie z. B. fiir £ = 25 den negativen Wert:
I'(25) = 25%-(1,7-1078% 4+2,1.10"% 4 2,2.103
- +2,4.10-> 40,6 — 3,4 + 13,6 — 17,5 4 22,5 — 30,2
(229 +201—94+12—--F-.))
= — 2,5.256,

Ubrigens itberzeugt die Ableitung der Gleichung (21) aus
(21), dal die Konvergenz der Reibe (21°) und ihr durch die
abwechselnden Vorzeichen bedingtes oszillatorisches Verhalten
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systematisch im Bau der Determinante (21) begriindet ist und
nicht auf die angeschriebenen Glieder beschriinkt bleibt. Daraus
folgt, dafs das nicht mehr angeschriebene Restglied in seinem
absoluten Betrag kleiner als das letzte angeschriebene Glied
ist und {iberdies negatives Vorzeichen hat. Also ist in der
Tat F'(25) negativ und damit ist die Existenz einer
reellen Wurzel von (21), fiir die £<C25 ist, bewiesen.
Die genauere Berechnung ergibt filr diese den Wert

£, = 20,9.

3 5. Obere Grenze fiir die kritische Reynoldssche Zahl.
Aus der im § 4 gefundenen Wurzel &; ergibt sich zuniichst
nach (22):
Ny = 2,09 - 109,

also
1, = 1 1445.
Nach (20") folgt dann
Loy’ = 4 1445,
und da die Randbedingungen y = 4 1 fordern, so wird
I =1445-25,
Nach (15) ist endlich:
(23) ad = {f = 11560.

Wir hatten bisher die Untersuchung auf sehr lange Wellen
(a=0) beschriinkt und wiirden somit aus (23) die Reynoldssche
Zahl R = o finden. Eine endliche Grenze fiir ® aber finden
wir, wenn wir entscheiden, fiir welche Werte von « unsere
Rechnung noch als Niherung gelten kann. Zu dem Zweck
gebrauchen wir die aus den Gleichungen (14‘) folgenden Ent-
wicklungen von .

Die Elimination von ¢ aus diesen Gleichungen ergibt mit
den Abkiirzungen (15):
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dtyp o d?y . [ s A2y o , :)
— 22 P o= e — (o 6y y|.
dy g y? + aty S »1) dy (@29 + 6y

Vier partikulire Integrale dieser Gleichung kdnnen wieder
als Potenzreihen

,l/,(a) p— %‘Am I)m

angegeben werden. Fiir 1thre Koeffizienten gilt das Rekursions-
gesetz:

(4 5)(m 4 4) (m 4+ 3) (m 4+ 2) Adyys
(24) — 2a?(m + )Y - 2) Aygs -+ ot Auga
= S[(m —3) (m + 2) Ay — a® Ajp—s].

Nach dieser Rekursionsformel konnen wie fir a =0 die
Koeffizienten der vier Partikularlosungen so gewiihlt werden,
dal deren reeller Teil je eine gerade, der imaginiire eine un-
gerade Funktion von Yy ist. Denn da S rein imaginiir ist, so
steht nach (24) jeder Koeffizient zu einem vorangehenden in
reellem Verhiltnis, wenn die Differenz der Indizes gerade, und
in rein imaginiirem Verhiiltnis, wenn die Differenz der Indizes
ungerade ist. Es reicht also aus, die vier Randbedingungen (19)
fir y = 4} zu fordern, womit sie zugleich fiir y) = — 1 er-
fiillt werden. Das Bestehen dieser vier Bedingungen erfordert
wie frither das Verschwinden ihrer Determinante, was eine
transzendente Gleichung fiir 12 ergibt. Deren Koeffizienten
sind wie friiher reell und weichen bei geniigend kleinen Werten
von a® nur wenig von denen der Gleichung (21‘) (wenn man
dort (20') einsetzt) ab. Da wir fiir deren linke Seite einen
Vorzeichenwechsel nachwiesen, so wird auch die neue Gleichung
einen Vorzeichenwechsel, somit eine reelle Nullstelle, haben.
Also kann unsere Untfersuchung mit «? = 0 wirklich als eine
Anniherung auch fiir den Fall von kleinen, aber endlichen
Werten von o gelten.

Die numerische Rechnung zeigt, daB sie fiir a®?=1 noch eine
Anniiherung darstellt. Da diese zwar ohne Schwierigkeit, aber
mit grofer rechnerischer Miithe verbunden ist, wollen wir hier
ihren Gang nur durch eine itberschliigliche Schiitzung andeuten.

Sitzungsb. d. math.-phys. K1. Jahrg, 1913. 29
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Der Vergleich der Rekursionsformel (24) mit (17) zeigt
zuniichst, da hier an Stelle jedes Koeffizienten B, der dort
angeschriebenen Poteuzreihen (18) eine nach Potenzen von a®y®
fortschreitende Entwicklung tritt. Deren Koeffizienten sind
bestindig abnehmend, und da ferner in dem in Betracht kom-
menden Gebiet Y2 <1 ist, so reicht es fiir den Zweck unserer
Abschitzung auch fiir «® =1 noch aus, wenn wir uns auf die
Glieder mit der Potenz a?y? beschriinken. Wir setzen also:

Am - Bm + bma
wobei die B, Koeffizienten einer der Reihen (18) sein sollen.
Fir die b, erhalten wir so, mit Vertauschung der Indizes
und Vernachliissigung aller hoheren Potenzen von «:
2 a? .
5 ]m Q= T "*—[lm
(25) gan (m+41)(m + 2) ’

Joom—=6_ e p
mm—+1Dm+2) " m—Dym(m+1)(m42) "
Gehen wir etwa von der Reihe i, (18) aus, so erhalten
wir jetzt die folgende Reihe:

P = By 0y U A (B, 0,009 + (B + by ¥ 9 4 - -
Dabei ergibt sich filr » = 0 aus (25):
b, = a* D,
und durch Fortsetzung des Rekursionsverfahrens, mit Riicksicht
auf die Rekursionsformel (17):

o? a2 a?
b.‘. = EO‘— By; by, = 1*2,5 B45 b = 267,1 Bise
a?
by, = ?)TO By
CL2 “2 ey
@6) P = 70 Pet P = gy 7 e
. o?
b112 = _24‘,5' BIIO
. .
])42 = ‘12_0‘ -B.;(); bn'z = %_3 Bllf’)'
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In entsprechender Weise berechnen sich die Koeffizienten o
fiir die anderen Partikularlosungen {5 w{?; w{® und es er-
geben sich #hnliche Resultate. Fiir die Grenzen des Gebiets,
) ==+ 1, enistehen somit die Reihen @ (S) aus den entspre-
chenden Reihen y(S) (18), in dem an Stelle jedes Koeffizienten
B, der letzteren der (von S unabhingige) Ausdruck

Cym = ‘))m -{" Zimi*_Q

tritt, deren Verhiltnis zu b, aus (26) sich ergibt. Wegen der
Homogenitiit der Funktionen v in den C,, kommen fiir die
aus den Randbedingungen (19°) abzuleitende Gleichung fiir R
nur die Verhiltnisse der (), in Betracht. Deren Unterschied
gegen die entsprechenden Verhiltnisse der B5,, muf hinreichend
klein sein, damit die frither gefundene reelle Wurzel der Glei-
chung (21') als Niherungswert der gesuchten gelten soll.
Aus (22') sieht man nun, daB fir die fraglichen Werte
von It die ersten vier Glieder der linken Seite von (21‘) ganz
belanglos sind und nur die héheren in Betracht kommen. Fiir
deren Berechnung aus (20) und (21) sind aber in den einzelnen
Reihen (20) auch die ersten Glieder ohne wesentlichen Einflug,
und nur die hoheren sind mabgebend. An Stelle des Ver-
hiltnisses B, B, 2z B. tritt fiir «® = 1 das Verhiltnis

7 '] b ] b
Chs 1 Uy = (1’:15 =+ *:f?) 8 <I)15 g :)
1
_ Bus, 1i 1253 _ DBy (1 . '17>
D, 1 B 39
L+ 4.7 .

und fiir die iibrigen in Betracht kommenden Verhiltnisse der

', ergeben sich noch geringere Abweichungen von den ent-

sprechenden Verhiiltnissen der B,. Von héchstens der gleichen

Grife wird die Anderung der Verhiltnisse der maBgebenden

Koeffizienten in der Gleichung (21') werden. Aus (22') ersieht

man aber, dafi eine Anderung der Koeffizientenverhiiltnisse in
22*
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diesem MaB nicht ausreichen kann, um den negativen Wert
I'(25) in einen positiven zu verwandeln.

Hs existiert somit eine reelle Wurzel, die in der Niile
der im Falle «? = 0 gefundenen Wurzel der Gleichung (21°)
liegt. Da also unsere Rechnung noch als Anniiherung fiir den
Fall «®* =1 angesehen werden kann, so finden wir aus (23)

3 = 11560

als obere Grenze fitr die Zahl, die in unserer Aufgabe
die Rolle der ,kritischen Reynoldsschen Zahl® spielt.
Da anzanehmen ist, daf fiir grofere Werte von a® (kiirzere
Wellen) auch noch Labilitit moglich ist, sich aber dann aus der
der Gleichung (23) entsprechenden Gleichung ein kleineres 9t
ergiibe; da wir uns ferner nur mit endlichen Storungen der
ganz speziellen Form (10) beschiiftigten, so steht dieses Re-
sultat nicht 1m Widerspruch mit der Beobachtung, die einen
kleineren Wert (R, = ca. 2000) fiir die kritische Reynoldssche
Zahl ergibt.

Es ist noch von Interesse, auf die Stromungsform beim
Eintritt der Instabilitit hinzuweisen. Je grofer die Zahl It
ist, desto mehr Glieder der Partikularlgsungen v, kommen
schon in dem Intervall —— 1 <<y <41 in Betracht und desto
mehr Oszillationen der reellen und imaginiren Teile dieser
Funktionen fallen, wegen der wechselnden Vorzeichen, in dieses
Gebiet. Das gleiche gilt dann fiir die aus den Partikular-
losungen zusammengesetzte Losung v und die daraus nach (6)
und (13) abgeleiteten Geschwindigkeitskomponenten. Da fir
die oben gefundene Grenze I¥ mindestens elf Glieder der reellen
und imaginiren Teile der Partikularlosungen ; beriicksichtigt
werden mubten, so folgt:

Beim Eintritt der Instabilitdt ist die Kanalbreite
in eine gréofere Zahl von Partialwirbeln unterteilt.

Die vorangehende Untersuchung diirfte hinreichend be-
weisen, daB fiir die theoretische Behandlung des Turbulenz-
problems ganz andere Verhiltnisse vorliegen, wenn man die
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Nachbarschaft der Poiseuilleschen Stromung verlit und endlich
von ihr abweichende Stromungszustiinde betrachtet. Die wirk-
liche Durchfithrung dieser Aufgabe miifite natiirlich einen
anderen Weg als den hier verfolgten einschlagen; es handelte
sich um die Untersuchung der nichtlinearen hydrodynamischen
Randwertaufgahe mit Binschlufs ihrer (reellen oder imaginiren)
Verzweigungslosungen. Hilfsmittel hierzu liegen in der Theorie
der nichtlinearen Integralgleichungen') und einigen schon frither
bekannten Spezialfiillen?) dieser Theorie vor.

1) E.Sehmidt, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integral-
gleichungen HI. Math. Ann., Bd. 65 (1908), S. 870.

%) 7. B.r H. Poincard, Sur Péquilibre d'une masse fluide animdée
d'un mouvement de rotation. Acta mathematica 7 (1885), S. 295.
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