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355 

Über das Verhalten von fM
 (x) für Hm v = co, wenn 

f(x) einer linearen homogenen Differentialgleichung 
genügt. 

Von Oskar Perron. 

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 3. Mai 1913. 

Herr Nörlund hat in seiner Arbeit „Fractions continues 
et différences réciproques“1) unter anderem die Frage behandelt, 
wie sich die vte Ableitung fiv,

(x) bei konstantem x für lim v — co 
verhält, wenn die Funktion f(x) einer linearen homogenen Dif- 
ferentialgleichung genügt; dabei werden die Koeffizienten der 
Differentialgleichung als rationale Funktionen von x voraus- 
gesetzt und die singulären Punkte sollen, außer allenfalls X — co, 
lauter sogenannte Stellen der Bestimmtheit sein. Herrn Nör- 

lunds Methode besteht darin, daß er für 
(x) 

eine lineare 

Differenzengleichung aufstellt, auf welche sich dann, da ihre 
Koeffizienten rationale Funktionen von v sind, die sogenannte 
Laplacesche Transformation anwenden läßt. Da aber bei der 
Laplaceschen Transformation immer eine Reihe von Ausnahms- 
fällen bleibt, die eine gesonderte Überlegung erfordern, so hat 
diese Methode den Nachteil, daß sie zur Unterscheidung zahl- 
reicher Spezialfälle zwingt, wobei die Gefahr sehr groß ist, 
doch den einen oder anderen entschlüpfen zu lassen. Obwohl 
Herrn Nörlunds Arbeit in der Erledigung dieser Spezialfälle 

*) Aetii Mathcmatiea 34 (1910). 
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sehr sorgfältig ist, scheint es mir doch nicht überflüssig, wenn 
ich im folgenden das Problem nach einer, wie ich glaube, natur- 
gemäßeren und jedenfalls einheitlicheren Methode behandle. 

Dabei gelange ich zu einer wesentlich präziseren Formu- 
lierung des Resultats und kann außerdem in zwei Punkten 
über die Nür land sehen Untersuchungen hinausgelien. Erstens 
hat nämlich Herr Nörlund nur den Fall durchgeführt, daß 
in dem Integral f(x) an einer singulären Stelle a höchstens die 
erste Potenz von log (x — a) auftritt, während ich alle Fälle 
behandle. Zweitens aber brauchen bei mir die Koeffizienten 
der Differentialgleichung keine rationalen Funktionen von x zu 
sein. Es gelten dann die gleichen Resultate, während man für 
f^(x) 

keine lineare Differenzengleichung mit in v rationalen 

Koeffizienten angeben kann, so daß die Verwendung der Nör- 
lund sehen Methode überhaupt nicht möglich wäre. 

Zum Schluß setze ich noch einige Anwendungen der er- 
zielten Resultate auseinander. Insbesondere möchte ich auf 
§ 3 hinweisen; die dort gegebene Herleitung der Ubergangs- 
substitutionen für die Integrale der hypergeometrischen Dif- 
ferentialgleichung scheint mir wesentlich einfacher wie die seit- 
her bekannt gewordenen Methoden. 

§ 1- 

Hilfssätze. 

(1) 

Wir setzen, unter Q eine komplexe Variable verstehend, 

Q(Q + l) •  • (e + ’’ — 1) 
1  2 = Me) 0’ = i, 2, 3,. ..). 

Dann ist offenbar für v > 1 

(2) 

also auch1) 

£G?) = ff(g + *)*>-  
r'-’-' 

9 11 (s -t- 1)" ’ 

*) S. etwa N. Nielsen, Handbuch der Theorie der flamm a- 
Funktion. Leipzig 1900. S. 13. 



Über das Verhalten von />' (x) für lim v = co etc. 357 

(3) lim fr (Q) 
„5-1 

wo wir nach dem Vorgang von Weierstraß mit F c(jg) die 
reziproke Gammafunktion bezeichnet haben. Dabei ist unter 
r"~

J der eindeutig bestimmte Wert 

va-\ _ e(5-.)iogi' 

zu verstehen mit reellem Logarithmus. 
Wir wollen jetzt die Annäherung an den Grenzwert Fc{o) 

noch etwas genauer untersuchen und beschränken dabei o auf 
ein Gebiet g | < P, wo übrigens P beliebig groß sein kann. 
Wenn wir zunächst noch die Werte g = 0, —1, — 2, . . . 
ausschließen, so folgt aus (2) und (3): 

Fc{g) 
JJ(C> + s)s?~' 

fi (•'• i '> 

Daher auch : 

log Fc (o) — log 
friß) 

2 log + f) — «lot 1 + 

Nun folgt aus der logarithmischen Reihe mit Leichtigkeit für 

« > r 

log 1 4- !og 1 + - 
P- + P , P

3 + P 
< vWv + 2s’J o s“ 

C  I 
s- < s (s  1)' 

wo C von s und g nicht abhängt. Daher für v > P: 

log Fc(o) log <2 

Setzt man also 

C _C_ 

t^s(s--1) * r-ï 

, Ci?) , jp ( % 'IG log , log c(g) = —- , ° 1.5-1 

so ist I /> I < 1, und man erhält: 
Sitzung»!). (1. math.-phys. Kl. Jalirg. 191 It. 24 
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Folglich auch 

F c (g) 

u c 

F c (g) e
v~1. 

I — 
Fe (g) — 1 < M 

C" 

wo M das Maximum von \Fc (g)j für jo|< P bedeutet, und 

wo C‘ von v und g nicht abhängt. Diese Ungleichung gilt 

aber offenbar auch für die bisher ausgeschlossenen Werte 

e=0, — 1, — 2, . . .. — (r — 1), weil dann die linke Seite 

verschwindet. 

Da die Funktion 

friß) 
— Fc(g) 

für g <P regulär ist, so läßt sich ihre u
t0 Ableitung für 

o! <P nach einem bekannten Satz folgendermaßen darstellen: 

(7~y(g)\ 
d g" \v?-'J 

FcW (g) = jf -'. 
2 TT l 

dz 

(z — e>'+> ’ 

das Integral in positiver Richtung über die Kreislinie \z\ = P 

erstreckt. Wenn wir nun o sogar auf das Gebiet [gj < P — 1 

beschränken, so ist auf dem ganzen Integrationsweg s — g > 1; 

ferner nach dein soeben Bewiesenen 

C‘ 
5r- Fe (ja) <-. 

Daher folgt: 

d" ( fv (Q)\ J fi\ CC‘, , fi\C‘P 

I g" \v-‘ 
1
J j 2 n J v v d gt 

Nun ist identisch 

d
k 

u ] / »’ \\i. 

v"~' t //A ^ 
(vl,_n . d" (Ug)\ 

fi) dg
k
~"'' dg"\v--'J 

( log )’)''* 
d" 

dp" 



Über das Verhalten von fW(x) für lim v = co etc. 359 

Also, indem man auf die Terme unter dem Summenzeichen die 
letzte Ungleichung an wendet: 

- f J-\ I C“ 
!/V0(p) —^ ^ J )•?-' (log »<)*“ " Fc

[,l) (p) J < (log v)
k
 — , 

wo auch C" von v nicht abhängt. 
Indem wir eine bekannte, von Herrn Landau eingeführte 

Schreibweise1) benutzen, können wir die bisher gewonnenen 
Resultate formulieren in 

Hilfssatz 1. Setzt man, unter o eine komplexe 
Variable verstehend, 

Q (Q ~h 1 ) ' ' ‘ (ß "F v — 1 ) 

1 • 2    v 
(r = 1,2,3,...), 

so ist 
fv (g) — Fc (p) r-' 

1
 0( r- 

2
 ') 

und allgemeiner für /• = 0,1,2,... 

/ *((>) = v"~
1 ( 1 j Fc1“» (o) (log v) 0(2I (log)’)1'). 

Sei jetzt z eine komplexe Variable. Ist i] eine positive 
Zahl kleiner als 1, so legen wir in der £-Ebene vom Punkt 
1 + ?? aus eine Schleife um den Punkt 1 
herum, die nach 1 4- ?; zurückläuft 
und ganz im Kreis z — 1 < j; bleibt. 0 • 

so daß der Nullpunkt außerhalb ist. 
Diese Schleife, in negativer Rich- 
tung durchlaufen, nennen wir S 

(Fig. I). Dann beweisen wir den 

Hilfssatz 2. Ist 0(s) eine für z 

'S 

Fis- 1- 

analytische Funktion, so gilt die Formel 

1 JW»(1 - *)-s 
Ä,,+1 

1 j < »/ reguläre 
el 

de = (I>(\)Fc{o) v+ 0(jr-n-2|), 

9 Siehe /.. B. dessen Handbuch der Lohre von der Vertei- 

lung der Primzahlen, Leipzig 1909, S. 31. 

21* 



360 O. Perron 

und allgemeiner für 7; = 0, 1, 2 . . . 

(- iy= Ç cp(?) (1 _ sy-e [log(1 -_*)]* d 

2 ni .) zv+l 

6’ 

/ ZA 
= [ ) Fc^(e)(iogif-/' + o( ».s-2!(log!»)*). 

Dabei bedeutet log(l—#) denjenigen Zweig des 
Logarithmus, welcher im Schnittpunkt der Schleife S 
mit der Strecke 0 1 reell ist1), und (1 — V)-- bedeutet 
Ç—J log (1-«1 . 

Zum Beweis gehen wir aus von der Binomialformel 

(4) 
v=U 

wo fv(ç>) für )’>1 die in Hilfssatz I auftretende Funktion ist. 
und f0(g) = 1. Da die Reihe (4) bei konstantem s gleich- 
mäßig im Bereich j p j < F konvergiert, und ihre Glieder regu- 
läre Funktionen von p sind, darf man beliebig oft gliedweise 
nach p differenzieren, und erhält: 

(5) (_i)*(i-«)-<?flog(1 = kl < 1 • 

Von jetzt an sei o konstant. Aus (5) ergibt sich für 
fW (p) die Bedeutung: 

r! dzvXK z) L‘ [log (1 - .e-)]1} Z=<) ’ 

und folglich ist auch 

/:»fe) = kx J—):=Sk^]‘ 

wo der Integrationsweg irgend eine den Nullpunkt in positiver 
Richtung umlaufende geschlossene Linie ist, die den Punkt 1 
außerhalb läßt. Beispielsweise kann man den in Fig. 2 ge- 

l
) Beim Durchlaufen der Schleife durchläuft der imaginäre Teil 

von log (1 — z) die Werte (—J— .T i ... ()...— rrf). 
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zeichneten Weg wählen, der sich zu- 
sammensetzt aus der schon beschrie- 
benen Schleife S und dem Kreis K, 

dessen Radius und dessen Mittel- 
punkt der Nullpunkt ist. Auf dem 
Kreis K ist \z\ = 1 -f ; ferner bleibt 
(1 — z)~- [log(l — s)\

k absolut unter 
einer Schranke il/, und man erhält: 

1 f(i-*)-g[iog(i-*)P,,.. 
2 ni J &+' 

K 

Daher wird 

ff (e) = 
( -!)• pl log 
2 ni J z

r
+' 

s 

ds'+ 
DM 

tl -i- 

wo D j < 1 ist. Mit Rücksicht auf Hilfssatz 1 folgt hieraus: 

(-l)fc f(l - z)~
a [log (1 — .?)]'' 

(6) 

(i & 

= y Fc
(
"

] (o) (log v)
k
 <

l —0 (j v-~
2 ( (log  

Damit ist der Hilfssatz 2 bereits für die spezielle Funktion 
<P(.s) = l bewiesen. Um ihn allgemein zu beweisen, setzen wir 
zur Abkürzung 

k 

/(=0 

F&» (o) (log v)
k
~‘ or 

und gehen dann aus von der Identität 

(7Jj de - .o, 

( -1 )> r I ; </. (») - 0 ( 1 )] ( 1 - e) - » [log ( 1 - .,)!*, 
r 2 ni J ,s"+! 
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Nach Formel (6) ist die geschweifte Klammer gleich 

ö(]i;(?-2| (logI’)4). 

Der Hilfssatz 2 wird daher bewiesen sein, wenn wir zeigen 
können, daß auch 

J [<[>(/) _ 0(l)](l-g)-e[log (1-*)]" ds 0 ( r"~'
2
 \ (log )’)'“) 

ist; oder einfacher, indem wir 

#(*) -<P(1) 
— 1 = 

setzen, 

(8) J V{e) (1s)
l
-s [l0g(l — *)]* 

+i 
dz = 0 (j v-~-1 (log t’)lc

). 

Zum Nachweis dieser Formel bemerken wir zunächst, daß 
die Funktion T(z) im Kreis 1 — z \ »? regulär ist und daher 
absolut unter einer Schranke G- bleibt. Wir wollen dann bei 
dem Integral (8) den Integrations weg in erlaubter Weise ab- 
ändern, indem wir zuerst vom Punkt 1 + »? geradlinig nach 

1 -j- — gehen dann auf einem Kreis Kr vom Radius — 

um den Punkt 1 als Mittelpunkt in negativer Richtung herum 

und schließlich von Id— geradlinig nach 1 -f-»? zurück. Wir 

erhalten dadurch : 

ÎF(#)(l-«)'-s [log (!-«)]* 

(9) 

-s >Z^) (1-,*)'-?[ log (1-.;)]* 
s
r

~\~
l 

1+- 

J 
1+'/ 

1+'/ 

l
F{s)e

ni
 — l)1--'[log(.g — 1) + 7i ïf 

dz 

+ J 'F(z) e - - - ö» (z — 1 y-e [log (* — 1) — * ;]'• 
*•>'+' 

1+ 
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wobei in den geradlinigen Integralen log {z — 1) den reellen 
Logarithmus bedeutet, und 

(0 l)i—e — e(i—eiiogu—i) 

ist. Da der neue Integrationsweg ganz im Kreis 1 — z | < i] 

verläuft, ist auf ihm durchweg j x
F(ß)\ < Gr. Auf dem Kreis Kr 

ist außerdem 1 — z = ^ wo w von —n bis -f- n läuft; 
v 

daher 

1(1 — O1“-' [log (1 — z)f I = j V--
1 c'Xe (kg ~ — i q^j j, 

< C j vs-1 j (log v)k, 

wo 0 von v und von der Stelle z auf K,. nicht abhängt. 
Ferner ist auf K,. 

r+l 1 
>0 (für große v), 

O 

so daß man erhält: 

j _ 1 1 
- c - ' r 
v 

> 1 

I J vÔi J: jM P ':)l' d z <j 3 G G I vs -11 (log vf I di 

= 3 GC\>«-' |(logr),£' 

Die beiden geradlinigen Integrale auf der rechten Seite 
von (9) können wir gemeinsam behandeln. Es ist 

-j- p e + ^'d-ai (g — 1 )' —g [log(^ — l)±nif d " 1 

1+1 

V 

< 

i+v 

J 
1+ 

G J e + ^'U-ei—l)1—e I (log v + TT)'
1 

< 

1+'/ 

1+ 
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wo C, von v nicht abhängt (ebenso wie nachher C2, 6'3). Nun 
Z —1 

überzeugt man sich leicht, daß für 1 < s < 2 stets z > e 2 

ist, also auch 

Daher 
> er+n 2 > / 

1 + -; 

,* (• 1 )' 
!+</ 

— r/,; < 

1+ 1 + " 

Oder, indem man rechts die Substitution a — Iff-- macht: 

i+>; 

J d z < 1 J x'~ " I e 2 dx 
< v dx 

i+ 
= ca ! v-‘~-1. 

Trägt man jetzt die gefundenen Abschätzungen in (9) ein, 
so kommt: 

J noa-*)1-® [log a-*)? ds\<3GC r--11 (log j’)k - 

+ 2 (7, (log v)
k
 C2 j v- '2 I = C,\r^- (log r)'--. 

Daraus ergibt sich nun sofort die zu beweisende Formel (8) 
womit auch liilfssatz 2 bewiesen ist. 

§ 2. 
Der Hauptsatz. 

Sei y = f(x) ein Integral der Differentialgleichung 

(10) y
{,,) ff- «P, (x)y'

n
~'

) ff- • • • ff- <pn (®) y = 0, 

deren Koeffizienten in der ganzen «-Ebene eindeutig sein mögen. 
fix) sei an einer gewissen Stelle xn regulär, und die der Stelle xn 

nächstgelegenen singulären Punkte von j\x) seien in endlicher 
Anzahl r vorhanden : 

a,, a 2 ’ a,. (H) 
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Wir setzen dann: 

(12) !«/ — %0\ = R (A = 1, 2, . . r). 

Im allgemeinen ist r = 1 ; nur bei spezieller Wahl von x„ 

kann r>l sein. Wir setzen weiter voraus, daß sich f(x) an 
den Stellen (11) bestimmt verhält. 

Es sei jedoch bemerkt, daß die Differentialgleichung (10) 
sehr wohl noch andere singuläre Stellen im Kreis \ x—x0\ < II 
haben darf; sogar x0 selbst darf eine solche sein. Auch brauchen 
die Stellen (11) keine Stellen der Bestimmtheit zu sein in dem 
Sinn, daß jedes Integral sich bestimmt verhält. Nur das ins 
Auge gefaßte partikuläre Integral f(x) muß die angegebenen 
Eigenschaften haben; auf die anderen Integrale kommt es uns 
nicht an. 

Nach unseren Voraussetzungen hat auf Grund der allge- 
meinen Theorie der linearen Differentialgleichungen die Funk- 
tion f(x) in der Umgehung der Stelle die Gestalt 

(13) fix) = £(«— [log (x — «;.)]' i (x — af), 

wo die Exponenten im allgemeinen komplex sind, während 
für I meistens nur der Wert 0, ausnahmsweise aber auch die 
Werte 1,2,.. ., n möglich sind; die TV,;.,! sind Potenzreihen1). 

Nun ist 
fO') jx0) _ 1 T fix) dx 

K
 ’ v ! 2 n i J (x — x0Y+' ' 

wo der Integrationsweg eine den Punkt x0 in positiver Rich- 
tung umlaufende geschlossene Linie ist, welche die singulären 
Punkte von f(x) außerhalb läßt. Wir beschreiben um xQ als 
Mittelpunkt einen Kreis K vom Radius (1-)-I/)JR, wo p zwi- 
schen 0 und 1 liege und so klein sei, daß fix) im Innern und 

0 Es kommt im folgenden nur darauf an. daß f[x) in der Um- 
gebung von U; die Form (13) hat; die Differentialgleichung selbst spielt 

weiter keine Rolle. Auch ist nicht ausgeschlossen, daß der Punkt in 
Wahrheit gar nicht singulär ist, indem nur l = 0, vx } = 0, 1, 2, . . . 
vorkommt. 



Fig. 3. 

auf der Grenze von K keine anderen 
singulären Punkte hat als av a2,.ar. 

Alsdann wählen wir in Formel (14) als 
Integrationsweg die aus Fig. 3 ersicht- 
liche Linie, wobei die Schleifen um die 
Punkte «j, «2, . . ar herumführen, 
während die Kreisbogen dem eben ein- 
geführten Kreis K angehören. Es ist 
also 

Oo) _ 1 f f{x)dx ^ 1 f fix) dx 
V ! “ 2 -T i J (x — #„)’'+< 2 n i J (x — a;n),'+1 ’ 

wo S>. die Schleife um bedeutet, während mit T>. die Bogen 
des Kreises K bezeichnet sind. 

Auf dem Kreis K ist nun f(x) regulär, bleibt also absolut 
unter einer Schranke G; ferner ist \x — xa\ = (1 -j- so 
daß man erhält: 

v-! I Ç t (p) d x 1 F G I d x I G 
~ 2ni J (x—2'0)’+l 2 J (P+?/)’'+! Ipt-' (1 -p- rj)

r
R' ' 

11 T} ' T; 

Also nach Einsetzen in (15): 

(16) /W(s o) r / 0*0 ^x  
^ 2 n i J (æ — æ0)

v+1 + 0((1 + 

Auf der Schleife S>. hat f\x) die Form (13), so daß sich 
zunächst ergibt: 

1 Ç f{x)dx 

2 n i J (x — x0)
r
+' 

s
>. 

= Np _J_ f (a: — q;,)1*'A [log (æ — ft;.)]' %, ; (a — a>) (/ % _ 

Xi 2 71 i J (x - *0),'+1 

Auf die Integrale der rechten Seite wenden wir die lineare 
Transformation 
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an; dadurch geht die Schleife Si über in eine den Punkt z = \ 
umlaufende Schleife S, wie sie in Hilfssatz 2 vorkommt, und 
man erhält: 

1 r f(x)dx _ ^ (?o ~ a>)r*'1 

2 n i J {x — \a} — %oy 2 n i 
S; 

,, r(1 —^';-[Iog(l —^)+log(a;n—•«)) , 
,! ----- — 
V 

Oder, indem man [log (1 — z) -f- log (xn — a;.)]! nach dem bino- 
mischen Satz entwickelt: 

Ç f(x)dx =yi(^o 
2 ni J (x — £„)"+' ^ {a-,. — a’0)

r 

wobei zur Abkürzung 

si 
k=0 

[log(^0 — aùJ^O,,, 

1 f(l - *)’* ; [log ( 1 - *)]* U., < ((s„ - «;.) ( 1 - *)) d , = ^ ,t 
2 jri J £v+‘ 

gesetzt wurde. Nach Hilfssatz 2 ist aber 

9,,k = (- lnVKO)!“^--'^ (!) ^c(/0(- »V-) (log v)k~" 

-[ Q( r~’y-d~2J (log r),£). 

Setzt man dies oben ein und vertauscht dann die Reihenfolge 
der Summationen nach /i und /c, so erweist sich die Summe 
nach h als eine binomische Entwicklung, und man erhält durch 
Zusammenfassen : 

+ 0 (Ia>
 ~~ x0l~ ’’ v ’ 2 I (log V)‘). 
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Statt des letzten Gliedes kann man, weil | a>. — x0 \ = li ist, 
schreiben : 

0 (-R“v I )» ~1 «.21 (log ).)!). 
y., I 

Natürlich läßt sich diese Summe auch durch ein einziges 0 
ersetzen, indem man offenbar nur ein Glied höchster Größen- 
ordnung beizubehalten braucht, also ein Glied, bei dem der 
reelle Teil von x am kleinsten ist, und das zugehörige l am 
größten. Doch ist es bequemer, die obige Summenform stehen 
zu lassen. 

Indem man endlich die letzte Gleichung nach l summiert, 
ergibt sich mit Rücksicht auf (16) die in dem nachstehenden 
Satz enthaltene Formel: 

Satz. Die Funktion f(x) sei im Innern eines Kreises 
mit dem Mittelpunkt xn und dem Radius It regulär, 
während auf der Peripherie eine endliche Anzahl sin- 
gulärer Punkte liegen soll: a,, a.,, . . ., a,. In der Um- 
gebung von habe f(x) die Form 

/’O) = — a>
y

x
'
A loS [(* — a>)\

1 ( 0» ^ «/.), 
*, i 

wo die Potenzreihen sind. 
Dann gilt für den Mittelpunkt xa des Kreises die 

Formel 

/ 'r) (xo) == V1 
(*o a

') 
y ,> 

(«;. — Y 

X Yj yf(J Fc(/0 (— rx<}) [log V — log (x0 — fl;.)]'-." 

r 

+ SSc/(Ä-|v-^-*!(iog,.y). 

In diesem Satze sind speziell auch die erwähnten Nör- 
lundschen Resultate enthalten. Wir wollen den Fall, daß 
keine Logarithmen Vorkommen, noch besonders hervorheben, 
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da dies doch der gewöhnliche Fall ist1). Dann hat f(x) in 
der Umgebung von a>. die Form 

fix) = £ (x — — «/.), 

und es ist 

U'
1

 (xj 
1. ' 

^ (XQ df) 

(ft;. a;0) 

+ 0(Ji- 

/. (ü) FC (  V; 

wo mit s der kleinste reelle Teil der Exponenten bezeichnet 
ist. Übrigens wird die Summe im allgemeinen auch Glieder 
aufweisen, die von geringerer oder gleicher Größenordnung sind 
wie Ii~r

v~
s
~

2
, nämlich alle diejenigen, bei welchen der reelle 

Teil von rx-,_ nicht kleiner ist wie s-j-1. Diese können natür- 
lich weggelassen werden und sind ohne jede Bedeutung. Ent- 
sprechendes gilt auch im allgemeinen Fall, wenn Logarithmen 
auftreten. 

Erste Anwendung: Übergangssubstitutionen. 

Unser Satz ist nützlich zur Berechnung der sogenannten 
Übergangssubstitutionen, wie wir am Beispiel der hypergeo- 
metrischen Differentialgleichung 

(17) x{l — x)y“ + [y — (1 + « + ß)x\y‘ — nßy = 0 

zeigen wollen. Zur Vermeidung von Komplikationen setzen 
wir voraus, daß y und a -j- ß — y keine ganzen Zahlen sind. 
Dann hat die Differentialgleichung die folgenden vier Integrale: 

( Vi = F{n, ß, y; x) 

I V-2 ~ x'~‘ F(u + 1 — y, ß + 1 — 7, 2 — y; x) 

( !h = 
F(a> ß,l + n + ß — 7: 1 — x) 

1 ' i ?/4 = ( 1 — xy-“-fiF(y — a. y - ß, \ — u - ß-\-y, 1 — x). 

') Diesen hat auf andere Art auch Herr Darboux behandelt, der 
im wesentlichen unser Itesultat fand (Journal de mathématiques pures 
et appliquées, sér. 3, Ionie 4 (ls78). p. 1 If., namentlich p. 11) -20). 



wobei 

(20) F (a, ß, y ; x) — 1 -f- - J— 
^ ’ / 

a(a + l)ß(ß + 1) - , 

' i'-2-y(y + l) ' 4 

ist. Wir benötigen weiter nur noch die bekannte Formel 

(21) (1 — x)'
l
+fl-r F(a, ß, y ; x) = F(y — n, y —ß,y; x). 

Da nur zwei Integrale linear unabhängig sind, so existieren 
in dem gemeinsamen Konvergenzgebiet, also in dem den beiden 
Kreisen ja: <1, 1 — x\ < 1 gemeinsamen Bereich Relationen 
der Form 

(22) y, = Ay3 + Uyi 

(23) y2 = Cy3 + Dy, 

mit konstanten Koeffizienten A, B, O, D, die wir berechnen 
wollen, y, ist an der Stelle X=0 regulär; der niichstgelegene 
singuläre Punkt ist x — 11); in der Umgebung von x = 1 hat y, 
die Gestalt (22), wo rechts die Werte (19) einzusetzen sind. 
Daraus folgt nach unserem Satz: 

= BFc(a -f- ß — y) vr<1 + 0(|r"+/,-'-2i). 

Anderseits ist hier die linkeSeite der Koeffizient von xr in der 
Reihe y, = F(n, ß, y; x); also mit Rücksicht auf Hilfssatz 1: 

X'\ : 
^ V ! / x=0 

«(« +1) • -J/z + r-1 )ß(ß+!)••• (ß + r-l)_ f,(a) f.(ß) 

1 • 2 - • • r . rli+D    (r + r-l) ~ f.(y) ' 
Fc (u)Fc(ß) 

J'c(y) 
Aß-r-\ + <)( ,0 + ß-r-t j). 

Durcli Vergleich der beiden Resultate kommt: 

Fc (a)Fc(ß) 
(24) BFc(n -f ß — y) — 

Fc (y) 

9 Nur wenn a oder />’ einen der Werte 0, — 1, — 2, . . . hat, ist ?/i 
ein Polynom, alao 1 kein singulärer Punkt. Aber das ändert nichts an 
unseren Überlegungen; vgl. die Fußnote S. 305. 
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Um ebenso A zu finden, multiplizieren wir die Glei- 
chung (22) mit (1— Dann ergibt sich mit Rücksicht 
auf (21): 

F{y-a,y—ß,y,x) = A(l—x)
a
+fi-r F(a, ß, 1-f «+/?—}>; l—x) 

+ FF{y — « 1 }' — ßi 1 — a — ß ~Y 1 — x). 

Die linke Seite ist hier für x = 0 wieder regulär, und der 
nächstgelegene singuläre Punkt ist x — 1. Also folgt aus 
unserem Satz : 

FM (y — q, y — ß, r, Q) 
v ! 

= AFc(y — a — ß)v'' —A-1 -j- 0(|D' —2 ). 

Anderseits ist nach Hilfssatz 1 

(y — a, y — ß, y; 0) = (r — a)/", (y — />') 

A’cC- — u)J:c(y ff) a_ß_-i - L_p_i , 

F c (y) ^ { 

Durch Vergleich der beiden Resultate kommt: 

(25) A Fc(y — a - ß) 
F c (y a) Fc (y — £) 

Zur Berechnung von C und I) multiplizieren wir (23) mit 
es entsteht: 

1 F(a + 1 y, ß -f 1 — y, 2 — y ; x) 

(26) = C (1 — (1 — x))" _1 F(a, ß, 1 + a -\- ß — y ; 1 — x) 

( + I) (l-x)‘'~
n -/,(1-(1 -x)y~' F(y-a, y—ß, 1 -a—ß+y; l-x). 

Daher nach unserem Satz: 

F
M (« +1 — y, ß + 1 — y. 2 — y ; 0) 

V ' 

DFc(a + ß - y)^+ß-r-i + 0(|%>” +fl~y — - ). 

Anderseits nach Hilfssatz 1: 
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+ 2—r;0) /',(«+1 - r)Mß + i- y) 
>’! " “ fv (2 — y) 

-Fc(« -f- 1 — y)Fc(ß + 1 — y) 

F c (2 — }’) 

Durch Vergleich der beiden Resultate: 

Fc(a + l — y)Fc(ß + l — r) 
(-7) BFc(a-\-ft-y) Fc{ 2 — y) 

Endlich multiplizieren wir (26) noch mit (1 — x)'Aß~r^ 

wodurch die linke Seite übergeht in F( 1 — a, 1 — ß, 2 — y, x) : 
das ergibt sich einfach aus (21), indem man a, ß, y bzw. er- 
setzt durch 

a + 1 - r, ß + i — y, 2 — y. 

Aus der so veränderten Gleichung (26) folgt dann mit Hilfe 
unseres Satzes: 

FW(1 — «, i — ß, 2 — }-; 0) 

= C'FcO- - « — /.')> 

Anderseits lehrt Hilfssatz 1: 

-«-// — I O (I ?’<' -«-/! 5-2|). 

(1 — O, 1 - ßj 2 — n 0) = fr (1 ~ «)/,. (1 - ft) 
/;• v - r) 

= + 0( r:-'-/»-®)- 
J'1c(2 — j') ^ 1 

also durch Vergleich: 

(28) GFc{y — a — ß) = 
Fc{\ — u)Fc[l — ß) 

Fc{2 - -/) 

Damit sind die Konstanten A, 11, C\ I) berechnet, und 
man erhält die bekannten Gauß-Kummerschen Formeln: 

9) 

Fc(y — n) Fc(y — ft) Fc(a)Fc(ß) 
c(y)Fc(a + ft — j'),/4 ?/l Fc (y)Fc(y - « - /?)2/3 4 A lL 

I Fc(\-a)Fc(\-ft) Fc(a+l-y)Fc(ft+l-j') 

Fc{2-y)Fc(y~ii-ft)'^ Fc(2-y)Fc(u-\-ft — y) '*
r 
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Um umgekehrt yv y\ durch yv y2 auszudrücken, kann 
man analog verfahren, wobei die singulären Punkte 0 und 1 
ihre Kölle vertauschen; oder man kann (29) auf lösen. Die 
entstehenden Formeln sind aber nichts Neues und lassen sich 
bequemer aus (29) durch blöke Änderung der Bezeichnung ge- 
winnen, indem man nämlich y durch 1 -f- « -f- ß — y und x 

durch 1 — x ersetzt. Man erhält so: 

_ Fc(l+ß-y)Fc(l+a-y) Fc(a)Fc(ß) 
h
 ~ Fc(l+a+ß-y)Fc{l-y) 'J1 + Fr

c{\ + ä+ß-y)Fc{y-l)
Vi 

F c(\—a)Fc{\- ß) Fc(y—ß)Fc(y — a) 
U
 Fc(\-a~ß + y)Fc{l-y) T Fc(l-a-ß + y)Fc(y-l) 

J2
' 

§ 4- 

Zweite Anwendung: Kettenbrüche. 

Wir stützen uns hier auf folgenden Lehrsatz1): „Irgend- 
welche Größen ar, by, Xy, Yv seien durch die Formeln mit- 
einander verbunden: 

Xy = byXyM J -j" 1 N,..^ (V   0, 1, 2, . . .) 

Yy = by Yy+\ "(- dy+] U,.-f2 (j> = 0, 1 , 2, . . . ) 

lim ’ = 0. 
r=» j’ 

Dabei sollen alle av und wenigstens ein Xr von Null 
verschieden sein. Dann ist, falls X1 =f= 0, der Kettenbruch 

h
0 + + + 

konvergent und hat den Wert •=?. Ist aber X1 = 0, so ist K, 
der Kettenbruch unwesentlich divergent.“ 

I. Nun wenden wir uns zuerst zu der Differentialgleichung 

(31) y — bxy‘ ff- ax
2
y" (ci=rO). 

x) Vgl. des Verfassers Lehrbuch: Die Lehre von den Ketten- 
brücken, Leipzig 1913, S. 291, Satz 4G, Ziff. C. 

Sitzungab. d. math.-pliys. Kl. Jalirg. 1913. 25 
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Sind gv g2 die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

(32) (io(ß— l)-f6ß— 1 = 0, 

woraus insbesondere 

(33) b = a(l — g j — p2) 

folgt, so hat (31) die beiden Integrale 

y j = x-' 

( x-* falls o2 Pi 
2 I log x falls o2 = jq. 

Wir setzen voraus, daß Oj und 02 von 0, 1,2,... ver- 
schieden sind, so daß der Nullpunkt für beide Integrale sin- 
gulär ist. Jeder andere Punkt x0 ist regulär, und aus unserem 
Satz folgt dann, wenn wir X für x0 schreiben: 

+ 0(|* ~r
\v~ei~

2
), 

Xes 
jpxy 

Fc
(—e-i) 0(1 

— v I f?2—2 ) falls o2=j-p, 

a;-1 

— -ÿ v « -1 [N’c (— e,)(log r — log x) + Fc‘ (— g,) 

0(x j-1' IJ--S1-2 (log v) falls p2 = P]. 

Setzt man daher 

(34) (- *)- yM = Xv, ( - xy yf = Yv, 

so wird 

(35) lim =? = 0 falls gi = o2 oder 9? (ot) >91 (p2), 
V — CO I v 

wo mit 91 der reelle Teil bezeichnet ist. Dagegen existiert 
der Grenzwert nicht, wenn 91(0!) = 9l(p2), aber p, o2 ist. 

Durch r-malige Differentiation von (31) folgt nun : 

[« r(v — 1) + bv — 1]?/W = — (b ~y 2 cir)xy
{v+l) —ax

2
y

i,
'+~

)
. 

Oder, indem man mit (— x)” multipliziert, sodann durch 

ci v (v — 1) -|- b v — 1 = a (v — p,) (v — o2) 
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dividiert und endlich für b den Wert (33) einsetzt: 

1 -f- 2 v g, g2 

0 —e,)(v — es) 

(—x)
r
y

,r) = 

(—a:)’,+1y(v+1) — 
1 

0' — e2) 
(—x)

v
+

2
 yb'+-K 

Da dies für y = yx und y =y2 gilt, so erhält man unter An- 
wendung der Bezeichnung (34): 

(36) 

V — 1 + 2v — gl — Qi Y 
’ (v-el)(j.-ft) 

,+1 

Y = 
1
 + 

2v
 — e_i.— 02 y 

0 — £>,)(>’ — Q2) 

1 1 + 2v — o, — g2    
(>’ — ei) 0 —<?2) 

z”+1 0' — öi) (>’ — e2) 
x ”+! 
r„,2. 

Aus (35) und (36) folgt nun dem obigen Lehrsatz zufolge: 

1  j 1 
X

a __ 1 9t 9z   ( l?i) ( P2)   (f Qi) (1 £*2)   
X

i (— Di)(— Qi) f 3 — g, — g2  ! 5 — g,—g^ 
1(1—e.) (i—e.) 1(2—01)(2—es) 

oder, indem man den Kettenbruch durch einen äquivalenten 
ersetzt, sodann mit g, g2 multipliziert, und endlich für X0, X1 

ihre Werte 

X0 = //, = Xj — — xyl = — g, am 

einsetzt: 

(37) 

(l-g,)(l-g8)| ‘(2-e,)(2-ga)l 
Cl &2 |3-ei-e, 5 — o1 — g2 

_ (3 — gl) (3 — gäü   _ 

für Qi =Q.2 oder 3î(g,) > 3t(g2); f?* + 0, 1, 2, . . .. 

Das Resultat ist übrigens nicht neu. Es ist ein spezieller 
Fall des in meinem genannten Lehrbuch auf ganz andere 
Weise bewiesenen Satz 10, S. 215. Setzt man dort speziell 

a 1 — gi 
2 

so geht genau die Formel (37) hervor. 
25* 
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II. Herr Nörlund hat a. a. 0. in ähnlicher AVeise die 
hypergeometrische Differentialgleichung 

(38) (x — x
3) y“ + \y — (1 + a -f ß)x~] y' — n ß y = 0 

behandelt, was wir hier in etwas modifizierter Form auch 
noch tun wollen. Die Fälle, in denen Logarithmen auftreten, 
schließen wir dabei nicht aus; nur sollen a, ß, y von 0, — 1, 
— 2,... verschieden sein, damit die Reihe F (a, ß, y; x) ge- 
bildet werden kann und nicht abbricht. "Wir haben dann die 
folgenden linear unabhängigen Intergrale: 

39) 2/, = F (a, ß; y, x) 

x' rF(a 1 — y, ß -f- 1 — y, 2 — y; x) 

falls }'± 1, 2, 3, . . . 
(40) y2 — 

y1 log « + F~y(an + et, + a2 x
2
 -\ ) 

falls y = 1,2,3,.. ., 

wobei «0 410 ist; übrigens bezeichnen wir im folgenden mit 
yl, y2 auch das, was aus diesen Reihen durch analytische 
Fortsetzung ohne Überschreiten der Linie 1 co hervorgeht. 

Durch r-malige Differentiation von (38) folgt: 

(« + v)(ß + i’)yM 

= [y + v — (2 v -J- 1 -\- a -fi ß) x] 2/(v+1) -f- {x — x~) y
u’+2’. 

Also, indem man 

(41) 2/W = Xv, 2/M = 4L 

setzt, 

(42) 

T _y -\-v — (2 V + 1 + a ß)x 

(a + v)(ß + v) "+1 

+ nrmnn (« + v(ß + n 

y   y 4~ v — (2 v -f- 1 -f- a ß) x 
{u + v){ß + v) ^+‘ 

. _ * — g* y 
(a + v)(ß + v) Zr+2- 
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Sei nun x ein von Null verschiedener Wert, dessen reeller 
Teil 3î(a;) kleiner als \ ist, so daß |a:| <|1 — x ist. Für yi 

ist dann der Nullpunkt der nächstgelegene singuläre Punkt. 
In seiner Umgebung hat y2 die Gestalt (40); also ergibt sich 
aus unserem Satz: 

v ! 

r'-v 
  Fc (7 — 1) v' 

2 -J- O (I x I ’’ v
y 31) 

( X
Y 

für 7 4:1, 2, 3, . . 

— 1 K1-)' 
Fc‘(0)v^ + œnFG(7 

-j- 0 ( \x\~
r
 v~

2 log r) + 0( x]~
r
 v'‘'~

3
) 

für 7 = 1, 2, 3, . . . 

In jedem Fall existiert also der Grenzwert 

{—xY lim 
V'Y 

1 
V=SOO 

und ist von Null verschieden. 

Für yj dagegen ist der Nullpunkt regulär; der nächste 

y'Y 
singuläre Punkt ist 1, so daß das infinitäre Verhalten von 

bestimmt wird durch Glieder der Form 

1 

y\1'
,) 

Wegen m< l—x\ hat also sicher ——: für v = co den Grenz- 
0 

wert Null; daher 

(43) lim y'’ 
»*=CC V 

0. 

Aus (42) und (43) folgt dann nach dem obigen Lehrsatz: 
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5, 
X, 

(44) 

y —(1 + a + ß)x 

aß 'r 

x — x2 

a ß J 
y + 1 — (3 + « + (0 # 

(a + l)OÎ + l) 

+ 

X — X2 

 (a + 1) (ß + 1) I r 
\Y + 2-'(b + a.+ß)x~

t 

(a + 2) (ß + 2) 

Oder indem man den Kettenbruch durch einen äquivalenten 
ersetzt, mit aß multipliziert, und für X0, X, ihre Werte ein- 
setzt : 

(45) 

y — (1 + a + ß)
x + 

(q + 1) (ß + 1) (X — «*)] 

I y +1 — (8 + « ß) x 

+ (« + 2)0?+ 2)(x~x
2
)\ 

|y + 2-(5 + q + /?)* 
für a, ß, y ^ 0, —1, — 2, . 

+ = aß
V

' 
y ! 

; x t 0 ; 9î (x) < I. 

Diese Formel ist identisch mit Gleichung (10) auf S. 484 
meines genannten Lehrbuches, woselbst sie zwar auch mit Hilfe 
der hypergeometrischen Differentialgleichung, aber auf andere 
Art wie hier, gewonnen wurde (auch die Fälle a, ß, y = 0, 
— 1, —2, . . . sind dort behandelt). Ich benutze diese Ge- 
legenheit zu der Bemerkung, daß dort die Literaturangabe 
versehentlich weggefallen ist; die Formel findet sich bei Nör- 
lund a. a. O. 

Was den Wert des Kettenbruches (45) für 9Î (;x) > 4 an- 
geht, so kann man ihn auf gleiche Weise finden, indem man 
von den Integralen 

(46) 

(47) 

y 3 —• F {a, ß, 1 + a + ß — y; 1 — x) 

(l — xy-“-fiF(y—a,y ß, 1 — a—ß + y; 1—x) 
falls a + />' — j' + 0, 1, 2, . . . 

y3 !og O -1 ) + (]1 - xy - " - P (ib0 + 5, (1 - x) H ) 
falls a + ß-y = 0, 1, 2, . . ., 
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wo 60 i 0 ist, ausgeht; dabei ist dann vorauszusetzen, daß 
n -\- ß — y ^ —1, — 2, — 3, ... ist. Es kommt aber nichts 
Neues heraus, sondern die betreffende Formel ist wesentlich 
mit (45) identisch, indem sie aus ihr durch blohe Änderung der 
Bezeichnung entsteht; man hat wieder y durch 1 -j- a -f- ß — y 

und x durch 1 — x zu ersetzen. 
Anders ist die Sache für SR (x) = l. Dann sind die sin- 

gulären Punkte 0 und 1 gleich nahe; wir müssen also, um 

y
{
ß y[ß 

das infinitäre Verhalten von —r, - beurteilen zu können, 
•)> l y J 

die Integrale yv y2 auch in der Umgebung der Stelle 1 kennen. 
Dazu dienen die Formeln 

fvi = 
Äv3 + -B2/4 

U2 = Cy3 + Dy^ 

wobei wir die Konstanten A, B, G, T) übrigens gar nicht zu 
kennen brauchen. 

Da y1 nur an der Stelle 1 singulär ist, am Nullpunkt aber 
regulär, so lehrt unser Satz; 

y I 
(>o 

= B 
(1 — xy-

a
-ß 

Fc(a-yß — y) 
(1 - *)- 

+ 0(1 — x\~
r ), 

falls « -\- ß — y 4 0, 1, 2, . . . ist; dagegen 

—1_ 
(1 — x) 

y— 1 
= B - Fc> (0) 

( 1   7’V/ — a—ß 

+ B 
y
-(l ± -œy- K Fc(a Fß~y) v*+ß-r ~ ' 

+ 0 (11 — x |~v r_2log v) -f- 0 ({1 — x I-1' I i^+ß-r-
2 )), 

falls a -j- ß — y = 0, 1, 2,. .. ist. In jedem Fall kommt also: 

(49) lim^ 
,.=oo v\ va+ß-y-1 endlich. 

y2 ist auch am Nullpunkt singulär, und es ergeben sich 
vier verschiedene Fälle: 
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I. y =f= 1, 2, 3, . . a + ß — y =j= 0, 1, 2, . . . 

x'~r 

+ D 

^ = (Z^fFc(r-l)v^ 

( 1   7A y— a — ft 
[
-jr~y~~

Fc
^ + ß-y)^ 

+ß
-

r
~
l 

-f Ö( x\~
r j j’”-31) 4- 0(| 1 — x j vn

+fi~y~
2 [). 

II. y = 1, 2, 3, . . a -f- ß — y 4 0, 1, 2, . . . 

f=FF J'v<0>’'~1+ 

+ -° FFFF" F« + ß - 

+ O (I a; ] )'-2 log r) 4" 0(ja; ~r r,,—3) + 0(11 — x\~
r
 v"+P- :’~2 J. 

III. y rjr 1, 2, 3, . . a + />' — y = 0, 1, 2, . . . 

x'~ 1 

f = FF' -Fc(' - 1)r,
~‘ + 

D(T—F 

-)- 0(|«|~v 1F-31) -j- 0(j 1 — a; I~’’ v-2logv) 

+ 0(| 1 — x\~
r
 \v

a
+P-ï-

2
\). 

IV. y = 1, 2, 3,... ; a ß — y = 0, 1, 2,... 

F - FF (0)+ FF '*-» 

+ ^(iVFy«'(0)*-' 

( 1 — xV—a~ ß 
+ D
 {1-xÿ-

b
°
Fc{a + ß

~ ï>
a+ft

-
y
-' 

+ 0(j a?[ v
 v 2 log v) -j- 0(| x j-’’ F-3) 

4- 0(j 1 — x\~
v
v

u
+/

1
~y~

2
). 

Setzt man daher 

(50) 9Î (y) > di Ç + ?  
+ ^, also 91 (y — 2) > $R(a + /? — y—1) 
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voraus, so kommt in allen vier Fällen, weil jetzt \x\ — jl— x\ ist, 

!/W ( _ r\v 

(51) lim v = endlich =j= 0. 
' 7 l> I in’ " j—CO 1 ' 

Aus (49), (50), (51) folgt nun: 

lim ---- = 0 ; also lim = 0. 
oM Y 

v—zc JJo j'=co j’ 

Daher gilt nach unserem Lehrsatz wieder die Formel (44), 
also auch (45). Man kann daher den Geltungsbereich von (45) 
ausdehnen auf 

(52) »(*) = ), 

wie ebenfalls Herr Nörlund a. a. 0. bereits gefunden hat, 
allerdings ohne Berücksichtigung der Fälle, in denen Loga- 
rithmen auftreten. Um den Wert des Kettenbruches (45) 
auch für 

m (x) = 1, ai (•/) < di (1 + a
2~

ß
) 

zu erhalten, hat man wieder nur nötig, 7 durch 1 -j- a -j- ß — 7 
und x durch 1 — x zu ersetzen. 

Beim Nachweis des Geltungsbereiches (52) haben wir 
übrigens bisher angenommen, dak u -\- ß — 7 keine negative 
ganze Zahl ist; denn die in (46), (47) gegebene Form der Inte- 
grale y3, war an diese Voraussetzung gebunden. Indes 
bleibt unser Resultat auch ohne sie richtig; um das einzusehen, 
sei also 

a + ß — Y = — L — 2, — 3, . . .. 

Dann modifizieren sich die Formeln (46), (47) in folgender 
Weise : 

Ui = (1 — x'y'
a
-

ß
 F (y — a, y — ß, 1 — a — ß + 7; 1 — x) 

(= regulär für x — 1) 

ü\ = ÿ3 log (x — l) + c0 + Cj (1 — x) + c2 (1 — xf -1 . 
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Führt man das in (48) ein, so liefert jetzt unser Satz: 

VT „(1 — , , . , , 
-y ^ - u (1. xy 

lc (« + ß — + 
+ 0(11 — a; j_v va+ß—Y-

2 log v). 

Ferner für y ~4= 1, 2, 3, . . . : 

vf x'~r -n / ,, 

f 1 — xV ~~a ~~ ß 
- D L

(-f- ^'(«+ß - r>a+/,-!-1 

+ 0 (! x |_r |r:'_3|) y- 0(| 1 — x \~
v j/'+d-r-2 log v); 

dagegen für y = 1, 2, 3, . . 

2/.V° 
-^^(o),-+(yy„Irv 

n — aAr —^ 

-j- 0(|æ|-vr_2logj') -(- 0(\x ~’ ri'~
3
) 

-}- 0(| 1 — x\-2 j0g ,y 

l)vr-2 

Daraus folgt bei unseren Voraussetzungen wie vorhin: 

lim 
)’= 00 

X, 
Yv 

yV 
----- lim -j-r = 0; «(> ) 

daher gilt wieder die Formel (44), also auch (45). W. z. b. w. 
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