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Beiträge zum Äquivalenzproblem der Raumkurven. 
Von F. Böhm. 

Vorgelegt von A. Voss in der Sitzung am 1. Mai 1915. 

Herr Study hat in dem 10. Bande der American Trans- 
actions 1909 in einer grundlegenden Arbeit „Zur Differential- 
geometrie der analytischen Kurven“ allgemein für reguläre 
Kurven und für wichtige Klassen spezieller Kurven wie „Krumme 
Linien in Minimalebenen, auf Minimalkegeln, Minimalkurven etc.“ 
Systeme von charakteristischen Bewegungsinvarianten aufge- 
stellt. Im Hinblick auf die nicht immer ganz auf der Hand 
liegenden Methoden der algebraischen Invariantentheorie, ins- 
besondere der orthogonalen Transformation, legte ich mir die 
Frage vor, ob es nicht möglich sei, auch mit gewöhnlichen 
elementaren Betrachtungen, nämlich mit Hilfe der Projektion 
auf die x3 Ebene diese überaus wichtigen, absoluten Invarianten 
herzuleiten, sie weiter zu illustrieren und so deren Kenntnis 
auch den mit den Studyschen Methoden weniger Vertrauten 
zu vermitteln. Wir gewinnen auf diese Weise insbesondere 
bei Heranziehung der Gruppentheorie manche ueuen Resultate, 
die nicht ohne Interesse sein dürften. 

Die vorliegende Abhandlung ist lediglich ein Auszug aus 
umfangreicheren Untersuchungen. Diese würden infolge ein- 
gehender Diskussion aller Einzelfälle, welche durch das Ver- 
schwinden der einzelnen Differentialinvarianten auftreten können, 
den verfügbaren Raum bedeutend übersteigen und sind einer 
eventuellen Veröffentlichung Vorbehalten. 
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Im Anschluß an Study werden folgende Bezeichnungen 
gebraucht : 

Für die ebenen Kurven: 

(a b) = öJ&J -f- a2b2 speziell (a a) — d\ a\ 

(ab) = a,b2 — a2b1; 

für die Raumkurven: 

(a b) = a1b1 -f- a2b2 -f- a3b3 speziell (a a) = af -j- d\ -f- al 

Ist die Kurve gegeben durch die Parameterdarstellung: 

so sollen die Differentialquotienten durch Ziffern bezeichnet 
werden, z. B. 

Da wir im Wesentlichen nur mit ebenen Kurven zu tun 
haben, so sind unsere Hauptbausteine die beiden Formen (a\b) 

und (ab), zwischen denen nun folgende fundamentale Iden- 
titäten bestehen: 

(abc) = b, b2 b3 

C, C.? Ca 

xi = 
x, (0 

x2 x2 (t) 

x3 — x3 (t) , 

(010) = x\ + x\\ (12) = X\, X'„ ; (11)= Xi + x2
2 + x‘i\ 

rtf' sy* /y» ! 
! X’2 *//,3 

(123) = 1 £Ci' x'i *8 USW. 
/y» /y1“ /y» 
^1 w2 «X/3 1 

I. 
a b a c 

b d c d 

ferner 

(ab) (cd) (bc) (ad) -f (ca) (bd) = 0, 
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«j a2 aj a2 

weil 
bx b2 bx b2 

cx c2 Cg 

0 0 d, d.. 

0. 

ax ctg ctj ct2 tt, a2 <Xj + a2 *i — ctg j 

C\ Cg Cj -j- Cg C, Cg 

dx d., 0 0 cZj cig — d2 dx 

= {(« A) (c d) -j- (bc) (rf et) ■+ (crf) (ctj&) -f- (da) (hjc)} 

— 2(ac) (ibd), 

(ab) (c d) + (bc) (d a) -j- (cd) (a b) -j- (da) (b c) = 0, 

b mit d vertauscht gibt dieselbe Identität von rückwärts, 

b mit c vertauscht gibt 

(ac) (b d) + (cb) (a d) -f- (bd) (a\c) + (da) (cji) = 0. 

Den beiden Identitäten kann man auch die Form geben : 

(ab) (c\d) + (a b) (cd) = — (bc) (a d) -f- (ad) (b\c) 

(ac) (b\d) (a c) (bd) = (bc) (a d) + (ad) (b\c). 

Wird speziell c = d, so haben wir 

(ab) (c\c) = (ac) (b\c) — (a c) (bc) und (ac) (b\b) = (ab) (b c) 

Diese Identitäten werden im folgenden fortwährend ver- 
wendet und, wo angängig, auch die Klammern bei (ab) und 
(a\b) weggelassen. 

+ (a b) (b c). 
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I. Kapitel. 

Die Kurven auf dem Minimaikegel. 

§ 1. Die Beziehungen der Differentialinvarianten der Raum- 
kurve zu den Differentialinvarianten ihrer Projektion in der 

Ebene x% = 0. 

1. In allgemeiner Parameterdarstellung: 

Xi = x, (0 

x.2 = x.2 (it) 
= *^8 (0 

mit der Bedingung 0 j 0 — 0, 

also x3 = (i) ]/ — 0 ; 0. 

Mit Hilfe der Identitäten der Einleitung und der höheren 
Differentialquotienten von xs(t) nach t können wir alle Dif- 
ferentialinvarianten der Raumkurve durch die ihrer Projektion 
ausdrücken und erhalten für die absoluten charakteristischen 
Differentialinvarianten P und XF die folgende Darstellung: 

1 1 1 2 2 —1 22
 12 12 2-0 0 12 — 01-1 1 

~ R2~ ï]ïs ~ i p — Ol3 

I' = - = ^ ^ {3-12 [011 -01 — 0 0 - 02] 
ITT pp Ol5 * L 1 u U-D 

+ 13 • 0|0 • öl}. 
1 W \ . 

P = ist das Krümmungsquadrat und —=■ = -=■ die 
R2 ° 1 PT 

Torsion der Raumkurven. 

2. Bezogen auf den natürlichen Parameter: 

Die Definitionsgleichungen des natürlichen Parameters sind : 

11 lp = — 1 und 01p = — 0 0p, 

wobei wir durch den Index p andeuten, daß die Differential- 
quotienten alle nach p genommen sind 
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(PP = 212P = 
010p —2-0|2p-0|0p + 0|i; 

TP = 2|3 

0 ly {010,, —2 • 0 2y • 01 Oy 4- o ly} + olOj-OjSy = 1 d<T>P 

01 Op 2 dp ' 

was durch Differentiation der Definitionsgleichungen und durch 
Anwendung der Identitäten leicht verifiziert wird. 

NB. [Es ist zu beachten, daß die Differentialinvarianten: 
0 0, 0 1, 0 j 2 und 0 3 vollständig dazu ausreichen.] 

§ 2. Die Charakterisierung der Kurven nach ihrem natür- 
lichen Parameter. 

~~ = 0 gibt die Erzeugenden: Krümmung und Torsion 

sind unbestimmt. 

dp 
dl = c gibt die singulären Kreise: Krümmung ist 0, 

Torsion unbestimmt. 

Man könnte nun so fortfahren; wir umfassen aber alle 
diese Fälle, wenn wir von der folgenden Parameterdarstellung 
ausgehen : 
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Der natürliche Parameter ist definiert durch die Gleichung: 

Den Geraden der Ebene (12) = 0 gehört die Lösung der 
Differentialgleichung : 

ff\ 4- T (2 fl — ff,) = 0, nämlich f= j zu. 

Allgemein entsprechen den Geraden der Ebene reguläre 
Kreise; im Speziellen den Minimalgeraden singuläre Kreise, 
den Geraden durch den Anfangspunkt die Erzeugenden, speziell 
den Minimalgeraden durch den Anfangspunkt sie selbst. 

Zu einer umfangreichen Klasse von Kurven kommen wir, 
wenn wir / ==r” wählen. Wir erhalten lauter Schraubenlinien 
auf dem absoluten Kegel; die Projektionen sind logarithmische 
Spiralen, welche die invariante Differentialgleichung (01) = y.(0 1) 
erfüllen. 

1Î2 {n -p 1)" 
T2 n(n -p 2)' 

Ausgezeichnete Fälle sind: n = 0 und n = — 2 (singuläre —) 
n = — 1 (reguläre Kreise). 

Im allgemeinen gehören immer zu zwei Indices und n2, 
für welche n1 -p n.2 = — 2, spiegelbildlich gleiche Kurven auf 
dem Kegel. Der natürliche Parameter stellt sich als die Torsion 
der Kurven heraus. 

§ 3. Die Minimalprojektion. 

Die Minimalprojektion ordnet jedem (reellen) Punkte a.’,, 
x2, x3 in der Ebene x,A = 0 einen orientierten (imaginären) 
Kreis zu mit dem Mittelpunkt xt, x2 und dem Radius ix3: 

(f1-a;1)
2
 + (f2-^)2

 + ^=0. 

Den Punkten des absoluten Kegels entsprechen lauter 
Kreise durch den Anfangspunkt, so dafä wir auch statt der 
Kurven auf demselben die entsprechenden Kreisscharen und 
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deren Enveloppen studieren können : einerseits ergeben spezielle 
Kurven interessante Kreisscliaren, andererseits spezielle Kreis- 
scharen interessante Kurven. Die Enveloppe hat die Para- 
meterdarstellung : 

£2 = O 

01 , 

und 

„ 01 , 
— 2 ' n 1 

also ihr Bogenelement: 
4 - 0i0 -122 

1 1- 

Wenn wir den lladiusvektor r und den Krümmungsradius Q 

einführen, stellt das Verhältnis 

a‘2 4r2 

eine absolute Ditferentialinvariante dar, d. h. einen von der 
Wahl des Parameters unabhängigen Differentialausdruck. 

Zu einer beliebigen reellen Geraden gehört ein elliptisches 
Kreisbüschel (die Enveloppe besteht aus einem Punktpaar), zu 
einer Geraden durch den Anfangspunkt ein parabolisches Kreis- 
büschel (die Enveloppe besteht aus einem Linienelement im 
Anfangspunkt). Betrachten wir eine imaginäre Gerade, so er- 
halten wir ein Kreisbüsche], welches halb elliptisch, halb hyper- 
bolisch ist, da es durch den reellen Anfangspunkt und einen 
imaginären Punkt geht; es enthält auch einen reellen Kreis, 
welcher den reellen Punkt der imaginären Geraden zum Mittel- 
punkt und dessen Entfernung vom Anfangspunkt zum Radius 
hat. Gesondert davon sind die Minimalgeraden zu betrachten. 
Die Enveloppe bildet einer der absoluten Kreispunkte, in wel- 
chem alle Kreise des Büschels sich berühren. Man könnte es 
deshalb halbkonzentrisch nennen. Auch dieses Büschel ent- 
hält einen reellen Kreis. Geht schließlich die Minimalgerade 
durch den Anfangspunkt, so zerfällt das Büschel in lauter 
Linienpaare, deren eine Linie immer die betrachtete Minimal- 
gerade durch den Anfangspunkt ist. Enveloppe ist das ent- 
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sprechende absolute Linienelement des Anfangspunktes. Der 
reelle Kreis wird ein reeller Nullkreis. Die diesen Kreisscharen 
und ihren Enveloppen entsprechenden Kurven haben wir schon 
in § 2 betrachtet. 

Die allgemeine Parameterdarstellung der Enveloppe ist 

Nehmen wir f= rn, also eine logarithmische Spirale, so 
wird die Enveloppe ebenfalls die Differentialgleichung der log. 
Spiralen erfüllen; sie ist, abgesehen von ihrer Lage dieselbe 
Spirale, d. h. durch dasselbe * charakterisiert, n = 0, n = — 2; 
n = — 1 sind nicht eigentliche Spiralen. Die Enveloppe er- 
gibt die beiden absoluten Kreispunkte, bzw. den konzentrischen 
Kreis mit dem doppelten Radius. Im allgemeinen entsprechen 
wieder Werten n1 -{- nt = — 2 spiegelgleiche Enveloppen. 

Im engsten Zusammenhang stehen diese Betrachtungen 
natürlich mit den Beziehungen von Evolvente und Evolute der 
logarithmisehen Spiralen, welche ja auch einander kongruent 
sind. Auf die Schraubenlinien kommt man auch, wenn man 
fragt: welche Kurven auf dem absoluten Kegel haben ebene 
Evolventen? Die Verbindungslinien zugehöriger Punkte er- 
zeugen die abwickelbare Tangentenfläche der Schraubenlinie. 
Verfahren wir ebenso mit den Punkten der Enveloppe, so er- 
halten wir lauter Minimalgerade, wie auch aus der Definition 
der Enveloppe hervorgeht. Diese Minimalgeraden sind also 
Tangenten einer Minimalkurve. Ihre Gleichungen sind im Falle 
der Schraubenlinie folgende: 



Beiträge zum .Äquivalenzproblem der Raumkurven. 265 

Die Minimalkurve liegt auf dem Kreiskegel: 

n{n + 2) \y\ + yS} -f (n + 1 )2yl = 0. 

Der Fall 

n = 1 p = 3T und c — -p -p 

ergibt die bekannte „kubische Parabel“ : 

welche auf dem Kegel 3 (y\ -p yl) -p 4 y\ = 0 und auf dem 
Zylinder (j/,—iy2)s — 2 i î/S = 0 von Minimalgeraden liegt. 

Betrachten wir allgemein die Projektionen der Minimal- 
kurven, so müssen sie Evoluten der Enveloppen sein. Schließ- 
lich sehen wir noch, was noch nicht bekannt zu sein scheint, 
daß unsere Ausgangs- oder Mittelpunktskurve Sehnenmittel- 
punktskurve zwischen Enveloppe und ihrer Evolute ist. Nicht 
in dieser Klasse von algebraischen Minimalkurven enthalten, 
aber verwandt zu ihnen ist die Lyonsche Schraubenlinie. 

§ 4. Eine neue Zuordnung von ebenen Kurven und Kurven 
auf dem absoluten Kegel. 

Gegeben sei eine ebene Kurve 

xi = (0 I 
x2 = x2 (t) I ' 

xi 
Vi = xi~Yr 

. x\ 
U-2 = X2 + , >'• 

Ihre Evolute ist 



266 F. Bölini 

Ziehen wir zu den sukzessiven Normalen die Parallelen 
durch den Anfangspunkt und tragen auf ihnen in entsprechen- 
dem Sinne die Länge des Krümmungsradius auf, so erhalten 
wir die Kurve: 

Xo 

s2 = + y 
als Projektion der Raumkurve 

Xo 

, x, 
= + 7 s' 

fs = + ir- 

Wir sehen dann, daß das Bogenelement der Raumkurve 
bis auf das Vorzeichen gleich dem Bogenelement unserer Aus- 
gangskurve ist. Durch die Einführung des natürlichen Para- 
meters p = is erhalten wir für diese Kurve: 

([)p 
1 +2.^ 
r2 dp2 

2 

als Summe von absoluten Differentialinvarianten der zuge- 
ordneten ebenen Kurve. 
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11. Kapitel. 

Das zugehörige Äquivalenzproblem. 

§ 1. Die Bewegungen, welche den absoluten Kegel invariant 

lassen, und die entsprechenden Transformationen der Ebene. 

Diese Bewegungen sind charakterisiert durch die ortho- 
gonale Substitution, welche wir in der Cayleyschen Form an- 
nehmen : 

Für ein bestimmtes Wertetripel besteht die Bewegung in 
einer Rotation um die Achse 

Die Punkte des absoluten Kegels beschreiben Kreise in den 
dazu senkrechten invarianten Parallelebenen des Abstandes c: 

Die Projektionen dieser Kreise sind die Bahnkurven der 
entsprechenden Transformationen in der Ebene x3 = 0. Drehen 
wir das Koordinatensystem so, daß diese Ellipsen symmetrisch 
zur Xj Achse werden, so lautet deren Gleichung: 

x • fl,, — 1 -p r2 — s2 —1~ x -a21 — — 2 (t-\- rs) 

y.-aai = — 2(s — rt) 

x-a12 = 2 ((—rs) y. -aS2 = 1 —r2 -f- s2— t2 

y. -a32 = — 2(r-p st) 

y. ■ aia = 2(s -p rt) x- a.23 = 2 (r — st) 

x ■ aS3 = 1 — r2
 — s2 -p t2 

*=l-pr2-p.s2-pil2. 

Xj : xg : xs = r : — s : t. 

-P tÇ3 = cVr2
 + s2 + i‘2. 

wobei 
ict 
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Die endlichen Gleichungen dieser Transformation sind : 

Jj = Xx (cos3 )u -j- sin3 fi cos 0) — x3 sin fi sin î) -)- %V %\ -p x\ 

sin fi cos ( 1 — cos 0) 

?2 = xx sin fi sin & -f- x2 cos & — iVx\-\- xl cos fi sin 0, 

i l ÿi -T J.*2 = xl sin fi cos /t (1 — cos d) -f- x2 cos /i sin i9 

-f- i Vx\ -p x\ (sin2 fi -p cos2 fi cos d) ; 

hiebei ist tgu = — und t9 der wesentliche Parameter; die in- 
° r 

finitesimale Transformation 

Vf-(,£ + (.— dXj dX„ 

ij — — x2 sin fi 

i2 — Xj sin fi — i Vx\ -p xl cos fi. 

§ 2. Die Differentialinvarianten der Transformation. 

1. Wir wählen aus die Differentialinvariante I. Ordnung 

—welche das Bogenelementquadrat der Raumkurve darstellt. 

Die Invarianz desselben läßt sich leicht direkt aus den end- 
lichen Gleichungen der Gruppe bestätigen, oder man erweitert 
die infinitesimale Transformation Uf zu 

U‘f = K . f IL + P K 
dxl ' 

S2
 dx2 ’ sl dx\ + ii 

dJL 
dXi' 

Da die Differentialinvariante aber keine absolute Invariante 
ist, so gibt sie nur in dem speziellen Fall £, = 0 zu invarianten 
Kurvenscharen Anlaß, welche durch die entsprechende Trans- 
formation wieder in invariante Kurvenscharen derselben Art 
übergeführt werden. 

fi = 0 £ j = 0 fi = *i 

?2= x-i cos ft — iVx\-\- x a sin 0. i V x\ -p x'l 
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Die invariante Differentialgleichung ^ = — a- hat für 

2 1 
a=i als Lösung die Parabelschar • y = x2— „. Die ent- 

G C1 

sprechenden Kurven auf dem absoluten Kegel — im Falle der 
Parabeln sind es singuläre Kreise {(P — 0) — haben die Eigen- 
schaft, bei einer Drehung um die Achse immer wieder zu 
Projektionen Kurven unserer Schar zu erhalten. 

2. Wichtiger ist die absolute Differentialinvariante (P>, deren 
Invarianz ebenfalls entweder direkt gezeigt werden kann oder 
mit Hilfe einer nochmaligen Erweiterung der infinitesimalen 
Transformation. Zur Integration der invarianten Differential- 

gleichung (P = g verwenden wir nach der Theorie der kon- 

tinuierlichen Gruppen die Kenntnis von 3 voneinander unab- 
hängigen infinitesimalen Transformationen (entsprechend den 
infinitesimalen Rotationen um die Koordinatenachsen), welche 
die Differentialgleichung invariant lassen. Die Differential- 
gleichung hat in x, y die Form: 

Ü = 2 (a;2 H- y2) y“ — (xy‘ — y) (1 + y‘2) — ~ {xy‘ — yf = 0. 

Die infinitesimalen Transformationen sind: 

f 1 = o h = —y h =1 V x2
 + y2 

Vi = — i V x2 -f y2 7h = + X »;3 = 0 

ü—i'+K ,A = -iy^-±S‘ 
V x- -p y- Yx- -f y2 

r«_ :(x2+ if)yy“ + (xy‘ — y)2 0 Vi 1  ——;  V2 = 3yy 
V x- + y2 

„ _ (2 x + 3 yy‘) (x3 4- y2) y“ + y‘ {xy‘ — y)2 

1 ];i   I -  r—  
Vx2 -p y2)J 

V\Q= . ■ ü Uoü = 3 y‘ ■ Q Ü1Q ----- • Q. 
V x1 4- y2 V x2 y- 

Sitzungsb. d. math.-pliys. Kl. Jalirg. 1915. \ 
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Die Zusammensetzung der infinitesimalen Transformationen 
ist die symmetrische: 

{UlU2) = U, (U2U3) = U, ( U2 £/,) = T'.,. 

Die Determinante 

A = 
fl Vi Vi 

f2 >h V-2 = {xy‘ 

% m 

y)2 

ergibt, daß die einzige invariante Kurvenschar, welche die 
allgemeinste Transformation der Gruppe gestattet, die Schar 
der Geraden durch den Anfangspunkt ist; ihr entsprechen die 
Erzeugenden des Kegels. Da ferner unsere Transformations- 

gleichungen den Differentialausdruck nicht ungeändert lassen, 
OO yt O ’ 

so gehört unsere Differentialgleichung zum 2. Typus. Wählen 
wir die folgenden unabhängigen infinitesimalen Transforma- 
tionen : 

Ü^ViU^^U, 
V i 

Ü2 = -2 il\ 

lh = y. Vt + ViU,, 

so wird durch die Transformation 

x = — JîSJSZIA = 1/ —ix± "J 1 

ïiV-2 — hVi ‘ x — iy V x — ly 

j, r —ydx+^dy 

' f, y 2 — h »/> 

unsere Differentialgleichung 2. Ordnung Q = 0 in die sofort 
integrierbare Form gebracht: 
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Die Integralkurven sind die ähnlichen Hyperbeln 

f_ = Qc — x0)
2 = 

•/} y.~ 

C'1 G’4 

x0 und C2 sind Integrationskonstante. 

In den Koordinaten xy erhalten wir natürlich die Projek- 
tionen der Schnitte der Ebenen ax -f- ßy -f- ys = ia mit dem 
absoluten Kegel (d. h. der regulären Kreise mit dem Radius a). 

Unter diesen ist eine Schar besonders hervorzuheben, 
welche dem Werte C — 0 der Integrationskonstanten entspricht. 

Wir erhalten dafür die Schar der Parabeln y2 = ± 2ilc(x — x0), 
denen die Kreise auf dem absoluten Kegel entsprechen, welche 
alle durch einen der absoluten Kreispunkte der Ebene x3 = 0 
gehen. 

Für die Ebenen, in denen diese Kreise liegen, ist ß = + ia, 
y = l. Daraus können wir aber nicht schließen, daß ihre 
Normalen Parallelen zur xs Achse seien, sondern nur, daß der 
unendlich ferne Punkt derselben auf der Tangente des ab- 
soluten Kegelschnittes im entsprechenden Kreispunkte liegt. 
Der Winkel der Normalen zur Achse wird gewissermaßen durch 
die Entfernung dieses Punktes von dem unendlich fernen Punkt 
der Achse auf jener uneigentlichen Minimalgeraden gemessen; 
diese Entfernung kann unter anderen auch den Wert Null 
haben. Die Projektionen dieser Kreise sind Ellipsen, welche 
durch einen der absoluten Punkte gehen und dort die Minimal- 
geraden zu Tangenten haben. Ihre Gleichung ist: 

(et (x -j- iy) — i a)2 -f- (x -j- iy) (x — iy) = 0. 

Ihre Achsenrichtung ist die eine Minimalrichtung; bezüg- 
lich ihrer Brennpunktseigenschaften stehen diese Kegelschnitte 
zwischen Ellipse und Parabel. Andererseits sind sie mit dem 
Kreis verwandt. Berührt ein solcher Kegelschnitt die unend- 
lich ferne Gerade, so entsteht statt einer imaginären Parabel 
die doppelt zählende Minimalgerade. 

18' 



272 F. Böhm 

Gesondert ist der Fall verschwindender Krümmung (*I. 2 = 0) 
zu betrachten. Er ergibt die transformierte Differentialglei- 

chung y“ = 0. Die Integralkurven werden gebildet von der 

Gesamtheit aller Geraden Ax + By + <7=0, ausgenommen 
den Fall B = 0, in welchem die Krümmung unbestimmt wird 
(Fall der Erzeugenden des Kegels). 

§ 3. Eine Abbildung der Kurven auf dem absoluten Kegel. 

Unsere Koordinaten x, y vermitteln eine Abbildung, bei 
welcher die Kurven konstanter Krümmung Null des absoluten 
Kegels (die singulären Kreise) übergehen in die Kurven kon- 
stanter Krümmung Null der Ebene (die Geraden). 

Die Krümmung ist <Px = 4 iy3y". 

Die Kurven auf dem Kegel sind folgendermaßen dargestellt : 

ix2 + 1 ix2 — 1 2 V—ix 
x = ——— y     z — 

2 y2 2 iy2 2 y2 

Wir haben dann folgendes Entsprechen: 

Ebene x, y Absoluter Kegel Ebene x, y (Projektion) 

Beliebiger singulärer I. Beliebige Gerade 

x Parallele 

Gerade durch den 
Anfangspunkt 

y Parallele 

x Achse 

y Achse 

Unendlich ferne 
Gerade 

Kreis 
spezieller singulärer 

Kreis II 
spezieller singulärer 

Kreis I 

Erzeugende 

Absoluter Kegel- 
schnitt 

Minimalgerade I 

Minimalgerade II 

Imaginäre Parabel 

Minimalgerade II 

Minimalgerade I 

Gerade durch den 
Anfangspunkt 

Unendlich ferne Ge- 
rade 

J Minimalgerade durch 
den Anfangspunkt 
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Ebene x, y 

II. Kegelschnitte 
symmetrisch zur 
x Achse 
Symmetrische Pa- 
rabeln 

Absoluter Kegel Ebene x, y (Projektion) 

Symmetrische Pa- 
rabeln durch den 
Anfangspunkt 
Symmetrische Li- 
nienpaare und 
Doppellinien. 

Kurven konstanter 
Krümmung = re- 
guläre Kreise 

Kurven konstanter 
Krümmung = re- 
guläre Kreise durch 
einen der absoluten 
Kreispunkte in der 
Ebene x3 = 0 

x2 -j- iß = a2 in x3 

= ± ia 

siehe unter I 

Imaginäre Ellipsen 

Imaginäre Ellipsen 
durch den entspre- 
chenden Kreispunkt 

Kreis x- + iß = a2 

siehe unter I 

Die einfache Form der Krümmung legt uns die Frage 

nahe, welche Gleichung zwischen x und y die oben betrach- 
teten Schraubenlinien charakterisiert. Da 

X — Vir und y , lautet sie ylr ■ x■" = const, yn — — 

Wenn wir gewisse einfache Funktionen <P(x,y) wählen, 
welche die Integration der Differentialgleichung ermöglichen, 
so können wir aus den Krümmungseigenschaften der Kurve 
deren Gleichungen explicite aufstellen. Z. B. kann die Glei- 

chung <P — Cx~2/- durch die Substitution y = cxk integriert 

werden, ebenso, wenn <P nur eine Funktion von y ist, z. B. 

c if (v == 3). 
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III. Kapitel. 

Die Minimaikurven. 

Ganz in derselben Weise können wir auch die Minimal- 
kurven behandeln: 

x1 = Æ, (t) 

xa — x.2 (t) 

xs = (±) i ■ s(t) 

wobei s die Bogenlänge der Projektion ist. Wir führen zu 
diesem Zwecke nach Study das sphärische Bild der Kurve 
auf dem absoluten Kegel ein, dessen Koordinaten gleich den 
ersten Differentialquotienten der Koordinaten der Minimalkurven 
nach dem natürlichen Parameter sind. Dieser ist definiert 
durch die Gleichung 

(dp\2_ 123 
\dt) — 2[2 ‘ 

Es erhöhen sich dann in unsern Formeln des I. Kapitels 
§ 2 alle Ziffern um eine Einheit. Die charakteristischen ab- 
soluten Differentialinvarianten der Minimalkurven sind also 

14.   
7? — — q I u 
1 P   in   Ö\ÖP 

1 Ctp 
und F;, = ~ = 3 4j, 

1 4), 

Nimmt man z. B. den Kreis xx = cosf, x2 = sinf, so wird 
F=i und F = 0. Die zugehörige Minimalkurve ist eine 
Minimalschraubenlinie. Bei diesem Beispiel kann man wie 
auch sonst mit Vorteil die Bogenlänge der Projektion als Para- 
meter einführen. Es ist allgemein : 

7 - 13g — 4- 12S• {14s + 2-23.4 
5
 " 4i(23)s 

Man kann auch den Zusammenhang mit den Weierstrafi- 
schen Formeln untersuchen; ebenso nach den Minimalkurven 
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fragen, welche die im I. Kapitel untersuchten Kurven des ab- 
soluten Kegels zu sphärischen Bildern haben. Die zugehörige 
Weierstrahsche Funktion ist: 

f(r) = 
— i T2»+3 

(2n '-1-1) (2M+ 2) (2n+ 3) ' 

Den Fällen n — 0 und n — —2 entsprechen algebraische 
Minimalkurven dritter Ordnung, deren sphärische Bilder die 
singulären Kreise I und II sind; n = —1; n — — und 
n = —f sind besonders zu untersuchen. Sie ergeben trans- 
zendente Minimalschraubenlinien. Im übrigen gehören wieder 
Indices n1 und n2, für welche n1 n2 — —2, z. B. n1 = -f- 1, 
n2 = — 3 zusammen. 

Mit Ausnahme der Fälle n = — 1; n = — \ und n — —■ | 
liegen diese Minimalkurven auf dem Kegel: (2M + 1) (2 M-(- 3) 

(*i + 4) + (2 w + 2)2 4 = 0. [Man könnte diese Minimal- 
kurven auch zu den in Kapitel I betrachteten Minimalkurven 
in Beziehung bringen.] Für n — — 1 liegt die Minimalkurve 
auf dem Kreiszylinder, für n — —\ und n = — -] auf den 
Zylindern von Minimalgeraden: xx ± ix2 2 ix\ = 0, welche 
die Parabel: xt -)- 2ix\ — 0, x2 = 0 von den beiden absoluten 
Punkten der Ebene x3 = 0 aus projizieren. 

IV. Kapitel. 

Die sphärischen Kurven. 

Die Gleichungen der sphärischen Kurven seien : 

Xj = x, (t) x2 = x2 (t) x3 — (±, VR2 — 010. 

Der Krümmung dieser Kurven kann man die charakteri- 
stische Form 

112 = 
1 

113 + II2 (0 i 0;, — E2) 

geben, wenn der natürliche Parameter definiert ist durch 
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(dPy_ B2-111 —012 , = 18, 

[dtj ~ IP- 0 0 
;
 "* 1/^ = 0 07 ’ 

auch hier würden wir mit Hilfe der Identitäten mit den In- 
varianten 0 0, 0 1, 0 2 und 0 3 vollständig ausreichen. 

In der Minimalprojektion entsprechen den Punkten der 
Kugel orthogonale Kreise des Äquators (auch Diametralkreise) 
B2 — 0 0 = 0. I23l[l — Ol2 = 0 ergibt die erzeugenden 
Minimalgeraden, deren Projektionen die Gesamtheit aller Tan- 
genten des Äquators von inneren Punkten desselben aus dar- 
stellt. Minimalgeraden als Projektionen entsprechen entweder 
selbst Minimalgerade oder singuläre Kreise; beliebige singuläre 
Kreise haben wieder die bekannten Parabeln zur Projektion, 
welche auch in Parallellinienpaare zerfallen können. 

Die oben angegebene Form der Krümmung erinnert uns 
an den Satz über die relative und absolute Krümmung von 
Mannigfaltigkeiten in der nichteuklidischen Geometrie : das 
Quadrat der relativen Krümmung einer Kurve in der ellip- 
tischen Ebene (auf der Kugel) ist gleich dem Quadrat der 
Krümmung der Kurve — als Raumkurve im euklidischen 
Raum aufgefaßt — vermindert um das Riemannsche (hier auch 
Gaußsche) Krümmungsmaß der elliptischen Ebene (Kugel). 
[Für Flächen gilt ein gleicher Satz.] 

Es ergibt sich, daß unser Ausdruck 

das Quadrat der geodätischen Krümmung der sphärischen Kurven 
also auch eine absolute Differentialinvariante derselben darstellt. 

In der allgemeinen Parameterdarstellung auf der Einheits- 
kugel ist dieser Ausdruck 

1 _ j 12-(1 — Q|0) — 01(1 1 — Ol2) I2 

0
2
 ~ I "" "" (1 1 —01

2
)
s
b j

- 

Um die relative (geodätische) Krümmung definieren zu 
können, müssen wir eine derartige Parameterdarstellung der 
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Kugel geben, daß die geodätischen Linien durch lineare Glei- 
Ö Ö ' o 

chungen dargestellt werden : 

H, U„ 

Kl + u\ + u\ ‘ Kl -f u\ -f- ul 3 Kl-f u\ + u\ 

1 (dux d'2u.2 — du2 d
2 ux)

2 

Q2 (E du\ + 2Fdutdu2-\- G-dul)3
 ’ 

Das ist aber genau das Quadrat der geodätischen Krümmung. 

Alle Betrachtungen und Formeln über die sphärischen 
Kurven auf der Kugel R2 müssen für R2 = 0 die Formeln des 
I. Kapitels ergeben. In gleicher Weise wird das Äquivalenz- 
problem und die Minimalprojektion behandelt. Die Enveloppen 
der Orthogonal-(Diametral)kreise sind anallagmatische Kurven 
4. Ordnung, wenn die Mittelpunktsörter selbst Kreise des Ortho- 
gonalsystems bilden. Ist der Ort der Mittelpunkte eine Parabel, 
so kann man daran einfache geometrische Betrachtungen an- 
schließen, besonders wenn die Parabeln Projektionen von singu- 
lären Kreisen darstellen. 

V. Kapitel. 

Die Kurven in Minimalebenen. 

x\ ~ x\ (Oi x2 = xi (Oi xa — ix3(ß). Hier sind die charak- 
teristischen Differentialinvarianten : 

r . x\ ■ 13 — 3-x'\ \2 . y" 
= — — V 

J.= 
x\2-14 — &-x\ -xï-13 + {15 -a?i'2 — \-x\ • 12 

wenn y = F(x) die Projektion ist. 

Der natürliche Parameter ist 

Xj = ip 

X2 = 1= f(p)- 
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Hier wird das Äquivalenzproblem sehr einfach zu lösen sein, 

denn die Differentialgleichungen <7, = const, und J2 = const, 

lassen sich ohne weiteres integrieren. Die infinitesimalen Trans- 
formationen sind: 17, — p, U2 = q, U3 = xq, UA = yq mit 

der Zusammensetzung: (U, U2) = 0, (17,173) = lr2, (U2 U3) = 0, 

(17, Z74) = 0, (ü217J = U,, (173174) = U3. 

Man wird die einzelnen infinitesimalen Transformationen 

zu je zwei oder drei zusammentassen, die invarianten Gebilde 

dieser Untergruppen aufstellen und schließlich die Betrach- 

tungen mit Hilfe der allgemeinen Theorie der viergliedrigen 

Gruppen vervollständigen. 

Die Minimalprojektion ordnet jedem Punkt der Minimal- 

ebene einen Kreis zu, welcher die a;, Achse berührt; also den 

Kurven derselben q = f(p) Scharen von solchen Kreisen, be- 

ziehungsweise deren Enveloppen: 

-1 = ^ A“ ~y~ />2 J > ^2 Y • 

Wir erhalten dann die speziellen Fälle: 

I. Die Geraden der Minimalebene: 

1. Eine Ausnahmestellung hat der Fall p — const.; dies 

sind die Minimalgeraden, welche zur Projektion die Parallelen 

zur x2 Achse und zur Enveloppe ein Linienelement der xx Achse 

haben. 

2. f—c ist eine imaginäre Parallele zu der reellen Ge- 

raden der Minimalebene: Projektion ist eine Parallele zur 

Æ, Achse, Enveloppe ebenfalls eine solche mit doppeltem Abstand. 

3. f = cp -f- d ist eine beliebige Gerade, wie auch Pro- 

jektion und Enveloppe. Hat die Projektion die Richtung <p, 

so hat die Enveloppe die Richtung 2 cp. Spezielle Fälle sind: 
d = 0, c = ± i, c = ± 1. 

II. Die singulären Kreise der Minimalebene: 

4. Bevor wir die quadratischen Funktionen betrachten, 

fragen wir nach der Bedeutung der Differentialgleichung: 

p(l—n + 2 ff = 0, also f, = 0. 
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Die Integration ergibt die Lösung: 

c2p2
 — 1 

' = 2c ’ 

also f“ = 0, d. h. spezielle singuläre Kreise der Minimalebene, 
in der Projektion die bekannte Parabelschar 

*• = - 7 (*■ + 2c)' 

welche die xl Achse zur gemeinsamen Direktrix haben. Die 
zugehörigen Enveloppen fallen alle in den entsprechenden 
Brennpunkt; eine additive Veränderung von p ergibt nur eine 
Verschiebung der Figuren. o O 

5. Die quadratische Funktion f = ap2 2 bp -\- c (wobei 
auch b gleich Null sein kann) ergibt allgemein singuläre Kreise 
und als zugehörige Enveloppe den Kreis 

also wenn c — — -— Fall 4. 
4 a 

Gehen wir umgekehrt von den Enveloppen aus und fragen 
nach den Kurven in der Minimalebene, für welche die Enve- 
loppe ein besonders einfaches Verhalten zeigt, so müssen wir 
dazu folgende Ausdrücke bilden: 

9-r . , , 
aI, i{i+rr Vi+f2)’ 

also der Krümmungsradius 

1 _ n + 2ff‘-r\- 

02 v -2 r )' 

Wir können dabei unterscheiden zwischen Eigenschaften, 
welche nur in einer diskreten Anzahl von Punkten, und solchen, 
welche für alle Punkte gelten. Die letzteren charakterisieren 
auch das Verhalten in den ersteren Punkten und deren nächster 
Umgebung. 

d2^ = —2 f“ n—f 
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dt 

dt i 

djz 
dt 1 
dt, 

dt, 

- = 0 gibt /’ = c 

= co „ /' = ± ip d 

— ± i „ f = ± p + d 

Siehe 1), 2) und 8). 

—^ = tg2 cp, also y‘ = — if‘=tgrp; die Richtungswinkel 
dt, 

verdoppeln sich. 

cP |2 I f“ — 0, also /' = cp -f- d [oder f = 1], wenn 

dtl ” I nicht zugleich f = ±i gibt die Fälle 1)—-3); 
p2 = oo , wenn /"= 0 und nicht zugleich f‘ = ±1 ebenfalls 1) —3). 

Die Integration der Differentialgleichung Q = const, gibt 
als Integrale die Schar: 

y + y. = 4G(x — xnf -f- 

d. h. die unter 5) betrachteten Parabeln mit einer Translation 
des Mittelpunktes; für * = 0 und x0 — 0 Fall 4). 

Mit diesen Ausführungen wären wir am Ende unserer Be- 
trachtungen angelangt. Aus dem vorliegenden ist klar ersieht- 
lieh, daß die von uns durch sämtliche Kapitel verfolgte Methode 
durchaus geeignet ist, einen tiefen Einblick in das Wesen des 
Aquivalenzproblems der Raumkurven, insonderheit der imagi- 
nären Gebilde unter ihnen zu gestatten. Bezüglich der Minimal- 
projektion sei schließlich noch auf die Abhandl. von W. Blaschke 
in den Monatsheften für Mathematik und Physik, XXI, 1910, 
„Untersuchungen über die Geometrie der Speere in der eukli- 
dischen Ebene“ und bezüglich der Kurven in der Minimalebene 
auf H. Beck „Zur Geometrie in der Minimalebene“, Sitzungs- 
berichte der Berliner mathematischen Gesellschaft 1912, ver- 
wiesen. Beide Autoren behandeln verwandte Probleme, jedoch 
nicht mit der von uns benutzten Projektionsmethode. 
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