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Uber die algebraisch rektifizierbaren Kurven
im Nicht-Euklidischen Raum.

Von Ludwig Berwald.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 8. Januar 1916.

Methoden zur Bestimmung aller algebraisch rektifizierbaren
algebraischen krummen Linien, d. h. aller algebraischen krum-
men Linien, deren Bogen algebraisch durch die Werte der
Koordinaten seiner Endpunkte ausgedriickt werden kann, ver-
dankt man, fiir den dreidimensionalen Euklidischen Raum,
den Herren Darboux, Stickel, Salkowski.l) Herr Sal-
kowski geht von einem Formelsystem aus, mittels dessen Herr
de Montcheuil?) die Gleichung

dor* + dy? + d? = ds?

ohne Anwendung von Integralzeichen gelost hat. Ein anderes,
verwandtes®) Formelsystem, welches das Gleiche leistet, hatte
Herr de Montcheuil schon frither angegeben.?)

1) G. Darboux, Sur la résolution de U'équation d 22— dy2 4 dz?
=ds* et de quelques équations analogues. J. math. p. appl. (4), 3 (1887),
305—325; P. Stickel, Uber algebraische Raumkurven. Math. Ann. 45
{(1894), 341—370; E. Salkowski, Uber algebraisch rektifizierbare Ranm-
kurven. Math. Ann. 67 (1909), 445—458,

2) M. de Montcheuil, Résolution de 1'équation ds? = da? -4 dy?
-+ dz%  Bull. Soc. Math. France 33 (1905), 170 ~171.

% Vgl. hieriiber des Verfassers Abhandlung: ,{her die Flichen
mit einer einzigen Schar zueinander windschiefer Minimalgeraden.®
Sitzungsber. d. math.-phys. KI. d. K. Akad. Miinchen 1913, 143—211, wo
man in § 10 (S. 179 ff.) auch weitere Literaturangaben findet.

1) M. de Monteheunil, Séparation analytique d'un systeme de
rayons incidents et réfléchis. Bull. Soc. Math. France 31 (1903), 233

Sitzungsb. d. math.-phys. K1 Jalirg 1916, 1
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In der vorliegenden Abhandlung werden die entsprechen-
den Aufgaben fiir den dreidimensionalen elliptischen Raum

vom Kritmmungsmafie 712 (k reelle Konstante) und der absoluten
Fldche:

(a) zp + @ A2 a5 =0
erledigt. HEs wird also:

1. die Gleichung

dot + dat + dwy 4 day = d s
ohne Anwendung von Integralzeichen gelost, wenn die x; der
Nebenbedingung
_ 7+ ai - a +ai="

geniigen;!) und:

2. die Bestimmung aller algebraisch rektifizierbaren alge-

braischen krummen Linien im betrachteten elliptischen Raume
geleistet.

Auch hier folgt die Losung des zweiten Problems un-
mittelbar aus derjenigen des ersten.

Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dafs die Wahl
gerade eines elliptischen Fundamentalraumes bei der Ir-
ledigung der vorgelegten Probleme vollig unwesentlich ist.
In der Tat fithren, wie bekannt, die Substitutionen:

xo=1ixy, wi=u2(t=1,2,3), k'=ik

den betrachteten elliptischen Raum in den hyperbolischen

A : 1 =
Raum von Kriimmungsmali — e und der absoluten Fliche:
. v
(b) i —at— 2 —2't=0

iiber. KEbenso ist auch die besondere Form (a) der Gleichung
der absoluten Fliche unwesentlich, und nur der formalen Be-

—258; 32 (1904), 152—185. Das betreffende Formelsysten findet man
in Bd. 81, S. 235.

1) Von der trivialen Lisung, die durch die Nicht-Minimalgeraden
des elliptischen Raumes geliefert wird, sehen wir dabel ab.
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quemlichkeit halber gewiihlt. Demnach lassen sich ohne be-
sondere Schwierigkeit aus den im Texte gegebenen Formeln
die entsprechenden fiir den hyperbolischen Raum oder fiir eine
andere Form der Gleichung der absoluten Fliche ableiten.

I. Die krummen Linien auf der absoluten Fliche und die
krummen Minimallinien,

1. Wir legen unseren Betrachtungen den elliptischen Raum
vom Kriimmungsmafe 12 (% reelle Konstante) zugrunde, dessen
k
absolutes Polarsystem durch die Gleichung:

(1) (@y) = 2,Yy + &Yy + ByYy + 23y, =0

in den homogenen Punktkoordinaten z; und y: (i =0, 1, 2, 3)
zweier Punkte gegeben ist. Zwei Punkte z, y, die dieser
Gleichung geniigen, heiien zueinander orthogonal. Die null-
teilige Fliche 2. Ordnung:

(2) (xx) = + 2} + 25 + 21 = 0,

der Ort aller zu sich selbst orthogonalen Punkte, ist die ab-
solute Fliche des elliptischen Raumes.

Zur Darstellung eines ,eigentlichen®, d. h. nicht auf der ab-
soluten Fliche (2) liegenden (reellen oder komplexen) Punktes
benutzen wir normierte Punktkoordinaten, d. h. vier GriGen
Xy, X, Xy, Zy, welche durch die Gleichung:

(3) (xz) = k?
verkniipft sind. Sie sind, bis auf den’ gemeinsamen Faktor
— 1, vollkommen bestimmt.?)

Ebenso kann man zur Darstellung einer ,Nicht-Minimal-

ebene®, d. h. die absolute Fléche nicht berithrenden (reelien oder

komplexen) Ebene w« normierte Ebenenkoordinaten benutzen,
d. h. vier GroBen u,, u,, uy, uy, welche durch die Gleichung:

(4) () = wy -+ u + w3 + ui=F

1) (g, @y, &y, 2g) und (— a9, — 2, — @y, — ) stellen also den-
selben Punkt dar.

1&
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verbunden und dadurch, bis auf den gemeinsamen Faktor — 1,
bestimmt sind.

Die Ebene z ist daun die absolute Polarebene des Punkies 2.

Weiterhin werden, woferne nicht ausdriicklich das Gegen-
teil bemerkt wird, stets nur eigentliche Punkte und Nicht-
Minimalebenen betrachtet.

AuBier Punkten und Hbenen spielen im folgenden vor
allem analytische Kurven, bzw. Stiicke von solchen, eine Rolle.
Bei ihrer Darstellung setzen wir voraus, dafi die normierten
Koordinaten eines Kurvenpunktes analytische Funktionen eines
Parameters sind, die (mindestens) ein gemeinsames Bxistenz-
bereich besitzen und sich nicht simtlich anf Konstante redu-
zieren. Differentiation nach dem Parameter deuten wir durch
Akzente an. Wir beschriinken uns dabei durchaus auf die
reguliiren Kurvenpunkte xz, d. h. auf diejenigen, fiir welche
eine derartige (reguliire)!) Parameterdarstellung existiert, daf
mindestens einer der vier Differentialquotienten z; (i = 0, 1, 2, 3)
nicht verschwindet.

2. Sel nun inshesondere eine krumme Minimallinte M des
betrachteten elliptischen Raumes vorgelegt. Ihre Tangenten,
und ebenso ihre Schmiegungsebenen, berithren die absolute
Fliche in den Punkten einer unebenen krummen Linie A4,
die der Minimallinie umkehrbar eindeutig zugeordnet ist: die
Tangentialebenen der absoluten Fliche lings der Kurve 4 um-
hiillen eine Regelfliiche, deren Gratlinie die Minimallinie 37 ist.?)
In jedem Punkte der Kurve 4 sind die Tangente dieser Kurve
und die zugehorige Tangente der Minimalkurve M absolut-
polare Geraden. Wir wollen die beiden Kurven 4 und M
zueinander zugehorig nennen.

1) Ein Parameter z heift an der Stelle r =0, o, = L:) (i=0,1,2,3)
reguliiv, wenn in der Umgebung der Stelle fiir jede der Koordinaten
eine einzige Reihenentwickelung nach ganzen Potenzen von 7 existiert
(immer abgesehen vom gemeinsamen Falktor — 1)

2) Die Tangentialebenen der absoluten Fliiche liings einer ebenen
krummen Linie derselben gehen hekanntlich alle durch den absoluten
Pol der Ebene dieser Linte: sie umhiillen einen Minimalkegel.
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Seien jetzt die Koordinaten eines Punktes z der Linie M

in der oben (Nr. 1) angegebenen Weise als Funktionen des
Parameters 7 gegeben. Wir kénnen dann die Gleichung:

(5) (zt)=z,t, + 2, t, + 2,8, + 25t = 0,

wo die # Koordinaten einer willkiirlichen Khene (oder ihres
absoluten Poles) bedeuten, als Gleichung des Punktes z ansehen.
Die Koordinaten von z geniigen der Gleichung (3) und aufier-
dem, da die Linie M eine Minimallinie ist, der Identitit:

(6) @a) =0, {r}9

Ein beliebiger Punkt y der Kurventangente im Punkte 2
hat die Gleichung:
(7 (yty=na(xt) + = (z't) = 0.

Als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf
der Punkt y der absoluten Fliche (2) angehdrt, ergibt sich
sofort 7 =0. M. a. W.: Die zur krummen Minimal-
linie (5) gehorige Kurve 4 auf der absoluten Fliche
hat die Gletchung:

8 (ty==(z't) =0,

wo x einen (innerhalb unserer Festsetzungen) willkiirlich
bleibenden Proportionalititsfaktor bedeutet. Wir nennen die
Kurve (8) auch das absolute Bild der Kurve (5).

3. Wir wollen jetzt, umgekehrt von einer unebenen,
krummen Linie 4 auf der absoluten Fliche ausgehend, fiir
die zu A zugehdrige Minimallinie M eine Parameterdarstellung
angeben, die frei von Integralzeichen ist.

Wir stellen dazu die Kurve 4 in Punktkoordinaten y durch:
Yo=—vilr+1), yy=r0o(+),
Yp=oil—r), yy=rc(lr—1)

mit der Nebenbedingung:

e-l-rt 40, {r}

) D. b («'2) =0 fiir alle (reguliiren) r.

(9)
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dar, wo [, », o drei analytische Funktionen eines Parameters 7
mit gemeinsamem KExistenzbereich bedeuten.

Man kann insbesondere I oder » selbst als Parameter wihlen.
Wir nennen dann ! den linken, 7 den rechten Normal-
parameter.?)

Beziehen wir alles etwa auf den rechten Normalpara-
meter r als unabhiingige Verinderliche, so reduziert sich die
Nebenbedingung auf:

(10) oo, i)

Wir bezeichnen ferner noch, wie iiblich, mit {/, »} den
Schwarzschen Klammerausdruck:

21/ . llll R SZII . lll
=T

Die Kurve (9) ist bekanntlich dann und nur dann eben, wenn
1) {Lr}=0, |{r}
ist. Wir setzen demnach bis auf weiteres voraus, daf (11)
fir die krumme Linie (9) nicht erfiillt sei, und schliefen

auch alle Stellen dieser Kurve von der Betrachtung aus, fiir
welche der Schwarzsche Klammerausdruck verschwindet.

Fatt man in (9) die  nicht als Koordinaten eines Punktes,
sondern als solche einer Ebene auf, so stellen jetzt die Glei-
chungen (9) in Ebenenkoordinaten die Tangententliche der-
jenigen krummen Minimallinie M dar, deren absolutes Bild die

1) Uber die Begriffe ,links‘ und ,rechts® in der elliptischen Geo-
metrie vgl. die grundlegende Arbeit von E. Study (Beitrige zur Nicht-
Euklidischen Geometrie I1.), Amer. J. math., 29 (1907), 116—159. Der
Name ,Normalparameter® stammt unseres Wissens von Herrn Eisenhart,
der damit den Parameter in der einleitungsweise erwithnten de Mont-
cheuilschen Kurvendarstellung bezeichnet. (L. P. Eisenhart, A fun-
damental parametric representation of space curves, Ann. Math, (2) 13
(1912), 17—34.) — Durch ! == konst., bzw. r = konst., sind die ,links-
seitigen”, bzw. ,rechtsseitigen® Iirzeugenden der ahsoluten Fliche — bis
auf je eine — gegeben,
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Kurve 4 ist. Um die Gleichungen von M in Punktkoordinaten «
zu erhalten, setzen wir zuniichst ¢ =1, und haben dann:

(12) (zty=o(yy'y" ) = 0;
hierin bedeutet der Klammerausdruck rechts die Determinante
Youfi y3ts , und o einen Proportionalititsfaktor, der sich aus
der Identitit (z2) = I?
bestimmt. Hine leichte Rechnung ergibt fiir o den Wert?)
i I
0= — —-

8 VI

und fiir die einzelnen Koordinaten z; selbst:

%:Z z'Vz (A1) — 20— D),
.k .
=iy Z‘Vl’ i+ =20 —1)},
(I)ﬂ k
Ty =— I'VZ‘ {0 —ry—201" + 1)},
. k i o /
Ty= 1 Z’VZ ir — D —2U'r —D}.

Die Indices zeigen dabei Differentiation nach » an.

Die Gleichungen (I) stellen, so lange nicht:

{hrt=0, {r}
ist,?) die Koordinaten einer beliebigen krummen
Minimallinie des betrachteten elliptischen Raumes

1} 6, und ebenso weiter unten o, usw., ist natiirlich nur bis auf
den Faktor — 1 bestimmt.
?) Ist 1o {i,rt=0 {r}
d. h. also
__ar—-b
Ter-d’
wo @, b, ¢, d Konstante bedeuten, so stellen die Gleichungen (I) iiber-
haupt keine Kurve, sondern einen festen Punkt dar. (Vgl. S. 15, (27)).

(ad—1Dbc=k0),
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ohne jedes Integralzeichen in Funktion des rechten Normal-
parameters dar.

Wir fragen schlieilich noch, wie man in den Gleichungen (9)
den Faktor o zu bestimmen hat, damit gerade:

<

(8% yo=@?t, {r}
ist. Differentiation irgend einer der Gleichungen (I) ergibt
sofort:

(13) g=i !

4. Wir hiitten die Gleichungen (I) auch aus einem System
von Formeln ableiten konnen, mittels deren Herr de Mont-
cheuil die Gleichung

dx? +dy:+ d* =ds?

ohne Anwendung von Integralzeichen geldst hat.!) Wegen
der Wichtigkeit dieser Formeln fiir die Bestimmung der alge-
braisch rektifizierbaren algebraischen Kurven des Euklidi-
schen Raumes wollen wir auch diese Ableitung der Gleichun-
gen (I) geben.

Durch die Substitution:

S=ix,, =2, Y=2a, =1,
geht die obige Gleichung in die Definitionsgleichung
(6%) (drdx)y=20

der Minimalkurven unseres elliptischen Raumes in normierten
Punktkoordinaten « iiber. Als Lisungen von (6*) folgen aus
den de Montcheuilschen Formeln:?)

1) A. a. 0. (Bull. Soe. Math. France 38). —— Dieser im Texte aus-
gefithrte Gedanke ist bereits angegeben bei E. Salkowski, Zur Theorie
der Kurven im elliptischen Raum. Jahresber. d. D, Math.-Ver. 21 (1912),
25—52, u. z. auf S. 31.

%) Wir sehlieBen uns in der Bezeichnungsweise Herrn Salkowski
an (vgl. die in der Einleitung zitierte Abhandlung).
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2, =v" + (uw —w),
le = —i{v' — (uw' —w)},

Jxo = —i{w 4 (uv' —v)},
(14)
z, = w' — (uv' —v),

wo v, w zwel analytische Funktionen der Verinderlichen u
mit gemeinsamem KExistenzbereich bedeuten.!) In (14) sind
die Koordinaten 2; noch gemif (3) zu normieren; das gibt
die Bedingung:

15 L
(15) vw——vw-——4.
aus der weiter durch Differentiation:

o .wu w

(16) Dl

folgt. Nennt man den Wert dieses Bruches [/, so ergibt sich
nach einiger Rechnung aus (14):

so= oy WD+ 20— 1)

- o = - Mlj;,-l_‘—-{l“(ul—i—1)—i—2l’(l-—ul‘)},
z, = — 41-1”1/—1_‘— {1 (ul — 1) + 20 (L — ul’)},
b= (= D 20 (L 1)

wo die Indices Differentiation nach u anzeigen. Endlich fithrt
die Substitution

(17) S
.

die Gleichungen (1¥) in (I) iiber.

1) Da wir nur krumme Minimallinien betrachten, diirfen wir
"7 A '
v'ew’ L0, {u} annehmen.
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5. Aus den Gleichungen (I) findet man ohne Schwierigkeit:

- dw, —idx,  dz,—idu,
T day +ide,  dx, + idz,’
l [ — T, — i 2y +~@2i‘ﬂ;)f

Xy — 12, — (@ -+ b25) 1

Hieraus folgt:
Man erhilt alle algebraischen krummen Minimal-
linien des betrachteten elliptischen Raumes, wenn man
in (I} fir ! beliebige algebraische Funktionen von r
ar-+b
ot d

einsetzt, ausgenommen nur die Funktion (a, b,

¢, d Konstante).

Zu entsprechenden Resultaten wiren wir gelangt, wenn
wir den linken Normalparameter als unabhiingige Verinder-
liche benutzt hiitten: eine Bemerkung, die auch fiir alle fol-
genden Entwicklungen gilt.

Il. Die eigentlichen, nicht-isotropen krummen Linien.?)

5. Wir leiten nun auch fiir die eigentlichen krummen
Nicht-Minimallinien des elliptischen Raumes eine von Integral-
zeichen freie Parameterdarstellung ab.

Zuniichst betrachten wir diejenigen unter diesen Linien, die
auf der Tangentenfliche (mindestens) einer krummen Minimal-
linie liegen.

Sei wie oben:
(19) (xt)=0 (@o)y=k, @'z)=0, {})

die Gleichung einer krummen Minimallinie M in normierten
Punktkoordinaten x; (i = 0, 1, 2, 3) bezogen auf einen (regu-
liren) Parameter r. Dann stellt die Gleichung

1) Bigentliche Kurven sollen die (abgesehen von einzelnen Punkten)
im Endlichen verlaufenden Kurven heifien; nicht-isotrope Linie hedeutet
s. v. w. Nicht-Minimallinie.
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(20) (eHy=(xt)+ a(z't) =0,

wo a gleichfalls eine analytische Funktion des Parameters r
von geeignetem Existenzbereich bedeutet, eine krumme Linie A
auf der Tangentenfliche von M dar, und zwar in Punkt-
koordinaten 2z, die wegen der Nebenbedingungen von (19)
gleichfalls normiert sind:

(#2)=(z2) + 2a(zz) 4+ ®(@'2) =k, {}.

Bezeichnet jetzt s? die quadrierte Bogenlinge der Kurve A
so hat man:

@1 st =(2'2")
oder, wegen (20):
21% §'? = a?(z" 2").

Man gelangt auf diese Weise zu folgender Gleichung der
nunmehr orientierten Linie K:

I

(20%) (2t) = (xt) + - Vi 7)~( "t) =0.
Diese Darstellung wiirde nur versagen, wenn
@ =0, {7
wiire., Nun aber ist fiir die Minimalkurve M :
(22) zox oy = — kR (xtx)?,  {z},

so daB (2" ") im betrachteten Gebiete nur an einzelnen Stellen
verschwinden kann, die wir von der Betrachtung ausschliegen.
Im entgegengesetzten Falle miifite ndmlich in (22) auch die
Determinante links fiir alle 7 identisch Null sein: die Minimal-
kurve wire eben, was unmoglich ist.

An Stelle der Gleichungen (20) und (20*) kann man auch
die folgenden benutzen:

(20 a) (¢t)y=(zt) + a(yt) =0, bzw.:

l

(20%a) Co=@D+ 0

-(yt) = 0.
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Hierin hat y die durch (8%) gegebene Bedeutung. Gibt
man also y durch (9), mit » als Parameter, so ist p der Wert (13)
beizulegen.

7. Wir brauchen jetzt nur die Koordinaten z; (i = 0, 1, 2, 3)
der Minimalkurve M in der Form (I) als Funktionen des
rechten Normalparameters anzunehmen, um nach Anwei-
sung vou (20%) die gesuchte Parameterdarstellung der Kurve &
zu erhalten. Man findet mit Hilfe von (18) und (9):

Zfzzyrﬂ('+1%* 'r— D,
ik i .
f= s A+ — (=D},

(D

™

()

— oy ra—n—@+ 1),
— U e —n—@r—uy.

<

Py

w

Hierin bedeutet f eine analytische Funktion von #» mit
geeignetem Existenzbereich, die beliebig angenommen werden
kann, und die Indices zeigen die Differentiation nach r an.
Je nach Orientierung der krummen Linie K ist dann:

(23) s =c¢eki (f'— _,)[ll>, (e==21).

8. Bei der Ableitung der Formeln (II) wurde wieder vor-

ausgesetzt, daf nicht
{t, 7}y =0, {r}
ist.

Lassen wir nunmehr diese Voraussetzung fallen, so daf also
(10) und (11) erfiillt ist. Dann ist, wie wir bereits bemerkten,
die krumme Linie 4 auf der absoluten Fliche eine ebene Kurve,
und die zugehorige Minimalkurve M reduziert sich daher auf
einen festen Punkt 2, den Scheitel des lings A die absolute
Fliche berithrenden Minimalkegels. Die Koordinaten dieses
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Punktes sind gleichwohl immer noch durch (I), nur Jetat mit
der Nebenbedingung (11), darstellbar.

Hbenso iiberzeugt man sich leicht, dak die Gleichungen (20 a)
bzw. (20%a) nunmehr ecine beliebige krumme Linie K auf dem
Minimalkegel vom Scheitel z darzustellen fihig sind, wobei die
durch (20a) bzw. (20*a) definierten Koordinaten 2z dieser Linie
sich als normierte Punktkoordinaten erweisen. Auch hier
versagt die Kurvendarstellung (20%a) hichstens an einzelnen
Stellen des betrachteten Bereiches.

Gibt man jetzt die Koordinaten des Punktes z durch (I)
und diejenigen der ebenen krummen Linie 4 durch (9) als
analytische Funktionen des rechten Normalparameters — nun
aber mit beliebigem, von Null verschiedenen Werte der analy-
tischen Funktion o von » — so erhiilt man wiederum die
Gleichungen (II).

Hiermit ist der Satz bewiesen:

Jede (orientierte) eigentliche nicht-isotrope
krumme, analytische Linie des betrachteten ellip-
tischen Raumes ist durch die von Integralzeichen
freien Formeln (1I) darstellbar, in denen f" und I zwel
analytische Funktionen des rechten Normalpara-
meters » mit gemeinsamem Existenzbereich bedeuten.

i
{ darfdabei keine Konstante,und f nicht gleich 57 seln.
9. Durch das Gleichungssystem (II) wird zugleich die Auf-
gabe gelost, alle algebraisch rektifizierbaren alge-
braischen krummen Linien') des betrachteten ellip-
tischen Raumes zu bestimmen.

Aus den Formeln (II) folgen niimlich durch Differentiation
nach » die weiteren:

1) In meiner in der Binleitung genannten Arbeit habe ich (einer
Definition von Herrn Salkowski folgend) die entsprechenden Kurven
im Euklidischen Raum als algebraisch rektifizierbare krumme Linien
schlechthin bezeichnet, was hier ausdriicklich angemerkt sei, da der Be-
eriff dort nicht hinreichend erklirt ist.
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G= g (RUP I )+ QU =) @ 1),
G- zflkle (QRUF =1 PY U+ + QU — 1) (4 D),
(24) ,
S AP Q=)+ @1 @)
f= uf]’”/l, {RUF =1 ) (1) U~ 1) @7 + D},

und mittels dieser Gleichungen nach lingerer, aber keine
Schwierigkeiten bietender Rechnung:

Zydey—aydey— o dey+2,de, —ckds
z,d2,—2,de,~2,det2,d2,-i(2, dzy—2,dz,-2,d2+z dz)
fde -~ dey-zydegte,dagtileyde,—zyda-z,dz +2,dz,)
(25) 2y dzy—2,dey—2,d2,+2,d2, +ekds
2otz )+ (2,~ie
Ezz 7,237‘ Ezz:z_zi; —s, = eki(f—1g V1),
(e2=1, s, = konst.).

r=

Man erhiilt demnach alle algebraisch rektifizier-
baren algebraischen krummen Linien im betrach-
teten elliptischen Raume, wenn man in den Gleichun-
gen (1) fiir L und f—1g V1" beliebige algebraische Funk-
tionen von r einsetzt, die keine Konstanten sind.

Ill. Besondere Klassen von nicht-isotropen krummen Linien.

10. Fiir gewisse Kurvenklassen, nimlich fiir die krummen
Linien auf einem Minimalkegel und diejenigen in einer Minimal-
ebene, vereinfacht sich das Gleichungssystem (II) wesentlich.

Ist die Kurve K eine krumme Linie auf (mindestens)
einem Minimalkegel, so besteht, wie wir bereits sahen,?)

1) Vgl. S. 7, Anm. 2.
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fiir die Beriihrungskurve dieses Minimalkegels mit der absoluten
Fliiche die Identitiit:

ar—+b

o d’ (ad—be£0), {r},

wo a, b, ¢, d Konstante bedeuten. Unbeschadet der Allgemein-
heit darf man ad—be =1

(11%) l

I

voraussetzen. Man kann dann fiir die Koordinaten y der Be-
rithrungskurve 4 des Minimalkegels mit der absoluten Fliche:
Yo —ilar + b+ r + d},
]%=0W+Uﬁ+@7+h
lg/2 = —i{cr? 4 (d — a)yr — b},
Yo=u0ar+ (b—c)r—d

(26)

setzen, und erhilt hieraus fiir die Koordinaten des Scheitels x
des Minimalkegels:

k e s ot
@T) @y=, (h—c), 7= —72”(c¢—d), z, = 72(a+d), x3=lj(b+c).
Nun liefert die Gleichung (20a) das System:

£y = ]) {k(b—¢)—c¢is'-[ar* (b4 e)r+d]},

£y = — ;» {k(a—d)—eis'- [ — er*—(d-+a)r—b]},
(28) -
- é (@t d)— eis'- [ 4 (d—a)r—b]),

s é{k@+”y—£““mﬁ+%b—®r—wﬂh(¥=d%

auf welches sich die Gleichungen (II) im vorliegenden Falle
reduzieren.

11, Liegt die Kurve K in einer Minimalebene, deren
Koordinaten w; durch

U, = _L((lﬁ + 1), U = + /‘f’ Uy = z"(a — ﬂ).

(29) .
ty==afl — 1, (a, p Konstante)



16 L. Berwald

gegeben werden konnen, so liefert die Bedingung:

(u2) =0, {r},

wenn fiir die z; die Werte (II) gesetzt werden, ohne Weiteres:
(30) f’=l_‘—»—f~—.

Trigt man diesen Wert in die Gleichungen (II) ein, so
folgt aus ihnen das einfachere System:

yar—+1 1 g —{—ll
A T
=i {V/' 2t 'Hﬂ},

R l—¢ Slor—f
31) L i

R 3 I S B B

2 l—u Vi r—p|

= Vi r—p
das geeignet ist, die krumme Linie K darzustellen, so lange

o0, {r}

L 9{] it 1_1/;—1}’

ist.
Der Darstellung (29) entziehen sich zunichst diejenigen
Minimalebenen, zwischen deren Koordinaten die Relationen

(52) wy =iy, u, = i,

bestehen. Doch bietet dieser Fall keine weitere Schwierigkeit:
je nachdem u, von Null verschieden ist und in (32) das obere
oder das untere Vorzeichen gilt, oder endlich #, verschwindet,
folgen die Gleichungen der krummen Linien in diesen Ebenen

' . 1 .
aus (31), indem man den Grenziibergang zu 5 = 0 bhei he-
)
liehigemn endlichen «, denjenigen zu == 0 bei beliebigem end-
o

lichen f, oder endlich denjenigen zu (11 =0, ; =0 vornimmt.
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12. Besonderes Interesse verdienen die Schnittkurven eines
Minimalkegels und einer seinen Scheitel nicht enthaltenden
Minimalebene, die (irreduzibeln) singuliren Kreise des ellip-
tischen Raumes.

Um die Parameterdarstellung eines passend gewihlten
singuliren Kreises zu finden, setzen wir in (28):

a=0, b=1,c¢c=—1,d=0; e=1

und erhalten so als Gleichungen einer beliebigen krummen (orien-
tierten) Linie auf dem Minimalkegel vom Scheitel (%, 0, 0, 0):

1—r2 14 ’
g Shsm=i o g8, gy=r-s.

2

8, = k, &, =

Soll diese krumme Linie auch der Minimalebene:
(39) 2y iy = 0

angehiren, so mufy sein:

Die eigentlichen Punkte des singuliren Schnittkreises der
Minimalebene (33) und des Minimalkegels vom Scheitel (%, 0,
0, 0) sind also darstellbar durch
Ly P PR b GO 1. o 4 5, =ik,

2y 772 2y

. 1 . .
wobei weder » noch Null sein durf.
i

Als Gleichungen dieses singuliiren Kreises ergeben sich
somit die folgenden

(35) Xyt ixg =10, 2} + 2} — 25 = 0.

Der singuliire Kreis (35) beriihrt in seinen uneigentlichen
Punkten (0, 1, ¢, 0) und (0, 1, — 4, 0) beziiglich die absoluten
Geraden
[@,+izy=0, xy+ iz,=0,
]x,—ax2=0, Zo+ izg =0
Sitzungsb, d. math.-phys. K1. Jahrg. 1916, 2

(36)
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der Minimalebene (33). Seine Achse, d. h. die Verbindungs-
linie seiner beiden uneigentlichen Punkte, hat die Gleichungen

z,=0, z,=0.

Allgemein kann man die (irreduzibeln) singuliiren
Kreise eines elliptischen Raumes auch definieren als
diejenigen irreduziblen Kegelschnitte, welche in den
Minimalebenen dieses Raumes liegen und ihre beiden
absoluten Geraden beriihren. Durch jede Bewegung
deselliptischen Raumes werden singulire Kreise wieder
in singuldre Kreise libergefiihrt.
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