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Elementar-geometrischer Beweis des Ponceletschen
Schliessungssatzes.

Von Heinrich Liebmann.

Vorgelegt von 8. Finsterwalder in der Sitzung am 5. Februar 1916.

Der Ponceletsche Schliefiungssatz?!) ist bekanntlich Aus-
gangspunkt fiir eine Reihe von wichtigen Untersuchungen ge-
worden; er hat einerseits wegen seines Zusammenhanges mit
dem Additionstheorem und den Teilungsproblemen der ellip-
tischen Funktionen eine grotie Bedeutung, er ist ferner nach
bestimmter Seite hin von den Kegelschnitten auf héhere alge-
braische Kurven erweitert worden.?) Poncelet selbst war sich
der Wichtigkeit seiner Entdeckung wohl bewuft, sonst hitte
er nicht die Figur des Satzes, versehen mit der Umschrift
»aut semper autl nunquam®, zu seinem Siegel erwihlt,®) und
Chasles nennt in seinem ,Rapport sur les progrés de la
géometrie* (1870) unter den Verdiensten Poncelets den
SchlieBungssatz an erster Stelle.

Es mag als ein Wagnis erscheinen, auf einen so bekannten
Stoff nochmals zuriickzukommen, doch glaubt der Verfasser
im Hinblick auf neuere Untersuchungen und Darstellungen
dieses Wagnis unternehmen zu diirfen, selbstverstiindlich ohne

1) J. V. Poncelet, Traité des propriétés projectives des figures
(Paris 1822), No. 531 (S. 822).
%) Vgl. hierzu Math. Enec. 11, C1 (F. Dingeldey), Nr.24 und
26—28 und II. B 3 (R. Fricke), Nr. 77.
%) Nach E.Ko6tter, Die Entwickelung der synthetischen Geometrie I
(Leipzig 1901), S. 149.
o%

-



20 H. Liebmann

den Anspruch, grundsiitzlich Neues zu bieten. Von den beiden
hier wiedergegebenen Beweisen soll vielmehr der erste nur
den Formelaufwand moglichst einschriinken, der zweite aber
den Rahmen allerelementarster Rechnungen nicht tiberschreiten.

Demgemiif sollen sich die Beweise auch auf den einfachen
von Poncelet selbst vorangestellten Fall beziehen, daB es
sich um ein Kreishiischel

(1 22ty —r?—2l@—a)=0

handelt und zwar um ein hyperbolisches, so daf
a>r

vorausgesetzt wird. Dann lautet der Satz so:

Legt man von einem beliebig gewiihlten Punkt I
des Kreises i (A = 0) die Tangente an einen bestimmten
Kreis 4, (< r) des Biischels und bezeichnet ihren zwei-
ten Schnittpunkt mit K durch P,, legt man dann von
P, aus eine weitere Tangente an einen bestimmten
Kvreis 4, (<< 7) des Biischels, welche K zum zweiten Mal
in Py schneidet, so beriihrt unabhingig von der Wahl

des Ausgangspunktes P,, die Sehne P, P, ebenfalls
immer einen und denselben Kreis 4, des Biischels.

Erster Beweis (Differentialgeometrisch).

Wir betrachten zuniichst nur eine Sehne P, P, des Kreises K
und suchen die Bedingung dafiir aufzustellen, daf sie bestiindig
einen und denselben Kreis (4,) des Biischels beriihrt.

Es sei P, P, eine bestimmte Lage der Beriihrungssehne und

LAOP, =q,, S AOP,=q,,
ferner 7' ihr Berithrungspunkt mit dem Kreis (2,) und @, ¢,
eine benachbarte Beriihrungssehne, die denselben Kreis 4, be-
riihrt, wobei

LA0Q =¢,+dg, FA0Q=q,+ dp,

ist. Bezeichuet man den Schnittpunkt der beiden benachbarten
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Sehnen £, P, und @, ¢),, also den Beriithrungspunkt mit (Z,)
durch 7, so ist
ATP QcoANTE,Q,,

wenn man also die Sehnenabschnitte 7P, und TP, mit s
und s, bezeichnet, hat man aus der Proportion

P,Q,: TP, =P,Q,: TP,
oder rdg s, =rdgp,:s,
die Gleichung
(2) G A0 g,

Ist ferner (nach 1)
0, = Vit — ZCIIZx —i——lf

der Radius des Kreises (4,), so gibt die aus den beiden Drei-
ecken M, TP, und OM, P, folgende Formel

oi +si=(MTY=r+ A —2ri cosp,
in Verbindung mit dem Wert von of den Wert

st =24, (0 — 7r cosq,).
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In derselben Weise folgt
sy =21, (¢ — r cos p,),
und aus (2) folgt dann

d,

®) A _ —.

Va—rcosp,  Va—rcosq,

Hieraus folgt, dat die Zentriwinkel (¢, und ¢,), welche zu
den Endpunkten P, und P, der Sehne gehoren, dann und nur
dann die Differentialgleichung (3) erfiillen, wenn die Sehne P, P,
bestindig einen und denselben Kreis 4, beriihrt.

Auf der andern Seite denken wir uns jetzt ¢, und ¢, frei
veriinderlich, dann kann man immer den Parameter (4,) des-
jenigen Kreises bestimmen, der von P, P, beriihrt wird. Bei
dieser Betrachtung wird also 4; eine Funktion von ¢, und ¢,
und d 2, driickt sich linear durch d¢, und d¢, aus; und wenn
4, konstant ist, muf hieraus die Gleichung (3) entstehen. Dem-
nach folgt fiir diesen allgemeinen Fall

dg do )
3/ - *:]_ 2__ —dl - @. . m.).
( ) Va_rCOS(Pl 1/'{1__"‘(:()51}02 1 f(/] /2)

Mit dieser einen einfachen Uberlegung ist aber der
Schliefungssatz bewiesen; denn wenn sowohl P, P, bestindig
denselben Kreis 4, wie P, P, denselben Kreis 4, beriihrt, so
folgt durch zweimalige Anwendung von (3), dak auch

dey Ay
V'a—rcos Py Va—r cos @,

ist, daB also auch P, P, bestindig denselben Kreis (45) beriihrt.

= {

Zusatz zum ersten Beweis.

Obwohl dies die bisherige Betrachtung nicht erfordert,
mige nun doch noch der Vollstindigkeit halber die genaue
Berechnung von (3°) folgen unter Verwendung der Abkiirzungen

Uy = — 7 COS Pyy Uy = 0 — ¥ COS Py -
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Aus Fig. 1 entnimmt man
2rsind(py— @) =38, 5, = Vi, (Vg + V).
AuBierdem ist
Vuy + V) Vuy—Vu,) = uy —u, = r (cos g, — cos p,)
= 27 sin} (@, — @) sing (9, + ¢1)
und hieraus folgt in Verbindung mit der ersten Formel fiir 7,

V2 Aysing (p, + ) = V“2 - Va

Aus der ersten Formel fiir 7, folgt

Vi + V) T/%x ~

. ——(rsing, d rsingydo
,.Cos_é((pZ_(pl)(dtpz—dq)l)—VZZ.l( ..2 (piu Py + 2V2u 2).
1 1

Setzt man nun rechts den zweiten Wert ein, also
V2, = Vf‘? — Vi ’
sin§ (, + @)
so findet man nach kurzer Rechnung

3 doy, _ do, Vzté + V.’;“' o 2§in:%ﬁ92 + @) T
Vu, Vo, rV2i, sing,V u, +sing, V u,
womit (3') ergiinzt und bestitigt ist. —
Der Umstand, dab

1?

L, = constans

ein Integral der Differentialgleichung (8) ist, fithrt bekanntlich
nach einer schon von Kuler!) herriihrenden, von Legendre
aufgenommenen Betrachtung zum Additionssatz der elliptischen
Integrale bzw. der elliptischen Funktionen, und zwar gelangt
man mit Leichtigkeit gerade zur Legendreschen Normalform.

1) Vgl. Fricke, a. a. O., Nr. 1, 6 und 77.
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Dies soll natiirlich hier nicht rechnerisch durchgefiihrt werden,
aber ein Hinweis mag deswegen erlaubt sein, weil die lingst
gewonnene Erkenntnis, daf das Integral 4, eben gerade
durch den Schlieffungssatz gewonnen wird, noch mehr-
fach in den Darstellungen iiber Gebiihr zuriicktritt.

Zweiter Beweis (Elementargeometrisch).?)

Bei diesem zweiten Beweis, der naturgemif etwas mehr
Rechnung erfordert, dafiir aber auch die bisher nicht abge-
leitete , Schliefungsbedingung® zwischen den Parametern 4, 4,, 4,
der von den drei Sehnen P, P,, P, P, und P, P, beriihrten
Kreise liefert, bezeichnen wir die Zentriwinkel

L AOP,, X AOP, X AOP,
mit 2(P1a 2(}92, 27’3’

weil dadurch die Formeln einfacher werden.

Die Radien der beriihrten Kreise hingen mit den Para-
metern 1,, 1,, 1, zusammen durch die Gleichungen

(4) a=Vrr—2ak+2 (i=1,2,3),

1) Der Ponceletsche Beweis, von E. Kotter (a. a. O., S. 150 ge-
nau besprochen) macht bekanntlich von der Betrachtung Gebrauch, daf
eine Kurve, die von Kegelschnitten eines Biischels in jedem ihrer Punkte
berithrt wird, notwendig ein bestimmter Kegelschnitt des Biischels sein
mufi. — R. Sturm (Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften I,
Leipzig 1908, § 31) erhidlt den Satz aus allgemeineren iiber cyklische
Involutionen. — Vgl. auch K. Rohn (Jahresberichte der Deutschen Math.
Ver. 22 (1913), S.330—340) und Leipz. Ber. 60 (1908), S.94—181. —
J. Steiner (Ges. Werke I, Berlin 1881, S. 159) hat bekanntlich die Be-
ziehungen fiir Vierecke, Fiinfecke usw. bis zu den Achtecken angegeben,
welche bestehen, wenn ein solches Vieleck einem Kreis unbeschrieben
und zugleich einem andern einbeschrieben lst. Die Vermutung, die auch
E. Kotter schon frither ausgesprochen hat (a. a. O., S. 152), dah Steiner
den Schliefungssatz aus seinem ,Kreisreiben-Satz* (Werke I, S. 43) ab-
geleitet hat, ist wohl schwer nachzupriifen. Ein Versuch, durch die
Laguerresche Linieninversion in Verbindung mit der Transformation
durch reciproke Radien den viel schwierigeren Ponceletschen Satz aus
dem Kreisrethen-Satz abzuleiten, hat zu keinem Ergebnis gefiihrt.
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auierdem ist im Hinblick auf Fig. 1 und die neu eingefiihrten
Winkelbezeichnungen (2¢ an Stelle von ¢)

0, =7 €08 (@y — @;) — 4, COS (@1 1 )
(5) 03 =7 05 (3 — ;) — 4, €os (g5 + @),
03 = —7cos (;p, — Pg) + Ag cos{p; + @5).

Unsere Aufgabe besteht nun darin, diejenige Beziehung
zwischen 1, 4, und 4; aufzustellen, vermoge deren die For-
meln 4 und 5 fiir die Winkel eine ganze Wertschar (%! Wert-
systeme) liefern. — Kine endliche Anzahl von (imaginiren)
Wertsystemen fiir die trigonometrischen Funktionen erhiilt man
selbstverstindlich auch dann, wenn die aufzustellende Bedingung
nicht erfullt ist.

Zuniichst eliminieren wir ¢, aus den beiden ersten Glei-
chungen (5), wobei bestindig von (4) und (5) Gebrauch zu
machen ist. Das Ergebnis ist bei Anwendung der Abkiirzungen

1= c0s (p, + p), v = cos (@, — y)
(6) g, v) =+ L) v—r(L + &) — 0,0,
falu,v) =712 (u? + v —1) —2aruv + a?
die Gleichung zweiten Grades

N Fo(u,v) = (9w, 0))2 — 44, A, fo(u,v) = 0.

Die weitere Untersuchung wird nun zeigen, daf eine ein-
zige Gleichung zwischen den Parametern 1, 4,, 45 hinreicht,
damit jedes Wertsystem wu, o, das die dritte Gleichung (5) oder

(8) h,v) =iyt —r-v— 9, =20
ertiillt, auch (7) erfiillt.

[Projektivische Begriindung. Die Gleichungen (7) und
(S) zeigen unmittelbar, wie man nun die weitere Ausfithrung
zu gestalten hat, wenn man sich der Gedankenginge der ana-
lytischen projektiven Geometrie bedienen will und « wnd v als
rechtwinklige Koordinaten deutet.
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(7) stellt einen Kegelschnitt dar, der den Kegelschnitt

f3(u, v) =10
i den beiden Schuittpunkten mit der Geraden
g(u,v)=20

beriihrt.

Soll nun unsere ganze Betrachtung zum Ziel fithren, so
muf vor allem der Kegelschnitt (7), in dessen Gleichung Z; gar
nicht vorkommt, von selbst in ein Geradenpaar zerfallen.

Das ist in der Tat der Fall, und man rechnet dies am
einfachsten in der Weise nach, daf; man zeigt, dat F, (u, v) = 0
den Pol der Geraden g(u,v) =0 in Bezug auf den Kegel-
schnitt f, (u, v) = 0 enthilt. Dies lifit sich durch kurze Rech-
nung zeigen, und damit ist dann bewiesen, dafi (7) in ein
Geradenpaar zerfillt, und zwar in die beiden Tangenten, die
von jenem Pol an f,(u,v) == 0 sich legen lassen.

Weiterhin wird verlangt, dat (8) eine der beiden Geraden
werden soll, also jedenfalls eine Tangente von f,(u, v) = 0.

Dak dies immer der Fall ist, erkennt man. indem man
aus (8) einsetzt

VU= AU — Qg
und dann erhilt
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foGt, 0) = r#(u® —1) 4 (A0 — 0,)F — Laullyu — o) + a®
=u?(r* 41y, —2ak) + 2ug, (4 —a) + a® 4 of —#*
=ul0; —2uoy(ly—a) + i —2al, + a®
= (uo, —(}; —a))?=0.

Demnach ist (8) in der Tat Tangente und zwar hat der

Beriihrungspunkt die Koordinaten
gt Tt ki _hhh—a—d ak—r
o r 705 Ty

Jetzt finden wir die ,SchlieBungsbedingung® leicht: Wenn
niamlich u, # einer der beiden Punkte ist, in denen g¢(u,v) =10
den Kegelschnitt f, (v, ) = 0 schneidet, dann ist % (u,») =0
sicher eine der beiden Tangenten, in die (7) zerfillt (vgl. Fig. 2).

Demnach ergibt sich als einzige Bedingung, daf g(u, v) =0
den  Beriilirungspunkt (u,v) des Geraden h(u,v) = 0 mit dem
Kegelschnitt f, (u,v) = 0 enthdlt.

Um aber das eigentliche Ziel eines ganz elementaren Be-
weises zu verfolgen, gehen wir auf die Rechnung nicht ein,

die diesen Gedankengang durchfiihrt. ]

Die lineare Gleichung (8) kann ersetzt werden durch

u=-/"3;a +tr=u-t-r,
(&) a 7t 3— r?
p= 3 by =04t I,

7 04
wobel ¢ willkiirlich bleibt, denn es ist
Ay 4 tr) —r (@ + t2,) — o,

.3'/{“—0 ),.ﬂ'lgj—r?_(\)s:%§f2a13+7-9—92=0.
Q3 704 Qg
Im Anschluff hieran zeigen wir, daB jedes Wertsystem (8)
der Gleichung (7) identisch, d. h. fiir jeden Wert von ¢ er-
fiillt, sobald

g (@, v) =0 ist.
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Bevor dieser Nachweis erbracht wird, soll diese Forderung
noch genauer berechnet werden. Man erhiilt zuniichst die
symmetrisch gebaute Gleichung

alydydyg + art(d, + 4, 4 A)) — 1t — ro, 0,0,

9
) =}[—7'Q19293'

Rationalisiert man diese Gleichung, indem man in
2 22 e 9
H? — 010205 = 0

die Werte (4) der Radien der berithrten Kreise einsetzt, so
kommt ein Ausdruck, der in » vom sechsten Grade ist und
von dem sich iiberdies der von Null verschiedene Faktor a® — »2

abspalten liGit. (9) ist dann ersetzbar durch
gy T A2l 22000 = 20 Ry Gt
( el - da) 4 BRE = 0.

Um nun die Wirkung der Bedingung (9) oder (9‘) zu
priifen, stellen wir zunichst fest, dak

g+ to, v 4 thy) = —t(r* (A, + Ay — i) — A, A3 44)
wird. AuBerdem wird

(i +tr, o4 tl)= A+ 2Bt + ¢ mit
A=ri(rr+ 1) —2arlr=1%p;
B=r@ar 4+ vl)—ar(@i, 4 or)

= ; (02 (hy— @)+ I — 12 Dy — a2 — ady + @dy— 1)) = 0
3

C=u(@n—arv) +v(—ara) 4 r29)— r* + a?
—_ 2 o

=?_(/(T‘_,l3 a__a(\a}‘3 )))_*_7_;(_(”(}.3 a)
O3

O3 O3

7.2_(12 )
)—7*2—{—-02: (ahy-—vr —py) = 0.

05

- (a‘).3 —r?)

O3

+
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Demnach wird schlielich
Fy(@4tr, o4 td) = @24, + 4, — ) — A, A 45) — 42,4, ¢% o3
=2t A+ a4 45—20,—20,4,—224,4)—2r (4, + 4,
4 Ay —4da)+ B4 =0.
Damit ist bewiesen, dafi jedes beliebige Wert-
system u, v, welches (8) erfiillt, auch (7) erfiillt, sobald
die SchlieBungsbedingung (9) bzaw. (9°) erfullt ist.

Zusatz zum zweliten Beweis.

Es mogen noch einige Bemerkungen folgen.

Bei gegebenem /4, und 4, ist die SchlieBungsbedingung fiir
4y vom zweiten Grad. Man kann nun noch nachweisen, dab
unter den gegebenen Voraussetzungen (4, <7, 4, <<7) nur die-
jenige Wurzel 4, in Betracht kommt, die auch kleiner als 1 ist.
Das geht sehr einfach durch die Betrachtung des Grenzfalls,
wo die Kreise konzentrisch sind.

Sodann wollen wir den Satz auf den besonderen Fail an-
wenden, wenn die Sehnen alle denselben Kreis 4 beriihren.
(9 gebt dann iber in

— 3t —292 Bl —4a)+ =0
oder wegen
2ai =1+ AT — p?
in 2920 4t — 4292 =0
=72t 2ro.

Von den beiden Werten kommt aber wegen 1 <r nur
der zweite in Betracht, und man erhilt die lingst bekannte?)
Beziehung, welche zwischen den Radien » und o des unbe-
schriebenen ‘und einbeschriebenen Kreises eines Dreiecks und
dem Mittelpunktabstand der Kreise besteht.

Schon Poncelet selbst?) hat aus dem Schliefungssatz fiir
Dreiecke den Schlieungssatz fiir Polygone gefolgert, d. h. fiir

1} Sie rithrt (nach Angabe von M. Cantor) schon von W. Chapyple
(1746) her.

%) Poncelet, a. a. 0., Nr. 534, S. 326.
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Sehnen — n — Seite P, P, ... P, eines Kegelschnitts K, dessen
Seiten bei der Wanderung von P, lings K je einen bestimmten
Kegelschnitt eines Biischels beriihren, dem auch J/{ angehort.
Auch darf darauf hingewiesen werden, daf man selbstver-
stindlich 1n einzelnen Fillen, z B. bei der Aufstellung der
Beziehung zwischen 4, » und g, vermdge deren sich dem Kreis (r)
ein kounvexes Sehnenviereck einbeschrieben lifit, dessen Seiten
den Kreis (o) beriihren, eben auf Grund des Schliefiungssatzes
von einer besonderen Lage ausgehen kann. Ubrigens kann
gerade fiir den Fall des Sehnen-Tangentenvierecks noch der
SchlieBungssatz unmittelbar durch trigonometrische Rechnung
abgeleitet werden, ein Verfahren, das den Anstol zu dem hier
mitgeteilten Beweis des allgemeinen SchlieBungssatzes gegeben
hat und also dazu gefithrt hat, den bisher auch in neueren
Werken iiber hohere Klementarmathematik bei Seite gelassenen
Satz durch die Art der Begriindung da einreihen zu konnen,
wohin er seinem Wesen nach eigentlich gehort.
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