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Neuer Beweis eines Koebe-Bieberbachschen Satzes
ifiber konforme Abbildung.
Vou' Georg Faber.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 4. Mirz 1916.

Herr Koebe hat zuerst folgenden Satz bewiesen und ihn
zur Grundlage wichtiger Untersuchungen gemacht:

Wenn durch
(1) =4 a8t agt - (2] < 1)
ein schlichtes Gebiet g der Z-Ebene mit der Begrenzungs-
menge ¢ auf das Innere des Einheitskreises £ der z-Ebene

abgebildet wird, so gibt es eine fiir alle derartigen Abbildungen
nnveriinderliche Zahl s, der Art, daf fiir keinen Punkt von ¢

(2) | Z < ‘ist.

Finen viel schiirferen Satz hat Herr Ko.ebe nur ver-
mutef, nimlich:

Die Zahl » 1st =1 und es gibt auf ¢ nur dann einen
Punkt P, fiir den
() 1z =1

ist, wenn ¢ aus dem geradlinigen Schnitte Poo besteht, dessen
Verlingerung durch O geht.

In seiner Schrift iiber konforme Abbildung?) erwihnt Herr
Bieberbach, daB es ihm gelungen sei, die Richtigkeit dieser
Vermutung zu beweisen: der Beweis wird im 77. Bande der
Annalen erscheinen. Durch diese Bemerkung angeregt, suchte

1) Sammlung Goschen 1915.
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und fand ich selbst einen Beweis jenes verschiirften Koebe-
schen Satzes. Und da Herr Bieberbach, dem ich diesen
Beweis mitteilte, ihn als von dem seinigen verschieden und
merklich einfacher bezeichnete, so mochte ich mir erlauben,
ihn im folgenden auseinander zu setzen.

Ich ersetze in (1) Z durch —;, z durch i und beweise
dann folgenden von dem Koebe-Bieberbachschen nur in der
Fassung des Wortlautes verschiedenen Satz:

Wenn durch )
w  Z=hetn ity

— 1@
das Aufiere des Kinheitskreises & der z-Ebene auf das AuBere (7
einer Kurve ' in der Z-Ebene abgebildet wird, und wenn es
innerhalb oder auf € zwei Punkte P, I’, von der Entfernung 4
gibt, so ist
6) |6, >1;
nur in dem Ausnahmefall, wo G aus der lings der Strecke P, P,
aufgeschlitzten Ebene besteht, ist [b, = 1.

Multipliziert man die rechte Seite von (4) mit irgend einer
Zahl vom Betrage 1 und veriindert man gleichzeitig in be-
liehiger Weise das Glied b,, so bedeutet dies fiir die Abbil-
dung nur die Ersetzung der Kurve (' durch eine kongruente.
Darnach ist es von vornherein erlaubt, voraus zu setzen, daf
die Punkte P/, P, mit £ 2 zusammenfallen. Der Ausnahme-
fall des Satzes fiihrt dann einfach auf die Funktion

1

i
Z-c

b_s
12.2" _+_ 3.9 0 "5«.>1

f(&) =z-¢+

mit beliebigem reellen « und kann somit als erledigt gelten.
Im allgemeinen Falle gibt es eine P,, P, verbindende, von der
Strecke I} I, verschiedene doppelpunktlose Linie I, von der
kein Punkt dem Gebiete ¢ angehort. Durch

(6) Z=u-+ i, aufgelost w = ¢ (4),
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wird der Kurve C eine Kurve I' und der doppelt gezihlten
Linie { eine Kurve Z in der u-Ebene zugeordnet. 1 geht bei

L1 e 3 -
der Vertauschung von « mit W’ ebenso wie die Kreislinie

w =1, in sich iiber, umschlieft daher ein Gebiet > z; denn
bei der Spiegelung am EKinheitskreise entspricht jedem Gebiete
innerhalb des Kreises ein groferes auerhalb. Um so mehr 1st

) die von I umschlossene Fliche > = (1 &)*
bet hinreichend kleinem positivem e&.

Das Aubere von /" wird durch die Funktion

c—1

(]) ?L:qo(f(g))=clg+co+.z_+£:3 (2 >1)
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auf das Gebiet z > 1 abgebildet und es ist offenbar

9) e, =10,.
Neben (8) betrachte ich noch die Abbildungen?)
c— ¢
(10) u=c,z*—}—co-{-——'—z4l~ -}——';8—2 -~ und
c_ C_ +
(1) v = <clz4 + 6+ =g -)“
(mit beliebiger Fortsetzung der vierten Wurzel)
s I
=d ¢+ d,+ dfl + -‘L,' + -(53 4+ .-, wo
(12) dy|=¢, ! und
(13) y == d_1=d_s = 0.

Durch (10) wird das 4fach iiberdeckte Autiere von /" mit
einem Windungspunkt im Unendlichen auf das einfach iiber-
deckte Gebiet 2z >1 abgebildet. Dagegen wird durch (11)

1) An sich ist die Einfilhrung dieser Hilfsabbildungen unnitig; denn
die oben bewiesene Bezichung (16) fiir die Bilder der Kreise |z = I in
der v-Ebene gilt, wie man fast eben so leicht einsieht, auch fiir die Bilder
dieser Kreise in der u-Ebene, und der Beweis kann in der u-Ebene ge-
nau, wie es oben in der v-Ebene geschieht, zu Ende gefithrt werden.
Diese Bemerkung verdanke ich Herrn Bieberbach.
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das schlichte AuBere einer gewissen Kurve I, der v-Ebene auf
z/>1 abgebildet. Die Punkte von I, ergeben sich zu je
vieren aus denen von I durch die Beziehung

(14) V= 1711 ;

ebenso die Punkte einer geschlossenen Linie 4, der v-Ebene aus
denen von 4 in der w-Ebene. Die von 4, umschlossene Fliche
ist aus dem niimlichen Grunde wie die von 1 grifier als z; und
um so mehr ist wieder bei hinreichend kleinem &> 0:

(15) die von I, umschlossene Fliche >z (1 &)
Allgemeiner mége [’y in der v-Ebene das Bild der Kreis-

linie ¢ = R sein; aus (13) folgt sofort, dab

(16)

ist, wenn nur /¢ hinreichend grofi ist. Aus (15) und (16)
schlieBt man, daB fiir kleine Werte von ¢ und grofie von I}

die von [ umschlossene Fliche mit beliebiger
Annidherung = |d,? I*=

(17) die von I3y, und I begrenzte Ringfliche
<|dPRPm—(1+ &7 ist.
Andererseits wird die ‘Fliche dieses Ringgebietes durch
folgendes Doppelintegral ausgedriickt,) erstreckt iiber den
Kreisring 1+ e< 2 < R:

I

dv!? d_,2 4'd_y2 2 d_,[?
ff di‘ dw= an< dl ) JF_ 7.2] + i ;'.37'" Firos R ) rdr

14«
{€) >(d,?Ra— d (1l + &2
Die Abschiitzungen (17) und (18) widersprechen einander
nur dann nicht, wenn d,/*>1 ist; es mufi mithin wegen (12)
auch ¢, >1 und wegen (9) b, >1 sein, w. z. b. w.

1) Vgl. Bieberbach, Rend. del Circ. mat. di Palermo, Bd. 38, oder
Einfiihrung in die konforme Abbildung. Berlin und Leipzig 1915, S. 95.
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