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Die Minimalzahl der stationdren Ebenen eines
riumlichen Ovals.

Von Hans Mohrmann.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 13. Januar 1917.

Herr Geh. Hofrat Finsterwalder machte mich gelegent-
lich darauf aufmerksam, daf fiir den Begriff des rdumlichen
Ovals der Begriff des iiberall konvexen Korpers von grund-
legender Bedeutung sein miisse, insofern Ziige gewundener
algebraischer Kurven 4. Ordnung mit weniger als 4 reellen
stationiiren Ebenen uniemals ganz auf der Begrenzung eines
iiherall konvexen Korpers liegen (konnen). Dies hat mich ver-
anlaft, der Frage nachzugehen, wobei ich die Finsterwalder-
sche Vermutung in vollem Umfange bestiitigt gefunden habe.

1. Bezeichnet man als riiumliches Oval im engeren Sinne
eine stetig gewundene geschlossene Kurve ohne singuliren Punkt
(Doppelpunkt, Iicke usw.), welche auf einer ganz im Endlichen
gelegenen geschlossenen, tiiberall konvexen Fliche liegt, die
mit keiner Geraden des Raumes mehr als 2 Punkte gemein
hat (Ovaloid), so gilt der folgende Satz, der das genaue
Analogon des Mobiusschen Satzes {iber die Minimalzahl der
Wendepunkte (stationiiren Tangenten) eines von singuliiren
Punkten freien ebenen, unpaaren Kurvenzuges ist:

Satz I. Ein auf einem Ovaloid gelegenes rium-
liches Oval (im engeren Sinne) besitzt mindestens
4 (veelle) stationire Bbenen.

Beweis: Eine Schmiegungsebene des Ovals schneidet aus
dem Ovaloid eine itberall konvexe geschlossene Kurve aus, die
ich kurz Schmiegungskurve des Ovals nennen will. Irgend

2 Schmiegungskurven kdnnen als ebene Schnitte eines Ovaloids
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nicht mehr als 2 Punkte miteinander gemein haben. Nun
durchsetzt aber die einer nicht stationiiren Schmiegungsebene
zugehorige Schmiegungskurve das Oval (auf dem Ovaloid) im
Beriihrungspunkte. Hieraus folgt, wenn man ein Stiick eines
Ovals, das keinen Wendepunkt (d. i. Beriihrungspunkt einer
stationiiren Ebene) enthiilt, als gleichgewundenen bezeichnet,
der folgende

Hilfssatz. Zweil aufeinander folgende Schmiegungs-
kurven eines gleichgewundenen Stiickes eines rium-
lichen Ovals beriihren einander, zwei nicht aufein-
anderfolgendehaben keinen Punktmiteinander gemein.

Da nun keine Schmiegungsebene eines riumlichen Ovals
mit einer Tangential- hzw. Stiitzebene des Ovaloids, auf dem
das Oval liegt, zusammenfallen kann, also auch keine Schmie-
gungskurve reducibel ist, so folgt aus unserem Hilfssatz, daf
das Kontinuum der Schmiegungskurven des Ovals auf dem
Ovaloid mindestens 2 Grenzkurven aufweist. Solchen Grenz-
kurven entsprechen aber stationiive Schmiegungsebenen des Ovals.
Ein riiumliches Oval besitzt daher jedenfalls 2 stationiire Ebenen,

Angenommen nun, es giibe riumliche Ovale, die nur
2 stationiire Ebenen besitzen, so wiirde fiir diese auf dem
Ovaloid das zwischen den beiden Grenzkurven liegende Gebiet,
das von dem Oval durchquert wird, genau doppelt iberdeckt.
Durch jeden Punkt des Ovals ginge daher auBler der zuge-
horigen Schmiegungsebene nur noch eine weitere Schmiegungs-
ebene hindurch, was zu einem Widerspruch fiihrt.

Projiziert man niimlich das riiumliche Oval aus einem seiner
Punkte (Knesersches Verfahren?!)) auf eine diesen Punkt nicht
enthaltende Kbene, so erhilt man als Bild einen unpaaren
Kurvenzug ohne singuliiren Punkt (Doppelpunkt, Ecke usw.)
und ein solcher besitzt (nach einem von Mobius aufgestellten
Satze) immer mindestens 3 reelle Wendepunkte (stationire
Tangenten), was nur dadurch moglich ist, dal mindestens
drei Schmiegungsebenen des riumlichen Ovals durch das Pro-

1) Weber-Festschrift, Leipzig 1912, 8. 170.
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jektionszentrum hindurch gehen. Die Annahme, ein riiumliches
Oval besitze nur 2 stationiire Ibenen, ist daher unhalthar,
womit unser Satz bewiesen ist.

Wir fiigen noch hinzu, daf jener Satz fiir nicht auf
einem Ovaloid gelegene, ganz im Endlichen verlaufende, ge-
schlossene und von singuliren Punkten freie paare Kurven-
ziige, wie das Beispiel der algebraischen gewundenen Kurve
4. Orduung 2. Art mit 4 reellen die Kurve in einem weiteren
Punkte treffenden Tangenten lehrt, nicht gilt.

2. Projiziert man eine geschlossene, ganz im Endlichen
verlaufende, stetig gekriimmte, ebene Kurve ohne singuliren
Punkt stereographisch auf eine Kugel, so erhilt man auf
dieser ein riiumliches Oval im engeren Sinne. Die Schmiegungs-
kurven dieses Ovals sind Kreise, die den Kriimmungskreisen
der ebenen Kurve entsprechen. Hieraus folgt

Satz 2. Kine ganz im Endlichen verlaufende ge-
schlossene, stetig gekriimmte, ebene Kurve ohne sin-
guliren Punkt (Doppelpunkt, Ecke usw.) besitzt, auch
wenn sie Wendepunkte hat, mindestens 4 Scheitel
(d. h. von O verschiedene Extrema der Kriimmung).

Ein Kurvenzug 4. Ordnung dieser Art, z. B. mit 2 Wende-
punkten?) besitzt (mindestens) 4 Scheitel, 3 Maxima und
1 Minimum der Kriimmung; die Maxima werden durch das
Minimum und die beiden Wendepunkte, die ja auch Minima
der Kriimmung sind, getrennt.

Fir tberall konvexe Kurven ergibt sich aus Satz 2 der

Carathéodory-Knesersche Satz iiber die Mindestzahl der
Scheitel 2).

) Etwa die Epizykloide (Epistrophoide):

T =2cos¢p 4 {l—a)cos 2 ] ‘
{y= 2sing +(1—a)sin2¢ 0 <a<<i)

) Wegen der Literatur iiber diesen Satz vgl. man Blaschke, Kreis
und Kugel, Leipzig 1916, S. 161.
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