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Uber die niherungsweise Berechnung von Funktionen
grosser Zahlen,

Von Oskar Perron.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 5. Mai 1917.

§ 1.

Laplace hat zur niherungsweisen Berechnung von In-
tegralen der Form

(1) NOHIONE

fiir sehr groe Werte von # vielfach eine Methode angewandt,
die sich folgendermaBen skizzieren liBit. Man braucht nur den-
jenigen beliebig kleinen Teil des Integrationswegs zu beriick-
sichtigen, der in der Nihe des Maximums von |¢p(z)| liegt;
denn der Rest des Integrationswegs liefert einen infinitir klei-
neren Beitrag. Wird das Maximum an der Stelle z = ¢, er-
reicht, so setzt man

(2) p(2) = @(z)- e %,
wodurch das Integral (1.) die Form
(3) ey Sx(t)ener at

annimmt. Sodann entwickelt man y({) nach Potenzen von ¢,
integriert gliedweise und erstreckt nachtriglich die Integra-
tionsgrenzen ins Unendliche. Der dadurch filschlich hinzu-
gekommene Beitrag schadet nichts, da er von kleinerer GroGen-
ordnung ist, und man hat jetzt den Vorteil, daf die einzelnen

Integrale bekannte Werte haben.
Sitzungsh. d. math.-phya. KI. Jahrg. 1917, 13
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Vielfach ist es bei Anwendung dieser Methode notwendig,
zuerst den Integrationsweg in passender Weise abzuiindern;
offenbar erhilt man den gilinstigsten Niherungswert des In-
tegrals, wenn man den Weg so wiihlt, da& auf ihm das Ma-
ximum von ¢ (¢)| so klein wie mdglich wird.

Bei der Laplaceschen Methode ist die Entwicklung der
Funktion y() nach Potenzen von ¢ Hulierst beschwerlich, da
sie zuvor natiirlich die Auflssung der Gleichung (2) nach z
erfordert. Allerdings wird es bei Anwendungen meist geniigen,
ein oder zwei Glieder zu berechnen. Das theoretische Inter-
esse geht aber weiter. Deshalb hat Burkhardt die Laplace-
sche Methode derart modifiziert,') daf die Auflsung der Glei-
chung (2) iiberfliissig wird, und die Uberlegenheit seiner Me-
thode an zwei Beispielen dargetan. Die Burkhardtsche Me-
thode fiihrt stets zu dem gleichen Niherungswert wie die
Laplacesche, erreicht ihn aber auf wesentlich kiirzerem Wege.

Eine ganz andere Frage ist nun die, in welchem Umfang
diese Werte wirklich als Niherungswerte des Integrals (1) be-
zeichnet werden konnen. Denn die fraglichen Methoden haben
bis jetzt eigentlich nur die Bedeutung eines heuristischen Prin-
zips. Kine strenge Begriindung in der nitigen Allgemeinheit
ist meines Wissens nie gegeben worden. In der vorliegenden
Arbeit werde ich diese Liicke in, wie ich glaube, erschipfen-
der Weise ausfiillen. Dabei wird auch die Burkhardtsche
Methode nochmals in einer die Rechnung vereinfachenden
Weise abgeiindert. Die Koeffizienten der asymptotischen
Reihe, welche man fiir das Integral (1) erhilt, lassen
sich nunmehr in ihrem Bildungsgesetz vollstindig
iiberblicken, wiihrend man bisher iiber zwel oder hichstens
drei Glieder nicht hinauskam.

Zur Vereinfachung der Formeln werde ich annehmen, daf3
die Stelle z,, an welcher |p(2) den maximalen Wert annimmt,
der Nullpunkt ist, und dak ¢ (0) =1 ist. Eine Beschriinkung

1) Uber Funktionen grofier Zahlen, inshesondere iiber die niherungs-
weise Bestimmung entfernter Glieder in den Reihenentwickluugen der
Theorie der Keplerschen Bewegung. — Diese Sitzungsberichte, Jahrg. 1914,
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der Allgemeinheit bedeutet das offenbar nicht. Der Expo-
nent #, der ins Unendliche wachsen soll, kann nach Belieben
auf ganzzahlige Werte beschrinkt oder auch stetig wachsend
angenommen werden. Unter ¢(z)* ist dann e"l¢#® zu ver-
stehen, wobei mit log ¢ (¢) derjenige Zweig des Logarithmus
bezeichnet ist, der fiir 2 = 0 den Wert 0 hat.

§ 2.

Bevor wir an unsere eigentliche Aufgabe herantreten,
miissen wir uns iiber die Kurven

| @ (2) | = konst.

und inshesondere iiber ihre Singularititen klar werden, wenn
@(#) eine in einem gewissen Bereich regulire Funktion bedeutet.
Sei ¢(#) an der Stelle 2, reguliir und von Null verschie-

den. Dann ist log () eine Reihe nach Potenzen von z—z,

¥ (24)
ohne konstantes Glied. Die Reihe beginne etwa mit der p*e® Po-
tenz; also

log (If((»jl) - (5—30)1) [bo + bl(z—zo) + b2(2—50)2 + ]’ bo—#: 0.

Setzt man

log A (Z)) = P [fro efﬂo+"ﬂﬂ)+ 7-11)efﬂ1+"(1’+1)w
+ r2y2gfﬂﬂ+"(l’+2)!u + .. ]
Nun ist die Gleichung

@) = 9|
gleichbedeutend mit

13*
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also mit

P, 0) = 08 (B +p ) 1, ve05 (8, + (9 + 1) @)
+ ryv?cos(fy +(p+2)w)y+4--- = 0.
Die Gleichung I'(v,w) = 0 hat fiir v = 0 die 2p modulo 2=

inkongruenten Ldsungen

2¢+1
2p

co=——%+ (q=0,1,2,...2p—1),

die wir mit d, bezeichnen wollen. Ferner ist

oF 2941
(-Sw)”zo,mqu———p%sm 9 —x 3 0.

Nach einem bekannten Satz iiber die Existenz impliziter Funk-
tionen hat also die Gleichung I"(v, w) = 0 fiir kleine Werte
von v genau 2p inkongruente Lisungen w; diese sind stetige
Funktionen von # und haben fiir » - 0 die Grenzwerte d,.
Die Kurve |¢(2) = @(s,)| hat somit im Punkt z, genau
2 p Aste, und die Richtungswinkel ihrer Tangenten sind die
Werte 6,. Da unter diesen Werten neben 9, stets auch 6, + =
= J,4.p vorkommt, so hat die Kurve einen p-fachen Punkt
im gewdhnlichen Sinne.

Die Umgebung des Punktes 2, wird durch die verschie-

denen Aste der Kurve |¢(¢)| =|¢(2,) in 2p (im allgemeinen

krummlinig begrenzte) Sektoren geteilt mit lauter gleichen
. 2 . L

Zentriwinkeln <=9—; . In diesen Sektoren ist abwechselnd

(&) < @pz)| und @(2) >1@(z)|, oder was dasselbe sagt,
F(0,0)<0 und F(v,w)>0. In der Tat, fir §,<<w <4 ist

JT JU

g Ten<fotro<, +@+Dx;
also
<0, wenn g gerade

>0, wenn ¢ ungerade.

it 70|

Fiir hinreichend kleine Werte von v ist also auch

F(v, w) {

< 0, wenn ¢ gerade
>0, wenn ¢ ungerade.
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§ 3.

Nunmehr wenden wir uns unserer elgenthchen Aufgabe
zu und betrachten zunichst das Integral

(4) D, =J‘ (@) p (o) de,

wobei f(2), ¢ (¢) auf dem ganzen Integrationsweg regulire
Funktionen sind. Ferner sei

(5) p(0) =1,

und sonst auf dem ganzen Integrationsweg | ()| <1. Hier-
nach bestehen fiir hinreichend kleine Werte von # Entwick-
lungen der Form

(6) f(5)=ao+az+“232+
™ log ¢ (2) = 27 (by + b, 2+ b, 2% 4 - - ),
und es ist by == 0, wenn nur die ganze positive Zahl p richtig

gewihlt wird. Ferner darf auch @, 40 angenommen werden,
und dann muB, damit das Integral existiert, :(a)> 0 sein.

Nach § 2 besitzt die Kurve | @ (2)| = 1 im Nullpunkt einen
p-fachen Punkt, und die p Tangenten haben, wenn

(®) by = ref,
) Z =
gesetzt wird, die Richtungswinkel o = ¢,, wo
f o 2a+1
8, = — 4 ~n

ist. Dadurch wird die Umgebung des Nullpunktes in 2p Sek-
toren geteilt, in denen abwechselnd [¢(2) <1 und ¢(s) >1
ist.  Und zwar st fiir 6, <<w <d,41

¢p(2) <1, wenn ¢ gerade,

p(2)|>1, wenn ¢ ungerade.

Nach unseren Voraussetzungen verliuft der Integrations-
weg in einem Sektor der ersten Art; filr ihn sei etwa ¢ =21,
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Auf der Winkelhalbierenden dieses Sektors hat o den Wert
w, = 7}, ((521 + 621+1), oder also

p 2+
(10) ®, . -} 7 7.

Nunmehr lifit sich der Integrationsweg in (4) folgender-
maben abindern. Man geht zuerst geradlinig auf der Winkel-
halbierenden von 2= 0 his 2z = pe'“r, wo p eine beliebig
kleine positive Zahl ist, sodann auf einem geeigneten Weg W
von z = peé'“ nach z= Z. Dieser Weg W kann offenbar
so gewihlt werden, daf auf ihm dauernd ¢@(2) <1 ist. Hat
also das Maximum von |¢(2)| auf W etwa den Wert 1 — 5,
so ist das Integral tiber W gleich O((1— #)"), wobei O das
Landausche Ordnungssymbol bedeutet.!) Daher:

0 &0

(1 Py = [ @ p ) dz + 01— ),

Zur Umformung des Integranden miissen wir zunichst
eine Zwischenbetrachtung einschalten. Setzt man

(12) logp(2) —bo2" _ oy

2D

so ist nach (7)
(13) F(2) = bye 40,62+ byz® 4 -,
und daher, wenn z eine neue Variable bedeutet,

(1) FAETD = @) + 9, @ 2 + 1, @ + -,

wobei (), v, (), ... leicht zu berechnende Polynome sind,
und zwar vy, () vom (hchstens) »te" Grad. Setzt man demgemil

(15) vy (@) = L2,
0

"=

1) Die Zah! 4 hiingt von p ab. Damit » nicht von n abhidngt, was
fiir die spiteren Schliisse wesentlich ist, mufi also p unabhingig von »
gewithlt werden. Im iibrigen darf aber p beliebig klein sein, und wir
behalten uns die geeignete Wahl noch vor.
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so ist offenbar ¢,, 0 = a,, und allgemein ist g, , der Koeffizient
von z* in der Entwicklung von

L3
!

(@ + ayo + ay2® + - - 2) (02 + b, 2% + bg2® + - ),

so daf die Zahlen g, , als vollkommen bekannt gelten kdnnen.
Die ersten Werte mdgen hier noch ausfithrlich angegeben
werden :

Jroo =04y §1.1=Uab;

(16) ) Gs0 =104, G5,y = a,b; + aybys gy, = Fagli;

Gavo0 = Usy Gy, ==ayb, + a,b, + ayb,, g,,, = % (ab;
+ 2a,b,0,), 95,5 = La,bi.

Fir die Reihe (14) werden wir alshald eine Abschiitzung
des Restes nitig haben, die wir sogleich vornehmen wollen.
Dazu sei o eine festgewiihlte positive Zahl, die aber kleiner
sein soll als die Konvergenzradien der Reihen (6) und (7).
Dann gibt es eine positive Zahl 1M derart, da

(17) ’a,,‘<:1[ y=20,1,2,...,
(18) b, < j‘é r=1,2, 3,

ist, und die Funktion (14) lifit daher die folgende Majorante zu:

~ 2 n £ _2_2 53'
.ﬂ[(l-i—oi—l—jg—*—-..).g.r'31(6+202+303+ )

— ]ll c'ﬂ‘r.llln:_v(l_;)zﬂ[<1_5)_1_)1 i
17 :

[0

1+ x 2 14 M 2) (@2 [ x)z?
map (i M QMO @M )

o] 1-2 o
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Hieraus erkennt man, daf die Ungleichung

(A M|z @+ Ma) -+ M) 1
|y, (x) <M 1.0y l‘(i,,

_ﬂ1(1+llllx)<1+llllx> ( ]l[x)gy

gilt. Daher ist, wenn % eine beliebige positive ganze Zahl
bedeutet, fiir 2| <o

;iﬁ” (x)z,\<M<1+M| )(1+Jl[|x|> (1+Jl[{x><z')k
><[1+(1+,f'{'f1) ZIJ“( +7]c‘ix1>< m)@) -]

x40

)42 (e )

oder also
k Z' —-—1—-X z]
% v @) <]l[(1-|—]ll|x,)"( ) ( _-0-) .

Q

| @

(19)

Nunmehr kehren wir zu Formel (11) zuriick. Zuniichst
ist nach (12) und (14)

f(Z) @ (Z)" — f(z) enlogy (5) — pentoy 124 'f(Z) enePF(e)
[0
= enbo:? . 3y, (n2?) 2.
v=0

Setzt man das in (11) ein, so ergibt sich:

0 S0y

(20) @, ——fz“— g Zn/» (nen)z-dz + O((L—mn").

Macht man jetzt die Substitution

P
) 17

2 = 9 .

nr

so 1st
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. ¢ 0 ¢
n,gl’:g'wop_=__e—tﬂ S -
r r bo

und Formel (20) geht iiber in folgende:

" ey e t Y E\ dt
bom oo (1Y B (= 1) () )
D nr) ,=o b, nr) t
0
+ 0 (@ —n)").
Trennt man hier von der Summe die % ersten Glieder ab,

so kommt:

nrol

1 p . 1\t A ¢
_ Twg (a4») —1 | —
(21) D, = ,'2300 0 (’YL ) P f@ t e Yy ( bo) dt

0
+ Rk 01—,

wobel
ny P a

e — P
1 t\ & ¢ . t\” dit
—_ i mga —1{ _ i - 4 () PR
@ o= e S () (L
]

Nun schitzen wir zunichst den Rest R, ab. Nach (19)
besteht die Ungleichung

. Pr——
| & ¢ . AN
y _— R - |
(=D () )
£\ k pr k [y _1_:}1{
w2 QY Y 6
= r o nr o nr
v
sobald nur l/nr< o ist. Bel dem Integral (22) ist aber

e
t <nrp?, also l/——<g.
' nr =

Wihlt man daher die positive Zahl o zuniichst kleiner

als o, so ist
vy
V b<o<o
nr

und man erhiilt die Ungleichung:
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D=
Q. t 1 @ i "
S (=) V)
e A% i
O 20

Mit Riicksicht hierauf ergibt sich aus (22):

(1 9)*1 9N (@) 4k
. om— 1 T ll’ J
B A

QI

nfep M \,\(u)_‘_,‘
— %1 Rt Mt
xfe—t(1—§> t v (1+ )
[}

Nun wollen wir die Zahl o so klein wiihlen, daf

M
c.( __O)r >1
(02

ist. Dann ldft sich in dem letzten Integral die obere Grenze

ins Unendliche erstrecken, wodurch das Integral einen gréfieren,

aber von » unabhéingigen Wert erhiilt. Daher ist schlieflich
R () 4k

|1m<0k(1) P
n

wo U von n nicht abhingt. Aus Formel (21) erhilt man
somit:

[ 1] 1 \akr Sk t
Z e molat ( ) ? Jvc—ft P Wy (———- ) ) dt
Prv=0 o 0
1. M@+k

40 ((n) g )

Denn das in (21) stehende Fehlerglied O ((1— #%)") kann
weggelassen werden, weil es von kleinerer Ordnung ist als das
hier angeschriebene.

Fir das in (23) auftretende Integral erhiilt man, wenn
fiir v, die Rethe (15) eingesetzt wird:

(23)
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nropl . ; nrolP ad
Cp < ', It = — 1
(24) ch—lt P l’l/),,(— b)dt:E .’/a,/_fe_tt p + ¢ i
0

w=o (—by)
0 0
Nun ist offenbar
nrpP + ™ w0
25 gy ¢ —1
( ) fe"tp+/ dt:j_f
0 0 nrol
Da die Funktion
REF? et

e~tt

fiir geniigend groBe ¢ monoton abnimmt, so ist das letzte In-
tegral absolut kleiner als

[s 2]
—nrp? . I]‘R((Z—*_v‘*'lt'*—ldt —nrol ~n? ("1),+’+l‘
¢ nre? (ur o) & — oo urgr) ,
nypP

sofern nur die Zahl n geniligend groB angenommen wird. Da-
gegen ist das erste Integral auf der rechten Seite von (25)
eine Gammafunktion, und man erhilt:

P
nre R (@) v

o, i
IR ‘dt=r<‘i§; ”+u)+0(e—w"<nrer) ’ )

0
Daher a fortiori:

Jeodt () o )

denn dieses Fehlerglied ist von griBerer Ordnung als das vorige.

Trigt man das letzte Ergebnis in (24) ein, so kommt
zuniichst:

nro?

’l+1'.—] t » {7 (l_*_"l 1 ﬁ
—17 p G Ny P pfaty P
fc ¢ Y ,,< bﬂ)(li—b ( bo)"]< » —i—‘u>+0(<’n) )

0 =0
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Schlieglich ergibt sich also, wenn man das in (23) ein-
trigt, das folgende Endresultat:

«@ —|— » N(w) 4k

1]:—1 1 = 1 ) -k
@) b= ,éo () " +o(3) ),
wobel
(27) _P e e”’o('l'*”) L Ji I . [ ((1 + P + /L)
=0 (“ -Z) )

ist. Da die Formel (26) fiir beliebig grofie Werte von % gilt,
so kann man das Resultat einfacher in folgender Weise als
asymptotische Gleichung schreiben:

Lok

(28) o~ SR, (1) b

Pr=o nr

Die Formel (27) lifit sich noch folgendermafien inter-
pretieren. P, ist der Koeffizient von 2z* in der Entwicklung
der Funktion

e“’o(“'*")F(aj_ ) (ag+ a,2 + a2+ ---)
X( +b z+bbz i )

nach Potenzen von z. Jedoch diirfte fiir die wirkliche Aus-
rechnung die Beibehaltung der Zahlen g, , zweckmiBiger sein.

(l+’l

§ 4.

Nunmehr wenden wir uns zu dem Integral

7y
(29) 0, — J #=1 (@) g (o) dz,
4
wobel f(2), ¢(2) die gleiche Bedeutung haben wie bisher. Die
Integrationsgrenzen Z, und Z, sollen in zwei Sektoren S, und
S, liegen, in denen |¢(2) <C1 ist, und der Integrationsweg
soll folgenden Verlauf haben (sieche die heiden Figuren):
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Zuniichst von Z; im Sektor S, in die Umgebung des Null-
punkts; sodann auf einem Kreisbogen um den Nullpunkt in
den Sektor S,; schlieBlich in S, zum Endpunkt Z,.

Ist M(«) >0, so kann das Integral £, sofort auf das in
§ 3 behandelte zuriickgefithrt werden. L#Bt man nimlich den
Radius des Kreisbogens gegen Null abnehmen, so konvergiert
das Integral iiber den Kreisbogen gegen Null, wiihrend die
Integrale in den Sektoren S, und S, die Form — @, und
-+ &, haben. Sind daher
[mm— £ 4201,

]

P P

3

(30) 1(}__ﬂ+2_az_ju1__[
: P P

die Richtungswinkel fiir die Winkelhalbierenden der Sektoren S,
und S,, so gilt nach den Ergebnissen des §3 die asympto-
tische Gleichung

a+ty
31) o~ Lo (LY
P .S Y \nr ’

wobei die Koeffizienten ¢, die folgende Bedeutung haben:

L ’
(32) (), = (ciontetn _ gortatn) Y _Yre_p (a —{)— 3 4 /')-
1

p=0(— by)"

Wir wollen nun zeigen, daB dieses zuniichst fiir
JN(a) >0 erhaltene Resultat unverdndert auch ohne
diese Einschriinkung gilt. Dazu wihlen wir den Inte-
grationsweg in der folgenden offenbar erlaubten Weise:
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Zuerst vom Punkt Z im Sektor S, zum Punkt gef“t; von
da auf einem Kreisbogen um den Nullpunkt zum Punkt gefe2;
von hier endlich im Sektor S, zum Punkt Z,. Der Radius ¢
des Kreisbogens darf beliebig klein gewiihlt werden, muf je-
doch wieder unabhingig von % sein. Dann sind die Integrale
iiber den ersten und dritten Teil wie in § 3 gleich O (1 — ™).

Daher:

0 gl g

2= [ 1@ p@rds+ 0@ =,

o el [}

oder, wenn man fiir f(¢) ¢ (#)* wieder die frither benutzte
Reihe einsetzt:

gc'.“’ﬂ
33) Q, = | z«—1enbos?. 203 yn(nzf)z" - dz 4+ O(1—y)").
r=0 J

$ o)
e ™1

Macht man jetzt die Substitution

pr—

_— oty t
g = B
nr

und Formel (33) geht iiber in:

so ist wieder

nroP

a P —
1. 13 ® 13 . t\" dt
0 = Z¢ima =1 A S [ o) .
"=t ‘ fc (nr) ,,2="o1/”< bo> (p ‘l/nr) ¢
nro? + 0((1_7))11),
wobei der Integrationsweg jetzt aus [, — !, Umldufen um den
Nullpunkt besteht!). Trennt man von der Summe wieder die

k ersten Glieder ab, so kommt, wenn die Integrationsgrenzen
der Einfachheit halber weggelassen werden:

J 1x=1 e R e ¢
O — = % pimatn [ V2 |e (e
@) | = B (n) Jo T ( bo> o

l + B+ 0 (1 — ),

1) Ist I, <1y, so sind es Iy — Iy Umliufe in negativer Richtung.
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wobel

(23 p
! 1 Teog o : —1 t /4 (D\ . dod ¢ G l/ t\" df
(35) Ry == B el J 0 (n )_) yék Wy 1)0 el = T

In Ry kann man den lntegrationsweg folgendermaBen ab-
indern: Zuerst von nrpo? auf der reellen Achse beliebig nahe
an den Nullpunkt heran, etwa bis zum Punkt £, sodann
({, —1,)-mal um den Nullpunkt herum, und schlieblich lings
der reellen Achse nach nrp? zuriick. Wenn R(a) 7% >0
ist, kann man zur Grenze { = 0 iibergehen, und bei Beriick-
sichtigung der Gleichung

l,—1

w, 4+ - , 127 = o,
erhilt man dadurch:
nyopP

« P
I, 4 @© t g t\” dt
! — . ploga -1 D e _ )i R
= o f 0 (m‘) ,,z:"k ¥ "( bo) <( 1‘/nr) ¢
0

nroP
< a y4
1. t @ t ! t\”dt
of (gt ] R V2 N [y [ ot (1) < e
0 P ‘ fe (m') ,,2="k1/’ < bo) (c ‘ l/ nr) t
0

Die hier auftretenden Integrale sind aber die gleichen wie
in Formel (22); nur ist w, durch w, bzw. w, ersetzt. Wenn
also o klein genug gewihlt wird, so erhilt man wie frither

=4

die Abschiitzung:

R (o) +-k

<a(y) 7
n
wo (i von n nicht abhiingt. Aus (34) folgt daher:

ot b sk atr
’ -Qn = % z‘/ el (a2 (;%) p fe_‘ t» : Y, <_ ,§,> dt
I3 ¢ [ Roltd 2 0
(36) I R (@) +

4 0((712) 2 )

Fir das hier auftretende Integral erhilt man, wenn fiir
y, die Reihe (15) eingesetzt wird:

| B
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61 [ (- Daim g T s
w [)o _/t =0 (—" bo)“ ’
Der Integrationsweg ist dabei ein (I}, — I,)-maliger Um-
lauf um den Nullpunkt vom Punkt nro? zu diesem Punkt
zuriick. Diesem Weg darf man aber vorn und hinten noch
das Stiick der reellen Achse von n#o? bis oo hinzufiigen; denn
die hierdurch neu hinzukommenden Integralteile sind von ge-
ringerer GriBenordnung als das in (36) angeschriebene Fehler-
glied (vgl. die Abschitzung im Anschlull an FL (25)). Fiir
den so modifizierten Integrationsweg ist aber bekanntlich

ﬁ: w— PET) sl
[f(f_tf » + 1dt=< g —~ r _1) <,ail+/l')

l = (¢ =t — )[’( +/¢)

. a—+r
Wenn einmal t + p=
P

(38)

4 eine negative ganze Zahl

oder Null sein sollte, so ist hier der Grenzwert zu setzen,
den die rechte Seite in diesem Fall annimmt. Dieser ist gleich

—1 A . 1 i .
( 2_‘)_27”(12—1,) - (_Z_!_)_ il —);

doch wollen wir der Gleichférmigkeit halber die Formel (38)
auch fiir diesen Fall beibehalten.

Setzt man (38) in (37) und dann in (36) ein, so kommt:
1k=1_ 1 atw 1 N () -k
39 I T e o ( ) )
(39) =59 (m) + 0( =1,

wobel (), die in (32) angegebene Bedeutung hat. Die For-
mel (39) besagt aber genau soviel wie die Formel (31), die
damit in voller Allgemeinheit bewiesen ist.

S

: . a-» .
Zugleich erkennt man, daB, wenn einmal ——+— -+ 1 elne
p

negative ganze Zahl oder Null ist, auf der rechten Seite von
(32) der Grenzwert stehen muB, den dieser Ausdruck dann
annimmt.
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§ 5.
Wir behandeln jetzt einige Beispiele.

Erstes Beispiel. In der Theorie der Gammafunktion
beweist man die Formel

1
logI'(n + 1) = (n + 2) logn —n 4 log]/zn

w
1( 1 1,1,
+fz(;f:1—z+2)c Ges
0

Zerlegt man das Integral in

=l

so 1st das zweite Integral der rechten Seite gleich O (e—%),
withrend das erste die in § 3 behandelte Form hat. Und
zwar ist
a=1,
1 1 1.1 D Ve B B
f(z)=z(es. 1_5+0>=2!‘—4f32 617 gt

]

logp(e) = —¢,
wober B,, B,, B,,--- die Bernouillischen Zahlen sind.
Man hat also:
p=1
B

az, = (—1) @rv4 2 = 0,
by= —1, b, =0 fir »>1,
7-=1’ ﬂ:n’ a)0=0’

und folglich:

» B,
29,0 = (_ 1) (21,_:-12)!7 g2”+1,0 = 0’
oo =0 fiir p > 1.

Sitzungsb. d. math.-phys. K1 Jahrg, 1917, 14
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Nach Formel (27) ist daher P, =g, 0 I'(142) =g,0+7!;

also: B
— (—1) — el : 11 = 0.
Po =D s n@rrey e =0

Folglich nach (28):

PR » B, 41 1\ T
J~X=n @r+1)(2r +2) ('n>

Die gleiche asymptotische Darstellung gilt dann aber
auch fiir

[79) 1
J=J+006m,
0 0
so daBi wir folgendes Resultat erhalten:
log I'(n 4 1) ~ (n + 1) logn —n + log V2=

<\ v B, 1
TECD o0 fiy@rt2) wtr

Das ist die bekannte Stirlingsche Reihe.
Zweites Beispiel. Macht man in der Formel
@€
I'n+1)=(e2arda
v

die Substitution z = ny, so ergibt sich:

I'n+1 &
PO+ _ Foypay

Die Funktion ye=¥ hat thr Maximum an der Stelle y = 1.
Setzt man daher y =1+ 2, so kommt:

n [’ @ . ! X
LoD _Fravaeras=f+

Nun ist

‘gop[(l +2) e " ds = f[(l + 2) c—‘]"_1 (14 2)e—>dz

<f(?>"~] (A42)e*de=0 ((S)") ,
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withrend dagegen das Integral

i
!l[(l +2)e]" de
die in § 4 behandelte Form hat. Und zwar wird

a=1,
fle) =1,
22 B
logp(e) =log (14+2) —2 = — 2+—§—Z+——
Daher
P = 2,
a, =1, a, =0 fir »>1,
b, — Q_!)’i
i’ y+2 7
7'——_'}{5 ﬂ:jz’ a)1=7‘[’ C()2=0.

Folglich 1st
goo =1, g,0=0 fir »>1,

und allgemein ist g, , der Coefficient von 2 in

1 (2 22 23 u
,u<3_1 T 5""') ’

Aus Formel (32) folgt dann:
9 (b)o = 211 (‘%)7
Oy =220 02,2 (A + v+ p) fir » >1,

=1

Q-_g,._H = 0 fiir V>O,
und nach (31) gilt die asymptotische Gleichung

Lo o) y
;‘;[(1-}-2) e—]" de ~ -‘}'):J‘OQZV (2>%+ ;

n

folglich auch

e I'(n +1)

1
nnt! =

o (3

o~

18

0
. 2\ . .
da das Fehlerglied O ((c) ) von geringerer Ordnung ist.

14*
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Die Koeffizienten lassen sich noch etwas einfacher schreiben.
Es 1st
() =2 Iv(}‘.) = 01/757
und fiir » > 1
135 2r42p—1
5)

Orn =28 g5, 2 T (1) ~. 2.
e S @) gy 9

I

2v
OVa-277 3135 Cr+2u—1)gas 1.

n=1

Setzt man also 1 = R, und fiir »> 1

2y

21-3:-5--Cv+2u—1)- g2y = I,

w=1
so ergibt sich:
prean) § VAR V2
Pl y=0 pit” ’
oder also:
[T e = L,
IFn41)~a"v:emV2a 2 e
=0
Die wirkliche Ausrechnung der Koeffizienten 12, ist miih-
sam. Die ersten Werte sind:

1 1 139

Bo=1 =gy F=gme W= —pgp

Drittes Beispiel. In der Theorie der Keplerschen
Bewegung spielt das Integral

T

en (z—es8inz) ¢
(“40) i f 1—ecosa oz

—T

eine Rolle; dabei soll 0 <¢ <1, und » ganzzahlig sein. Es ist

—atri adad 4
'A" = \f + \f + \fv
— —atrs a-brd

wo die Integrationswege geradlinig sind. Aber das erste und
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dritte Integral auf der rechten Seite heben sich gegenseitig
auf, weil n ganzzahlig ist, und es ergibt sich:
a4 i

en(z—z sinz){

A, = dx .

1—ccosx

—f-zi

Dabei wollen wir die Zahl 7 positiv und moglichst vor-
teilhaft withlen. Fiir & =2 4 7i 1st

sinZ = costé - sinz -+ sinti « €cosz

it . i
. =, (¢ +e7)sinz + 9 (¢ — e %) cose;

also
l c(}'_l sinx) ¢ I — e“"*‘ ; (e’—e")cosz'

Das Maximum des Exponenten tritt ein fiir # = 0 und
hat den Wert

€
— 4 (&—e).
2
Dieses Maximum wird moglichst klein, wenn

£
—1 et e) =0
ist, also fiir

2
(41) e 111 =

Indem wir fortan mit ¢ nur den Wert (41) bezeichnen,
bemerken wir, daf3i 1m Innern des Rechtecks mit den KEcken

, —a—+71i, a4t =
kein singulirer Punkt des Integranden liegt; wohl aber liegt
ein solcher auf dem Rand an der Stelle 7i; denn es ist

7

1—c¢cosri=1— ‘; (e + ) = 0.

In der Formel
i
cn(z—-ssin:r)i
An S - —dzx
l—e¢cosa
—a-ri
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muf daher der Integrationsweg dem Punkt 7é nach unten aus-
weichen. Setzt man x = z + i, so kommt:

F24

en(z+zi—-esiu(z+n‘))f

An = 1 — ecos (s ti) e,

-

wobei der Integrationsweg dem Nullpunkt in der unteren
Halbebene ausweichen mufi. Da aber mit Beriicksichtigung

von (41) Vi

o £ 1—V1—¢?

T e h

esin(z + 18) = ; (f+ e %)sinz 4 ¢ ; (e —e¢ ) cosz
=sineg + i V1—e cosz,

ccos(zF1i) = ; (et 4+ e %) cosz— i

= cosz—i )/ 1—e?sinz

(er— e )sinz

Dol &

ist, so kommt nach leichter Umformung:
— 4 o\t p
(42) Ad.= (1——]/81* £ cvl ) J‘z—lf(z)rp(z)"dz,

wobel e

43 'z=——-'€__-.-,

43) 1) 1—cosz 4 i} 1—e?sinz

(44) log @(2) = i(¢—sinz) — V1— &2 (1—cos 2)

ist. Die Funktion ¢(2) erfiillt unsere Voraussetzungen, und
zwar ist

V1—e i V1i—e i
1 = " e 23 B S 5
g o) T LT 120 ’
also:
=2,
b Vi=2 i Vi—e i
o 2 T BT e = T
V11—
r= — =a, w,=ma, m,=2nx.

2 il
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Ebenso erfiillt die Funktion f(2) unsere Voraussetzungen,

und zwar ist
. L1 iVi—e 1
—1: ST — T
f(z)—-l.{z]/l 6+22 G z 242‘3_”]
—i 1 . 1428 & s
=—t i A 3.
Vize Ted—e) T Ryt T 8-
Das Integral in (42) hat also die in § 4 behandelte Form
mit @ = 0. Die Koeffizienten ), mit geradem Index sind
nach (32) alle gleich Null, mit Ausnabme von ¢,. Ftir diesen

tritt die am Schluf des § 4 gemachte Bemerkung in Kraft;
demnach ist

(U = goo - lim (2i7r — ginry I’ (’é) — 27igo,.
v=A{

Die Zahl g, , ist der Koeffizient von 2 in

1 —i 1 a 5 1+ 282 2 52 3
o <V1 Cetau—e T gy T T Ba—y )
i . Vl——82 " i s ),u
X(6”+ 24 “ T 120 7 :
Daber go,0 = Vl—a;', und also
2n
@ = Virns
Ferner 1st
_— 71 . _— 1—5
y]yo - 2(1—[’2)’ ,_(/’,1 == 6 1/T_>__;§7
also

¢ = 2|57 ’(l> tga—m? G)] - 351?)

Die Zahlen g, , brauchen nicht berechnet zu werden, da
wir bereits erkannt haben, daB @, = 0 ist (der Index ist ge-
rade). Dagegen wollen wir noch die Zahlen g;, angeben:
eine leichte Rechnung liefert:
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_ —1-20¢ — &
Po=ga—ap T qoyr—a® T 1 —ey
J— e 1 —

P = 19961/ 1— et
Also:
1+29e & :
. T o) T ¥ —_F ’"
%= [8(1 oy O = gg0—e 7O T 55— oy 3
1 ol 464189,
162 (1 2)2 (2)} T 540 (1_83)2 Va

Der Koeffizient (), ist wieder Null, weil er einen geraden
Index hat. Weiter wollen wir die Rechnung nicht fithren.
Die Formel (31) liefert dann fiir das in (42) auftretende Inte-
gral den Ausdruck

1] 2n 4Va 2 NI 464189 /7.(> 2\
l[VT—§+3(1—85’) (nVi ;) 510(1-e%)2 ! ° ,”/1_82)]

+O<Vn>

also endlich, wenn man das in (42) einsetzt:

n (1—1/1—7;2 1/1-)[ 2 1 ( 2 )A
4,=— — € A1+ —
Vl—s‘“’ & 3V aV1-e2\n)1-¢2

(45)
. 2 1
I _ 6189 2 ).+0(1)J.
1080V V1— e \nV1—e Vns
Viertes Beispiel. Wir behandeln jetzt das Integral (40)

im Fall ¢=1. Dann hat aber der Integrand am Nullpunkt
einen Pol zweiter Ordnung, und wir setzen demgemiils

i en(z—sinz)a‘
46 W Rl
(46) B I cosz dz

mit dem Zusatz, dab der Integrationsweg dem Nullpunkt aus-
weichen mufi. Ob das in der oberen oder unteren Halbebene
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geschieht, ist ohne Einfluf auf den Wert des Integrals, da,
wie man leicht sieht, das Residuum des Integranden ver-
schwindet,

Es ist, wenn y eine kleine positive Zahl bedeutet,

—atyai atynri x

Iﬂ=£+ S+

—x4yal a4-yai

Das erste und dritte Integral der rechten Seite heben sich
gegenseitig auf, weil n ganzzahlig ist; als Weg fur das
mittlere kann die gebrochene Linie

—a+4yni, 0, a4 yai
gewithlt werden, jedoch mit Umgehung des Nullpunkts. Be-
zeichnen wir diese Linie kurz mit I, so ist also

(47) B, = /j‘ 2= f(2) p(e) dz,

s

wobel

(45) f) =

9
Z* q 3
- z =e(z—smzh.
sy 20

Auf der Linie I ist 2=t (+1 - yi), wo 7 von 0 bis =
liuft. Daher

(/’(Z) ' — ;e(,-sin,);: = ¢ -t;»+5(cl'/—-()—t;r)cosr .
. 3 . 1 =
Der hier auftretende Exponent ist, wenn ¢ <, - gewihlt
g 4

wird, gleich

3,3 75 },5

—7y -+ (r;'—|— 1»3;! —-}—-5~! -+ ---)cosr: — 1y (1— cost)

393 785
+(3! Tt ) cost

73 }f ‘ 1 3y 73 7,3

) _Br T Y 4.
6 1 = 12+3— 12(1 47%);

72

<——z;'-12+

Ty

er ist also negativ; nur fiir 7 =0 verschwindet er. Folglich
ist @(0) =1 und sonst anf L durchweg ¢(2) <{1.
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Das Integral (47) hat somit die in §4 behandelte Form
mit a = —1, und zwar ist

2t 1 1
) — - —_— == 2 T 4 S
MO =1 s =2t o tigps+
. . i i )
log(p(z)=(z—-sm,e)z=3!53—5»!55—}—7—!«57—---;
also
p=3,
i i i
o) 1 =ar B=0 =g =0 b=y
1 T 5n Tn
?__6_’/))_"’(”’_6’(')2—()in’

wobel in w, das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem
man dem Nullpunkt in der unteren oder oberen Halbebene
ausweicht. Die Zahl g, , ist jetzt der Koeffizient von 2¥ in

1 2 A
(_r"“+7!”’1—9!"°+"'>

n!ll—cosz o!

1 1 ;
=/L!(2+632+.) ("_ 1;6:2_*_..)

Fiir ungerade » ist daher g, ,=0, also auch ¢, = 0.
Ferner enthiilt nach (32) @, den Faktor

in 5ix
cimg(n-{—v) _ ci"’t(”‘"‘") — cG ==l — ¢ 6 ("_l).

k]

also ist fiir » =1 (mod. 3) ebenfalls @, =0. Nur der Wert
vy =1 wiirde eine Ausnahme machen, bei welcher die Bemer-
kung am Schluf des § 4 in Kraft tritt; jedoch ist ¢, eben-
falls gleich Null, weil der Index ungerade ist. Als nicht ver-
schwindende Koeffizienten ¢, kommen demnach nur die fol-
genden in Frage:

0 0

Vigy = v »

)

(423}

f]

0 (927 (l/)61 012

Es sind diejenigen, deren Index modulo 6 den Rest 0
oder 2 lLiBt. Wir wollen nur die beiden ersten berechnen.
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Es ist g,,, = 2; also

Qo= (e"“'—e‘T) 2l(—5H=2V3I(—1
= —6V3I(®).
Ferner ist
1 i
G20 = g P21 = —60° 92,0 = 0;
also
[ 4 Bex
Q= (96' —e? ) GI@)+ 5T @3] =1V38IQ).
Die Koeffizienten (5, @,, @5 sind Null, und Formel (31)
liefert daher das folgende Resultat:

B—i[—evare(;) +1vsrm(,)' |+ o ()

oder, etwas anders geschrieben:

oy o V36 V36 oL 1
G0 B=— 2V [ @) — (;)Vl+ (L)}

Fiinftes Beispiel. Zum Schluf behandeln wir noch das
Integral

1) Co= [ enu—smnigy,

Hier kann man den Integrationsweg genau wie beim vorigen
Beispiel abindern, und es kommt analog zu (47)

(52) Co= [1@ pe)de,

wobel f(¢) =1 ist, wihrend ¢ (2) die gleiche Bedeutung hat
wie beim vorigen Beispiel. Das Integral (52) hat daher die
in § 4 behandelte Form mit « =1, und es gelten wieder die
Formeln (49).

Die Zahl g, , ist jetzt der Koeffizient von 2" in

i Gon i B
,¢!<“5z‘ e e
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Fiir ungerade » ist also wieder y,,,, =0 und folglich ¢), = 0.
Ferner enthillt (), diesmal den Faktor

L4

5ix
] ’ . : w40 )]
el =) goatr) — o6 e 8 ,

so daB fiir »=--1 (mod. 3) ebenfalls ¢, =0 ist. Als nicht
verschwindende Koeffizienten ), kommen demnach jetzt nur
die folgenden in Frage:

)

vo

Q

Y16y * * °

¢

U4

0

U100

0

e @

12y

Es sind diejenigen, deren Index modulo 6 den Rest 0 oder
4 Lifit. Wir wollen die dret ersten berechnen. Hsist g, ,=1;

alk :
also (e'('i’——c - ) 1) =V3I0).

Ferner 1st

?, ——
91.0=0, g5, = 71 Ja.0 = 2_{(5!)27 9.3 =0, 9,,,=0;

also

. ROTER 31 3N
(34:((: 6 ¢ 6 )[_ 771711(3 + 1)+ 25(5)‘)2T(’;+2)J

Vs ..,
= — 750 1 @)

Endlich findet man
i 1 P

oo =00 960 = = g1 F52 = gi7ie Jeus = gy (510

Jo.s =0, 95,5 =20, f5,,=0;

G 05 Ol 30,
G=(" —c* )| rG+n- 8T ra+y

(31)3 . Vs .,
Tarey !l GF 3)1 = g1 T
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(=] i

Die Koeffizienten @, @3, ¢, sind Null, und nach (31)
ergibt sich daher folgendes Resultat:

oy () L2 (- L (9]

+0(,).

oder etwas anders geschrieben:

3/» ¥ R p—
lc’" — 1 G L |: (1) — V6 I (g) 1: . }——F(}{) 10
% ot

+0(5)
ne
Unser drittes und fiinftes Beispiel sind auch von Burk-
hardt a. a. O. behandelt, der aber von Formel (45) nur die
beiden ersten, von Formel (53) gar nur das erste Glied er-
mittelt, wihrend wir mit leichter Miihe nicht nur mehr Glieder

berechnen, sondern vor allem auch die GroBenordnung des
Fehlers angeben konnten.
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