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Uber das Verhalten analytischer Funktionen
an Verzweigungsstellen?).
Von Georg Faber.

Vorgelegt von A, Pringsheim in der Sitzung am 13. Oktober 1917.

Das Verhalten analytischer Funktionen an Polen und
wesentlich singuliren Stellen ist durch unzihlige Arbeiten bis
in alle Einzelnheiten aufgeklirt; dagegen fehlen allgemeine
Untersuchungen iiber das Verhalten an Verzweigungsstellen
fast vollig. In einer fritheren Abhandlung (Math. Ann., Bd. 60
(1905), 8.379) habe ich das Mittag-Lefflersche Theorem
auf mehrdeutige Funktionen ausgedehnt; dadurch ist die Unter-
suchung beliebig verwickelter mehrdeutiger Funktionen auf die
einfacherer zuriickgefithrt, welche die Mindestzahl, nimlich
zwel Verzweigungsstellen besitzen. Von diesen Funktionen ist

b
. s(2) . . .
wieder ¢ (z) = fz—x dz der einfachste Typus; a, b sind die
a
beiden Verzweigungsstellen, das Integral ist iiber einen vor-
geschriebenen Weg (' zu erstrecken, s(z) ist eine gegebene
analytische Funktion von 2 = & 4-in oder auch nur eine

1) Dieser Aufsatz bildet einen stark gekiirzten Auszug aus einer
umfangreichen Abhandlung, die vor zwei Jahren von der Redaktion der
acta mathematica angenommen worden war, von mir aber, da die Druck-
legung sich ins Unahbsehbare verzigerte, wieder zuriick erbeten wurde.
Die vorliegende Fassung, in welcher ich von Lingeren Uberlegungen nur
den Gedankengang mitteile und die nicht schwierige, aber stellenweise
weitliiufige Kinzelnausfahrung dem Leser iiberlasse, gewinnt dadurch vor
der urspriinglichen Abhandlung den Vorzug grofierer Ubersichtlichkeit.

Sitzungsb. d. math.-phys. Kl. Jahrg. 1917, 18



264 G. Faber

Funktion von & 5. In diesem Falle kann C eine natiirliche
Grenze der Funktion ¢ () sein, und @, b sind dann nicht eigent-
liche Verzweigungspunkte, insofern es unmdglich ist, durch
einen Umlauf um sie in ein anderes Blatt der Funktion zu
gelangen; trotzdem will ich auch in diesem Falle von einem
yunausgebildeten® Verzweigungspunkt sprechen. Ist s(2) fiir
alle inneren Punkte von C regulir analytisch, so darf man
bekanntlich €' noch in gewissen Grenzen abiindern, auch ist
dann (wie fiibrigens auch unter viel allgemeineren Voraus-
setzungen iiber s(2)) die Differenz der Funktionswerte ¢ (z) an
beiden Ufern des Schnitts C' gleich 27is(x); s(2) moge daher
die ,Sprungfunktion“ heifen.

b
Die Funktionen ¢ (z) =f;£z)-x dz haben fiir die allge-

meine Theorie der mehrdeutigen Funktionen nicht nur als ein-
fachstes Beispiel, sondern auch deshalb besondere Bedeutung,
weil jede Funktion, welche die zwei Verzweigungsstellen a, b,
jedoch sonst in der lings C aufgeschnittenen Ebene keine
Singularitit besitzt, sich in der Form

M 9@ [ 9 s 44,

darstellen lafit, wo g(z), g,(2) eindeutige und in der ganzen
Ebene aufier in @ und & regulire Funktionen bedeuten.

Es ist keine wesentliche Beschriinkung der Allgemeinheit,
wenn ich im folgenden @ =1, b reell > 1, <o annehme
und den Schnitt C von 1 bis b geradlinig fiilhre. Ich unter-
suche diese Funktionen ¢ (z) sowie gewisse allgemeinere ¢, (z),
die in der Form (1) enthalten sind, in der Umgebung der
Stelle # = 1 und behandle insbesondere folgende beide Auf-
gaben in den beiden ersten Abschnitten der Arbeit:

1. Von welcher GroBienordnung sind die Koef-

@
fizienten a,, «, der Potenzreihen ¢ () = Yra,z’,
0
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po(2) = iva':x"; die gleiche Aufgabe fiir die Reihen nach
[}

Potenzen von z — z, ist dadurch von selbst mitgelost, immer
falls z, reell <1 ist, fiir komplexe z, jedenfalls dann, wenn
die Reihe auf ihrem Konvergenzkreis nur die eine singulire
Stelle 2 = 1 hat, und wenn es erlaubt ist, in deren Nihe den
Sehnitt ¢ so abzuiindern, daB er in die Verlingerung des
Radius z,1 fillt.

2. Untersuche ich GréBenordnung und Wertevor-
rat der Funktionen ¢(z), p.(z) in der Umgebung der
Stellex =1, insbesondereaufden Kreisen 'z —1! = konst.

Ein dritter Abschnitt bringt Erginzungen, Bei-
spiele, Anwendungen.

Es ist zweckmifiig, neben s(&) (w0 > £>1) noch zwei
andere Funktionen »(z) (0 <7 <1) und ¢(w) 1 <w < ®) zu
betrachten, deren Beziehungen zu s(£) und untereinander durch
folgende Gleichungen ausgedriickt werden:

w

i = e = s ()

w—1 w—1

R et
= t(E _E_ 1) = t(»lé_?) = t(w).

Aufierdem benutze ich folgende Bezeichnungen: ¢, &, &
sind stets Funktionen (nicht jedesmal die gleichen), die der
Null zustreben, wenn ihre Verinderliche positiv unendlich wird;
es ist also z. B. lim e(») = 0, lim &' (: ! ) = 0 usw.; fiir

= s=1d0 \§—1
e(v) schreibe ich kiirzer #,. In ihnlichem Sinne schreibe ich,
€,p, Wenn ﬂh=rri Q‘;gl s,.ﬂ) 0.

Unter dem Logarithmus einer reellen nicht negativen oder
einer komplexen Zahl x verstehe ich stets den Hauptwert lg z,
dessen Imaginiirteil zwischen — z¢ und + =i liegt; wenn x
verinderlich ist und reelle negative Werte annimmt, wird
jedesmal durch die Forderung der Stetigkeit bestimmt, ob der

18*
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Imaginirteil + ni oder — mi sein soll. Potenzen a* seien
stets durch e*!8¢ definiert; 102x ist soviel wie lg(lga), lg.z

=lg(lgn-12) (m=3,4,..), lgye =lgz, L,z ==xlgx
lg,z ... lgn.z.

1. Abschnitt.
Abschitzung der Taylor-Koeffizienten.
Die Koeffizienten a, der Potenzreihe
3 s(E)df v(r)dz J‘ t(w)dw
® e@= Z_pa v _f T 1——m; w(w —ax(w — 1))
haben die F01m1)

@) a 5(©) dé “IU(T)I"dr —_—f{f(w) (I—wTly dw,

v = &t w?
1

und es handelt sich darum, diese Integrale (4) abzuschiitzen;
dies soll zuniichst unter der Voraussetzung geschehen, daf
s (&) reell und
5) s() >0 ist.

Doch soll selbstverstindlich nicht j‘s(E) d& = 0 sein fir

1

alle £ in einer gewissen rechtsseitigen Umgebung der Stelle &£ = 1.

Bei der hier wie auch im nichsten Abschnitt erstrebten
Genauigkeit kommt es auf die Funktionswerte s(&) fiir & > &,
wo &' irgend eine feste Zahl >1 ist, iiberhaupt nicht an; es
darf daher immer, wenn es vorteilhaft erscheint,

(6) s(§) =0 fir §>¢
vorausgesetzt werden. Dadurch wird von ¢(2) nur eine im
Kreise x| = & regulire Funktion abgezogen.
1) Solche Reihen v, «” sind zuerst von Herrn Hadamard (Journ.
0

de math. (4), Bd. 8 (1892), S. 158) und seitdem vielfach untersucht worden
(vgl. z. B. Pringsheim, Miinch. Ber. 1912, S. 58, woselbst weitere
Literaturangaben). Meine obigen Ausfithrungen haben mit diesen Unter-
suchungen nur den Ausgangspunkt gemein.
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Aus () folgen sofort zwei Siitze, deren sehr einfache Be-
weise ich unterdriicke:

1. Es ist
(7 lim & — 1.

Y= al‘
= . .. . . 'U(T)
II. Wenn v(r) und 9(z) 2 Funktionen, fir die lim »_—(»j =
r=1—-09(T
gilt, und «,, a, die zugehorigen Koeffizienten sind, so ist

3 hma-‘A
(8)

ryY=w a,;

Die Annahme (5) ist als Ausgangspunkt fiir die weitere
Untersuchung noch zu allgemein; ich mache daher vorliufig
auerdem folgende Voraussetzung:

Zu jedem Zahlenpaare f/'>1, ¢>0 (8’ beliebig groB,
¢ beliebig klein) gibt es eine Zahl ' > 1 der Art, daf fiir
alle w>w' und alle f zwischen 1 und f’ folgende Unglei-
chungen gelten:
©a) (L4 &) t(pwy <t(w) < (1 + &) t(fw)

I+ Twy<tw) <1+ &)t(p w)

oder, was dasselbe heifit,

1+~ 1w (1— ﬁlw) <v(1 — ;}) <(1+s)v<1— %)
(14 e)—lv(l— g) <v<1— i) < (14 s)v(l—:;)

oder

(;+5)—13(1+ﬂwl 1)<s<l+ )<(1+6)S(1+ﬁw )
9 c) +‘/‘9i"iz71> (+_—)<(1+s)s<1+ﬁ_,w )

a +s)—13(1

Durch diese Bedingungen, die weder Monotonie noch Stetig-
keit der Funktionen #(w), s(&), v(z) verlangen, wird ein grofer
Kreis der bekannten elementaren mehrdeutigen Funktionen ge-
troffen; geniigen zwei Funktionen einzeln diesen Bedingungen (9),

(9b)



268 G. Faber

so auch ihr Produkt und Quotient, unter Beachtung von (5)
auch ihre Summe.

Beispiele von Funktionen ¢(w), die der Badingung (9a)
geniigen: #(w) = (Igw)*, wo Lk jede reelle Zahl sein kann;
allgemeiner (Igm )%, ferner lgw -}- sinlgw usw.

Fir alle zugelassenen Funktionen #(w) gilt folgender leicht
zu beweisende Satz:

Zu jeder noch so kleinen Zahl ¢ > 0 gibt es eine Zahl w'
der Art, daB fiir w, > w, > w'

(10) £(w,)ews "< (14-¢) ¢ und ¢(0,)es > (14 )7 t(0,) wi
wird. Und hieraus folgt fiir jedes % >0
11) lim wt(w) = oo, limw7t(w) = 0.

tw=oo W=

Nach diesen Vorbereitungen Lerlefre ich ‘j‘ v(r)7"dt in die
ﬂ 1
1—-% 1—-

3 Integrale j —{-J‘ —*—f mit f>1, <r. Auf Grund des
1]

1 f 1
» /?v

Vorausgeschickten erkennt man, dafi das erste und dritte dieser

Teilintegrale die Form a,.ﬂt—(;) haben, wiihrend das mittlere

t(v)

gleich - (14 &.p) wird; und da a, selbst von g nicht ab-

hingt, folgt daraus das erste Hauptergebnis:
1
10 (“__v) (1+ )
I

(12) o, =— (14 &)=

Diese Abschiitzung soll nach zwei Richtungen erweitert
werden. Die erste Verallgemeinerung wird am besten an
einem Beispiel erklirt, an dem zugleich zu ersehen ist, wie sie
auch in anderen Fillen angebracht werden kann. Die Funk-
tion £(w) = sin (Ig, w) gehdrt nicht zu den vermége (9a) zu-
gelassen; schlieBt man aber die Werte » aus, die in den Inter-

(I+4e)= (14 &)
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vallen /1 exp (exp kn) <v <k exp (exp kn) liegen (k=1,2,3...),

so bleibt fiir die iibrigen » die Abschiitzung (12) giltig, fiir die
ausgeschlossenen » aber gilt lim va, = 0; &hnliches gilt fiir

t(w) = cos lg, w, wobei wiederum die Nullstellen der Funktions-
Intervalle auszuschliefien sind. Da die beidesmal ausgeschlos-
senen Intervalle jedenfalls fiir grofie » nicht tibereinander greifen,
gilt fiir £(w) = cos (g, 1) + V' —1 sin (Ig, ) die Gleichung (12)
ohne Einschrinkung, (ebenso fiir ¢(w) = cos Ig,w + i sin lg,, w,
m > 2).

Die zweite Verallgemeinerung, die auch gleichzeitig
mit der soeben besprochenen angebracht werden kann, besteht
in der Zulassung von Sprungfunktionen s, (&) = (£ —1)*s(%),
wo $(&) der Bedingung (9b) geniigt, wilhrend a irgend eiue
reelle Zahl sein kann; im Anschluf an die bisherigen Bezeich-

. 1 1 1
nungen setze ich v,(r) = , Sa (;), t,(w) = v, (l_éu)'

Wenn « > --1 ist, lifit sich eine Funktion g, (%) mit der
vorgeschriebenen Differenz 2xis,(§) an beiden Ufern von €

am einfachsten wieder durch das Integral f{ (¢) -d & definieren:

1

. 5 (&) 0, (7) ¢, (u

(13) (P"(x):!st——xd§=0-l~a J‘w(u—ag(q)c—l))

@, (x) ist somit das ndmliche wie ¢(z). DaB das Ver-
halten von s.(&) bei & = o die Darstellung (13) nicht hindert,
darf ohne weiteres angenommen werden, da wir uns vorbe-
halten haben, jederzeit die Voraussetzung (6) zu machen, Mit
ﬁberlegungen, ganz ihnlich denen, die zu (12) gefiihrt haben,
beweist man, daf die Koeffizienten a; der Potenzreihen

(14) Palt) = Srasa’
0

fir die obigen Funktionen ¢, (z) (a>—1) der Grenz-
gleichung
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(15) @ =10 Pty e

genligen; fiir a = 0 ist (15) mit (12) identisch.
Ist » irgend eine ganze Zahl > 0 und bleibt « > -1,
so ergibt sich durch den Schluf von »n anf n 4 1:

(16) @o4n(@) = (z—1)*¢p.(2) + einem Polynom (» — 1)t" Grades.

Wir hitten mithin, ohne daf dadurch die Abschitzung (15)
beeinflufit worden wiire, @, (z) durch (13) nur fiir die «, die
>—1 und <0 zu definieren brauchen, und fir « 4 » die
neue abgeiinderte Definition

(17) Patn(®) = (2 —1)'qu(2) (—1<a<0)

verwenden konnen. Wir wollen kiinftig stets in diesem Sinne
das Zeichen ¢, (z) verstehen und diirfen jetzt auch fiir » eine
negative ganze Zahl wiihlen, so dafi ¢,(2) fiir jedes reelle a
definiert ist.

Durch eine unschwierige Rechnuug, die ich hier nicht
ausfithre, findet man sodann, daB die Koeffizientenab-
schitzung (15) fiir alle reellen a giltig bleibt, aufier
wenn a eine negative ganze Zahl ist. Fiir diesen Aus-
nahmefall aber ergibt sich

o T
(18) — (s gy (L 9.
Die hier benutzte Funktion 7'(w) ist durch die Gleichung
o () duw
(19) 7w) = | Lz)é

1

definiert und hat folgende Eigenschaften, die z. T. beim Be-
weise von (18), z. T. auch imn néichsten Abschnitt zu be-
nutzen sind:

T(w)
L 1} L t(w)

II. T'(w) geniigt ebenso wie #(w) den Ungleichungen (9a).
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LIL J‘Zf dw und f_}v a, konvergieren und divergieren gleich-
0

zeitig und sind im Falle der Konvergenz einander gleich.

Fiir eine spiitere Anwendung moge noch erwihnt werden,
daf nach dem Cauchyschen Integralsatze

9 @ __ Pa(?)
(20) ay = Zm e dz ist,
das Integral erstreckt {iber einen Kreis 'z|=£&'>1 und eine

Schleife, die auf beiden Ufern der reellen Achse und auf einem
kleinen Kreis um den Punkt 1 herumfiihrt, und daB hiebet,
so lange man sich mit der Genauigkeit der Abschiitzungen (15),
(18) begniigt, das Integral iiber den Kreis 2 = &' weg-
gelassen werden darf.

Ist % eine reelle Zahl <1, so findet man vermige der

T
Substitution & = ; “ fiir die Koeffizienten a; (%) der Potenz-
— X

e pu(@) = Eri () (o — Y

die Abschiizung
b @) = (1 —wyral (14 )
(—o<a<+o; —olx<])

II. Abschnitt.

Verhaiten der Funktionen ¢ (x) und ¢, () in der Umgebung
der Stelle = = 1.
Ich setze

22) 2=1—p leosy +ip7lsiny (—a<yLa, ¢g>0),

und lasse dann o iiber alle Grenzen wachsen. Das Integral

<

J‘ o siny Q(E)
(E—1+ o“coe )+ o 2sin?ep

d& fir den Imaginiirteil
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-1
14 ¢
J (p(2)) zerlege ich in f f -+ f und finde diese
1 l+ = ]+n_1

Integrale der Reihe nach gleich &5y ¢(0), (1 4 .0y t(o),
g5 t(0); daraus folgt

(23) J(p @) = vi(o) (1 + &)
und zwar ist lime, = 0 gleichmibig fiir alle vy, die
o=

der Ungleichung —n <y <=z geniigen. Fir die End-
werte yp =+ 7 hat das Integral fiir J(@(x)) keinen Sinn;

legt man ihm aber an diesen Stellen die Werte + 7 s (1 + 5)

bei, denen es, falls s(£) bet £ =1 ; stetig ist, ohnehin mit

lim v = £ 7 zustrebt, so gilt die Abschiitzung (23) gleich-
miBig in dem abgeschlossenen Intervall —z <y <=

Die ni#mliche Zerlegung nehme ich mit dem Integrale

(§—1+ o0 "cosy)s(é)
E1+ o~ cosy)’ + o~ siny d & fiir den Realteil N (p(x))
1
vor; wihrend hier die beiden ersten Teilintegrale je auf ¢,,7'(o)
fithren, wird das dritte gleich 7'(¢) (1 + ¢,5) und also

(24) Rip@) = T(e) 1+ &)

mit lim ¢, = 0 gleichmifig fiir alle  die der Unglei-

o=
chung v <z —¢ mit ¢ >0 geniigen. Durch eine ge-
eignete Zusatzbedingung fiir s(£) kann man erreichen, daf (24)
gleichmiiBiig fiir das abgeschlossene Intervall <= gilt; es
geniigt z. B. als solche, daB s(&) differenzierbar ist und daB

(25) lm (g —1) ﬂ —S(—E) = oo st

™

ihr geniigen beispielsweise s(¢) = (Ign(§ — 1)) und alle Pro-
dukte solcher Funktionen.
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Nach Zusammenfassung des Real- und Imaginirteils hat
man also

p(1— o~ tcosy + ip~'siny)
= T(g) (14 &)+ iwt(e) (1 4 &)

man vergleiche damit das bekannte Verhalten der Funktion

(26)

Ig

| . 2 die als einfachstes Beispiel gelten kann (¢(¢) = 1).

Das Verhalten der Funktionen ¢,(z) mit ganzzah-
ligem positivem oder negativem n ergibt sich auf Grund
der Definition (14) unmittelbar aus (26), wenn man noch
T (w)

zglznit—(w—)— = oo beachtet:
pn(l—p~'cosy + ip~!siny)
©7) = T(o) (o~ "cosny —ig—"sinny) (1+¢,) oder

m@=1(1,) @1 at e

Bei den Funktionen ¢.(x), wo a keine ganze Zahl ist,
wird man zunichst « zwischen Null und — 1 voraussetzen und
sich dann auf Gleichung (17) berufen. Den Realteil und
Imaginirteil von ¢.(x) (—1<a<0) wird man wieder ge-
sondert abschiitzen und zu diesem Zwecke die auftretenden
Integrale, genau wie vorhin, in drei Teilintegrale zerlegen.
Ich iibergehe wieder die nicht schwierigen, aber etwas weit-
liufigen Zwischenrechnungen und schreibe gleich das fiir alle
reellen nicht ganzzahligen a giltige Schlufergebnis
nach Zusammenfassung des Real- und Imaginiirteils

hin:
(28)  p.(@) =

bz

a—ari( L, ) a+e

sin (— ax)

Fiir die GleichmiiBigkeit der Beziehung lim ¢, = 0 gilt
das 8. 272 Gesagte. o=w
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III. Abschnitt.

Ergénzungen, Beispiele, Anwendungen.
§ 1. Eine merkwiirdige Funktionalgleichung. ¢()

=2a,z = Eva(r)r”drx", p(@)=2rbx"= Evfu(r)t" dra”
0 0 0 0
0 0

©
seien zwel Funktionen ,der ¢-Klasse. Dann ist auch >» a, b, 2~
0

eine Funktion der ¢-Klasse, d. h. a, b, liit sich in der Form
]

1
flV(r) v d darstellen und zwar ist W)= j -uff ) v (:,) dr'.
0 T

Man beweist dies folgermaBen: ¢ sei eine Zahl >0, <1,
dann ist

W@ dr = lim Y a(87) 80+ (1 — 5) und
d=1 1

(29)
(1) v dr = lim 2 v(5) #0+D (1 §);
d=1 1

S S

indem man diese Gleichungen miteinander multipliziert und
dann die rechte Seite nach Potenzen von 6”%!' ordnet, er-
hilt man:

1 1

(30) ‘!u(r) dr -bfv(r) dr = Jlg iz S0+ [ (8) w(8%—1)

+ w(6Hv(6*=2) + - - - + w(F N w(d)] (1 — §)%
auf der rechten Seite konvergiert (1 — &) [u(d)w(o*—") +

]

(02 v(5* %) + - (6"~ v(0)] gegen W(7) =J'ugz”) v <6T)dr’

J {4
8"

und, wenn man noch 0% =t setzt, die ganze rechte Seite, wie

1
behauptet, gegean(r) dr. Mit W(z) ist auch die Sprung-
v



Uber das Verhalten analytischer Funktionen ete. 275

funktion und mit dieser die analytische Fortsetzung der Funk-

tion v @, b, 2" iiber C hinaus bekannt; sind beide Funktionen
0

u(z), v(r) auf C regulir analytisch, so auch W(z); W(z) ist

nur dann =0, wenn eine der Funktionen u(x), v(z) es ist.

§ 2. Produkte von Funktionen g, (). Wie soeben sei

9 (@) = fgi% v (%) =f ?Qf; ferner 4 (z) = ¢ (@) (@).
% 0

Die Funktionen u(z), v(r) und die aus ihnen hervor~
gehenden Sprungfunktionen mégen den Bedingungen (9b), (9¢),
wie auch (25) geniigen; da jetzt die Verzweigungsstellen z = oo
eine mit = 1 gleichherechtigte Rolle spielt, sollen auch die
Funktionen %(1 —7), v(1 — 1) den niimlichen Bedingungen ge-
niigen. Die zu y(z) lings C gehorige Sprungfunktion S(£)
ergibt sich ohne weiteres aus den Werten, welche von ¢ ()
und vy (z) lings C angenommen werden; insbesondere ergibt
sich fiir das Verhalten von S(£) in der Nihe von & =1 fol-
gende Gleichung

(31) L (T‘ (Eéﬁ) t2<5i1>
+a(e 2 )a(e2)) (r(=):

wo t, t,, T\, T, die zu @(x) und v (z) gehdrigen f- und
T-Funktionen sind. Daraus folgt, dat S(&) der Bedingung (9b)
geniigt; da ferner S(&) bel & = o infolge der gemachten An-
1
§x
{84 4e b : S sl
ft—r & Diese Funktion erleidet lings C den niimlichen

S
1

nahmen stirker Null wird als -, falls x <2, so konvergiert

Sprung wie y(z), kann sich also von x(x) nur um eine ein-
deutige, iiberall aufier etwa an den Stellen z =1, 2z =
reguliire Funktion I (x) unterscheiden, und man erkennt leicht,
daf3 /()= 0 sein muBi. HEs ist also (wenigstens unter den
gemachten Voraussetzungen, die sich leicht verallgemeinern
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lieGen) das Produkt zweier zur Klasse ¢(x) gehoriger
Funktionen wieder eine solche Funktion. Allgemein
gilt: Wenn a und f zwei reelle Zahlen sind, so ist

(32) Pa(®) pp(@) = @, () + 7 (2);

hier ist y = a 4 f und r(z) elne rationale Funktion mit Polen
hochstens bel z = 1 und 2z = o, iiber deren Hohe sich noch
Aussagen machen lassen. Nur wenn « -4 /i eine ganze Zahl
ist, kann ¢.(z)ps(x) eindeutig werden, dann fillt ¢,(z) auf
der rechten Seite weg.

Es moge als Beispiel derjenige Fall dieses Produktsatzes
betrachtet werden, wo ¢.(2) = (1-— 2)* (a nicht ganzzahlig)
und @g(z) sich auf @(x) reduziert; zu ¢(x) mogen die Funk-
tionen v(z), (&), t(w), T(w) gehoren. Als Sprungfunktion s, (z)
des Produkts (1 — z)* @ () ergibt sich

— ,Sin_(__ a, 7}) — 1) 4 _._1, — 2 1
09 s =""C""e—1r( 1) (1+:(, 1)
und demgemif nach-dem ersten Abschnitt fiir die Koeffizienten b;
der Potenzreihe (1 — x)“(p(x) = Db
0

« I'(y . .
B84) by = I'_(——cg))v_‘"i'_‘ 1+ s) (« nicht ganzzahlig);
ist a eine ganze Zahl, so sind die 7 mit den im ersten Ab-

schnitt betrachteten Zahlen a; identisch, es gelten also die
Abschiitzungen (15), (18), d. h. fir n = —1, -~ 2, —3 ...
bleibt die Formel (34) fiir b} giltig, withrend fiir n = 0,1,2, 3. ..

(35) b = (_11)}(’2 I'(n 4+ 1) (1 + &) wird.

Es sei noch darauf hingewiesen, dafi unter geeigneten

Voraussetzungen iiber s(&) auch die Funktionen 7 (x)’ 4u(@)
. ) da

f(pu(x) dz zur Klasse ¢,(z) gehiren.
v

]
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§3. Uberden Divergenzcharakter gewisser Potenz-
reihen an der Konvergenzgrenze. Durch Vergleichen der
Koeffizientenabschiitzungen des ersten und der Funktionsab-
schiittzungen des zweiten Abschnitts gewinnt man von einer
ganz neuen Seite her einen allgemeinen Satz, den zuerst Herr
Pringsheim bewiesen hat (acta math. 26 (1903)). Die Potenz-~

rethe 274, fir die Funktion (I — z)‘@(z) sei hei z =1
0
divergent (also « <0); setzt man

z=1—p""cosy + ip " siny
(36)
2 9

(’1/r’<'l/' < 0<o <ot < 2¢c0s ap)

so konvergiert 2 02", und es ist nach (33), (28) fiir « < 0
0
und nach (27) fiir « = 0:

5 y S —zx)e T 1 £o
(37) ZO_JZ)x—(I x)j(l )(1+)

mit lim ¢, = 0 gleichmiifig fiir die obigen x; andererseits

n=auw

ist nach (34)

3 a '17 T
(38) - = S) s (14¢) fir a<0

und nach (35):
(39) 1 =10 1 4,

Die Abschiitzung (37) bleibt offenbar richtig, wenn man
s 70 . . | . T(')’) t(‘l’)
fiir b, aus (38), (39) die Nahexuncswelte T ayrti’
einsetzt; tut man dies, so hat man den erwihnten Prings-
heimschen Satz tiber das Verhalten der Reihen

@ '17( )

2 “an' (a0 < 0) und L ()1’ bei 2 = 1.
v



278 G. Faber

Durch besondere Wahl von 7'(w) ergibt sich folgendes
Beispiel (Pringsheim, a. a. O., S. 30), an das ich nachher
weitere Ausfithrungen kniipfen werde.

Ist
(40) A, =(1+s)

’)ly
Lm 1(7’) (Igm 7')o(lgm+1 7')”‘ (lgm—{-k 7') k
so hat man, falls y <0, 6 Z 1:

1 1 o 1 o1
{lfl (1'—“3?))-*- LIII 1 (1_5) (lgm 1 — .Z') (]‘g’”‘*‘l 1 — .’I)) e

(41) (Iguz-i—k 1 —1‘—) k' E" 4,27 = Iv(}})1
— 0

(m.>1),

dagegen fiir y = 0, in welchem Falle allemal o << 1 sein muf

(fiir o> 1 wiire ja 2 A, konvergent)
(1]

. 1 a—1 1 [
llilr <]gm l—x) (lgm—i-l'l _x> Tt
1
(lcm-}—k 1 — ) ZJA Zy == i

— 0 :
Fiilhrt man nun in (41), (42) an Stelle von z die neue

Verinderliche Qfﬁ

(42)

* mit 2>0, <1 ein und beachtet man,

dat gleichmiBig fiir alle « des Gebietes (36)

1 1
lo loe, — ——
om 1_—x om
(43) lim ————— = lim - =] ist,
r=1 1 =1 1_/
lgm - lgm 7
T — % 1l —z
1— 2%
1— =

wie man durch den Schluf von m auf m + 1 beweist, so geht
die vorige Aussage iiber in folgende:
Ist

v (1 — )7
14) A= e
( ) Lm-—] (") ugm") (lg171+l V)ql tre ugm +k V)”"

so hat man, falls y >0, ¢ Z 1:

(I te) (m>1),
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. , 1 1y 1 \=
eyt L S o o). ..
;}lznll (1 x) Lm—l (1 x) (]-Om 1 x) (L:,m-{—l 1 CE)
(45) (1g,,,+,, ) Yo A, (@ — 2y = I(),

dagegen fiir y = 0, o < 1:

1 a1 1 aq
1‘1“1( " 1— x) (lg'"“ 1— 5c> o
I\ & 1
(lg,,,_}_k'l — .L‘> E A, (x — /)" = pe
Bei diesen Grenziibergiingen ist natiirlich 2 auf jenen Teil

des Gebietes (36) zu beschrinken, der innerhalb des Kreises
x — % = 1 — x liegt.

(46)

Es mége nun noch x so nahe an 1 vorausgesetzt werden,
dafy die Funktionen lg,. T—}«x- (w=12...m-4%) sich im

Kreise #— 3 =1-—x regulir verhalten. Dann legen die
Sitze (45), (46) die Vermutung nahe, daB umgekehrt die Ent-
wickelung von

e 1 1\~ 1 \== 1\~
F(}') (1“‘"17) ’ anl —1 (l_x) (l‘gm l—x) (lgirl+l ij”l:') Thee (1gm+k 71”_7’(,')

fiir y > 0 und von

1 e AN (g YT (1 LA
F— gm 1—z Sm--1 11—z Stk 7 1_%

Koeffizienten haben wird, die der Grenzgleichung (44) geniigen;
man wird sogar vermuten, da diese Koeffizientenabschitzung
richtig bleibt, wenn man die bisher y und o auferlegten Be-
schriinkungen fallen lifit.

Das Bestreben, diese Vermutungen zu beweisen, war fiir
mich mitbestimmend, als ich die vorliegenden Untersuchungen
in Angriff nahm. Den Beweis, der nach den Ausfithrungen
des ersten Abschnitts keine Schwierigkeit mehr macht, bringe
ich im niichsten Paragraphen.

Sitzungsb. d. math.-phys. K1. Jahrg. 1917, 19
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§ 4. Abschiitzung der Taylor-Koeffizienten der

. y 1 1 1 o2 1 m
Funktionen?!) (1—2) lg—125> (lgi?m ...lg,,,»],_—x—_ )

Das Verhalten der Funktionen (lg,,, léx) K w>1; —ww<o,

< + ), die siimtlich zur Klasse der ¢-Funktionen gehoren, in
der rechtsseitigen Umgebung der Stelle & =1 des Schnittes C
sind durch folgende Formeln beschrieben, in denen § —1 = p~!
gesetzt ist:

lgfi =lgp *in,
allgemein lg,,;—f1 --—(1 + &) lg.o + Z'n—(li&—”) -
(47) leolg,0...1g.10
1 (o) oin(l+e,)

1 Y [sX 241 l"*‘l’)(l;—,u{))“
(lg-” 1 — > = (1 + e) (lc/‘ O)h lﬂ‘Q(lgz o - . IOuQ

Man findet hier den durch die Gleichungen (23), (24)
festgestellten Zusammenhang zwischen Real- und Imaginiirteil
der @-Funktionen bestiitigt; die Anwendung der Formeln (15),
(18), (21) liefert ohne weiteres folgenden Satz:

Die Koeffizienten a, (x) der Potenzreihe P (x — ) fiir

Ly 1\~ 1\
(48) (1 — x)" (lg,,. r_é) (Igm 1 1;1;) e (1g,,.+;¢ -1 —7.’1))

sind gleich

T(a"“ 1) gm'l’)"(lgm-*-”')”‘..-(_lgm.{-k'l’)j"
(49 gy O e Sy T,
wenn a eine ganze Zahl >0 ist, in jedem anderen
Falle aber gleich

y—a—1 1 )
S (1 ) ((1 ) Nr—a (gmry (l ma1 V)7 (lg"*+’= )k,

1) Von diesen Abschiitzungen scheinen nur die allereinfachsten Fille
bekannt zu sein; am weitesten reichen noch die Frgebnisse des Herrn
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a, g, 6, ... o, konnen irgend welche reelle Zahlen
sein; nur wenn o = ¢, = 6 = 0, soll selbstverstind-
lich a keine positive ganze Zahl sein.

Ich behaupte weiter: :

Die Formel (49) gilt bei ganzzahligem a auch fiir
beliebige komplexe o, o, ... o (auBer 6o =0, =--
= o, = 0); die Formel (50) gilt, wenn a eine belleb1ge
auch komplexe, nur nicht positive ganze Zahl ist,
und wenn o, o or beliebige, auch komplexe
Zahlen sind.

19 * ¢ -

Kines neuen Beweises bedarf es nicht; man hat nur fol-
gende zwei Tatsachen zusammenzuhalten:

1. Die Formeln (47) gelten auch fiir komplexe o, o, . .. oy,
die zugehirigen s, v, ¢, T-Funktionen sind dann natiirlich auch
komplex, aber ihre Real- und Imaginiirteile einzeln gehoren
zu den vermige der ersten Verallgemeinerung (S. 269) zuge-
lassenen Funktionen.

2. Die Funktionen ¢.(z) kinnen auch fiir komplexe «

definiert werden: dmchf(g 1)“s(§) , falls —1<R(2) <0
1

und durch (17) fiir alle andern «. Man iiberzeugt sich, dafi
dann nicht nur die gefundenen Formeln fiir @, und b, weiter
gelten, sondern auch deren Beweise, letztere mit ganz gering-
fiigigen und ohne weiteres ersichtlichen Abinderungen.

Viele der bisherigen Abschitzungen hitten durch Aus-
sagen iiber die GriBenordnung der &, verschirft werden konnen;

ich will dies nur an dem Beispiele der Koeffizienten a; fiir die
Potenzreihe ia 2 der Funktion ¢, (z) = (1 — 2)* (Ig (1 — 2))*

(a beliebig; 7., ganz, > 0) niiher ausfithren. Abschitzungsfehler,
die fiir lim v = kleiner als 9 mit festem positivem & <1
Perron (Minch. Ber. 1913, 8. 355), die sich auf die Koeffizienten von
(1 —2)" (Ig 1 — )" bei beliebigem, auch komplexem y und ganzzahligem
n >0 beziehen,

19*
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sind, bleiben von vornherein auBer Betracht; um mich kurz
auszudriicken, schreibe ich 4,, &, fiir ¢,, wo es sich um solche
Groien handelt.

Zur Vorbereitung mache ich folgenden Ansatz:

S N |

o0 = () (1= ek (4.5) (-

die P, (a) sind Polynome »*» Grads in a; In einer gewissen
Umgebung U der Stelle 2 =1 und fiir alle «, deren Betrag
unter einer endlichen Schranke bleibt, konvergiert die Reihe

e, ate o .
24 P (a) (lg %) gleichmiiig und das gleiche gilt von ihrer
0
gliedweise gebildeten %t Ableitung nach «:
wta
ﬂh@%@) |
G2y (A —2a(g(l —2)y = — 7
da

Fiir a) liefert der Cauchysche Integralsatz folgende Ab-
schiitzung, wo unter S die Seite 271 erklirte Schleife ver-
standen wird:

(53) a° 2mf(l—z“(lg(l—Z))"Jr,9”

Z'n-{-l

also unter der erlaubten Annahme, dat S ganz in U liegt:

. 1 nt-a
a1 0y dP"(a)<1gZ> ds

%=éﬁ.§“——7gf—*g@i
S
tda
©9 #2,)1s )
R P oy
2mid 2 dd Py
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Der zweite der drei Summanden auf der rechten Seite von
(54) stellt den Koeffizienten von z” einer Funktion qq4;4(2)
dar und ist nach der bekannten Bezeichnungsweise des Herrn

Landau O (—(I}}%) Wenn ich in dem vorausgehenden ersten

Integral auf der rechten Seite von (54) die auf der reellen
Achse liegenden Stiicke des Schleifenintegrals bis <4 oo aus-
dehne, kommt nur ein Glied ¢, hinzu. Die so verlingerte
Schleife bezeichnete ich mit S, und es ist also

a4
d . < ) g ke
(55) (tf:%ix,tc,;‘, P, (a)f (VA +0((1 v))
7 0 d,,

+
Jetzt stehen auf der rechten Seite neben 0(&%22) nur

bekannte Funktionen und deren Ableitungen, da ja

1 1 —u—1
(56) lf(g) _ o

S D A CRE
Der besondere Fall [ =1 der sehr genauen Abschitzung (55)

ist schon von Herrn Perron in der S. 280/281 genannten Ab-
handlung auf anderem Wege bewiesen worden.

§ 5. Uber Funktionen, die durch Potenzreihen
1
Y G (r_")x” definiert sind. Die zuletzt benutzte Hilfsformel
1

aus der Theorie der I-Funktion ist auch sonst niitzlich zur
Untersuchung mehrdeutiger Funktionen. Es sei beispielsweise

A
k eine ganze Zahl >1 und lim V/ ¢,| = 0; dann ist

® cn o
(57) G (2) = X _/T
" r§+)

eine ganze Funktion, hochstens vom Minimaltypus der Ordnung .

;GL- setzt (n=1,2,3...)

Aus (56) erhilt man, indem man a =
und summiert:
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1\~ le -~
Ly O S0ty
. = @ ),
(58) Sl G

o+l

Darin liegt folgender Satz:

1
- - © e . . .
Die Potenzreihe }» &+ (1"‘) a ist das Klement einer in
1

der lings C aufgeschnittenen Ebene reguliren Funktion

Nt >y 1 =4
59 0@ ——-z—j’;i;f (l-g i> —(t—_cx(Tl #_) i

Lings C erleidet dieselbe den Sprung

(60) s(8) = XL ey (lg 1—)— = sin i 7
& k
Da lg; in der Umgebung von z =1 reguldr ist, verhilt
1
sich somit @ (z) daselbst wie eine ganze Funktion von (z — 1) *.
Mit genau den nimlichen Mitteln beweist man beispiels-
weise ferner, dal die Reihe iv a,z’, wo a, fiir » > die
0

1
Form P ((71,)17) hat, FElement einer Funktion ist, die in der

lings der reellen Achse 1 oo aufgeschlitzten Ebene regulir ist,
1

und die sich bei 2 = 1 wie eine regulire Funktion von (z — 1)*
verhilt. Wenn man die Formel (56), nachdem man sie beider-
seits mit I"(a 4+ 1) multipliziert hat, kmal nach a differenziert,
mit 2 multipliziert und sodann summiert, gelangt man zu

Reihen i«» »*(lgv)¥2”, und man ersieht ohne weiteres, dafi auch
1

die so gebildeten Funktionen innerhalb der lings C aufge-
schnittenen Ebene regulir sind und dab ihre Sprungfunktionen,
mithin ihre Fortsetzungen iber € hinaus mittels bekannter
elementarer Funktionen gebildet werden kinnen.
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