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Über das Verhalten analytischer Funktionen 
an Verzweigungsstellen1). 

Yon Georg Faber. 

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 13. Oktober 1917. 

Das Verhalten analytischer Funktionen an Polen und 

wesentlich singulären Stellen ist durch unzählige Arbeiten bis 
in alle Einzelnheiten aufgeklärt: dagegen fehlen allgemeine 

Untersuchungen über das Verhalten an Verzweigungsstellen 
fast völlig. In einer früheren Abhandlung (Math. Ann., Bd. 60 

(1905), S. 379) habe ich das Mittag-Lefflersche Theorem 

auf mehrdeutige Funktionen ausgedehnt; dadurch ist die Unter- 
suchung beliebig verwickelter mehrdeutiger Funktionen auf die 
einfacherer zurückgeführt, welche die Mindestzahl, nämlich 

zwei Verzweigungsstellen besitzen. Von diesen Funktionen ist 
b 

wieder 99 
s(z) 

Z — X 
dz der einfachste Typus; a, b sind die 

a 

beiden Verzweigungsstellen, das Integral ist über einen vor- 

geschriebenen Weg G zu erstrecken, s(z) ist eine gegebene 
analytische Funktion von z = | -f- ir) oder auch nur eine 

b Dieser Aufsatz bildet einen stark gekürzten Auszug aus einer 
umfangreichen Abhandlung, die vor zwei Jahren von der Redaktion der 
acta mathematica angenommen worden war, von mir aber, da die Druck- 
legung sich ins Unabsehbare verzögerte, wieder zurück erbeten wurde. 
Die vorliegende Fassung, in welcher ich von längeren Überlegungen nur 
den Gedankengang mitteile und die nicht schwierige, aber stellenweise 
weitläufige Einzelnausführung dem Leser überlasse, gewinnt dadurch vor 
der ursprünglichen Abhandlung den Vorzug größerer Übersichtlichkeit. 

Sitzungab. d. math.-phys. Kl. Jalirg. 1917. 18 
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Funktion von f, J;. In diesem Falle kann G eine natürliche 

Grenze der Funktion (p{x) sein, und a, b sind dann nicht eigent- 
liche Verzweigungspunkte, insofern es unmöglich ist, durch 

einen Umlauf um sie in ein anderes Blatt der Funktion zu 

gelangen; trotzdem will ich auch in diesem Falle von einem 

„unausgebildeten“ Verzweigungspunkt sprechen. Ist s(F) für 
alle inneren Punkte von C regulär analytisch, so darf man 
bekanntlich C noch in gewissen Grenzen abändern, auch ist 

dann (wie übrigens auch unter viel allgemeineren Voraus- 
setzungen über s(F)) die Differenz der Funktionswerte <p (x) an 
beiden Ufern des Schnitts G gleich 2JT is(x)\ s (s) möge daher 
die „Sprungfunktion“ heißen. 

Die Funktionen <p(x) = f" dz haben für die allge- 
z x 

a 

meine Theorie der mehrdeutigen Funktionen nicht nur als ein- 
fachstes Beispiel, sondern auch deshalb besondere Bedeutung, 
weil jede Funktion, welche die zwei Verzweigungsstellen a, b, 

jedoch sonst in der längs G aufgeschnittenen Ebene keine 
Singularität besitzt, sich in der Form 

(1) (J(X)§z^x
dzJr (Ji(x) 

darstellen läßt, wo g(x), gl(x) eindeutige und in der ganzen 

Ebene außer in a und b reguläre Funktionen bedeuten. 

Es ist keine wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit, 
wenn ich im folgenden a—l,b reell >1, < oo annehme 
und den Schnitt C von 1 bis b geradlinig führe. Ich unter- 

suche diese Funktionen <p (x) sowie gewisse allgemeinere cpa(x), 
die in der Form (1) enthalten sind, in der Umgebung der 

Stelle x = 1 und behandle insbesondere folgende beide Auf- 
gaben in den beiden ersten Abschnitten der Arbeit: 

1. Von welcher Größenordnung sind die Koef- 
Cß 

fizienten av, a*. der Potenzre ih e n (p (x) = £]r ar x'\ 
o 
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CO 

(pa(x) = ^a"xr; die gleiche Aufgabe für die Reihen nach 
o 

Potenzen von x — x1 ist dadurch von selbst initgelöst, immer 
falls x0 reell < 1 ist, für komplexe x0 jedenfalls daun, wenn 

die Reihe auf ihrem Konvergenzkreis nur die eine singuläre 
Stelle x = 1 hat, und wenn es erlaubt ist, in deren Nähe den 
Schnitt C so abzuändern, daß er in die Verlängerung des 
Radius x01 fällt. 

2. Untersuche ich Größenordnung und Wertevor- 

rat der Funktionen cp(x), tpa(x) in der Umgebung der 
Stellea; = l,insbesondereaufdenKreisen X — 1 j = konst. 

Ein dritter Abschnitt bringt Ergänzungen, Bei- 
spiele, Anwendungen. 

Es ist zweckmäßig, neben s(f) (co>|r>l) noch zwei 
andere Funktionen v(j) (0 < r < 1) und t{w) (l<«i< co) zu 
betrachten, deren Beziehungen zu s(f) und untereinander durch 

folgende Gleichungen ausgedrückt werden : 

Außerdem benutze ich folgende Bezeichnungen : £, e\ e“ 

sind stets Funktionen (nicht jedesmal die gleichen), die der 

Null zustreben, wenn ihre Veränderliche positiv unendlich wird; 

es ist also z. B. lim s(v) = 0, lim e' (—^ 'j = 0 usw. ; für 

e(v) schreibe ich kürzer er. In ähnlichem Sinne schreibe ich, 

erß, wenn lim (lim ev/?) = 0. 
V = & 

Unter dem Logarithmus einer reellen nicht negativen oder 
einer komidexen Zahl x verstehe ich stets den Hauptwert lg x, 

dessen Imaginärteil zwischen —ni und + ni liegt; wenn x 

veränderlich ist und reelle negative Werte annimmt, wird 

jedesmal durcli die Forderung der Stetigkeit bestimmt, ob der 
18* 
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Imaginärteil -J- ni oder —ni sein soll. Potenzen ak seien 

stets durch eklsa definiert; lg2* ist soviel wie lg (lg*), lg,,,* 

= lg (lg„,-i *) {m = 3, 4, . . .), lgtx = lgx, L,„ * = * lg * 

lg2* . . . lg,„*. 

I. Abschnitt. 

Abschätzung der Taylor-Koeffizienten. 

Die Koeffizienten der Potenzreihe 

/ox f x Ä „ fs(£)c?£ rv(z)dz r 
(3) f(.) - h’“’* -J =J r- Tx =J 

1 o 

haben die Form1) 

t (w) dw 

iv (w — x(w— 1)) 

(4) a„ v = J d£ = jv(z)rv dl = J t(w) (1 — w~]y 
div, 

und es handelt sich darum, diese Integrale (4) abzuschätzen; 
dies soll zunächst unter der Voraussetzung geschehen, dats 

s (£) reell und 

(5) s(£)>0 ist. 

Doch soll selbstverständlich nicht j*s(£)d£ = 0 sein für 
1 

alle £ in einer gewissen rechtsseitigen Umgebung der Stelle £ = 1. 
Bei der hier wie auch im nächsten Abschnitt erstrebten 

Genauigkeit kommt es auf die Funktionswerte s(£) für £ > £', 

wo £' irgend eine feste Zahl >1 ist, überhaupt nicht an; es 

darf daher immer, wenn es vorteilhaft erscheint, 

(6) s(£) = 0 für £>£' 

vorausgesetzt werden. Dadurch wird von zp{x) nur eine im 

Kreise \x\ — £' reguläre Funktion abgezogen. 

CO 

b Solche Reihen ayx
v sind zuerst von Herrn Hadamard (Journ. 

o 
de math. (4), Bd. 8 (1892), S. 158) und seitdem vielfach untersucht worden 
(vgl. z. B. Pringsheim, Münch. Ber. 1912, S. 58, woselbst weitere 
Literaturangaben). Meine obigen Ausführungen haben mit diesen Unter- 
suchungen nur den Ausgangspunkt gemein. 
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Aus (5) folgen sofort zwei Sätze, deren sehr einfache Be- 
weise ich unterdrücke: 

I. Es ist 

(7) lim 
V = 03 av 

II. Wenn V(T) und v(x) 2 Funktionen, für die lim V_— = A 
r = 1 — 0 V(T) 

gilt, und a„ die zugehörigen Koeffizienten sind, so ist 

(8) lim aA = A. 
v = co a,. 

Die Annahme (5) ist als Ausgangspunkt für die weitere 
Untei-suchung noch zu allgemein ; ich mache daher vorläufig 

außerdem folgende Voraussetzung: 

Zu jedem Zahlenpaare ß' > 1, e > 0 (ß‘ beliebig groß, 
e beliebig klein) gibt es eine Zahl w‘ > 1 der Art, daß für 

alle w > w‘ und alle ß zwischen 1 und ß‘ folgende Unglei- 

chungen gelten : 

(1 + e)-1 t(ßiv)<t(iv) < (1 + e)t(ßtv) 

(1 fi- e)-lt(ß-] w) < t(w) < (1 + e)t(ß~lw) 

oder, was dasselbe heißt, 

(9 b) 
(1+' l1 - w) < * (‘ - i) <(1+'4 - U 
(i+*)- !'(4)<,’(14«:1+44 

oder 

(1 + r)-> s(i+n:)<«(i + M^i)<(i+e)S(i+ 
(9 c) 

(1 + +F^i)<<1 + 5èî)<0+«)<1+F^i) 
Durch diese Bedingungen, die weder Monotonie noch Stetig- 

keit der Funktionen t(iv), s(£), v (z) verlangen, wird ein großer 
Kreis der bekannten elementaren mehrdeutigen Funktionen ge- 
troffen; genügen zwei Funktionen einzeln diesen Bedingungen (9), 
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so auch ihr Produkt und Quotient, unter Beachtung von (5) 
auch ihre Summe. 

Beispiele von Funktionen t(w), die der Bodingung (9a) 
genügen: t(iv) — (lgw)k, wo lc jede reelle Zahl sein kann; 
allgemeiner (lg„1w)'£, ferner lg w -|- sin lg w usw. 

Für alle zugelassenen Funktionen t(w) gilt folgender leicht 
zu beweisende Satz: 

Zu jeder noch so kleinen Zahl e > 0 gibt es eine Zahl iv‘ 

der Art, daß für w2 > wx > w‘ 

(10) t(w2)ivie<(l -J-e) t(wt)wTc und t{tv2)wi > (1 -j- s)-1 t{ivß) w\ 

wird. Und hieraus folgt für jedes t] > 0 

(11) lim w’11 (iv) = oo, lim w~’> t(w) = 0. 

i 

Nach diesen Vorbereitungen zerlege ich I V(T)T
rdt in die 

i-Ü. i--1
 ' 

ßv ’ 
3 Integrale j" J* -j- J* mit ß > 1, < r. Auf Grund des 

Vorausgeschickten erkennt man, daß das erste nnd dritte dieser 

t(v) 
Teilintegrale die Form e,.« haben, während das mittlere 

v 

gleich (1 -f- Ev^) wird; und da selbst von ß nicht ab- 

hängt, folgt daraus das erste Hauptergebnis: 

1 
t(v), 

vl 1 — K. 
(12) «, = -^(1 + 6V) = -V ' (1 + £„) = ' v - ' (1 + el). 

Diese Abschätzung soll nach zwei Richtungen enveitert 
werden. Die erste Verallgemeinerung wird am besten an 
einem Beispiel erklärt, an dem zugleich zu ersehen ist, wie sie 
auch in anderen Fällen angebracht werden kann. Die Funk- 

tion t(iv) = sin (lg2 iv) gehört nicht zu den vermöge (9 a) zu- 
gelassen; schließt man aber die Werte v aus, die in den Inter- 
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vallen , exp (exp kn) O </c exp (exp kn) liegen (k = 1,2, 3...), 

so bleibt für die übrigen v die Abschätzung (12) gütig, für die 
ausgeschlossenen v aber gilt lim va,, = 0; ähnliches gilt für 

V — CG 

t(iv) = cos lg2 io, wobei wiederum die Nullstellen der Funktions- 
Intervalle auszuschließen sind. Da die beidesmal ausgeschlos- 
senen Intervalle jedenfalls für große v nicht übereinander greifen, 

gilt für t(w) = cos(lg2«r) -j- V—1 sin (lg2 iv) die Gleichung (12) 
ohne Einschränkung, (ebenso für t(w) = cos 1 gmw -f- i sin 1 gmtv, 

m > 2). 
Die zweite Verallgemeinerung, die auch gleichzeitig 

mit der soeben besprochenen angebracht werden kann, besteht 

in der Zulassung von Sprungfunktionen sa (£) = (£ — l)0s(f), 
wo s(f) der Bedingung (9 b) genügt, während a irgend eiue 
reelle Zahl sein kann; im Anschluß an die bisherigen Bezeich- 

nungen setze ich r„(r) = ^ sa ^ , ta(w) = va ^1 — 

Wenn a > — 1 ist, läßt sich eine Funktion <pa (x) mit der 
vorgeschriebenen Differenz 2nisa(^) an beiden Ufern von C 

am einfachsten wieder durch das Integral 

1 

*«(f) d£ definieren: 

(13) <pa M = f.5“^ d'S = dr = f - 
} h — x s Jl— ar Jw(w — 

va (r) t„(io) 
(w— x(w — 1))' 

<:p0(x) ist somit das nämliche wie cp(x). Daß das Ver- 
halten von Sa(i) bei | = co die Darstellung (13) nicht hindert, 

darf ohne weiteres angenommen werden, da wir uns Vorbe- 
halten haben, jederzeit die Voraussetzung (6) zu machen. Mit 

Überlegungen, ganz ähnlich denen, die zu (12) geführt haben, 

beweist man, daß die Koeffizienten et“ der Potenzreihen 

(14) cpa(x) = }^ra",xv 

o 

für die obigen Funktionen cp„{x) (« > — 1) der Grenz- 
gleichung 
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(15) a y }<■+“ r(U + !)(! + sr) 

genügen; für a = 0 ist (15) mit (12) identisch. 

Ist n irgend eine ganze Zahl >0 und bleibt «> — 1, 

so ergibt sich durch den Schluß von n auf w fl- 1 : 

(16) 9?„^_„(a;) = (x — \)n<pa(x) fl- einem Polynom (n — l)ton Grades. 

Wir hätten mithin, ohne daß dadurch die Abschätzung (15) 

beeinflußt worden wäre, <pa(x) durch (13) nur für die a, die 
> — 1 und < 0 zu definieren brauchen, und für « fl- n die 

neue abgeänderte Definition 

(17) çpa+n(x) = (x — l)nq>a (x) (— 1 < « < 0) 

verwenden können. Wir wollen künftig stets in diesem Sinne 

das Zeichen rp„ (x) verstehen und dürfen jetzt auch für n eine 
negative ganze Zahl wählen, so daß <pa{x) für jedes reelle « 
definiert ist. 

Durch eine unschwierige Rechnung, die ich hier nicht 

ausführe, findet man sodann, daß die Koeffizientenab- 
schätzung (15) für alle reellen a giltig bleibt, außer 
wenn a eine negative ganze Zahl ist. Für diesen Aus- 

nahmefall aber ergibt sich 

(is) «r- - (-1 (1 +eJ- 

Die hier benutzte Funktion T(w) ist durch die Gleichung 

10 

,19) 

1 

definiert und hat folgende Eigenschaften, die z. T. beim Be- 

weise von (18), z. T. auch im nächsten Abschnitt zu be- 
nutzen sind: 

T r T(w) 
1. lim = oo. 

XO — CO t 

II. T(io) genügt ebenso wie t(w) den Ungleichungen (9 a). 
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111 

CTJ 

J tw » 

div und >>«„ konvergieren und divergieren gleich- 
w o 

1 
zeitig und sind im Falle der Konvergenz einander gleich. 

Für eine spätere Anwendung möge noch erwähnt werden, 
daß nach dem Cauchyschen Integralsatze 

(20) 
a 

Cl y = 

1 r <?«(*) 
2niJ zr+1 dz ist, 

das Integral erstreckt über einen Kreis 1 z ] = £' > 1 und eine 

Schleife, die auf beiden Ufern der reellen Achse und auf einem 
kleinen Kreis um den Punkt 1 herumführt, und daß hiebei, 

so lange man sich mit der Genauigkeit der Abschätzungen (15), 
(18) begnügt, das Integral über den Kreis z — weg- 
gelassen werden darf. 

Ist y eine reelle Zahl < 1, so findet man vermöge der 

Substitution — für die Koeffizienten aÿ(y) der Potenz- 
y 

reihe 

die Abschäzung 

<p«0*0 = £>«“(*) (x — y)v 

0 

(21) 
a" (y) = (1 — y)a~rdy (i -f- £v) 

(—• co<a<-)-oo; — co < y < 1). 

II. Abschnitt. 

Verhalten der Funktionen q>(x) und cpa{x) in der Umgebung 

der Stelle x — 1. 

Ich setze 

(22) x = 1 — Q-1 cos y> + ig~1 sin ip (— n < y> < TI, g > 0), 

und lasse dann g über alle Grenzen wachsen. Das Integral 
CO 

g~1 sin ip s(f) J (f — 1 + g~ ’cos »/>)* g~2 sin2 ip 
di für den Imaginärteil 
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1+ V >+e-v 
und finde diese J{(p{x)) zerlege ich in J* -j- J* + J* 

1 i + Ç-1 1 +o~'ß 
^ P 

Integrale der Reihe nach gleich e.Bp xp t (o), (1 + ee/Ov> £((?)) 
s„ßxpt(o)\ daraus folgt 

(28) J(<p (x)) = xpt(g) (1 + se) 

und zwar ist lim e„ = 0 gleichmäßig für alle xp, die 
Q = CO 

der Ungleichung —n < xp < n genügen. Für die End- 

werte xp = ± 7i hat das Integral für J(cp(x)) keinen Sinn; 

legt man ihm aber an diesen Stellen die Werte ± ns 

bei, denen es, falls s(£) bei f = 1 -f- stetig ist, ohnehin mit 

lim xp = ± n zustrebt, so gilt die Abschätzung (23) gleich- 
mäßig in dem abgeschlossenen Intervall — n ip < n. 

Die nämliche Zerlegung nehme ich mit dem Integrale 
CO 

(s — 1 + £>“’ COS !//)s(|) J (I 1 + Q~ 1 COS ip)2 -J- Q~ ■ sin2 xp 
dÇ für den Realteil 91 {<p(x)) 

vor; während hier die beiden ersten Teilintegrale je auf <-L,PT(Q) 

führen, wird das dritte gleich T(g) (1 -(- eBß) und also 

(24) 3R (^ (rr)) = T(Q) (1 + te) 

mit lim = 0 gleichmäßig für alle xp die der Unglei- 
n ~ co 

chung xp I < jr -—e‘ mit e‘ > 0 genügen. Durch eine ge- 

eignete Zusatzbedingung für s(|) kann man erreichen, daß (24) 
gleichmäßig für das abgeschlossene Intervall xp \<n gilt; es 

genügt z. B. als solche, daß s(£) differenzierbar ist und daß 

(25) lim (I — 1) — =k co ist; 
; =i+ o «Ç 

ihr genügen beispielsweise s(f) = (lgm(£ — 1)) und alle Pro- 
dukte solcher Funktionen. 
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Nach Zusammenfassung des Real- und Imaginärteils hat 

man also 

(26) 
<p( 1 — o~1 cosyj -|- iQ 'sinip) 

= T{Q) (1 + £e) + 1Vt(Q) (1 + eé)i 

man vergleiche damit das bekannte Verhalten der Funktion 

lg -- , die als einfachstes Beispiel gelten kann (t(g) = 1). 
1 oc 

Das Verhalten der Funktionen (p„(x) mit ganzzah- 

ligem positivem oder negativem n ergibt sich auf Grund 

der Definition (14) unmittelbar aus (26), wenn man noch 

lim ^T~ — oo beachtet: 
10 = CD ^ (W) 

<pn{ 1 — Q~' cos ip + sin y>) 

= T(Q) (g-ncos nyj — ig~”sinwip) (1 -J- £,,) oder 

<P»(x) = T ( r_1--) (x — 1)" (1 + ee). 

Bei den Funktionen <pa(o;), wo a keine ganze Zahl ist, 

wird man zunächst a zwischen Null und — 1 voraussetzen und 
sich dann auf Gleichung (17) berufen. Den Realteil und 

Imaginärteil von rpa (x) (— 1 < a < 0) wird man wieder ge- 
sondert abschätzen und zu diesem Zwecke die auftretenden 

Integrale, genau wie vorhin, in drei Teilintegrale zerlegen. 
Ich übergehe wieder die nicht schwierigen, aber etwas weit- 
läufigen Zwischenrechnungen und schreibe gleich das für alle 

reellen nicht ganzzahligen a gütige Schlußergebnis 
nach Zusammenfassung des Real- und Imaginärteils 

hin: 

(28) *.(*)-„in(I—jd-*)■<(.! + ^ 

Für die Gleichmäßigkeit der Beziehung lim F„ = 0 gilt 
das S. 272 Gesagte. "~s 
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III. Abschnitt. 

Ergänzungen, Beispiele, Anwendungen. 

§ 1. Eine merkwürdige Funktionalgleichung. <p(x) 
co oo 1 co co 1 

= S'1 a,xv
 = XJ

1,
 \ v(z)zrdzxv, y>(x) = XJ> ■brx

r — XJ>' [u(x)xv dzxv 

o o J o o J o o 
co 

seien zwei Funktionen „der 99-Klasse“. Dann ist auch avbvx
v 

0 

eine Funktion der ^-Klasse, d. h. avbv läßt sich in der Form 
1 1 

J W{T)T
V
 dz darstellen und zwar ist W(r) = J l--~ v(T\dx‘. 

ü r ' ' 
Man beweist dies folgermaßen: ô sei eine Zahl >0, <1, 

dann ist 

(29) 

J Jco 

u(z)zrdz = lim XJ*U(<Y) (5*(,’ + 1)(1—d) und 
<5 = 1 1 

0 

i 

f v(z) XV dz = lim XJ* v(dx) d*(,' +11 (1 — d); 
J <5 = 11 

indem man diese Gleichungen miteinander multipliziert und 
dann die rechte Seite nach Potenzen von <5’’+' ordnet, er- 
hält man: 

[u(z)zr dz • Çv(z)z‘’dz = lim XJ* d(v+ü* [?((d)i>(d*_!) 
(30) J J 

+ u(ô2)v(ô"-2) -\ f «(^-')»((î)] (1 — d)2; 

auf der rechten Seite konvergiert (1 — d) [?<(d)t>(d*-1) -f- 

u(ô2)v(ôy--2) -f- • ?t(dK_'1) v(d)] gegen W(d*) =^U^, - v 

<jx 

und, wenn man noch d* = T setzt, die ganze rechte Seite, wie 
1 

behauptet, gegen | W(x)xrdx. Mit W(r) ist auch die Sprung- 
u 
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funktion und mit dieser die analytische Fortsetzung der Funk- 
00 

tion S’a.'&vÆ’' über C hinaus bekannt; sind beide Funktionen 
o 

M(T), V(T) auf G regulär analytisch, so auch W(z); W(T) ist 

nur dann = 0, wenn eine der Funktionen u(t), v(r) es ist. 

§2. Produkte von Funktionen Wiesoebensei 

<p 0») = J- v 0) = J . ferner x(.x) = <p (x) • v (*)■ 
o o 

Die Funktionen u (V), U(T) und die aus ihnen hervor- 
gehenden Sprungfunktionen mögen den Bedingungen (9 b), (9 c), 

wie auch (25) genügen; da jetzt die Verzweigungsstellen x = co 
eine mit x = 1 gleichberechtigte Rolle spielt, sollen auch die 
Funktionen M(1—T), v(l — T) den nämlichen Bedingungen ge- 

nügen. Die zu %(x) längs G gehörige Sprungfunktion S(|) 
ergibt sich ohne weiteres aus den Werten, welche von 99(F) 

und ip(x) längs G angenommen werden; insbesondere ergibt 

sich für das Verhalten von S(£) in der Nähe von f = 1 fol- 

gende Gleichung 

wo £,, t2, 1\, T2 die zu 99(F) und ip(x) gehörigen t- und 
V-Funktionen sind. Daraus folgt, daß S(ß) der Bedingung (9 b) 
genügt; da ferner S{$) bei f = oo infolge der gemachten An- 

nahmen stärker Null wird als falls *<2, so konvergiert 

5 S(S) 
ï — x 

tZf. Diese Funktion erleidet längs C den nämlichen 

Sprung wie / (x), kann sich also von % (x) nur um eine ein- 

deutige, überall außer etwa an den Stellen x = 1, x — co 

reguläre Funktion JE(x) unterscheiden, und man erkennt leicht, 
daß E(x) = 0 sein muß. Es ist also (wenigstens unter den 

gemachten Voraussetzungen, die sich leicht verallgemeinern 



ließen) das Produkt zweier zur Klasse <p(x) gehöriger 
Funktionen wieder eine solche Funktion. Allgemein 

gilt: Wenn a und ß zwei reelle Zahlen sind, so ist 

(32) cpa{%) tpß(x) = <py(x) + r(x)\ 

hier ist y = a -(- ß und r(x) eine rationale Funktion mit Polen 

höchstens bei x = 1 und x = oo, über deren Höhe sich noch 

Aussagen machen lassen. Nur wenn a -J- ß eine ganze Zahl 
ist, kann cpa(x)<pß(x) eindeutig werden, dann fällt <py{x) auf 
der rechten Seite weg. 

Es möge als Beispiel derjenige Fall dieses Produktsatzes 
betrachtet werden, wo (pa{x) = (1 — x)a (a nicht ganzzahlig) 
und <fß(x) sich auf tp(x) reduziert; zu cp(x) mögen die Funk- 

tionen V(T), S(£), t(w), T(w) gehören. Als Sprungfunktion sa(a:) 

des Produkts (1 — x)a<p{x) ergibt sich 

(33) sa (x) = 
sin (— a Ti) 

1YT 

und demgemäß nach-dem ersten Abschnitt für die Koeffizienten b“ 
CO 

der Potenzreihe (1 — x)a(p(x) = '£rbfyXv 

o 

(34) K = (1 + e.) (« nicht ganzzahlig); 

ist a eine ganze Zahl, so sind die //) mit den im ersten Ab- 

schnitt betrachteten Zahlen a“ identisch, es gelten also die 

Abschätzungen (15), (18), d. h. für n = — 1, —-2, — 3 . . . 

bleibt die Formel (34) für b"v gütig, während für n = 0,1, 2, 3... 

(35) K = ( J\n + 1) (1 + er) wird. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daß unter geeigneten 

Voraussetzungen über ,s(£) auch die Funktionen -■ 
X Tß(x) dx 

(p.ßxßdx zur Klasse <pu(x) gehören. 
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§3. Uber den Divergenzcharakter gewisser Potenz- 

reihen an der Konvergenzgrenze. Durch Vergleichen der 
Koeffizientenabschätzungen des ersten und der Funktionsab- 

schätzungen des zweiten Abschnitts gewinnt man von einer 
ganz neuen Seite her einen allgemeinen Satz, den zuerst Herr 

Pringsbeim bewiesen hat (acta math. 26 (1903)). Die Potenz- 
co 

reihe Xd'A) für die Funktion (1 — x)n(p{x) sei bei x = 1 
o 

divergent (also u<0); setzt man 

x = 1 — 

(36) 

cos i/’ -j- io 1 sin xp 

< y> < 9 , 0 < o~1 < g*1 < 2 cos 1/ 
u 

so konvergiert YjvKxr, und es ist nach (33), (28) für a < 0 
o 

und nach (27) für a = 0: 

(37) £> x” = (1 — a)“ T ( — T) (1 + ee) 
o \|1—*1/ 

mit lim = 0 gleichmäßig für die obigen x\ andererseits 
O =Z CO 

ist nach (34) 

(38) r = T{r) 
F(— a) r'’ + ‘ 

(1 + £,.) für a < 0 

und nach (35): 

(39) C - ^ (1 + «,). 
r 

Die Abschätzung (37) bleibt offenbar richtig, wenn man 

für by aus (38), (39) die Näherungswerte 777-— 

einsetzt; tut man dies, so hat man den erwähnten Prings- 
heimsehen Satz über das Verhalten der Reihen 

“ T(vI tlvi 
£J

V
 57TT x> (" < 0) und - xr bei x = 1. 
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Durch besondere Wahl von T(iv) ergibt sich folgendes 
Beispiel (Pringsheim, a. a. O., S. 30), an das ich nachher 

weitere Ausführungen knüpfen werde. 

Ist 

V? 
( 0) A„ (l + £y) (IgmV)ff(lgm+1... (Igm+&v)CT* 

so hat man, falls y < 0, o< 1: 

(m > 1), 

lim (1 — x'y 

(41) 

'+'i—1 (rrï) (lB- r-i *)° (lg“+' 1 1 *)' 

('*"+* T=rij‘- 
■ ^A„XV = r(y), 

u 

dagegen für y = 0, in welchem Falle allemal o < 1 sein muh 

für o > 1 wäre ja A, konvergent ) 

(42) 

lim ^lg,„ 1 
x 

1 
■gm + l 

Igm + ft 

1  x: 

1 
. , £ AyX, = 
1 — x) 0 1 

Führt man nun in (41), (42) an Stelle von x die neue 

3?   /i 
Veränderliche     mit x > 0, <1 ein und beachtet man, 

1 — v. 

daß gleichmäßig für alle x des Gebietes (36) 

1 . 1 
lg 

(43) lim 
x=l 

l — x .. °m 1 — X 
—5 = lim , =1 ist, 

1 a-=l , 1  « 

1 — 
  a Igro T — * ° 1 

l—x 

wie man durch den Schluß von m auf m -f- 1 beweist, so geht 
die vorige Aussage über in folgende : 

Ist 

(44) A = (1 h£,) (m>1)’ 

so hat man, falls y > 0, o< 1 : 
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lim (1 - x)r+l Z,„_, . 1 
X = 1 V J- 

(45) 

-M ta-1- — XJ\ 1 — X 
lgm+1 

1 y. 

1 — X J 

igm+t fZVg) — *)v = 
r(r), 

dagegen für y — 0, a < 1 : 

(4G) 
iïA's-r-* 

Is gm+1 
1 \"1 

1 — X 

('*-+■ r=5i 

an co 1 

• S- Ar {x — x)r = 
0 1 — XJ 0 

Bei diesen Grenzübergängen ist natürlich x auf jenen Teil 

des Gebietes (36) zu beschränken, der innerhalb des Kreises 

\x — x\ = 1 — * liegt. 

Es möge nun noch * so nahe an 1 vorausgesetzt werden, 

daß die Funktionen lg„ —-—— (,u = 1, 2 . . . m -f- h) sich im 
I — oc 

Kreise \x — x\ = 1 — x regulär verhalten. Dann legen die 

Sätze (45), (46) die Vermutung nahe, daß umgekehrt die Ent- 

wickelung von 

r(y)(l-x) v , 
— n 

lgm+i 

für }' > 0 und von 

ïki^-ïh igm+l 
1—X 

Irr 
1 \—ck 

m-p/c 

Koeffizienten haben wird, die der Grenzgleichung (44) genügen; 

man wird sogar vermuten, daß diese Koeffizientenabschätzung 

richtig bleibt, wenn man die bisher y und o auferlegten Be- 

schränkungen fallen läßt. 

Das Bestreben, diese Vermutungen zu beweisen, war für 

mich mitbestimmend, als ich die vorliegenden Untersuchungen 

in Angriff nahm. Den Beweis, der nach den Ausführungen 

des ersten Abschnitts keine Schwierigkeit mehr macht, bringe 

ich im nächsten Paragraphen. 

Sitzungsb. d. matb.-phys. Kl. Jahrg. 1917. 19 
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§ 4. Abschätzung der Taylor-Koeffizienten der 

Funktionen1) (1— xf (lg 
1 

Das Verhalten der Funktionen 

^)"'(teïèï) ’-(te-nb) 

> 1 ; — co < Ou 

< -j- oo), die sämtlich zur Klasse der 99-Funktionen gehören, in 

der rechtsseitigen Umgebung der Stelle £ = 1 des Schnittes 0 

sind durch folgende Formeln beschrieben, in denen | — 1 = 1 

gesetzt ist: 

r 
= 1ge ± in' 

(47) 

allgemein lg,, — 

)°=(lg^(l + 

^(1 + Ho) 
g u Q ± -,—] r  

igeig»e ■ • •ig/.+ie 

oin( 1 + F„)\ 

ige /’ 

= (1 + £e) (lg/* e)a ± 
oin(l + e'e) (lg,, Q)" 

lg Q lg2 Q . . . lg/t 0 

Man findet hier den durch die Gleichungen (23), (24) 

festgestellten Zusammenhang zwischen Real- und Imaginärteil 

der 99-Funktionen bestätigt; die Anwendung der Formeln (15), 

(18), (21) liefert ohne weiteres folgenden Satz: 

Die Koeffizienten dy(x) der Fotenzreihe 5)1 (x — x) für 

(48) (1 -xf (lg. j4-)' (W. jli)*’- • • (lB»+‘ i-=if 

sind gleich 

UQ\ r(a+ !) a , . \ _ (Igmr)q (lgm+ir)a» ■ ■ • (1 g,+t^t 
C j (1 — *y— + Z*m_! v ~ ’ 

wenn a eine ganze Zahl > 0 ist, in jedem anderen 

Falle aber gleich 

(50) 
v~~ a—1 (1 + ev) 

r(— 7) (1 — 
— (Igmr)"(lgm+, r)°i • • • (Igm+fcv)"», 

*) Von diesen Abschätzungen scheinen nur die allereinfachsten Fälle 
bekannt zu sein; am weitesten reichen noch die Ergebnisse des Herrn 
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a, a, a1 ... a„, können irgend welche reelle Zahlen 

sein; nur wenn o = a1 = ak — 0, soll selbstverständ- 
lich a keine positive ganze Zahl sein. 

Ich behaupte weiter: 

Die Formel (49) gilt bei ganzzahligem a auch für 

beliebige komplexe a, a1 ... ak (außer o — a, = • • • 
= ak = 0); die Formel (50) gilt, wenn a eine beliebige, 
auch komplexe, nur nicht positive ganze Zahl ist, 
und wenn o, o,, . . . ak beliebige, auch komplexe 

Zahlen sind. 

Eines neuen Beweises bedarf es nicht; man hat nur fol- 

gende zwei Tatsachen zusammenzuhalten: 

1. Die Fonnein (47) gelten auch für komplexe a, ö, . . . ak, 
die zugehörigen s, v, t, T-Funktionen sind dann natürlich auch 

komplex, aber ihre Real- und Imaginärteile einzeln gehören 
zu den vermöge der ersten Verallgemeinerung (S. 269) zuge- 
lassenen Funktionen. 

2. Die Funktionen cpa(x) können auch für komplexe a 
CO 

definiert werden : durch ^ S— d£, falls —1 < 34(a) <0 
J £ — % 
1 

und durch (17) für alle andern u. Man überzeugt sich, daß 
dann nicht nur die gefundenen Formeln für a“ und 5“ weiter 
gelten, sondern auch deren Beweise, letztere mit ganz gering- 

fügigen und ohne weiteres ersichtlichen Abänderungen. 
Viele der bisherigen Abschätzungen hätten durch Aus- 

sagen über die Größenordnung der e,. verschärft werden können; 

ich will dies nur an dem Beispiele der Koeffizienten a“ für die 
CO 

Potenzreihe rar x
v der Funktion q>a (x) = (1 — x)a (lg (1 — x))k 

0 

(a beliebig; Je ganz, > 0) näher ausführen. Abschätzungsfehler, 

die für lim v = co kleiner als mit festem positivem & < 1 

Perron (Münch. Ber. 1913, S. 355), die sich auf die Koeffizienten von 

(1 —x)r (lg 1 — ;e)n bei beliebigem, auch komplexem y und ganzzahligem 
n )> 0 beziehen. 

19* 
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sind, bleiben yon vornherein außer Betracht; um mich kurz 

auszudriicken, schreibe ich für e,., wo es sich um solche 
Größen handelt. 

Zur Vorbereitung mache ich folgenden Ansatz: 

die Pr (a) sind Polynome vten Grads in a; in einer gewissen 
Umgebung U der Stelle s ~ 1 und für alle a, deren Betrag 
unter einer endlichen Schranke bleibt, konvergiert die Reihe 
” / 1 \ « +." 
ZJ‘ Pf, (a) llg — J gleichmäßig und das gleiche gilt von ihrer 

gliedweise gebildeten ¥°" Ableitung nach a : 

f 1V‘ + “ 
» lg \ . 

(52) (1 - (ig (1 - *yr = s.  
o d a 

Für dy liefert der Cauchysche Integralsatz folgende Ab- 

schätzung, wo unter S die Seite 271 erklärte Schleife ver- 
standen wird : 

(53) y = J_ f(l-*)“(lg(l-g)y 
2 7iiJ zr+l 

also unter der erlaubten Annahme, daß 8 ganz in U liegt: 

1 \ /■+" 

dz 
, #P,t(«)( lg 

* = f~. s- — 2mJ o 

2niJ fin
k 

7 ft ?v-\~ : da * 

l\/‘+a 

zv+i T Vv 

(54) 
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Der zweite der drei Summanden auf der rechten Seite von 
(54) stellt den Koeffizienten von zv einer Funktion cpa+l+\(z) 

dar und ist nach der bekannten Bezeichnungsweise des Herrn 

Landau 0 Wenn ich in dem vorausgehenden ersten 

Integral auf der rechten Seite von (54) die auf der reellen 

Achse liegenden Stücke des Schleifenintegrals bis 03 aus- 
dehne, kommt nur ein Glied i}'v hinzu. Die so verlängerte 
Schleife bezeichnete ich mit und es ist also 

]S 
2 \ « "j" /t 

S' 
~v+l dz I -f 0 (kvf\ 

j * 

Jetzt stehen auf der rechten Seite neben 0 
(lg vf 

bekannte Funktionen und deren Ableitungen, da ja 

nur 

(56) 1 
: ix i s- ,+i r(a \ 1) • 

Der besondere Fall l = 1 der sehr genauen Abschätzung (55) 

ist schon von Herrn Perron in der S. 280/281 genannten Ab- 
handlung auf anderem Wege bewiesen worden. 

§ 5. Uber Funktionen, die durch Potenzreihen 

G (vk)xv definiert sind. Die zuletzt benutzte Hilfsformel 
1 

aus der Theorie der /^Funktion ist auch sonst nützlich zur 
Untersuchung mehrdeutiger Funktionen. Es sei beispielsweise 

-1/  k eine ganze Zahl > 1 und lim y cu j = 0 ; dann ist 

(57) <?(*) = 

eine ganze Funktion, höchstens vom Minimaltypus der Ordnung k. 

Aus (56) erhält man, indem man a = ^ setzt (/t = 1, 2, 3 . . .) 

und summiert: 
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(58) 
1 ^   

2 nis- zv + l 

Darin liegt folgender Satz: 

6r 

Die Potenzreihe 2” ^ xv ist das Element einer in 

der längs C aufgeschnittenen Ebene regulären Funktion 

-1 ® 

(59) 

(60) 

<P{x) - / J *' £ nl s- 

1 
Tl/l Ca I lg 

 ' ll 
k 

z(z — x) 

Längs 0 erleidet dieselbe den Sprung 

d z. 

s (I) = 2> cfl ( 1 
1\ - 1 - C • /* 

* sm 77 Tr. 
fv 

1 
Da lg — in der Umgebung von x = 1 regulär ist, verhält 

X _ i 
sich somit d> (x) daselbst wie eine ganze Funktion von (x — 1) k . 

Mit genau den nämlichen Mitteln beweist man beispiels- 
00 

weise ferner, daß die Reihe '%jravx
r, wo a,, für v > v‘ die 

Form hat, Element einer Funktion ist, die in der 

längs der reellen Achse 1 oo aufgeschlitzten Ebene regulär ist, 
1 

und die sich bei x = 1 wie eine reguläre Funktion von (x — 1)* 
verhält. Wenn man die Formel (56), nachdem man sie beider- 

seits mit r(a -j- 1) multipliziert hat, lc mal nach a differenziert, 
mit xv multipliziert und sodann summiert, gelangt man zu 

CO . 

Reihen 2V va (lg v)k xv, und man ersieht ohne weiteres, daß auch 
1 

die so gebildeten Funktionen innerhalb der längs C aufge- 

schnittenen Ebene regulär sind und daß ihre Sprungfunktionen, 
mithin ihre Fortsetzungen über C hinaus mittels bekannter 

elementarer Funktionen gebildet werden können. 
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