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Anwendung des Prinzips der gekoppelten
Schwingungen auf einige physiologische Probleme,
(2. Abhandlung.)

Von Otto Frank.

Vorgelegt in der Sitzung am 2. Mirz 1918,

Die nachfolgende Mitteilung bildet eine Fortsetzung und
Erginzung der in diesen Sitzungsberichten unter dem gleichen
Titel verdffentlichten Abhandlung (Sitzungsber. d. mathemat.-
physikal. Klasse 1915, S. 289).

Sie soll die rechnerische Aunalyse des Schwingungsproblems
fiir dic Behandlung der graphischen Registrierung nutz-
bar machen. Im Verlauf der Untersuchung wurde ich wieder-
holt auf das allgemeine Schwingungsproblem und die Grund-
sitze der graphischen Registrierung zuriickgefithrt, weil ich
bestrebt war, die Fragen in mdglichster Allgemeinheit zu be-
handeln. Ich gehe deshalb von der allgemeinen Theorie aus.
Dabei nehme ich aber stindig Riicksicht auf die praktischen
Verhiiltnisse, insbesondere auf die Erfordernisse der experimen-
tellen Untersuchung. Ich habe deshalb als Kounstanten die-
jenigen gewiihlt, die experimentell leicht zu bestimmen sind,
niimlich die Elastizititskoeffizienten (¢) bzw. die ihnen nahe-
stehende Empfindlichkeit der Registriersysteme (3) und die
Schwingungszahlen (1), wihrend ich die Massen oder Trig-
heitskoeffizienten in den Hintergrund treten lasse. Die letz-
teren sind kaum unmittelbar bestimmbar. Sie neben den
anderen Konstanten in die Gleichungen einzufithren, wiirde
die Ubersicht verwirren, wie dies tatsichlich in der Literatur
geschehen ist.
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Im iibrigen habe ich die Einfiihrung reiner Zahlen bevor-
zugt: Zur Charakterisierung der Dimpfung die Zahl D, der
Koppelung die Zahl K und der Verinderung des Ausschlags
durch die dynamischen Beziehungen den Quotienten ().

Aligemeines Schwingungsproblem.

Die Bewegungsgleichungen fiir Systeme von m Freiheits-
graden lassen sich (vgl. Rayl. S.104/3) in folgender Form
anschreiben:

en®y t ep®y + oyl 4 o= P
Co1 ¥y T+ Oy @y F gty + - = Py
Ogr By Coa &y F oy g 4 -+ = Dy

Hierin sind x,, z,, . . . die Verriickungen, die als allge-
meine Koordinaten verschiedener Art und verschiedener Dimen-
sion auftreten. P,, P, . . . sind die auf das System einwir-

kenden Kriifte. ¢,5 bedeutet den Operator
brs = Mys D+ b3 D+ 15,

worin das Symbol D fiir d[d¢, D? fiir d*[d¢® steht.

ers 1st stets gleich e, (Rayl, S. 104). Die Koeffizienten m,
b, ¢ kann wman als Triigheits-, Reibungs- und Elastizititskoef-
fizienten bezeichnen. Unter ithnen heben sich analytisch die-
jenigen mit ungleichen Indices heraus: die m,my, ..., by ... ¢y,
usw. Sie kehren in allen einzelnen Gleichungen des Gleichungs-
systems wieder. Werden sie = 0, so wird die Verbindung
der Gleichungen untereinander gelost. Sie verbinden also die
Gleichungen miteinander. Physikalisch genommen bemessen
sie die elastischen Reibungs- und Trigheitskriifte, welche die
Einzelsysteme miteinander verkoppeln. Ich unterscheide nach
der physikalischen Bedeutung deshalb zwischen elastischer, Rei-
bungs-, und Trigheitskoppelung. Die Einteilung von Wien nach
Kraft-, Reibungs- und Beschleunigungskoppelung erscheint mir
inhomogen. Zur Not konnte man von den drei Klassen der
Verriickungs-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungskoppelung
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sprechen. In der vorliegenden Abhandlung beschiiftige ich
mich fast durchweg nur mit elastischer Koppelung, nur fiir
Systeme von zwei Freiheitsgraden gebe ich auch die Gleichungen
fir Trigheitskoppelung bzw. gemischte elastische und Trig-
heitskoppelung an. Von der Behandlung der Reibungskoppelung
sehe ich, weil sie bei mechanischen Spstemen keine Rolle spielt,
vollstiindig ab. Die Koeffizienten der elastischen und der Trig-
heitskoppelung bringe ich in geeignete dimensionslose Form
(vgl. unten).

Das Gesamtsystem setzt sich aus Einzelsystemen zusam-
men, die ich folgendermafien definiere. Ein Einzelsystem um-
fait physikalisch einen bestimmten Massenpunkt mit den bis
zu den benachbarten Massenpunkten reichenden elastischen,
Triigheits-, und Reibungsverbindungen. Seine Bewegung ist
durch die Bestimmung festgelegt, daf alle tibrigen Massen-
punkte unverriickt in der Lage £ = 0 bleiben. TFiir nicht ein-
wandfrei und nicht allgemein durchfithrbar halte ich die An-
gabe, dafi man die Bewegung des Einzelsystems durch 0 Setzung
der Koppelungskoeffizienten erhiilt. Man kann ein Einzelsystem
nicht loskoppeln, ohne daB sich die elastischen Beziehungen
der benachbarten Massen, ausgedriickt durch die Koeffizienten
€11y €99, veriindern. Auch die scheinbar einfachen Elastizitits-
koeffizienten ¢;;, ¢,, sind zusammengesetzt aus elementaren
Elastizititskoeffizienten, die in die Koppelung eingehen, worauf
ich unten zuriickkomme. Richtig ist selbstverstindlich, dag,
wenn die Koppelung = 0 ist, sich die Bewegung in die selbst-
stiindige Bewegung der Einzelsysteme auflost. (Anm. Die friiher
gegebene Definition der Einzelsysteme, die scheinbar nur fiir
Systeme von zwei Freiheitsgraden Bedeutung hat, gebe ich auf))

Die Frequenzen der Einzelsysteme berechne ich mit »,,
Ny, . . . ete., die Frequenzen des Gesamtsystems mit 74, 72 . . .
Die niedrigste Frequenz oder die Hauptschwingungszahl mit #,.

Die Weiterbehandlung der Gleichungen ist verschieden, je
nachdem es sich um Eigenschwingungen oder erzwungene
Schwingungen handelt. Ferner ist die Behandlung verschieden
fiv Systeme ohne und mit Reibung bzw. Diimpfung.
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Eigenschwingungen ohne Reibung.
Die Kriifte I’), P, ... sind = 0 zu setzen. Man erhiilt
das Gleichungssystem

eyt @y e
Oy T+ Oy o0 =10

I
<

Eliminiert man aus diesen  Gleichungen alle Koordinaten
auler einer, so kann man das Resultat in der Form schreiben

Va =0,
worin V' die Determinante bezeichnet

(')ll cl? 013!

Cyy C.

a1 Coa

23 |

Cay Cag esal
W

21

Setzt man die Determinante = 0, so erhiilt man eine
Gleichung vom Grade 2 m in D), deren Wurzeln 1 die Schwin-
gungszahlen bestimmen. Die Wurzeln sind hier bei der rei-
bungslosen Bewegung rein imaginiir, die Schwingungszahlen

sind aus ihnen durch die Beziehung 2 = in zu erhalten.
Die Determinante schreibe ich unter Einfiigung der Triig-
heits- und Elastizitiitskoeffizienten (Triigheitskoppelung = 0)

und der Vorzeichen in folgender Weise um. Dabei wird statt

my, 2my ... und statt ¢, 1e ... gesetzt.
- . .

m, A2+, €y €13

—cy MMt — Cyy

[ Cy — oy  MgiT ey |
|- S

Dividiert man die Kolonnen durch m, m, my, bzw. die
Determinante durch das Produkt m m, my, so erhiilt man,
wenn die Ausdriicke
Cor _ Cn €y __ Oy i

mny m, ¢, &

gesetzt werden, die folgende Iform:
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2 2
i , o CoMs o Cq ¥
2+ n 12y a8
Cy Cy
—c,, " — Cy, N}
L L A
cl c:‘l
—Ca M — Cap s S
‘ 31 ' ~ Cg2 724 nk
cl 62

Aus der Determinante lifit sich erkennen, daf die von
mir in der fritheren Abhandlung fiir ein System von zwei Frei-
heitsgraden vorgeschlagene Kinfithrung der Koppelungszahlen
allgemein fiir beliebige Systeme miglich ist.

Q9

Als Koppelungszahl K, bestimme ich das Produkt -c"'sc-.

Man sieht nun, daB bei der Ausrechnung der Determinante
im allgemeinen nur Potenzen der VK bzw. deren Produlkte
auftreten konnen, weil die Kinzelindices in den Produkten der
Koeffizienten ¢, als Kolonnen- und Zeilenindices doppelt auf-
treten miissen. Die Produkte der Koppelungskoeffizienten konnen
also durch die Produkte der Koppelungszahlen ersetzt werden.
Ich halte die Einfithrung der (m — 1) Koppelungszablen statt
2 (m —1) Koeffizienten fiir sinngemiis, weil ein zwel Systeme
verbindendes Moment fiir beide gleichwertig ist.

Fir Registriersysteme spielt eine besondere Form der
Koppelung, die ich als Kettenkoppelung bezeichue, die ausschlag-
gebende Rolle. Bei ihr sind die Massenpunkte in Reihen an-
geordnet, Iine Verkniipfung besteht nur zwischen benach-
barten Massenpunkten der Reihe. Alle Koppelungszahlen A,
Ky, usw. sind = 0. In der obigen Determinante fallen die
eingegrenzten Glieder weg. s bleiben nur die Diagonale und
die der Diagonale benachbarten, die Koppelungskoeffizienten
enthaltenden, Glieder. In der Gleichung fallen die Wurzeln
der Koppelungszahlen weg, weil sonst die Binzelindices in den
Gliedern der Gleichung nicht doppelt vorkommen wiirden.

So kinnte bei der Determinante dritten Grades das Produkt
p 3 B
e, nt e, C,q Ni
SRl e 2 g 3 0 .
S5 T nar durch '8 vervollstiindigt werden und wiirde
¢

¢ Cy 3
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n; nin;
l\jl.! ](2371{13 :
koppelung der Koeffizient ¢,; = 0 ist. HKinige praktische Regeln
fiir die Bildung der Produkte werde ich unten geben. Im Gegen-
satz zu dieser Koppelungsart spreche ich von Netzkoppelung,

wenn die Koppelungszahlen KX, . . . ete. endlich sind.

dann zu was nicht moglich ist, weil bei der Ketten-

Die Koppelungszahlen lassen sich ebenso allgemein fiir die
Behandlung der gedimpften Kigenschwingungen und der er-
zwungenen Schwingungen benutzen.

Die Koppelungszahlen liegen nur zwischen 0 und 1, d. h.
sind echte Briiche. Wenn eine Koppelungszahl = 1 wird, treten
besondere Verhiilfnisse auf, die ich unten (S. 145) hehandle.
Die Koppelungszahlen kinnen bestimmte Zahlen sein, z. B. in
dem Beispiel Rayl.,, S. 290 = 3/, oder sie konnen Funktionen
von einer oder mehreren Konstanten sein.

Fiir die Triigheitskoppelung konnen #hnliche Zahlen ein-
gefiihrt werden, wie ich in dem Kapitel iiber die Systeme von
zwel Freiheitsgraden zeigen werde.

Eine Berechnung der Wurzeln der Gleichung ist in be-
quemer geschlossener Form nur fiir Systeme bis zu zwei Frei-
heitsgraden moglich. Von drei Freiheitsgraden ab miissen Ver-
einfachungs- und Anniherungsmethoden benutzt werden.

Eigenschwingungen mit Reibung.

Der Operator e,, wird vollstindig, d. h. zu m,, D?* 4
bys D 4+ ¢, und die Determinante enthiilt jetzt ungerade Po-
tenzen von D baw. Z. Die Gleichung liBt sich nicht mehr vom
mt® Grad in 4, behandeln, sondern sie wird vom 2 m'® Grad.
Die Wurzeln sind nicht mehr rein imaginir, sondern komplex.
Von den Gliedern der Determinante #indern sich nur die Diago-
naleglieder. Sie werden allgemein zu m, 22 48,2 4 ¢,.

Wenn durch m, dividiert wird, so resultiert

72 2, (wm'iu 2 )

2m,
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Bei Systemen von einem Freiheitsgrad hatte ich friher
die Dimpfungszahl D = Z eingefithrt. Sie hat sich dort sehr

zweckmiifiig erwiesen. Auch fiir gekoppelte Systeme, beson-
ders fiir die wichtigen Systeme von zwei Freiheitsgraden er-
weist sich die Einfithrung als sehr niitzlich. Das Diagonal-
glied wird dann zu 22 42D, n, 4 + ni.

Die Losung der Gleichung fiir die gedimpften Schwingungen
ist wesentlich schwieriger als fiir ungedimpfte Schwingungen
und erfordert schon bei Systemen von zwei Freiheitsgraden eine
nicht ganz einfache Behandlung (s. unten).

In einem Fall liGt sich die Gleichung allgemein auf den-
selben Grad wie bei den ungedimpften Schwingungen zuriick-
fithren. Zu diesem Zweck entfernt man das zweite Glied in
22m—1" wie dies gewohnlich bei Gleichungen hoheren Grades
geschieht, durch die Transformation:

23N

e Im

in eine Gleichung in 2.
Das Diagonalglied wird dann zu

N b%
+(2/L,—2—2l) +-~-"’( 1‘_215.) + nt.

m \m
Das Glied in 22" wird

= z2m—2z (2 Zh— 2—712—'71L> =0w.z h. w

m

Ist nun 7, == hy = hy . .. usw., so resultiert als Diagonal-
glied 22 —7{, + #f, d. h. der Grad der Gleichung wird = m
in 2% Das Diagonalglied kann dann auch folgendermaBen
geschrieben werden: 22 + n! (1 — D§).

Die erzwungenen Schwingungen.

Die Analyse der erzwungenen Schwingungen stiitzt sich
auf das oben angegebene System von simultanen Differential-
gleichungen. 1Ich folge bei den allgemeinen Entwicklungen

Sitzungsb, d. math.-phys. KI. Jabrg. 1918, 8
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zuniichst wieder der Darstellung von Rayleigh, S. 145. Um die
Verriickungen in jedem Zeitmoment zu bestimmen, Iost man die
Gleichungen nach #,, , usw. auf. Hierzu benutzt Rayleigh

. . Y
die Unterdeterminanten v ete. von V als Operatoren an P, etc.

de,
Die Losung wird
av
V=g, ‘+ Bt
v
Va, = j P, + P, +.

Die Determinante und die Unterdeterminante sind hier zu-
nichst aus den Operatoren e,, = m,; D? 4 b5 D + ¢, zu-
sammengesetzt.

Bekanntlich kann man sich ohne Verlust von Allgemein-
giiltigkeit auf periodische bzw. harmonische Kriifte beschriinken,
Sie seien in der Form P, = I ¢t gegeben. Nach Ausfiihrung
der Differentiation usw. sieht man, dafi die gewiinschte parti-
kulire Losung in folgender Form angeschrieben werden kann:

dV(w) dV (ir)

i) = )¢ 7 v bine ivi
z,V (iv) { de I A+ - (lem - Ey + }e Aye

Hierin bedeutet ¥V jetzt dieselbe Determinante wie vorher,
nur dafi statt des Differentialoperators D: (iv) gesetzt ist. Die
Elemente der Determinante sind jetzt:

— 2 ; J— 2 >
e ==¢, — MV - ihyy, ...l = cy— M1t 4 b, ete.

Ebenso bedeuten die Ausdriicke d géw) usw. die ent-
1

sprechenden Unterdeterminanten.

Zur Wegschaffung der imaginiiren Teile von 4, und V(i»)
werden sie in die reellen und imaginiren Teile A,, und Aj;
bzw. V,(iv) und V,(i») zerlegt. Dann schreibt sich die Losung
in folgender Form an:

. _VZI, —|—A1.cos(rt+19 + )
! {{V, (Gr)? + r‘"[V(w)Jﬂ}; ’
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Ay
4
hierbei ist zu bemerken, dab ¥, verschieden ist fiir die ver-
schiedenen Freiheitsgrade.

Die Phasenverschiebung , bemifit sich nach tan J, =

vy s v,‘ 07
Die Phasenverschiebung y bemifit sich nach tan y = v E;;))
Im Gegensatz zu +, ist y gleich fiir alle Freiheitsgrade.
Bei einem System, das keine Reibung besitzt, reduzieren
sich die Elemente der Determinante auf die Form ¢, — m,»?
V (ir) wird reell, und die Losung lautet:

A, cosvi
AV

Ist die Periode der Kriifte dieselbe wie diejenige einer der
Schwingungen des Gesamtsystems, oder » = n, bzw. n; etec.,
so wird V(iv) = 0 und die Amplitude wird unendlich. Denn,
um die Eigenschwingungszahl zu ermitteln, mufi die Deter-
minante V, in welcher n, fiir v eintritt, = 0 gesetat werden
(vgl. oben). '

Ist in diesem Fall, d. h. wenn » = n, bzw. n, ete. ist,
die Reibung klein aber endlich, so verschwindet YV, (i»), denn
es enthilt neben den Ausdriicken fiir die reibungslosen Be-
wegungen, die == 0 werden, die Reibungskoeffizienten nur in
zweiter oder hoberer Ordnung, wihrend sie in Vi(i») in der

x

ersten Ordnung vorkommen. Daher wird tan y = -— o und
Vb, + dLsinGt 4 0)
- vV (iv)

d. h. die Amplitude wird sehr grof, aber was fiir die Regi-
strierung von Wichtigkeit, ist umgekehrt proportional von ».

Fiir die Verwertung dieser Theorie der erzwungenen Schwin-
gungen fiir die Registrierinstrumente lassen sich die Beziehungen
zweckmiBig in folgender Weise umschreiben. Man dividiert
die einzelnen Gleichungen (s. S.108) durch ¢, ¢, ete. und
schreibt

I2 )
=1—",42i "D =1—-R+2iRD,.
n; 7,

8*
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Es treten jetzt nur mehr die Komponenten der Koppelungs-
zahlen, die Dimpfungszahl und die Verhiltnisse £ der Schwin-
gungszahl der erregenden Schwingungen zu den Kigenschwin-
gungen auf. Die Determinante, die aus diesen KElementen
zusammengesetzt ist, bezeichne ich kurz mit V (R).

Eine starke Vereinfachung der analytischen Beziehungen
tritt ein, wenn man sich auf die fiir die Registrierung wich-
tigen Probleme beschriinkt. Wenn wie hierbei stets alle Kriifte

‘ . . av
auBer P, = 0 sind, so wird die Verriickung z, = der. 1;
in Uy
Beschriinkt man sich auf Kettenkoppelung und ist die Reibungs-
koppelung == 0, so wird der Ausdruck noch wesentlich ein-

facher. Die Unterdeterminante schrumpft auf das Produkt der
Elemente zusammen, die unter der Hauptdiagonale liegen.
Sie wird = €,,Cp5 .- . Cu—1m. Dieses Produkt ist reell. Damit
wird ¢ = 0. Der Ausdruck fiir die Verriickung lautet:

x, = __0712?23;121-—1,»]5, tan _VI(B)
" ot e [V R A IV @ER T vy

Die letztere Beziehung wird bei der allgemeinen Theorie
zar Ermittlung des Quotienten @ verwertet (s. S. 120).

* Die Grofen 012 usw. konnen noch die Trigheitskoppelung
enthalten, d. h. ¢;; — m,, usw. bedeuten, ohne daf sich an der
Form etwas indert.

Aligemeine Theorie der graphischen Registrierung.

Die Theorie der Registrierinstrumente hat die Aufgabe,
die fir die Leistungen der Systeme wichtigen Grifen allge-
mein anzugeben, die Mittel zur Verbesserung der Instrumente
zu liefern, die Methoden zur Bestimmung der wichtigen Kon-
stanten zu begriinden und die Prinzipien fiir eine Korrektur
der registrierten Kurven festzulegen.

Die fiir die Beurteilung der Registriersysteme wesentlichen
Grogen sind 1. die Empfindlichkeit des Systems, 2. die Schwin-
gungszahlen, insbesondere die Hauptschwingungszahl des ur-
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gedimpften Gesamtsystems, 3. das logarithmische Dekrement
ermittelt aus den Dimpfungszahlen des Systems. Aus 1
und 2 leitet sich 4. die Giite G ab. Die Diskussion der Quo-
tienten ) und der Phasenverschiebung erweist 5. die Bedeutung
der Konstanten n, und D fiir die Kritik der Registriersysteme.
In einem 6. Abschnitt diskutiere ich die Methoden fiir eine
Korrektur der registrierten Kurven. Zur Bestimmung dieser
wesentlichen Griofien ist die Kenntnis der Schwingungszahlen
der Einzelsysteme der Dimpfungszahlen der Einzelsysteme, der
Koppelungszahlen des Systems, und teilweise auch der Elasti-
zititskoeffizienten notwendig.

1. Die Empfindlichkeit.

Die Empfindlichkeit des Systems ist der Ausschlag (die
Verriickung) des Endpunktes des Systems uhter statischen Be-
dingungen, dividiert durch die duliere Kraft, welche die Ver-
riickungen hervorgerufen hat. Die Empfindlichkeit y, des End-
punktes des Systems wird gewdhnlich durch Hebelvergrife-
rung v (unter Umstéinden mit einem masselosen Lichthebel) auf
die Empfindlichkeit y, des registrierten Punktes erhght. Fiir die
Empfindlichkeit y, liifit sich ein wichtiger allgemeiner Ausdruck
entwickeln. Ich schreibe hierzu fiir ein System mit Ketten-
koppelung die folgenden leichtverstindlichen Beziehungen an

€T, — C1p Xy = P
=Gy &y T Colly — Cogll 0

— Gy %y Tt 6%y — 5,7 = 0

1

I

i
Losung fiir @, = =, wobei

D

— )

e ¢y 0 0 P :
—c ¢ ¢ 0 0
P 21 2 23 — v
1 8 : . [ =R s Gl s B
32 3
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Und | facpi "
o1 — CpofC 0 T F1taeecbm
1l A—K,...

’ 1 - Km——] m + 1{12 ](34
— gy | + K Ky 4+ -
’ ’ K Iy K ).
Daraus berechnet sich die Empfindlichkeit zu
VR R Ko
Veen(l— Ky — Ky oo 4 K Ky ..)
7o wird stets die Empfindlichkeit, die dem System zukommt,
wenn P, die der Verriickung z, korrespondierende Kraft ist,
und die Verriickung z,, eine einfache lineare Verschiebung dar-
stellt. Z. B. bei manometrischen Systemen wird sie zu f[p,
wenn in der ersten Gleichung 2, =V, ¢, = I und P, = p
und in der letzten z, = f ist (vgl. vorhergehende Abhandlung
S. 292, 293).

|——c ¢ 1 — CoqlC.
chlczcs%cﬂ 21/ 2 23, 2
[

i

Ve

2. Die Schwingungszahlen des ungedimpften Systems.

Thre Bedeutung und besonders die Wichtigkeit der Haupt-
schwingungszahl wird unten bei der Diskussion der Quotienten ()
usw. nochmals erdrtert werden. Im iibrigen verweise ich auf
das oben S. 110 ff. gesagte und mache besonders darauf aufmerk-
sam, daB bei der Kettenkoppelung keine Quadratwurzeln von
K auftreten. Ferner darauf, daf das letzte Glied der Gleichung
die Form hat:

mng e (1 — K, — Koo 4 K, K, ).
3. Das logarithmische Dekrement der Kigen-
schwingungen.

Es wird ebenso aus den Schwingungszahlen und den
Dimpfungszahlen ermittelt, wie bei dem System von einem
Freiheitsgrad (s. unten), d. h. es wird zu
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Umgekebrt kann man aus den logarithmischen Dekre-
menten der Schwingungen und den Schwingungszahlen die
Dimpfungszahlen bzw. schlieflich die Reibungskoeffizienten
ermitteln.

Die Kenntnis der Frequenzen des gedimpften Systems
ist bei den Registriersystemen nicht wichtig. Dagegen ist die
Dimpfung zur Feststellung des sogenannten Dekrements von
Bedeutung. Ich werde aber aus anderen Griinden bei Systemen
von zwel Freiheitsgraden die Ermittelung der gedimpften Fre-
quenzen behandeln.

4. Die Giite des Registriersystems.

Die Empfindlichkeit und die Schwingungszahl des Systems
bestimmen in allererster Linie die Leistungen des Systems.
Die Dimpfung spielt eine vergleichsweise geringere Rolle, sie
hat im wesentlichen die Aufgabe, die Schiidlichkeiten einer zu
geringen Schwingungszahl zu kompensieren. Eiune einfache Be-
trachtung der Verhiltnisse bei Systemen von einem Freiheits-
grad zeigt, dafi eine Steigerung der Empfindlichkeit nur auf
Kosten einer Verminderung der Schwingungszahl zustande
kommt. Ich habe deshalb den Ausdruck y,n® als die Giite
des Systems bezeichnet. Sie wird bet dem einfachen System
von einem Freiheitsgrad = dem reciproken Wert der Masse.
Zuniichst sieht es so aus, als ob mit diesem Ausdruck nicht
viel gewonnen wiire. Aber er hat sich schon bei Systemen
sehr bewiihrt, die nicht unmittelbar Systeme von einem Frei-
heitsgrad sind, aber als solche behandelt werden konnen. So
z. B. bei Fliissigkeitssystemen, insbesondere dem Kolbenmano-
meter, bei dem die Fliissigkeitshewegung durch eine allgemeine
Koordinate, die Volumverriickung, dargestellt werden kann. In
noch hoherem Mafie wertvoll ist der Ausdruck fiir die Be-
messung der Leistungen von gekoppelten Systemen. Hier exi-
stiert nicht mehr die einfache oben angegebene Beziehung

G = . sondern es sind so viele Kinzelkonstanten vorhanden,
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daB ihre Auswahl nur durch die Bestimmung von gewissen
Maximis der Giite moglich ist. Als Schwingungszahl kommt,
wie ich unten S. 121 zeigen werde, die Hauptschwingungszahl
in Betracht. Die Giite hat verschiedene Dimensionen, je nach
dem Charakter der Empfindlichkeit. Fiir manometrische Appa-
rate ist die Dimension = [L2]. Im iibrigen gilt fiir sie Ahn-
liches, wie das oben iiber den Charakter der Empfindlichkeit
gesagt ist.

Die Bestimmung des Maximums der Giite hat selbst dann,
wenn die Bedingungen technisch nicht durchfithrbar sind, noch
eine Bedeutung, ndmlich die Grenze fiir die Leistungen der
betreffenden Instrumente festzusetzen.

5 Der Amplitudenquotient @ und die Phasen-
verschiebung.

Die Verinderung der registrierten Kurve gegeniiber dem
zeitlichen Ablauf der Krafteinwirkung ist bedingt durch die
Veriinderung der Amplitude und die Phasenverschiebung. Uber
die Bedeutung der erstgenannten Verinderung erhilt man am
besten AufschluB, wenn man den Quotienten der ,dynamischen®
Empfindlichkeit und der statischen Empfindlichkeit: @ einfiithrt.
Als ,dynamische® EmpfindlichBeit ist die Amplitude der er-
zwungenen Schwingungen dividiert durch die Kraftamplitude
zu bezeichnen. Fiir die Kettenkoppelung likit sich bei Ab-
wesenheit von Reibungskoppelung hierfiiv ein sehr einfacher
Ausdruck angeben. Es ist der Quotient aus der Grofe z, S. 116
und der Empfindlichkeit y, S. 118. ¢ wird dann zu

Q = 1— Ky — Ky -+ Ky Ky -
{{Vy R+ »* [V R}
tan y = — Vi E
ny=—g g
Fiir eine getreue Registrierung muf R, = :2 ete. klein

. 1
sein. Dann wird der Quotient = 1 und die dynamische Am-

plitude wird = der statischen. Auf der andern Seite ist die
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Phasenverschiebung y = 0. Die Entstellungen treten auf, wenn
die Schwingungszahl der erregenden Schwingung groBer ist
als die irgend einer Schwingung des Gesamtsystems. Es kommt
also fiir die Beurteilung der Entstellungen die niedrigste
Schwingungszahl, d. h. die Hauptschwingung des Sy-
stems in Betracht, vgl. S. 120 und 144.

Sehr wichtig fiir die Beurteilung der Registriersysteme
ist auch die Frage nach der Lage und Grifie der Resonanz-
maxima, flir deren Amplitude ich schon oben bei kleiner
Diampfung die Formel angegeben habe. Bei griofierer Dimp-
fung fallen die Maxima nicht auf die Stelle der Koinzidenz
der Schwingungszahlen der erregenden Schwingung und der
Figenschwingungen, sondern sie liegen im allgemeinen vor
diesen Punkten (vgl. jedoch S. 143). Bei bestimmten Damp-
fungen verschwindet das Maximum. Diese Verhiiltnisse werde
ich bei den Systemen von zwei Freiheitsgraden eingehend
erdrtern.

6. Die Korrektur der registrierten Kurven.

Die Korrektur der registrierten Kurven liBt sich unter
Beniitzung der Konstanten des Systems durchfithren. Bei Sy-
stemen von einem Freiheitsgrad steht hierzu die Differential-
gleichung und ihr Integral, d. h. die erzwungene Schwingung
zur Verfiigung. Man sieht, daf fiir gekoppelte Schwingungen
nur die letztere Moglichkeit besteht, wenn man die Struktur
der simultanen Differentialgleichung ins Auge faBt. Denn un-
mittelbar aus der Kurve sind nur die Verriickungen des End-
punktes bzw. des Registrierpunktes des Systems zu entnehmen,
withrend die anderen allgemeinen Koordinaten nicht bekannt
sind. Dagegen lifit sich die zweite Korrekturmethode unter
Zerlegung der Kurve in eine Fouriersche Reihe, Korrektur der
Teilschwingungen nach Amplitude und Phase und Wiederzu-
sammensetzung der korrigierten Fourierschen Reihe durchfiihren.
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Vereinfachung der Systeme und angendherte Losung der
Gleichungen fiir reibungslose Schwingungen.

Wie ich schon in der vorhergehenden Abhandlung aus-
einandergesetzt habe, ist die rechnerische Behandlung konti-
nuierlicher Systeme (bzw. solcher von unendlich vielen Freiheits-
graden), an denen diskrete Massen angebracht sind, schwierig
und vor allem wenig iibersichtlich. Xs besteht das Bediirfnis
nach Vereinfachung der Systeme. Hierzu stehen zunichst zwei
Methoden zur Verfiigung. Bei der einen erteilt man dem Sy-
stem einen willkiirlichen Schwingungstypus. Man lifit z. B.
die Saite in Form einer in der Mitte geknickten Geraden
schwingen, berechnet die kinetische und potentielle Energie
fiir diesen Typus und hieraus die Schwingungszahl. Wie Ray-
leigh gezeigt hat, fillt diese Schwingungszahl stets hoher aus als
die wirkliche Hauptschwingungszahl, weil man bei diesem Ver-
fahren das System einem Zwang unterwirft. Ich habe in der
vorhergehenden Abhandlung mehrere Beispiele fiir Luftsiiulen,
Membranen usw. fiir diese Vereinfachungsmethode gegeben.
Die Methode kann zu sehr guten Annitherungen fiihren. In
den wichtigsten Fillen miite man aber die kontinuierlichen
Systeme auf solche von zwei und mehr Freiheitsgraden zuriick-
fithren, wofiir ich ein geeignetes Verfahren noch nicht ge-
funden habe.

Fiir ebenso zweckmiiBig halte ich, wie ich ebenfalls frither
angedeutet habe, ein anderes Vereinfachungsverfahren, das man
wohl als das Verfahren der Massenkonzentration hezeichnen
kann (vgl. Rayl. Art. 52, 54 und 120). Es wird systematisch
angewandt bei der Kntwicklung der Schwingungsgleichung fiir
die Saite. Dabei wird z. B. die Masse einer Saite oder eines
Stiickes der Saite oder ganz ihnlich einer Luftsiiule in die
Mitte der Linge verlegt. Diese Verlegung bedeutet einen
Zwang, da ein besonderer Typus der Bewegung vorgeschrieben
wird. Es miite demnach die berechnete Frequenz zu hoch
ausfallen, wenn die kinetische Energie richtig bemessen wiirde.
Dies ist aber selbstverstindlich nicht der Fall, wenn wie hier
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die ganze Masse an dem Punkt der stirksten Verriickung ge-
legt wird. Sie wird zu grofi angenommen selbst dann, wenn
z. B. bei der Saite oder Luftsiule die halbe Masse in die
Mitte verlegt wird und die {iibrigen Viertel an die Enden.
Man sieht in dem letzteren Fall, da der Zwang bedingt durch
die Annahme der Bewegung in Form der geknickten Geraden
zu einer um 10°%o zu hohen Schwingungszahl fiihrt, wihrend
fir die Belastung in der Mitte m[2 die kinetische Energie um
209 niedriger als bei diesem Bewegungstypus und gleich-
miifig verteilter Masse ausfillt. Die Schwingungszahl wird
also bei der Massenkonzentration in der Mitte immer noch um
109 zu niedrig ausfallen. Der richtige Wert wiire 0,4 m
(vgl. Rayl. 8. 57). Vorliufig kann man als Regel fiir diese
Methode nur angeben, daf die Massen so zu verlegen und so
zu hemessen sind, daf die wichtigsten Grenzfille geniigend
richtig dargestellt werden. Bei der Beriicksichtigung des Sy-
stems wird man sehr zweckmibige und hinreichend richtige
Vereinfachungen erzielen. So kann man das Transmissions-
manometer ohne Bedenken auf ein System von drei Freiheits-
araden zuriickfithren, weil bei ihm die Luftsiule, fiir welche
die Massenkonzentration in Betracht kommt, nur eine geringe
Rolle spielt, notigenfalls hat man Immer noch die genauen
Formeln zur Verfiigung (vgl. S. 147).

Bei Systemen, die eine héhere Zahl von Freiheitsgraden
als zwei besitzen, kann die Losung der Gleichungen fiir die
Schwingungszahlen nicht mehr in iibersichtlicher geschlossener
Form erfolgen. In einer Reihe von Fillen kann man aber
sehr gute angeniherte Losungen erhalten.

I. Die Koppelungszahlen sind klein. Das letzte Glied sei:
ning e np (1 — K, — Ky oo 4 Ky Kgy -+ 2).
Dann schreibt man die Gleichung in der Form an:
(B ) G A ) e (B 4 nd)
=teeoni Ky 4 Ky — Ky Ky - 2)

und setzt der Reihe nach 1* = —n!, — n2, -+ — nj.
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Man erhilt so lineare Gleichungen von der Form:
Bn) (s —mn) o —nd) =mni- -0y (K, + K, ---).

Diese Methode ist im Grund die Newtonsche Anniherungs-
methode zur Losung von Gleichungen hoheren Grades. Und
diese beruht wieder auf der Entwicklung von f(4) nach der
Taylorschen Reihe mit Beschrinkung auf die Glieder erster
Ordnung. In ausgedehntem MaBe werde ich diese Methode
zur Losung der Gleichungen von gedimpften Schwingungen
von zwel Freiheitsgraden anwenden.

2. Die Schwingungszahlen von r Einzelsystemen werden
unendlich. Ein sehr wichtiger Fall.

Die endlichen Schwingungszahlen des gekoppelten Systems
erhilt man aus den Gliedern (2*)»—" bis 2% Z. B. bei fiinf
Freiheitsgraden und Unendlichwerden von drei Schwingungs-
zahlen z. B. der mittleren Einzelsysteme aus den Gliedern (1),
(%), 4°, also aus einer quadratischen Gleichung.

Die (unendlich) grofen Schwingungszahlen erhilt man aus
einer Gleichung, die aus den Gliedern (A%)™ bis (4%)" —" besteht.
Z. B. bei fiinf Freiheitsgraden unter denselben Umstinden wie
vorher aus den Gliedern (12)°, (A%, (1%)%, (2%)% also aus einer
Gleichung dritten Grades.

3. Eine Koppelungszabl i = 1.

Man erhilt einerseits eine angenihert richtige lineare Glei-
chung fiir die Hauptschwingung aus den beiden letzten Ter-
men der Gleichung.

Andererseits eine Gleichung (m — 1)ten Grades fiir die
Oberschwingungen. Auch diese 1t sich reduzieren, wenn man
beriicksichtigt, daB nach dem Gesagten (S. 145) alle iibrigen
Koppelungszahlen auBer K, sehr klein sind. Dann reduziert
sich die Gleichung schlieBlich folgendermaben:

(24 nh A2+ n) - (04 0+ nd) = dem vorletzten Glied
der urspriinglichen Gleichung.

In dieser Gleichung wird wie oben fiir 2% der Rethe nach
—n .- —ng e — (B nd) gesetzt, und man erhilt m —1
linedire Gleichungen.
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Systeme von einem Freiheitsgrad.

Ich schreibe die fiir die Registrierung wichtigen Bezie-
hungen ohne weitere Erliuterung an:

ol o=t gt
¢’ m' m’
e . h b bn b
[y 1 _ 2 _— mem e —_
n nl D%, worin D W w2 2 l/me
Logarithmisches Dekrement 4 = —llir —
V1—D

1 2DR

T T——— ] t - B
4 (1 — R®* + 4 D* R? any 1— R

Systeme von zwei Freiheitsgraden.
1. Die Empfindlichkeit.
VK
T A=K Vee
Zu beachten ist, dak, wenn K =1 wird, zugleich ]/(,Tc:= w
wird, also y, einen endlichen Wert behiilt.

Ve

2. Die Frequenz des ungedimpften Systems.
n =3 i+ nit V(0 —n) +dnini K
oder wenn man n, == r n, setzt:
nt=1ni(14+r2 V(1 —r)2 442 K)
oder wenn n, = n, (1 4 ¢), worin & klein ist:
W =nt(l4+et Ve + K+ 2 K)
ist », = ny, so wird #? = u!(1 £ 1/ K).
Die Angabe angeniiherter Losungen hat neben Anderem

die Bedeutung fiir die Beurteilung der Tragweite der ange-
nitherten Losungen bei den gedimpften Schwingungen.
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e . . . , nmin Ko
Wenn K sehr klein ist, wird n; = ni — ——— ,, w =
Ny — N1}
n; n; K .
n; -+ ST Ist n, = n,, so versagt d1ese Newtonsche An-

1y — ¥y
naheluncsmethode, wenn man sich auf eine Anniiherung erster

Ordnung beschrinkt. Nimmt man die Grofen zweiter Ord-

nung dazu, so ergibt sich die Losung n = n, (1 + @), die

2
mit der strengen Losung fiir kleine K iibereinstimmt.
Ist K annihernd =1, so werden die Losungen n; =
nin; (1 — K . -
17 ~)-, ng = ni -+ n;. Ist n, =mn,, so resultiert in die-
n? + n:
sem Fall (ebenso, wenn »j = oo ist):
2
7 (1 — K) A )
ni= g =2 ),

vgl. hierzu die frithere Abhandlung S. 292.

3. Die Giite.
Nach S. 119 ist:
, v VK nl
(1 — K)Vec, 2
Fiihrt man die Massen durch die Beziehungen ¢, = m, i,
€, = myn; ein, so wird

2 (1 —vI](/)lem 7112 (T + : B l/ ~(7 ._— ) T K)

Man sieht leicht, dak flf =0 wird, fiir r =1, d. h. daB

in diesem Fall die Giite ein — sehr wichtiges — Maximum hat.
Das Mazimum der Giite wird dann

W VK
1+ ]/]() l/mx mz

1) Krgibt noch fiir K = 0,5, » == 4 nur 8,800 Abweichung von dem
richtigen Resultat.

(147 —1 (01— 22442 K).
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Fast durchweg besteht die Masse m, aus der auf den
2
Endpunkt des Systems reduzierten Masse des Hebels. = yé,,u,
worin L die Liinge und u die Massendichte pro Liingenein-
heit ist. Fiihrt man diesen Wert ein, so wird:

VK

Gmax =
L+ VE)Vm, L3
d. h. die Giite wiichst mit wachsendem A und ist fiir
KN=1= ~~_——1_;__- —
2V 'm, Lu|3

4. Zowel Freiheitsgrade, Elastizitits- und Trigheits-
koppelung.

Die Bewegungsgleichungen lauten:

ML, My Xy 4 €, & — €92, = 0
My Ty = My & - Coq Ty — €32, = 0.

Die Empfindlichkeit ist dieselbe wie bei der reinen Ela-
stizitiitskopplung. Die Frequenz berechnet sich aus folgender
M5,

Gleichung. In ihr ist die Trigheitskoppelungszahl = 7' = g
1772

B —T)4 2t 4 02— 20,0, VT K) +nini(1 — K)=0.

Bezeichnet man das Verhiltnis n,/n, wie vorher mit r»,
so wird

715'1‘, =

nt = e
s [1r-2VIE VA +r -2V TKy 43 (1-K) (1-T)).

Die Giite wird, wenn man » = 1 setzt, maximal und zwar =
- '——J/K —— ———— vgl. diese Seite oben.
I4+VEYA=VI)Vm L3

!
G'mnx =
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: D . J o ‘
5. Die Schwingungen des gedimpften Systems.

Ich schreibe die Gleichungen in Determinantenform und
aufgelost an:

my A2+ b A+e o | 1A2+2D 241 ¢p,r¥e,

| —
5 mARRb At | eyfe,  AR+2Dyrdtr®

B2+ D) B+ (A 424 4rD, D) 4 22 D,
+rDYi+r*(1—K)=20

[

P
",
In der letzten Gleichung bedeutet A die fiir die Schwin-
gungszahl #, = 1 ausgerechnete Wurzel.
Zuniichst stelle ich die Bedingungen fest, unter denen
die Gleichung vierten Grades auf eine zweiten Grades reduziert
werden kann. Ich bringe das Diagonalglied, die Determinante

7_‘%’% in die folgende Form (vgl. S. 113):
(hy — hy)*
4

durch 1 = 2z —

22 A (hy — hy) 2 — 1} 4 n} usw.

Dadurch fillt das Glied mit 2 heraus. Das Glied mit ¢
fillt dann weg, wenn

Fall 1. %, = hy ist. Das ist die gleiche Bedingung, die
ganz allgemein gilt (s. S. 113).

Fall 2. Wenn 7} —7A? = ni—/1% ist baw. 1 —2 =< Di—9? [J;,
Eine derartige Bedingung scheint nur fiir Systeme von zwei
Freiheitsgraden zu bestehen.

In diesen beiden Fillen sind die siimtlichen Losungen mit
gleichen reellen Teilen der Wwrzeln (D = I);) und gleichen
imaginiiren Teilen der Wurzeln (1, = n;) enthalten. Aulerdem
selbstverstindlich der Fall der Doppelwurzel der quadratischen
Gleichung.

Im Fall 1 ist die Losung 2 = n,(— D, & i /n? — D),
worin n® unter der Wurzel die zwei Schwingungen des unge-
diimpften Systems bedeuten. Wir bekommen
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a) Zwel verschiedene komplexe Wurzeln mit gleichem
reellem, aber stets verschiedenen imaginiren Teil, so lange
D} kleiner als #® der Hauptschwingung ist.

b) Uberschreitet D? diesen Wert, so tritt eine komplexe
Wurzel und eine reelle als Losung auf.

¢) Wenn D} auch noch griger als #? der Oberschwingung
wird, treten zwel positive reelle Wurzeln auf. Damit sind also
die beiden Schwingungen aperiodisch bzw. iiberaperiodisch
geworden.

Fiir den Fall 2 schreibe ich die Gleichung in folgender
Form an:

A+az*+¢=0, worin ¢ =2—~2D}—
und c=1—Di+ ( —'-_-4—7~Dz—)«

Die Teilfille diskutiere ich an der Hand der allgemeinen
Losung der quadratischen Gleichung und schreibe diese Losung
folgendermafien an:

jo= — -]2—+rD2+V1(—a+Va2——4c

(D —r Di,)2
2

— 2 A

Diese Diskussion fafit natiirlich auch die Losungen von
Fall 1 in sich.

a) «f = 4d¢ baw. (D, —rDH?*(1-— DY) = K. Losung:
die komplexe Doppelwurzel:

D+ rD, l/a
e R 2 X

aber nur, wenn @ positiv ist; sonst zwel verschiedene reelle
Wurzeln. Nur bei Fall 2 moglich. Auch hler nicht, wenn
n, == n, bzw. r = 1.

b) a®* > 4¢. Bei Fall 1 und 2 moglich.

Teilfille @ > |/a® —4¢: zwei komplexe Wurzeln mit
gleichen reellen, aber verschiedenen imaginiren Teilen.

a=1"a>—14c: eine konjugiert komplexe Wurzel und
zwel gleiche reelle Wurzeln,

Sitzungsb, . math.-phys. KL Jahrg. 1918. Y
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a<1a®—4c¢: eine konjugiert komplexe Wurzel und
zwel verschiedene reelle Wurzeln. Im Fall 1 verschwindet bei
hohen Dimpfungen diese konjugierte komplexe Wurzel bzw.
die Oberschwingung (aufgezeigt durch das Unendlichsetzen
von D), wiihrend bei Fall 1 dies nicht stattzufinden braucht
(s. unten).

¢) a® < 4c: zwei gleiche imaginire und ungleiche reelle
Teile der. komplexen Wurzeln. Nur bei Fall 2, aber auch
hier nicht fiir », = n,. Denn hier wird nach der Vorbe-
dingung von Fall 2: D, = D,, also a =2 —2 0] und ¢ =
(1—D)*— K und a®> —4¢=4K, also > 0.

D, baw. Dy, = .

Fiir die Beurteilung von Grenzfillen ist der Einfluf des
Unendlichwerdens einer Dimpfungszahl von Interesse. Das
Resultat ist, wenn D = unendlich wird (n, = 1):

Man sieht, daB bei dem Unendlichwerden einer Dimpfungs-
zahl eine Oberschwingung bestehen bleiben kann, die hier erst
dann verschwindet, wenn D), iiber 1 wird.

Ist D, =0, so wird 2 = ir.

Wird D, = oo, so ist das Resultat:

l=—D+il/1— D,

Wenn D, = 0 ist, wird 1 = i.

B, = n,.

Von iiberwiegendem Interesse sowohl fiir die Theorie der
Registrierungen als auch fiir akustische Beziehungen ist der
Fall, daB die Frequenzen der ungedimpften Schwingungen der
Einzelsysteme gleich werden. Bei den Registrierinstrumenten
bedeutet dieses Gleichwerden die Bedingung fiir das Giite-
maximum. Uber die Bedeutung dieses Falles fiir die Akustik
braucht nichts besonderes gesagt zu werden. Man kann diesen
Fall als die innere Resonanz bezeichnen.
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Die Gleichung und ihre Losungen schreibe ich durch #,
dividiert an.
242D 141 CialCy
| £l 242D,0 1
B @D +2D)I+ (2+4D,D)1*+ (2D,
+2D)24+1—K=0.
Zwei Teilfalle sind von Wichtigkeit:
1. D, =D, = D. Diese Bedingung ist identisch mit der
allgemeinen %, = h,. Aber auch mit dem zweiten Fall der

Bedingung fiir die Reduktion der Gleichung zu einer quadra-
tischen (s. S. 128). Die Losung wird:

i=—D+iV1+tVK— D

2. D, =0, D,= D.

Den Teilfall 1 werde ich nicht weiter besprechen. Die
Lisung ist einfach, Verwicklungen treten nicht auf, nur gebe
ich hier kurz eine angeniiherte Losung fiir den Fall, dag D,
sich nur wenig von D), unterscheidet. Ich setze Dy = D, 3

und nehme als angeniherten richtigen Wert den aus der Be-
dingung 1), = D, gefundenen Wert

=0

P=—D+iV1xVE— Do

Die Newtonsche Anniherungsmethode liefert dann folgen-

den Wert: S
2:—])—3-—{—@'\/1 + VK — D*— Do.

Dagegen behandle ich den Fall (), = 0) in einem be-
sonderen Abschnitt.

n,=mn,, D, =0, Dy=D.
Die Gleichung lautet:
BA2DR 22 42Di4+1— K = 0.
Aus der Struktur der Gleichung kann man den wichtigen

Satz ableiten, daf hier immer Dy = gi 0 ist. Nur dann
wird niimlich der Faktor von 2% = 2 D.
9*
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Aus dem niichsten Glied ist zu entnehmen: 3 D* — 2%
4 n& 4 nf= 2. Es kann bei Kenntnis einer komplexen Wurzel
zur Berechnung der anderen benutzt werden.

Bei niedrigem K (Grenze s. S. 135) tritt eine bemerkens-
werte Erscheinung auf, niimlich, daf sich die Schwingungszahl
der Hauptschwingung bei wachsender Diimpfung erhoht, um
dann wieder abzunehmen. KEs ist dies der einzige Fall, bei
dem eine Erhohung der Dimpfung zu einer Vermehrung der
Frequenz fithrt. (Auch fiir die Nachbarwerte von » = 1 tritt
dasselbe ein. Diese Erweiterung des Erscheinungsgebietes habe
ich noch nicht untersucht.) Dagegen wird die Oberschwingungs-
zahl, wie in jedem anderen Fall, durch wachsende Dimpfung
herabgesetzt, bis sie =1 wird. Das Maximum von %, in
Bezug auf D lifit sich in folgender Weise herechnen. Man setat
die komplexe Losung der Gleichung = (D ing) in die
Gleichung ein. Man erhilt dann eine komplexe Funktion
dieser Losungen und der Konstanten 1) und K. Diese kom-
plexe Gleichung wird in zwei aufgeldst:

1w —2n+1—K+®n—2)(DD,— Dg) — @21
—D)D;=0.

2. (i —1ECD,—D)4+BD—2D)D; =0.

Man kann nun die Bedingung fiir das Maximum nach
den bekannten Regeln fiir die Ermittlung von Maxima von
simultanen Gleichungen festsetzen. Die dritte Gleichung, die
sich dann zu den obigen gesellt, lautet:

6n:D:+ 3D+ 3ns —4n:+1 = 0.

Aus der dritten Gleichung kann man dasjenige D, be-
rechnen, das zu der maximalen Schwingungszahl gehort. Die

Beziehung lautet:
o Lot ]/4 ni—1

Setzt man dieses D, in Gleichung 2 ein, so erhilt man
dasjenige ), welches das Maximum hervorruft.

Die gewounenen drei Werte in die Gleichung 1 einge-
setzt, ergibt das zugehdrige A. Man kann dann in einer
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Tabelle die zugehorigen Werte zusammenstellen und ist der
Suche nach dem Maximum durch Ausprobieren enthoben.

In einem Fall, nimlich wenn die Schwingungszahl » nur
wenig von 1 abweicht, was bei kleinem % eintritt, kann man
diese Werte unmittelbar aus /" berechnen. Die Losungen lauten:

Wenn n=1—9, soist 6 =98 K D; =34 K D*=4/3 K
fir das Maximum.

In der folgenden Tabelle stelle ich einige nach dem ent-
wickelten Prinzip gewonnene Werte zusammen zugleich mit
den Frequenzen fiir die ungedimpfte Hauptschwingung:

K D, D, ", Vi—_VK Differens
— — e ,rfl_— e —_— =
23 | 0 { 0.5773 0.5773 \ 0.0000
0.4113 | 0.2842  0.1520 | 0.6000 | 05988 | 0.0012
0.2767  0.3999 | 0.2751 | 0.7000 |  0.6885 0.0115
0.2222 = 0.4330  0.2887 { 0.7638 |  0.7270 | 0.0368
0.1859 = 0.4165 | 0.2848  0.8000 |  0.7542 0.0458
01567  0.3960 | 0.2758 { 0.8300 0.7772 0.0528
01472 | 03879 02712 | 08400 0.7850 0.0550
0.1281  0.3693 | 0.2615 | 0.8600 | 0.8013 0.0587
0.0907 03223 | 02326 | 09000 |  0.8360 | 0.0640

n, =mn,, D, = 0. Grenze der Aperiodizitit einer Sclwingung.

Von einem gewissen D ab bleibt nur eine komplexe Wurzel
iibrig, und zwei reelle negative Wurzeln, d. h. zwel iiberaperio-
dische Bewegungsmodi treten auf. Bei diesem Grenz-I) sind
die beiden reellen Wurzeln gleich. Analytiseh wird dieser Fall
dadurch bestimmt, daf die Diskriminante = 0 wird. Ich habe
nicht diesen Weg zur Bestimmung der Grenze verfolgt, son-
dern gehe so vor: Stellt man D als Funktion der reellen
Wurzeln D, dar, so erhiilt man:

Al)tt + 21)5:*_ 11— ]L'

D==1"awi+ny
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Das Minimum von D liefert die Grenzbedingung. Die Be-
dingungsgleichung wird:

Di+ D¢+ —3K)D)— 1+ K=0.
Sie hat die reelle Wurzel:

Di=\Vs+Va+Ve—Va 1),
worin @ = 729 K3 — 972 K2 4 432 K. Wird der Wert von
D, in die obige Gleichung eingesetzt, so erhilt man dasjenige /),
das die Aperiodizitit der Hauptschwingung hervorruff. An
einem besonderen Beispiel K = 0.9 habe ich verifiziert, daf
diese Bedingung mit der Bedingung: (Diskriminante = 0) iiber-
einstimmt. Fiir einige mittlere Werte von K habe ich diese
Grenze berechnet. Die folgende Zusammenstellung ist fiir die

Beurteilung des Kinhaltens des Konigschen Resonanzphiinomens
wichtig (s. letzte Spalte und 8. 139).

Grenz-D D
K=104 0.7798 0.6081
0.4444 0.8511 0.7244
0.5 0.8236 0.6783
0.6 0.7651 0.5853

n, =mn,, D, =0. Angeniherte Berechnuny der Wurzeln.

Da im allgemeinen die Losung der biquadratischen Glei-
chung nur fiir bestimmte Zahlenwerte méglich ist, so empfiehlt
es sich, die Grundziige von Annidherungsmethoden zu entwerfen.
Sie konnen auch zur angeniiherten Bestimmung von Zahlen-
werten unmittelbar benutzt werden. Im Prinzip wird man hier
die Newtonsche Anniherungsmethode verwenden. Man kann
hierbei den Ausgang von verschiedenen Punkten der funktio-
nellen Beziehungen nehmen.

Ausgang von den Ldsungen fiir die ungekoppelten
Systeme. Fiir die Oberschwingung angeniherte Wurzel 4 =i
liefert denselben Wert 2 =i (vgl. S. 136).
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Fiir die Hauptschwingung Ausgang 2 = — D i |/ 1— D

K K
Lisung l=——-ﬁ_|_l/1_ 5 — D2

Ausgang von der Losung fiir ungediimpfte Systeme. Aus-

gang 4 = zl/l + VK.

Lidsung: 2==—D[ 4(1+V_K)Z_—(,_* ]

24+ VE) K+ D' @ +3VEY

n z{\/l Vi Y »PVEV1LVE@+3VK) |

TLA+ VO K+ D' @+ 3VEK)? |

Da hier der ganze Dimpfungswert als Korrektur auftritt,
weicht er von dem Richtigen nicht unwesentlich ab. Er fillt
imnier etwas kleiner als D2 aus, wihrend er fiir die Haupt-
schwingung griBer sein soll (vgl. oben S.132). Eine bessere
Anniherung ergibt die Beriicksichtigung der quadratischen
Glieder fiir die Korrektur des reellen Teils der Wurzeln. Die
Korrektur des imaginiiren Teils der Wurzeln, bestehend in dem
zweiten Term des imaginiiren Teils, liefert eine sehr wichtige
Grenzbeziehung. Man sieht nimlich, dak diese Korrektur

positiv bleibt, so lange 2 > 3 VK bzw. K kleiner als 4/9 ist,
d. h. die Kurve n, = (D) senkt sich sofort von D =0
oder was dasselbe ist, dieser Wert von I bestimmt die Grenze
fiir die Ausbildung eines Maximums in dieser Funktion. Bei
héheren K ruft also die Dimpfung, vom Wert 0 angefangen, keine
Erhohung der Schwingungszahl mehr hervor (vgl. o. S. 132).

Es gibt noch eine weitere Annitherungsméglichkett, die gute
rechnerische Resultate gibt, niimlich fiir die Hauptschwingung
als Ausgangswert zu wiihlen :

;.=-{;+z\/1—171f

auszugehen. Die Resultate schreibe ich nicht an.
Fiir K =1 kann man die biquadratische Gleichung in zwei
quadratische zerreifien (vgl. o. S. 124).
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Die Losungen sind fiir die Hauptschwingung:

D, /1=K D
}~=—§+“/ 2 T4

und fiir die Oberschwingung:
h=—D+il/2— 1"~

n, und n, verschieden, n, = rn,.
Die Grenzfille, die bestimmt sind durch ein sehr grofes
r und sehr kleines », haben eine gewisse Wichtigkeit fiir die
Ubersicht der Beziehungen.
Ungedimpfte Schwingungen. r grof:
m=il1—K n,=ir,
7 sehr klein gegen 1:
o =irl/1— K Ry == i
Gedidmpfte Schwingungen. r sehr grofi:
w=—D,+iV1—K— I}
ng =1 (— D, +iV1— D2,

r sehr klein:

m=r(—D,+iV1I—K—D ng=—D iVl — I
D=0, D,=0D,
limr—o n=iV1-K ng=r(-D,+iV1- 1D}

limr=0 ny=r(-Dy+iV1-K-D}) n,=i.

n, nur wenig grofer oder kleiner als n,, K klein, 1) = 0.

ng = n, (1 £¢). Ausgang: die Schwingung des unge-
koppelten Systems 4 = i. Die Newtonsche Anniherung ergibt
die Losung fiir die schwicher gedimpfte Schwingung:

] o= .___Kp__v_*,i 1 e
T 4D Y o 41)2+4.f,~2)'
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Der Uberschuf; tiber die Schwingungszahl des ungedimpften
Kinzelsystems hat ein Maximum bei ¢ = D. Diese Beziehung
wird zur Begriindung des Konigschen Resonanzphinomens be-
nutzt, dessen Grundzug durch die Formel gut wiedergegeben
wird, withrend fiir den Fall (#, = »,) die Anniherung unzu-
reichend ist (vgl. S. 134 und S. 138).

Das Kinigsche Resonanzphimnomen.

Konig hat einen sehr interessanten Resonanzversuch aus-
gefithrt (Poggendorfs Annalen, N. F. 9, 8. 394, 1880). Lr hat
einer Stimmgabel einen Resonator gegeniiber gestellt, der aus
einer mit Luft gefiillten, einseitig offenen, Réhre bestand. Die
Liinge der Luftsiule konnte durch Verschieben eines Stempels
verindert werden. Die Schwingungszahl der Stimmgabel wurde
sehr genau mit einem Vibrationsmikroskop bestimmt. Der
Figenton des Resonators lag zuniichst unter dem Eigenton der
Stimmgabel. Die Stimmgabel gab dann ihren Eigenton. Als
der Ton des Resonators erhéht wurde und sich bis etwa eine
Terz dem Ton der Stimmgabel geniihert hatte, wurde der Ton
der Stimmgabel erhsht. Diese Erhshung wuchs bis zu dem
Punkt der vollstindigen Ubereinstimmung der HEigenschwin-
gungen und erniedrigte sich rasch auf den Kigenton der Stimm-
gabel. Das Umgekehrte trat dann bei der Erhohung des Tones
des Resonators iiber dem Ton der Stimmgabel ein. Wenn man
die Schwingungszahl der Stimmgabel als Funktion des Tons
des Resonators aufzeichnet, so kommt eine Kurve zustande,
die von niedrigen Ténen des Resonators angefangen oberhalb
der Abscisse liegend zu einem Maximum steigt, um dann durch
den Nullpunkt der Kurve hindurch gehend, zu einem Bogen
wird, der ungefihr symmetrisch zur Abscisse verliuft. Konig
hat keine Erklirung fiir das Phiinomen gegeben. Sie ist zu-
erst von Rayleigh auf Grund der Lehre von den erzwungenen
Schwingungen angebahnt worden. M. Wien hat gezeigt, daf
dieses Doppelsystem als ein gekoppeltes behandelt werden kann
und dafi es sich hier um die Verinderung der Schwingungs-
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zahlen durch die Koppelung handelt. Es handelt sich hier um
Trigheitskoppelung, deren Gesetze aber nicht sehr von denen
der elastischen Koppelung abweichen. Bedingend fiir das Zu-
standekommen ist das Verhiltnis der Didmpfungen der beiden
Teilsysteme. Die Dimpfung der Stimmgabel wird als sehr
klein gegeniiber dem Resonator zu gelten haben. Ich setze
sie == 0. Wien hat mit einer sehr guten Anniherungsmethode
den Verlauf der Kurve dargestellt. Xr ist dhnlich wie ihn
auch Rayleich gefunden hat.” Und derselbe wie er durch die
Beziehungen 8. 136 geliefert wird. Obwohl die Wiensche An-
nitherungsformel an sich sehr gut ist, so gibt sie doch an
wichtigen Stellen den Verlauf nicht richtig dar, insbesondere
den Punkt, bei dem der Stimmgabelton auf den Eigenton
zuriickfiillt. Ks ist keine Frage, daB es sich hierbei um den
Punkt handelt, bei dem die Frequenz der Hauptschwingung
und der Oberschwingung miteinander iibereinstimmt. Oder in
der graphischen Darstellung um den Kreuzungspunkt der Kurven.
Oder analytisch ausgedriickt, um die Gleichheit des imaginiiren
Teils der komplexen Wurzeln. Das kann aber nicht zutreffen
fir die Ubereinstimmung des Eigentons von Stimmgabel und
Resonator bzw. fiir den Fall », = n, aus den S. 132 angefiihrten
Griinden oder nach einer einfachen Uberlegung, die sich auf
die graphische Darstellung stiitzt. Wir wissen aufierdem aus
dem vorhergehenden, daf fiir %, = n, die Oberschwingung in
ithrer Frequenz durch die wachsende Dimpfung verringert wird,
dal die Frequenz aber niemals unter n = 1 gehen kann, wie
dies nach der Wienschen Formel erforderlich wire. Kurzum,
der Stimmgabelton fillt auf den Eigenton der Stimmgabel
zuriick, wenn der Resonator einen etwas hioheren Ton als die
Stimmgabel hat. DaB dies von Kionig nicht beobachtet wer-
den konnte, liegt ohne Zweifel daran, dat wohl die Schwin-
gungszahl der Stimmgabel mit dem Vibrationsmikroskop sehr
genau bestimmt wurde, aber nicht die Eigenfrequenz der
Resonatorschwingungen. Sie wurde scheinbar nur akustisch
festgestellt. Wird die Dimpfung des Resonators kleiner, so
verschwindet das Phinomen bzw. die Kurven der Schwin-
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gungszahl kreuzen sich nicht mehr, sondern sie werden aus-
einander gerissen. Der Grenzpunkt ist identisch mit dem Auf-
treten der Doppelwurzel (vgl. o. S. 129). Bei einem gewissen
hoheren K tritt zweifellos das Phiinomen iiberhaupt nicht mehr
ein. Dieses Grenz-J/ konnte ich nicht genauer bestimmen.
Aber das Phinomen wird unméglich, wenn bei einem nied-
rigeren D) als das Auftreten der Doppelwurzel erfordert, schon
Aperiodizitidt eintritt. Die S. 134 mitgeteilte Tabelle gibt
dieses A als zwischen 0.5 und 0.6 liegend an. Man sieht
also, daBi die durchgreifende Analyse zu einer vollen Auf-
klirung dieser Erscheinung fithren kann. Man hat dabei die
physikalischen Momente zu berticksichtigen, aber auch alle
Mittel der allgemeinen rechnerischen Analyse unter Zuhiilfe-
nahme von graphischer und event. tabellarischer Darstellung.
Auf das Phiinomen selbst gedenke ich auf Grund meiner obigen
Entwicklungen zuriickzukommen.

6. Erzwungene ungedimpfte Schwingungen.

_ 1=K
TU—R)(—R)— K
Dies kann auch in den Ausdruck verwandelt werden:
1

Q= —

= (1—R) (IR
worin jetzt I, und I, das Verhiltnis der erregenden Schwingungs-
zahl einer der beiden Schwingungen des Gesamtsystems be-
deuten. Man sieht, dafi ¢ unendlich wird, wenn R, oder
Iy =1 wird, d. h. die Periode der einwirkenden Schwingung
mit der Periode der Eigenschwingung iibereinstimmt. Da-

Q

zwischen liegt ein Minimum von  fiir »1—1224- ]1” = 2, Fiir
{ v
. 1— K
n, o =mn, wird ¢ = (1 =Ry K

Es wird unendlich fiir R =1 & VK. Das Minimum liegt
bei R = 1.
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7. Erzwungene gedimpfte Schwingungen.

) = === —— | worin
VIViRF +[ViRF
V,R=(1—R)y1—R)—K~4D D, R R,
und ViR = D,R,(1—R) + D,R,(1 — R

Wenn #n, = n, ist, welchen Fall ich weiterhin allein be-
handle, wird

ViR=(1—R)—K—4D DR
und ViR = (D, + D) R(l — R.

Die Maximum-Minimumbedingung ;’Z]g? =0 ergibt eine

Gleichung dritten Grades in R®. Ich behandle nur den Teil-
fall D, = D,.
0= B Lk SO .
VIR — K4 DR 16 DYRA(L — RO
Die Bedingungsgleichung fiir die Maxima lautet:

BS— (B3 —6D)R 4+ B—K—8D+8DH IR —1+4+ K
+2D+2K1)2 = 0.

Die in den Formeln angegebenen Bezichungen lassen sich
am anschaulichsten in Kurvenscharen: X = konst. mit [ als
Parameter darstellen. Man kénnte sie die Charakteristiken der
Registriersysteme nennen.

Bei niedrigen Dimpfungen besitzt die Gleichung drei reelle
Wurzeln. Es treten zwei Resonanzmaxima auf, dazwischen
liegt das Minimum. Wird die Dampfung gréber, so verschwin-
den schlieflich die Maxima bzw. die physikalisch moglichen
Wurzeln vollstindig. Das Verschwinden erfolgt im allgemeinen
stufenweise durch folgende Anderungen der analytischen Be-
ziehungen. 1. die eine Wurzel wird negativ, 2. zwei Wurzeln
werden komplex. Beide Bedingungen streiten sich gewisser-
mafien um den Vorrang. Bei Koppelungen, die iiber einem
gewissen ,kritischen* K liegen, tritt bei wachsendem D zu-
erst die Bedingung 1 ein. In diesem Fall verschwindet das
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Resonanzmaximum der Hauptschwingung durch Negativwerden
der Wurzel fiir R2. Die Kurve ¢ = f(R?) senkt sich bis
zu einem Minimum, um dann wieder zu dem Maximum der
Resonanz der Oberschwingung anzusteigen. Bei weiterem
Wachsen von D verschwindet Maximum und Minimum, indem
die beiden entsprechenden Wurzeln komplex werden.

In dem zweiten Fall — bei einem K unterhalb des kri-
tischen — bleibt bei einer gewissen Didmpfung nur mehr eine
reelle Wurzel, entsprechend einem Maximum, iibrig. Ein
Minimum ist nicht vorhanden. Dieses Maximum verschwindet
dann, wenn die erste Bedingung realisiert, nimlich die zweite
Wurzel negativ wird.

Ich formuliere jetzt die beiden Bedingungen. Die eine
Wurzel wird negativ, wenn der letzte Term der Gleichung von
der Negativitit in die Positivitit iibergeht, d. h. = 0 wird.
Die Bedingung lautet: 20 42K D*—1 4+ K = 0. Oder
-2(11?%—]}\.,) wird die eine Wurzel I* = 0. Die Gleichung
ergibt eine Losung f# = 0. Die anderen Losungen werden
aus der iibrig bleibenden quadratischen Gleichung entnommen.
Die Lisungen sind

D? =

1 J
£X RN (3 -+ Vo N Y
1 1+1\,()K__] N4 K 1—A)
Wenn der Ausdruck unter der Wurzel = 0 wird, werden
die beiden Wurzeln gleich grof. Der Ausdruck, = 0 gesetzt,

liefert dann das kritische A", bei kleinerem A werden hier
sofort die Wurzeln komplex.

Das Verschwinden der moglichen Wurzeln tritt im zweiten
Fall dadurch ein, dafi die Wurzeln komplex werden. Dies ist
der Fall, wenn die Diskriminante der Gleichung verschwindet.
Die Diskriminante = ¢* + p* = 0, worin

3 __ +
g=2HKD? und p=fL--D~ _43_]) ]\.

Der Beweis, dat fiir das kritische A" die Grenzbedingung 1
der dreifachen Positivitit der Wurzeln zugleich die Grenz-
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bedingung der dreifachen Reellitdt erfiillt ist, liBt sich leicht
allgemein dadurch erbringen, dafi man in der Gleichung (¢* +
p> = 0) D durch den Wert fiir die erste Grenzbedingung er-
setzt. Man erhilt dann eine Gleichung f (/) = 0, die iden-
tisch ist mit der obigen Gleichung: K3 + 2 K* — K —1 = 0.
Die Gleichung fiir das kritische A ist selbst dritten Grades
und liefert die Losung: kritisches X = 0.8019377,

Grenzen der dreifachen Positivitit und Reellitit fiir Fleine
und grofe Koppelunyg.

1. A sehr klein. In der Grenzbedingung ¢* + p* =
kann ¢ vernachlissigt werden. Dann ergibt sich fiir D?* = KAJ[4.
Es wird weiter:

R,=1—2D*tVK—4D% Ri=1—21"

1 1

Q. - (Maxima); @, = K4 D

T UDVK

2. K annihernd 1. Grenzwerte fiir die dreifache Posi-
tivitit der Wurzeln:

(Minimum).

1)2=1_1.’L R=0 Q=1
a i
= iag=o g @=1—K
6 =2 1—K
.Z_—_. - = =1 4 = ! - R
R e 2K @ 2]/ 5

Grenzwerte fiir die dreifache Reellitit der Wurzeln:
D? = 0.063863, RI,= 1375883, @ = 0.

Lage der Maxima und des Minimums.

Bei einem Freiheitsgrad liegt das Resonanzmaximum der
gedidmpften Schwingung vor dem Maximum der ungedimpften
Schwingung, wenn man ¢ als Funktion von R ansieht und
die Lage des Maximums durch die Grofe von R, das es
hervorruft, angibt. Bei den gekoppelten Schwingungen ist
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im allgemeinen das Gleiche der Fall. Nur bei der Haupt-
schwingung finden Ausnahmen statt. Die Lage der Maxima
der gedimpften Schwingungen gegeniiber den ausgezeichneten
Groken der ungedimpften Schwingung kann man fiir kleine
D) aus dem Vorzeichen des Differentialquotienten E%[%);) be-
stimmen, wenn man in diese Beziehung jeweilig die Grifen
von K2 fiir die Oberschwingung, das Minimum und die Haupt-
schwingung bei der ungedimpften Schwingung einsetzt.

1. Lage des Resonanzmaximums der Oberschwingung. Fiir

ae .

’d(RZ—) 1st
proportional — (2K 2D VK + 212 VK), also stets
negativ, d. h. das gedimpfte Maximum liegt stets vor der
ungedimpften Resonanz.

2. Das ungedimpfte Minimum befindet sich bei R = 1.
Es wird c% proportional — (4 D? 4- K). Der Differential-
(uotient ist stets negativ, das Minimum der gedimpften Schwin-
gung liegt also stets hinter dem Minimum der ungedidmpften
Schwingung. Die Reduktion auf eine reelle Wurzel kommt durch
Vereinigung des nach rechts riickenden Minimums und des nach
links riickenden Maximums zustande. Es entsteht dadurch ein
Wendepunkt. Das noch bleibende ,zusammengezogene“ Maxi-
mum entspricht also dem Maximum der Hauptschwingung.

3. Lage des Resonanzmaximums der Hauptschwingung.
Fiir die ungedimpfte Schwingung ist R? = 1 — VK. Der

die ungedimpfte Schwingung ist R? = 1 4+ VK.

Differentialquotient ist proportional

dQ
d (I?)
QK — VK421 —VK).

Dieser Wert kann positiv oder negativ sein. Wenn er
positiv ist, liegt das Maximum hinter demjenigen der unge-
dimpften Resonanz. Wenn A = 1 ist, so ist er stets negativ.
Mit abnehmendem A™ kaun er positiv werden. Die Grenze liegt
bel 2V K —1 =10 oder K = 1/4. Ist A groter als 1/4, so
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wandert das Maximum schon bel geringster Dimpfung nach
Iinks, d. h. nach der Seite der kleineren I Werte und ver-
schwindet bei einem gewissen I). Ist A < 1[4, so wandert
das Maximum mit ansetzender Dimpfung nach rechts und dann
bei hoherer Dimpfung wieder nach links, um schlieflich bei
Il =0 zu verschwinden. HEs kann bei der Riickwanderung
wieder auf derselben Stelle eintreten, wie das ungedidmpfte
Maximum. Die Bedingung hierfiir ist:
VK —2K
21—V LK)
z. B. fiir A = 0.24 D? = 0.00972

K =023 1? = 0.01883

N = 0.22 D? = 0.0273.

211 —VR)=VK—2K oder D? =

Bet einem Vergleich dieser Zahlen mit einer hier nicht
verdffentlichten tabellarischen Ubersicht iiber die gesamten
zahlenmiifiigen Beziehungen ist zu sehen, dafi bei einem A
zwischen 0.23 und 0.22 das ,zusammengezogene® Maximum
bel seinem ersten Auftreten auf diese Stelle fillt. Bei A unter
dieser Grenze liegt es zuerst immer rechts von dem unge-
diimpften Resonanzmaximum, bewegt sich dann nach rechts
bei weiterem Wachsen der Dimpfung, um schlieBlich wieder
umzukehren und bei It = 0 zu verschwinden. Bei den kleinen
Koppelungen, wie sie bei akustischen Verhiltnissen im allge-
meinen vorhanden sind, z. B. bel den von M. Wien behandelten
Fillen tritt es also stets rechts von dem ungedimpften Maxi-
mum zuerst auf.

Zum Schlufy verweise ich nochmals auf die S. 115 ange-
gebene allgemeine Beziehung hin, welche die Griofie der Am-
plituden-Quotienten bei sebr kleiner Dimpfung festlegt. Wie
die genannte Tabelle zeigt, nimmt das Verhéltnis zwischen den
Quotienten ¢ der Oberschwingung und der Hauptschwingung
bei wachsender Dimpfung ab, was zur Beurteilung der Be-
deutung der Hauptschwingung fiir die Leistung der Registrier-
systeme wichtig ist (vgl. 8. 121).
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Systeme von drei Freiheitsgraden.
Die Empfindlichkeit wird hier

_ VR, K,
Vcl Cs (1 - 1(12]{23).
Zu beachten sind folgende Beziehungen, die ich zum Teil
schon oben behandelt habe (vgl. S.112).
1. Wenn 1 — K,,— K, =0 wird, ist zugleich V'¢,c¢,
= w. vy, bleibt damit endlich.
2. 0 < (K, + K,y) <1. Wenn K, + K,, > 1, so wird
ve negatlv, was unmoglich ist.
3. Ebensowenig ist /(, oder K, grofer als 1.
4. Bedingungen 2 und 3 zeigen, dal die Elastizitiitskoef-
fizienten untereinander und mit dem Koppelungskoeffizienten
folgende Beziehungen haben miissen:

6 =Cpta, €=yt Gy, €=yt 0,
worin @ und 4 zuniichst willkiirliche, aber positive Grifen sind.

Die Gleichung fiir die Wurzeln der ungedimpften Schwin-
gungszahl lautet:

(2 + (2 + 02 + ) G2 + [mind (1 — Ky) + mind (1 — Ay)
4+ nini] A2 A4 ningng (1 — K, — K,5) = 0.

Die Werte der Wurzeln kinnen nach den oben ange-
gebenen Anniherungsmethoden berechnet werden. Wichtig ist
fiir die Registriersysteme der Fall, daf n, gegeniiber den
anderen Frequenzen der Hinzelschwingungen unendlich wird.
Die Losungen der Gleichung werden nach dem oben Mitge-
teilten unter diesen Uwstiinden folgende:

(4o = — 3 {m (1 — K},)

F (1= Kyg)  V{md (1= K,) — i (L — IO )1+ 4 mini N, K.}
wy=n; 4+ i I, + i K, .

Die beiden ersten Wurzeln geben die beiden endlichen

Frequenzen an. Eine davon liegt unter der niedrigsten Frequenz

der Einzelschwingungen. Fis ist die Hauptschwingung, die
Sitzungsh, «, math. phys, KL Jahrg, 1918, 10

Ve
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durch das Minuszeichen angegeben wird. Die zweite Formel
gibt die grofie Frequenz an, die wesentlich durch die Schwin-
gungszahl n, des mittleren Einzelsystems bedingt ist. So wiirde
sich ein System verhalten, das zusammengesetzt ist aus zwel
belasteten Membranen, die durch eine Luftsiiule verbunden sind.
Das sind Systeme, wie sie bei der Lufttransmission hiufig vor-
kommen, vorausgesetzt, daf sie nach dem Grundsatz der Massen-
konzentration zu behandeln sind (vgl. die frithere Abhandlung
und oben S. 122).

Die beiden ersten Wurzeln kann man #dhnlich wie bei
Systemen von zwei Freiheitsgraden folgendermalien anschreiben,
wenn man %, = #n, sebzt:

ngy = 3ni{l — A,
+ (1 — Ny £ V[l :7(12 —r2(l— Ky + 4'7'24](1:1{23}-

Fiir die soeben berechnete Hauptschwingung lifit sich in
ihnlicher Weise ein Ausdruck fiir die maximale Giite bestim-
men, wie bei den Systemen von zwel Freiheitsgraden. Die
Giite wird dann

v VI, K,

—_ . r(l— A,
21— K,y — K,y) Vo, m, ( )

1 . 1 . e
+ (1 Ky — ]/{7-(1 — K — (1=Kt 4 Ky ]L._,BJ}.
Es ist zu ersehen, daf die Maximumbedingung ((—l; = |
erfilllt wird, wenn »* = i :}ﬁ,” wird. Die fiir » maximale
Giite wird dann: B .
_41/5121(23 - 1

G = — e 2 o -
VA—K,) (1 —Ky) -+ VE, K, VL3
wenn ein Hebel die Vergriferung iibernimmt.
Die Giite ist bei X, = 0 unendlich klein und wird fir

XK, = 1 unter Beriicksichtigung der Bedingung, dak N}, 4+ A,

. 1 . .
hichstens = 1 1st = ebenso wie bei dem System

y=
2V my g L3
von zwei Frejheitsgraden,
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Strenge Behandlung der Lufttransmission.

Die Lufttransmissionssysteme bestehen im allgemeinen aus
einer Luftsiule, die an beiden Enden mit einer Membran ver-
schlossen ist. An den Membranen sind Massen befestigt. Unter
der ,strengen® Behandlung dieser Systeme verstehe ich die in
der fritheren Abhandlung S. 296—305 gegebene. Bei ihr ist
die Luftsiiule als ein Lkontinuierliches System behandelt. Die
Einschrinkungen, die bei dieser ,strengen® Behandlung gemacht
worden sind, beziehen sich nur auf die Bewegungen der Luft
innerhally der Siule. Bei der ,angeniiherten“ Behandlung wird
im Gegensatz hierzu das Prinzip der Massenkonzentration fiir
die Luftsiule verwendet, oder die Masse der Luft wird iiber-
haupt vernachlissigt. In der fritheren Abhandlung habe ich
erklirt, dafs ich die weiteren theoretischen Auseinandersetzungen
verschieben wollte, bis die Experimentaluntersuchung zu einem
gewissen Krgebnis gefithrt hiitte. Ich glaube jedoch, dal es
auf Grund der Theorie jetzt schon moglich ist, fiir die experi-
mentelle Untersuchung wichtige Schliisse abzuleiten.

Zuniichst entwickle ich die Formeln S. 304 der fritheren
Abhandlung nochmals in einer etwas anderen Form. Die
Massen, die mit den Membranen verbunden sind, hehandle ich
dabei als wirksame Massen (S. 292 der friitheren Abhandlung).
Statt der Membran nehme ich einen in das Ende der Rohre
eingedichteten mit eimer Feder versehenen Kolben an. Die
letztere Vereinfachung ist aus verschiedenen Griinden zuliissig.
Identisch ist dieses Systemm dann mit einer Luftsiule, die mit
emer Membran verschlossen ist, die selbst wieder an Fliissig-
keitssitulen angrenzen. Nach den friitheren Entwicklungen wird

nx _n VM .

tan ¢ = — = ,, N
’ ol » — pl 1
and afle,—mn*m) e — ntay
nl n n VM I .
tan —*—F S = = — 5= A=—_:\s,
« a (e, — n?my,) e, — nEm,

In diesen Formeln ist « die Schallgeschwindigkeit, = der
spezifische Volumelastizitiits-Koeffizient der Luft, I die Liinge
10*
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der Luftsiule, ¢, und ¢, sind die Volumelastizitiits-Koeffizienten,
m, und m, die wirksame Masse der an die Luftsiule ange-
hiingten Fliissigkeitssiiulen, M’ und E' die wirksame Masse

. . l . .
bzw. der Volumelastizitiits-Koeffizient (((”]/)) der Luftsiule, ¢ 1st
der Querschnitt der Luftsiule und » die Schwingungszahl. Die
Kombination dieser beiden Beziehungen ergibt

:
tan (n Lja) = N+ 4,

N1N2—1=F'

Die rechts stehende Funktion bezeichne ich mit I. Von
Wichtigkeit ist der Verlauf dieser Funktion, die eine ihnliche
Bedeutung hat, wie ich sie S. 303 der fritheren Abhandlung
entwickelt habe. In unserem Falle ist die Funktion nur kom-
plizierter. Stellt man sie graphisch dar, so erkennt man, daf
sie zuniichst bei » = 0 mit 0 beginnt und dann bei wachsen-
dem n negativ wird. Dann wird sie negativ unendlich grof,
springt auf einen positiv uneundlichen Wert tiber und senkt
sich von diesem durch O stetig hindurch gehend wieder zu
negativ unendlich herab, springt nochmals auf positiv unend-
lich und senkt sich, von hier aus stindig positiv bleibend, zu
dem Grenzwert 0 herab. Die auf der linken Seite der Gleichung
stehende Tangentenfunktion steigt bis nLja = ;
positiv bleibend bis unendlich an. Sie kann in diesem Inter-
vall von I zweimal gekreuzt werden und zwar jedesmal hinter
den beiden Unstetigkeitspunkten von I Diese Kreuzungs-
punkte geben natiirlich die Losungen der Gleichung an. Ferner-
hin wird 7 von der Kurve tan (nlfa) jeweilig etwas hinter
nn gekreuzt. Die letzteren Werte stellen die von der Luft-
sdule herrithrenden Schwingungen bzw. Oberschwingungen dar,
withrend die beiden ersten Kreuzungspunkte die durch die An-
wesenheit der beiden Massen bedingten Schwingungen repriisen-
tieren. Um diese Punkte anniihernd festzustellen, mufi man
zuniichst die Lage der Unstetigkeitspunkte ermitteln. Sie resul-
tieren aus der Beziehung N, N, == 1 bzw. aus der Gleichung

stiindig
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e e M I e, e,
924_7%2< 1 + 2 4 1%2
m

1.y mym, m,m,

Daraus wird fir diese Unstetigkeitspunkte:

e e
nt=711 142
my ' om,

Al L arINe 4, )
n M'E +l/(?]‘+ ¢ ]l[’E‘) o 4c1e2}
n, m, my | m,  mym, m, m,

Man sieht, dal diese Unstetigkeitspunkte wenig vor dem

Pankt ;’2

)

. e . .
oder wenig nach dem Punkt — liegen, wobei der
m
1

2 . € . . :
Wert nz kleiner als der Wert m‘- angenommen ist. Fiir diese
? i
2 1

. , 1
beiden letzten Punkte betriigt I = N, oder = N,
Nach dem zweiten Unstetigkeitspunkt senkt sich die Kurve
_I_/ﬂ‘f’WE’ (m, + mg)

auf den Grenzwert herab. Zwischen den

n i, m,
beiden Unstetigkeitspunkten liegt der Wert I"= 0 fiir N,
= — N, oder n? = Sl

my, -y,

Der Wert fiir »n der Hauptschwingung wird zwischen

) e .
diesem letzteren Punkt und dem Punkt % zu suchen sein.
3
2

Das Transmissionsmanometer als System von zwei Freiheitsgraden.

Das Transmissionsmanometer besteht aus einer Fliissig-
keitssiitule mit der wirksamen Masse 7, die auf der einen Seite
in Verbindung steht mit dem Inhalt des Rohrensystems, in
dem der Druck gemessen werden soll (Arterie, Vene oder dgl.),
auf der anderen Seite durch eine Membran mit dem Volum-
elastizitiits - Koeffizienten e, abgegrenzt ist. Dann folgt eine
Luftsiiule mit dem Volumelastizitiits-Koeffizienten J5* zur Ver-
bindung mit der Registrierkapsel. Die Registrierkapsel wird
von mir jetzt als Kolbenkapsel behandelt. Sie hat den Quer-
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schnitt ). Die an dem Nolben angebrachte Feder erzielt
einen Volumelastizitiits-Koeffizienten ¢,, die Bewegungen des
Kolbens werden durch einen Hebel mit der Masse 4 um das
v fache vergroBert.

v und € treten immer in der Verbindung v/() = IV auf
Die Elastizitiitskoeffizienten sind die folgenden:

e, =c, + I, ¢, = (¢, + L) Q?, ¢, = [0
Die Koppelungszahl
K=, L N W
(e, + 1) (e, + 7)1+ Ry I
Die Empfindlichkeit wird gleich
v VI IR

T Ve, () el B e ey

Die maximale Giite ist erreicht, wenn n, =n,. Sie wird
dann zu

; VK
(fpay = ——— : .
(1 — KV M cels
Die Bedingung », = n, lautet hier:

(e, + B 121 uj3 = ¢, + I

Zu heachten ist, daB fiir die Kmpfindlichkeit eine gewisse
Grenze nicht iiberschritten werden darf, wenn ¢ nicht negativ
werden soll.  Sie findet sich, wenn man in der Gleichung fiir
die Empfindlichkeit und in der letzten Bedingungsgleichung
¢, = 0 setzt. Die maximale Kmpfindlichkeit wird dann

s 11/ 3k
T= Lie(e, + B

Ebenso muf 1! iiber einen gewissen Wert hinausgehen,
der aus denselben Bezichungen durch die Formel:

3Ly M
B+EyR2—"""" =0
1t

i

ermittelt wird,
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Die Formeln fiir die Reibung an der Hebelspitze werde
ich spiiter mitteilen.

Ich gebe fiir das Transmissionsmanometer einige Beispiele
und zwar fiir einen Typus von der Empfindlichkeit des Arterien-
manometers und einen zweiten von der Empfindlichkeit des
Venenmanometers.

Arterienmanometer y, = 7.5>< 107" M' =60 u = 0.02
=15 F'=0.3>10°

1. R=40 A =0.0533 (+=0.419 N=37.8 ¢ =4.06 <10°
2. =50 KN =00431 ¢¢=0.384 N=36.3 ¢, =3.61 > 10°
3. R=100 N'=10.0220 ( =0.289 N=31.4 ¢, =241 > 10°

Venenmanometer », = 200 > 107" J' = 20.
1. =70 N=0462 G =157 N=14.1 ¢ =0.188 >« 10°
R=100 N=0375 G =147 N=137 ¢ =0.080 < 10°

o

Berechnungen eines Transmissionsmanometers von brauch-
barer Art 1. nach der .strengen“ Behandlung, 2. als System
von zwel Freiheitsgraden und 3. nach dem Prinzip der Massen-
konzentration fiir die Luftsiule als System von drei Freiheits-
araden ergeben fiir die Hauptschwingung und die erste Ober-
schwingung eine sehr gute Ubereinstimmung aller drei Be-
rechnungsarten und fiir die zweite Oberschwingung eine Uber-
einstimmung der ersten und dritten Berechnungsart.

Der Lufttonograph.

Bei dem Lufttonographen fillt die Membran zwischen
Flissigkeitssiiule und Twuftsiiule des Transmissionsmanometers

L . I .
weg, d. h. ¢, = 0. Damit wird A = A und die Emp-
I ’

4

findlichkeit y, =

Die Maximumbedingung fiir die Giite », == », lifit sich
nicht erfiillen, weil sie erfordert, daf zu gleicher Zeit A nicht
beeinfluit wird. Dagegen Liit sich ein Maximum der Giite
fir 10 ermitteln. Sie erfordert fiir das Venenmanometer (vgl.
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oben) 12 = 106.4, fiir das Arterienmanometer dagegen If = 4000,
Man sieht hieraus, daf der Lufttonograph als Arterienmano-
meter sehr unzweckmiilig ist, daB er dagegen eine relativ hohe
Giite als Venenmanometer besitzen kann. Die besonderen Rech-
nungen, die in den folgenden Tabellen zusammengestellt sind,
erweisen dies. Sie zeigen, dal der Lufttonograph als Venen-
manometer sogar vor dem Transmissionsmanometer den Vorzug
verdient, obwohl die Giite des Lufttonographen immer noch
etwas hinter derjenigen des besten Transmissions-Venenmano-
meters zuriicksteht. Aber technische Griinde, vor allem die Un-
moglichkeit, gerade diejenige Membran als Scheidewand zu
finden, welche die richtige Fmpfindlichkeit erzielt, bedingen
fiir den Lufttonographen hier den Vorzug.

Arterienmanometer y, = 7.5 > 107°,
R=20 N =0.10 G = 0.034 N =107
R=100 N =0.0220 G =0.036 N =11.1.

Venenmanometer y, == 200 > 107",
=20 K =0.75 G=072 N=296
R=100 AN = 0375 G =141 N = 134.

Der Transmissions-Sphygmograph.

Die Auswahl der zweckmiiBigen Konstruktion ist bet diesem
Instrument noch schwieriger als bhei dem Transmissionsmano-
meter, weil die Zahl der Grifien, {iber die verfiigt werden mul,
grofier ist.  Als Urkonstanten kommen in Betracht (ich ver-
weise hierbei auf die Abhandlung von Frank und Petter iiber
den Sphygmographen): 1. Die Beriihrungsfliche zwischen der
Arterie und der Pelotte = I. 2. Der Querschnitt der Emp-
fangskapsel (Kolbenkapsel) = ¢,. 3. Der Querschnitt der
Registrierkapsel = J,. 4. Die Hebelvergroierung = ». 5. Der
Elastizititskoeffizient von Haut und Gefifipolster, der Sphyg-
mographenfeder und ev. der Spannung der Membran = 6.
6. I der Laftsiule. 7. 5 bzw. ¢, der Registrierkapsel. In den
Gleichungen tritt immer » mit ¢ als Quotient /@ = I auf.
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Die abgeleiteten wichtigen Konstanten sind:

e =c¢+FE, ¢g=1(,+FE)Q, ¢,=10
S EE ]
(¢, + Iy (e, + 1) — I'r -
Lt Wy Ie

N =

Die Empfindlichkeit wird zu
f_ v r 1/7( o ya ‘ E -
’ Ql 1/01 ‘s (1 — ) (l)l 1 cz/El + e+ .

Wenn I" = (), gesetzt wird, dann ergibt sich die Formel
fiir das Transmisstonsmanometer.
Die Gitte wird maximal fiir »%, = n,. Sie wird dann

aleich FVE
L+ VE) Vg pef3”
Die Maximumbedingung (%, = n,) hat die Form:
e, + IV = (& 4+ ")l R?3D.

Zu der Berechnung der Giite ist folgendes hinzuzufiigen.

P—

A
/[T

Neben der Maximumbedingung aaf = 0 konnte noch die
Maximumbedingung 26 = 0 erfiillt werden. Sie fithrt aber

30,
zu negativen Werten von r,, ist daher unbrauchbar.

Die Erfillung der Maximumbedingung »n, = n, bringt
gewisse Schwierigkeiten mit sich. Die Empfindlichkeit kann
nimlich nicht iiber eine gewisse Grenze gesteigert werden,
sonst wird ¢, negativ. Diese Grenze ergibt sich, wenn man
in der Formel von y, und in der Maximumbedingung (n, == n,)
¢, = 0 sebzt:

rFQy/ B3 . Iry/ 1
—— e / ()=w: 7, =
AANNG V,~7(E'aﬂ+(<~)‘ Wenn = o: L ‘/,u’

Berechnet man diesen Grenzwert fiir die Konstanten, wie
sie bei dem Sphygmographen im allgemeinen vorhanden sind,
$0 kommt man zur Empfindlichkeit y, = 11.6 >< 107, deren
Uberschreitung ein negatives ¢ hervorruft.
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Ferner zeigt sich, daB beim Einhalten der Bedingung
(n, = n,) die Groken e,, B und K@, fiir ein bestimmtes ¢
ein Maximum haben. Es ergibt sich aus den allgemeinen Be-
ziehungen und geht aus der angefiigten Tabelle fiir die nor-
maler Weise verfiigharen Grofen hervor:

R RQ e
Q=05 138 6.9 —0.164
1 20.0 200  —0.0332
3 12.8 385 -+ 0.1060
5 7.9 39.3 - 0.0480
10 3.9 389  +0.0124

Bei der Forderung einer bestimmten Empfindlichkeit kann
nach dem Vorhergehenden die Bedingung (», = n,) nur ein-
gehalten werden, wenn die Empfindlichkeit unter dem obigen
Grenzwert liegt. Da ferner fiir v und » (der Registrierkapsel)
aus technischen Griinden bestimmte Grenzen gezogen sind, wird
man in diesem Fall @ als Funktion der tibrigen Grofien dar-
stellen. Aus der Formel fiir die Empfindlichkeit ergibt sich:

( 24 2 )
0, = ‘)QE/ B VF — 4Gy (1 + 7 02>J

Hieraus ersieht man, da§ ¢ nur reell wird, wenn

4;/ L?] 3
2> (1+L,,Qé).

Wird dieses minimale v eingesetzt, so erhilt man:

___ F(Jl v . 7 ] - &
(I.)Q - 27(5; bzw. Qz - QJ‘/ G (1 + E/(l)-l:>' Da l/ 1 + § L (‘)3
fast durchweg sehr nahe 1 wird, so ist ), annihernd

—o /2

V2

Ich gebe zum Schluf eine Ubersicht iiber nach diesen
Grundsitzen ausgewshlte Konstruktionen.
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» = 5> 107" Forderung n, = n, erfiillt ¢ stets = 105,
0, =18 R =185 NKN=0331 (G =0.882
W, =30 R=128 K=054 =0.979
y = 7.5 107",
=2 R=149 NK=0501 G =0.93
,=5 L= 75 KN=0833 G=112 (N=0614)
s = 30 >< 107",
(), =20 (=9 v=90 R=10, =02 x10° G = 0.432
N=19.2.

Es liGt sich auch der Kinflug des Trommelraumes be-
rechnen, ebenso die Riickwirkung auf den Kreislauf, Die For-
meln gebe ich hier nicht an.

Die Hebelschwingungen.

Die Ausschlige der Kolben und Membranen usw. werden
bei den Instrumenten, die zur Russchreibung dienen, durch
materielle Hebel vergriBert. Diese Hebel konnen durch Schwin-
gungen die registrierte Kurve entstellen. Um eine Grundlage
fiir das rechnerische Vorgehen zu gewinnen und zur Schitzung
des Kinflusses dieser Schwingungen berechne ich ein einfaches
System. Kin Hebel dreht sich um eine Achse. ¥r ist bis zur
Entfernung a von dieser Achse starr. Von dort fiir die Linge !
biegsam mit dem Modul E. Die Masse eines Zentimeters ist
= u, das Triigheitsmoment des Querschnitts = ©. In dem
Punkt a greifen die #utieren Krifte an. Sie bestehen in den
Triigheitskriiften einer Masse M und einer Feder mit dem
Koeffizienten e. Die Differentialgleichung fiir die Biegungs-
kurve des schwingenden Hebels (Stabs) lautet nach Rayleigh,
Sound S. 256 und 261:

d*w _ pnlu

dz* ~ OE’
wobei » die Amplituden der verschiedenen Punkte des Hebels
sind. Die Lisung dieser Gleichung lifit sich, da das eine Ende
des Hebels z = 0 frei ist, in der Form schreiben, wenn man
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ne
OF
setzt: u = A(cosox + coshox)+ C(sinox + sinhox).
Auf Grund des d’Alembertschen Prinzips gilt an dem Ende
x =1 die Beziehung:

2 [ u a3y o -
@E<dx2 +a —)le = a(c—n*M)u,

da?

0 ==

worin dmchdl ; das Biegungsmoment und durch a " die

d 3
Scheerkraft bestimmt ist. Ich schreibe zunichst » und seine
Differentialquotienten an. Ist
R = coscl 4+ coshol, S = —sinol -} sinhal,
T = —cosol + coshol, U =sinol+ sinkol,
so wird u=AR-+ CU.

du,_ du__ 2 : ;
ir = 6(48+ CR), gt = ° AT+ CS)

dq*u ;
und —dx5=03(AU+ G_[').
Zur Elimination der Konstante ¢ bzw. 4 dient die Be-
ziehung a (du|d2)s=; = — u. C wird dann

AR+ aaS)

Daraus resultiert die Schluigleichung
EO[a(TU—RS)+ ac® (U2 — 8%+ a*c®*(RU — ST)]
= at(e—n2 M) (R — SU)

bzw. O [o(sin cosh — cos sinh) -+ a o® (2 sin sin /)
+ a? o3 (sin cosh 4 cos sin k)] = a? (¢ — n? M) (1 4 cos cos /)
[sin = sinol ete.].
Interessant sind die Grenzwerte.

1. Die Masse des Hebels verschwindet. Dann ist o =0

e
und »n? =
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9. Der Grenzwert fitr das Verschwinden der Masse MM liBt
sich aus der Formel entnehmen.

3. Der Elastizititskoeffizient der Feder wird = w, d. h.
der Hebel wird unverriickbar eingeklemmt. Dann erhilt man,
weil die linke Seite der Gleichung endlich ist:

1 4 cosolcoshol =0,

was flir den einseitig festgeklemmten Stab gilt.

4. Besonders bemerkenswert ist die Umformung der Glei-
chung beim Starrwerden des Hebels, d. h. wenn der Modul ¥
unendlich wird. Dann wird bei der Entwicklung bis zur
4. Potenz von ol:

373
sinol sinel = o20%; sinol coshol = ol 631”’

373 471

cosalsinhol = ol_a_gl . cosal coshol 1 g4l

Die Hauptgleichung wird zu

. 203Z3 9 o 2/ P
EOlo-"  +4ac*- 26214 a6 - 20l) = 2a%(e —n* 1)

3
n? i (Z, +al? 4 af l) = a? (¢ — n? M).

Daraus

e
= Myed m
d. h. es resultiert die Schwingungszahl eines starren Hebels
unter der Einwirkung des Elastizitiitskoeffizienten ¢, wenn seine
reduzierte Masse myeq und die Zusatzmasse M betriigt. Durch
die Feststellung dieser Grenzwerte wird die allgemeine Glei-
chung verifiziert.

Da die Losung der Gleichung durch die trigonometrischen
bzw. hyperbolischen Funktionen verwickelt wird, empfiehlt es
sich, eine angenitherte Lisung zu suchen, die einer Beschriin-
kung auf zwei Freiheitsgrade gleichkommt. Dazu entwickelt
man die obigen Produkte in Reihen (bis zur 7. Potenz von o).
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SchlieBlich wird die Gleichung zu:

I8 P al?  a®ly
16 ot 2 L2 ap L
E®o [3+al+(tl 0[(630+90+30)j

44
— 2 __m2 M __gﬁ~
= a® (e —n® M) <1 12).

4 74

Dividiert man durch 1— »0121, so ergibt sich:

n? 118 13al® | a®l\
"2‘“[ Fol bt gl <Z20"+~180 26)J

= a? (c — n? M).

Die weitere Behandlung dieser Gleichung hat sich den
experimentellen Untersuchungen anzupassen.

Wendet man dieselbe Anniiherung auf einen bekannten
Fall an, nidmlich auf einen einseitig eingeklemmten Stab, so
fiihrt sie zu sehr guten Werten fiir die Hauptschwingung und
den ersten Oberton. Es ist zu erwarten, dab dies auch fiir
unseren Fall gilt.

Ebenso wie unser Fall lLiBit sich auch die Schwingung
eines Stabs mit am Ende befestigter Masse behandeln.
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