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Teilung der Ebene durch irreduzible Kontinua.
Von A. Rosenthal.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 11. Januar 1919,

Das Ziel der folgenden Uberlegungen ist eine weitgehende
Verallgemeinerung des Jordanschen Kurvensatzes, die an
den In der Analysis situs wichtigen Begriff des irreduziblen
Kontinuums ankniipft. (Unter einem zwischen den Punkten a
und b irreduziblen Kontinuum versteht man nach L. Zoretti
bekanntlich ein Kontinuum, das kein ¢ und & umfassendes
Teilkontinuum enthilt.) Die geschlossene Jordansche Kurve
setzt sich aus zwel einfachen Kurvenbogen zusammen; diese
sind beschrinkte und zwischen ihren Endpunkten irreduzible
Kontinua, die noch eine geeignete Nebenbedingung erfiillen,
etwa kein Hiufungskontinuum zu enthalten. Durch Weg-
lassung dieser Nebenbedingung gelangt man also allgemein
zu zwei beschrinkten, zwischen den Punkten a und & irre-
duziblen Kontinuen €, und €, der Ebene, die nur a und b
gemeinsam haben. Die Vereinigung € von €, und €, kann
nun allerdings beliebig viele, sogar unendlich viele Komple-
mentirgebiete von € in der Ebene bestimmen. Wir werden
aber sehen, dafi trotzdem stets genaw zwei ausgezeichnete
Komplementirgebiete von € (,Hauptgebiete) vor-
handen sind, die nimlich von der ganeen Kurve € be-
grenzt werden.

Die von € hervorgerufene Teilung der Ebene hatte iibrigens
schon Herr L. Zoretti ins Auge gefafit'). Aber der von ihm

1) L. Zoretti, Acta math. 86 (1912/13), p. 261/263.
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hieriiber aufgestellte Satz ist nicht ganz korrekt?), wiirde
zudem auch Dbei einwandfreier Fassung nicht gerade viel be-
sagen?) und sein Beweisgang ist nicht richtig®) (wie tber-
haupt in der betreffenden Abhandlung mancherlei Unrichtiges
enthalten ist?)).

1) Zorettis Satz lautet: ,La réunion de deux continus irréduc-
tibles entre deux points qui sont leurs seuls points communs partage
le plan en deux aires cantoriennes [= flichenhafte Kontinua] dont
elle constitue 'ensemble des points fronti¢res (c'est & dire non intérieurs).*
Aber eine bestimmte derartige Teilung der Ebene in zwel fliichenhafte
Kontinua wird im allgemeinen durch € nicht bewirkt; vielmehr kann
eine solche Teilung (bei unendlich vielen Komplementirgebieten von )
noch auf unendlich vielfache Weise moglich sein; es kommt niamlich
darauf an, in welcher Verteilung die {ibrigen Komplementirgebiete von
G den beiden ,Hauptgebieten® hinzugefigt werden.

2) Abgesehen von der erwihnten Vieldeutigkeit: Ist £ ein linien-
haftes Kontinuum der Ebene, dessen Komplementiirmenge sich in zwei
elementenfremde Mengen K; und K, zerlegen lifit, so daB (/- &) und
(Kg + &) zwel flichenhafte Kontinua darstellen, deren Begrenzungen mit
& identisch sind, — dann braucht noch immer kein einziges Komple-
mentiirgebiet von & zu existieren, das von dem ganzen & begrenzt wird.
Beispiel: Drei sich von auBen paarweise beriihrende Kreise; die Ver-
einigung der drei Kreislinien sei §, die drei Kreisgebiete bilden zu-
sammen X;, die beiden Restgebiete K.

%) Der Kern des Beweises ist unrichtig, niimlich die Behauptung,
dak die beiden dort durch Nidherungspolygone konstruierten Kontinua D
und D' keine inneren Punkte gemeinsam haben konnen. Der Fehlschluf
befindet sich 1. c., p. 262, Zeile 2—4 v. 0. und Zeile 7—3 v. u. Man
sieht den Sachverbalt deutlich an folgendem Beispiel: Zwei von den
Punkten a und & ausgehende, sich um eine Kreislinie 8, unendlich oft
asymptotisch herumwindende Spiralen bilden zusammen mit £ ein zwi-
schen a und b irreduzibles Kontinuum €;, die Strecke a b ein zwischen
a und b irreduzibles Kontinuum Gy; die Vereinigung von €; und G,
sei €. Dann kann man € durch eine Folge von Polygonen D). (Seiten-
linge = ¢; ¢ nehme gegen 0 ab) approximieren, die abwechselnd &, aus-
schliefien bzw. einschliefien.

4) Z. B. der Satz, 1. ¢. p. 268: ,Toute portion continue d’un con-
tinu irréductible est elle-méme irréductible entre deux de ses points*
ist falsch. (regenbeispiel: Das in 3) erwihnte irreduzible Kontinuum 6,
enthilt den Kreis §y, der zwischen keinen zwei seiner Punkte irredu-
zibel ist. — Ferner: L. c., p. 267 wird fiir den dreidimensionalen Raum
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Alle unsere Betrachtungen werden sich in der Ebene ab-
spielen. Unter & werden wir im folgenden stets ein ebenes,
einfach zusammenhiingendes Gebiet verstehen, dessen Begren-
zung B beschriinkt ist und aus mehr als einem Punkt besteht.

In § 1—8 des folgenden werden zuniichst einige allge-
meine Siitze iiber die Teilung von & durch in & liegende
,nicht abgeschlossene Kontinua“ bzw. ,liickenlos zusammen-
hiingende Mengen“ C gebracht. In § 1 wird insbesondere ge-
zeigt, daB, wenn C eine punkthafte Menge von Randpunkten,
mindestens aber zwei solche Punkte approximiert, dann in &
stets mindestens zwel Teilgebiete durch C bestimmt werden.
§ 2 enthillt einige Hilfssiitze iiber den Gebietsrand und § 3
vor allem den Satz: Wenn C zwei Punkte des Gebietsrandes
approximiert und ein einziges Komplementirgebiet in der Ebene
bestimmt, dann wird & in genau zwei Teilgebiete durch C
zerlegt, — woraus noch einige verwandte Sitze folgen. Die
Anwendung auf irreduzible Kontinua ergibt dann in § 4 den
oben erwiihnten Hauptsatz und Verallgemeinerungen; zugleich
wird durch ein einfaches Beispiel gezeigt, daB die Bedingung
der Beschrinktheit fiir den Hauptsatz und andere unserer
Siitze wesentlich ist. ‘

§ I. Minimalzahl der Teilgebiete bei gewissen Gebietsteilungen.

Herr C. Carathéodory hat die Struktur der Begrenzung B
des Gebietes & in allgemeiner Weise eingehend untersucht?)
und er hat gezeigt, dafi man diesen Rand B als eine Gesamt-

eine Definition einer ,Linie* gegeben, nach welcher die Kugeloberfliche
eine ,Linie“ wiire!

Beztiglich fritherer Untersuchungen L. Zorettis iiber irreduzible Kon-
tinua siche die wertvollen kritischen Bemerkungen von L. E.J. Brouwer,
Ann. Ee. Norm. (3) 27 (1910), p- 565/6 und Proc. Amsterdam Akad. 1911,
p. 144/5.

1) C. Carathéodory, Math. Ann. 73 (1913), p. 823/370 [,Uber die
Begrenzung einfach zusammenhiingender Gebiete*]. — Ein dhnliches Ziel
verfolgen auch die ungefihr gleichzeitigen Uberlegungen des Herrn
E. Study im § 8 seiner Vorlesungen iiber ausgewiihlte Gegenstinde der
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heit gewisser zyklisch geordneter, elementarer Gebilde auffassen
kann, die er ,Primenden®!) nennt. Herr P. Koebe?) be-
zeichnet sie recht zweckmiifiig als ,Randelemente®, eine
Bezeichnung, der wir uns hier anschlieen wollen. Begriff und
einfachste Eigenschaften dieser ,Randelemente“ werden im fol-
genden als bekannt vorausgesetzt.

Wir bemerken zunichst, daB (wie unmittelbar ersichtlich)
die von irgend einer Menge M in & approximierten Rand-
punkte und die von M in & approximierten Randelemente stets
abgeschlossene Mengen bilden.

Satz 1: Ein in & gelegenes ,nicht abgeschlossenes Konti-
nuum“3) O, das irgend eine (selbstverstandlich abgeschlossene),
aus mindestens einem Punkt bestehende Menge von Randpuniiten
approximiert, zerlegt & in mindestens zwei Teilgebiete, an
deren Begrenzung die Ableitung C von C und der Rand B von
& gemeinsam teilnehmen, wenn mindestens zwer von C nicht
approximierte Randelemente existieren, die im Zyklus durch von
C approximierte Randelemente getrennt werden.

Beweis: Da die Menge der von C approximierten Rand-
elemente abgeschlossen ist, miissen die beiden nach Voraus-
setzung von C nicht approximierten Randelemente p und »
zwel Intervallen M und N von Randelementen angehdren, in
die ¢ nicht eindringt; daher enthalten M und N zwei Rand-
elemente y bzw. ¢ mit in y bzw. é von C nicht approximierten,
erreichbaren Punkten ¢ bzw. d. Diese y und d werden im
Zyklus durch zwei von C approximierte Randelemente a und f
getrennt. ¢ (in y) und d (in J) verbinde man durch einen
abgesehen von den Endpunkten ganz in & verlaufenden ein-

Geometrie, 2. Heft: Konforme Abbildung einfach zusammenhingender
Bereiche (herausgegeben unter Mitwirkung von W. Blaschke), Leipzig
und Berlin 1913.

1) Die Definition des Primende findet sich a. a. O., p. 836.

%) P. Koebe, J. f. Math. 145 (1915), p. 217.

%) Unter einem ,nicht abgeschlossenen Kontinuum® C wird
bekanntlich eine Menge verstanden, von der irgend zwei Punkte durch
ein abgeschlossenes Teilkontinuum von € verbunden werden kénnen.
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fachen Streckenzug (Querschnitt) {.s; durch {.s wird & in
genau zwel Teilgebiete G, und &, zerlegt. Da a und f durch
y und 8 getrennt werden, so liegen (von einem gewissen Index
ab) die Ketten von Teilgebieten von &, die a bzw. f dar-
stellen, in &, bzw. &,. Daher liegen innerhalb &, und &,
Punkte von C und deshalb muf {.4 von C getroffen werden
und zwar gilt dies fiir jeden derartigen ¢ und d verbindenden
Streckenzug. Durchlduft man {;; von ¢ nach d, so gibt es
auf {.¢ einen ersten zu C gehorenden Punkt sg und einen
letzten solchen Punkt s;. Nimmt man nun auf {.¢ in hin-
reichender Nihe von ¢ und d, nidmlich vor s¢ und nach sg,
zwel Punkte s, bzw. s;, so kann man s, und s; nicht durch
einen Streckenzug in & verbinden, ohne C zu treffen, da man
sonst einen ¢ und d verbindenden Streckenzug von der Art
fca erhalten wiirde, der keinen Punkt mit C gemeinsam hiitte.
Also s, und s; sind in zwel verschiedenen von C in & be-
stimmten Teilgebieten ®, und &, enthalten.

Ubrigens sei hervorgehoben, dafi alle hier und im folgen-
den vorkommenden Teilgebiete einfach zusammenhingend
sind, da sie Komplementirgebiete eines Kontinuums, niimlich
(B + (), sind.

Aus dem Bewels von Satz 1 folgt unmittelbar:

Satz 2: Ein in & gelegenes, ,nicht-abgeschlossenes Konti-
nuum® C, das eine endliche oder abzdhlbare oder allgemeiner
cine punkthafte)y Menge von Randpunkten von &, mindestens
aber zwei Randpunkte approximiert, zerlegt & in mindestens
cgwei Teilgebiete (an deren Begrenzung die Ableitung C von C
und der Rand B von & gemeinsam teilnchmen).

Beweis: Da die punkthafte, abgeschlossene Menge der von
C approximierten Randpunkte in B nirgends dicht liegt, sind
in jedem Intervall von Randelementen erreichbare Punkte vor-
handen, die von C nicht approximiert werden; also sind die
Voraussetzungen fiir die Punkte ¢ und d im Beweis von Satz 1

1) Also eine (abgeschlossene) Menge von Randpunkten, die kein
Kontinuum enthilt.
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erfiillt. (Oder: Mit Hilfe von Hilfssatz ¢ des § 2 sieht man
unmittelbar, da die Voraussetzungen des Satzes 1 erfiillt sind.)

Genau ebenso ergibt sich aus Satz 1:

Satz 3: Ein in & gelegenes ,micht~abgeschlossenes Konti-
nuum® C, das genaw einen Randpunkt, aber in mindestens
zwei Randelementen von & approximiert, zerlegt & in min-
destens zwei Teilgebiete (an deren Begrenzung C und B ge-
meinsam teilnehmen).

Diese Sitze lassen sich noch verallgemeinern durch Her-
anziehung des folgenden Begriffes, der von den Herren N.
J. Lennes!) und F. Hausdorff?) herrihrt: Eine Punkt-
menge M wird von N. J. Lennes ,connected®, von F. Haus-
dorff ,zusammenhiingend® genannt, wenn sie sich nicht in
zwel nicht leere, elementenfremde, ,in M abgeschlossene Teil-
mengen spalten lifit; dabei heifst eine Teilmenge 4 von A7
,in M abgeschlossen“, wenn jeder in M enthaltene Hiufungs-
punkt von A auch Punkt von A ist. Zur Unterscheidung von
dem iiblichen Cantorschen Begriff ,zusammenhiingend* wollen
wir filr den Begniff von Lennes und Hausdorff die Bezeich-
nung ,lickenlos zusammenhiingend“ gebrauchen.

Satz 1a, 2a, 3a: Die Sdtze 1, 2, 3 bleiben richiig, wenn
man das in & gelegene, ,nicht-abyeschlossene Kontinuum O
verallgemeinernd durch eine in & gelegene, Lliickenlos zu-
sammenhdingende Menge® CF ersetzt,

Denn: die Beweise behalten wortlich thre Giltigkeit.

§ 2. Hilfssitze liber den Gebietsrand.

Unter ¢ werde in diesem Paragraphen stets ein in &
gelegenes nicht-abgeschlossenes Kontinuum oder gleich
allgemeiner eine in & gelegene liickenlos zusammenhiin-
gende Menge verstanden.

Hilfsatz a: C approximiert in einem Randelement o, gegen
das diberhaupt Punkifolgen von C lkonvergieren, entweder einen

1) N. J. Lennes, Amer. J. of math. 33 (1911}, p. 303.
2) F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 244.
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cinzelnen Punkt oder ein ganzes Kontinuum; und zwar enthdlt
diese i o von C approximierte Punktmenge sdamiliche Haupt-
punkte von o.

Beweis: Wir stellen ¢ durch eine Kette von Teilgebieten
G, @™, @W | .. dar, die ausgeschnitten werden durch
eine Kette von konzentrischen Kreisschnitten £, . .. £ . .|
deren Mittelpunkt irgend ein Hauptpunkt » von o ist. Man
withle den Index %, so grof, daB nicht alle Punkte von C in
G liegen; dann wird fiir m > n, jedes ¢ von C getroffen.
Vereinigt man nun £ mit dem Durchschnitt D,, von C und @™,
so erhilt man eine liickenlos zusammenhingende Menge C,,.
[Denn: andernfalls wiire eine Zerlegung von C, in zwei ,in
C\. abgeschlossene®, elementenfremde Mengen moglich, von
denen die eine ganz innerhalb G gelegen wire, was eine
ebensolche Zerlegung von C zur Folge hiitte.] Dann ist auch
die Vereinigung K, von D, mit allen % fiir u>m eine
lickenlos zusammenhingende Menge. Durch Hinzufiigung der
fehlenden Hiaufungspunkte zu K, erhilt man ein (abgeschlos-

senes) Kontinuum XK,,. LiBt man nun den Index m bestindig
wachsen, so ergibt sich eine absteigende Folge von ineinander

geschachtelten Kontinuen E,., I(i,._H, .[f;,._i_g PR /€T
der Durchschnitt D einer solchen Folge ist bekanntlich ein
einzelner Punkt oder ein (abgeschlossenes) Kontinuum. Zugleich
sehen wir, da& jeder Hauptpunkt » von o zu D gehort.

Da bekanntlich ein Randelement entweder einen einzigen
erreichbaren Hauptpunkt oder ein Kontinuum von nicht er-
reichbaren Hauptpunkten besitzt?), so folgt aus Hilfsatz a
(wenn man noch beriicksichtigt, dal die von C approximierte
Menge von Randpunkten abgeschlossen ist):

Hilfsulz b: Wenn C hichstens endlich oder abzéhlbar un-
endlich viele Randpunkte oder allgemeiner eine punkthafte Menge
von  Randpunkten approximiert, dann ist jeder dieser Rand-
punkte in jedem Randelement, in dem er von C approximiert

) C. Carathéodory, a. a. O., p. 362,

Sitanngsh. 4. math-phys. KL Jahrg. 1919, 7
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wird, ein erreichbarer Punkt. C approximiert also in keinens
Randelement mehr als einen Punlct.

Daraus folgt:

Hilfsatz c: Unter denselben Bedingungen bilden die von C
approzvmierien Randelemente eine nirgends dichte Menge.

Beweis: Ligen die approximierten Randelemente in einem
Intervall A von Randelementen iiberall dicht, so miifiten (wegen
der Abgeschlossenheit der approximierten Randelemente) alle
Randelemente von 4 durch C approximiert werden; dies gilte
also (nach Hilfsatz b) fiir alle erreichbaren und deshalb iiber-
haupt fiir simtliche Punkte von 4, im Widerspruch mit der
Voraussetzung itiber C.

Hilfsatz d: Zwei Randelemente a; und a,, in denen Punlt a
ein erreichbarer Punkt ist, und ewei Randelemente f, und fy,
in denen ein anderer Punkt b ervcichbarer Punkt ist, kinnen
sich gegenseitig wicht trennen.

Beweis: Von einem innern Punkt ¢ aus ziche man in &
zwei einfache Wege?!) 13 und g, die @ in a, bzw. a, erreichen,
ebenso zwei einfache Wege ) und w§, die b in f; bzw. f,
erreichen. v, i, o5, W) mdgen auller ¢ keinen innern Punkt
gemeinsam haben. (in; 4 i) bildet ein einfaches geschlos-
senes Polygon (mit eventuell unendlich vielen Seiten), welches
die Ebene in zwel Gebiete €, und €, teilt. Wiren nun g
und v} durch w} und i} getrennt, so lige etwa v} in €, und
o} in €,; dann mibte ihr gemeinsamer Endpunkst, nimlich b,
gleichzeitig in €, und €, liegen, was unmdglich ist.

Wir bemerken: Eine Folge von Randelementen mit dem
erreichbaren Punkt a und eine Folge von Randelementen mit
dem erreichbaren Punkt & kinnen gegen dasselbe Rand-
element konvergieren, wie sehr einfache Beispiele zeigen.

Trotzdem gilt:

Hilfsatz e: Wenn C eine punlkthafte Menge wvon Rand-
punlkten approximiert, dann kinnen Randelemente, in denen C

1) Unter einem ,einfachen Weg® verstehen wir, wie meist iblich,
einen einfachen Streckenzug endlicher oder unendlicher Streckenzahl mit
hochstens einem Haufungspunkt der Strecken auf dem Gebietsrand.
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den Punkt a approzimiert, und Randelemente, in denen C den
davon wverschiedenen Punkt b approximiert, nicht gegen das-
selbe Randelement konvergiercen.

Denn: Wire ¢ ein solches gemeinsames Hiufungs-Rand-
element, dann miiite €' in o gleichzeitig die Punkte a und &
approximieren, im Widerspruch mit Hilfsatz b.

s sel bemerkt, daB diese Hilfsiitze a, b, ¢ und e nicht
mehr allgemein fiir ein in & gelegenes abgeschlossenes
Kontinuum C gelten (wobei unter & der durch Hinzufiigung
des Randes aus & entstehende Bereich verstanden wird); man
kann sich hievon durch geeignete Beispiele iiberzeugen.

§ 3. Teilung in genau zwei Teilgebiete.

In Ankniipfung an § 1 und unter Verwendung des § 2
wollen wir nun in einem allgemeinen Fall nachweisen, dai
eine Teilung des Gebietes in genau zwei Teilgebiete stattfindet.

Satz 4: Sei C eine lickenlos zusammenhingende Menge,
die ganz in & gelegen ist und nur die beiden Randpunlkte a
und b approzimiert, die ferner in der Ilbene ein einziges Kom-
plementdrgebiet bestimme); dann wird & durch C in genaw
gwet verschiedene cinfach susammenhdngende Teilgebiete zerlegt.

Beweis: Satz 2a sagt bereits aus, da mindestens zwei
solche Teilgebiete &, und &, durch C in @ bestimmt werden;
es ist also nur noch zu zeigen, dafi es hschstens zwel Teil-
gebiete sind. Aus den Hilfsiitzen b, d und e ergibt sich, dak
die Randelemente, in denen € den Punkt a approximiert, und
die Randelemente, in denen C den Punkt & approximiert, ge-
trennt werden durch zwei Intervalle von Randelementen A,
und 4,, in die ¢ nicht eindrvingt. Nimmt man beim Beweis
von Satz 1 die Randelemente y und ¢ in A, bzw. 4, an, so
sieht man, daB A, bzw. 4, an der Begrenzung von &, bzw.

1) Wir sagen kurz, dab C ein einziges Komplementirgebiet (bzw. m
solche) bestimmt, wenn die Komplementiirmenge) der Ableitung C von C
aus einem einzigen Gebiet (bzw. aus m solehen) besteht.

bl

¢
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®, teilnehmen. Wire also noch ein weiteres (von &, und &,
verschiedenes) Teilgebiet § vorhanden, das durch € in & be-
stimmt wird, so miite jedes an der Begrenzung von § teil-
nehmende und von ¢ nicht approximierte Intervall von Rand-
elementen von & zwischen zwei Randelementen liegen, in denen
C den gleichen Punkt (@ bzw. b) approximiert. Hs sei nun
q ein innerer Punkt von £, ¢, ein innerer Punkt von .
Man konnte ¢ mit ¢, nicht in & verbinden, ohne C zu {iber-
schreiten. Da aber €' in der Kbene nur ein cinziges Kom-
plementiirgebiet bestimmt, so muly sich ¢ mit ¢, in der Ebene
verbinden lassen, ohne C' und sogar ohne die Ableitung ¢ von
C zu treffen: etwa mit Hilfe des Streckenzuges | (der von g
nach ¢, durchlaufen werde). Ks sei s der erste Punkt von |,
der Randpunkt von § ist und die Bigenschaft hat, dal; nach
thm { nicht wieder nach $ zuriickkehrt. s gehort nun ent-
weder einem von € nicht approximierten Randelement o von
® und  an oder (wenn das nicht der Fall ist) einem Rand-
element i von &, in dem C den erreichbaren Punkt, sagen
wir @, approximiert; wir unterscheiden demgemifi zwei Fille.

Im ersten Fall ist ¢ in einem (von C nicht approxi-
mierten) Intervall 4 von Randelementen von & enthalten, das
durch zwei Randelemente «, und a, abgeschlossen wird, in denen
C denselben (erreichbaren) Punkt, sagen wir a, approximiert.
A ist zugleich Intervall von Randelementen von &; dabei ent-
sprechen den a; und @, in § die Randelemente 4, und d,.
In diesen ist ¢ ein fiir § erreichbarer Punkt; denn: aus der
Folge der zu a konzentrischen Kreisschnitte £, £, ..., ... .,
die in & etwa gegen a, konvergieren, entsteht in & (von einem

gewissen Index ab) eine Folge von Teilkreisschnitten £, £, .. .,

£, ..., die in § gegen @, konvergieren und deren Endpunkte
je in 4 bzw. C liegen; verliuft nun ein @ in & approxi-
mierender Streckenzug a von § stets in hinreichender Nihe
von C, so wird a nur den Punkt @ approximieren.

Im zweiten Falle gehort s einem (a; entsprechenden)
Randelement a3 von $ an. Also gibt es eine Folge von inneren
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Punkten von §, die gegen s in d; konvergieren, und deshalb
eine gegen s in ; konvergierende Folge von erreichbaren
Raudpunkten ¢, €,. .., € ... von $ und daher auch von &;
und zwar gehiren diese erreichbaren Randpunkte e, ¢,. ..,
ey ... 7u einer gegen di konvergierenden Folge von Rand-
elementen ¢, & ..., & ... von & (und ). Ein von e, und
x4 begrenztes, ai nicht enthaltendes Intervall von Rand-
clementen von & sel mit A, bezeichuet. Verbindet man in
en (von &) mit ;41 (von &,41) durch einen einfachen Strecken-
zug (Querschnitt) j, (der also von C nicht getroffen wird), so
wird durch j, aus § und & ein Teilgebiet D, abgeschunitten,
in welches €' nicht eindringt und an dessen Begrenzung 4, teil-
nimmt. Also alle o, und sdmtliche ¢, mit den zugehorigen
Randelementen &, von & und § werden von C nicht appro-
ximiert; deshalb ist @ (bzw. «;) Endelement eines von C nicht
approximierten Intervalls 4' von Randelementen von § und .
Daher mufs (wie oben) @ in a; erreichbarer Punkt sein. Ferner
muB es in § ein zweites Endelement a; von 4’ geben, das
aus dem Fndelement a3 von 4' in & durch Eindringen von ¢
entsteht; und zwar muB C in a; nach dem obigen denselben
Puankt @ approximieren, so daB « auch erreichbarer Punkt
von d3 in § ist.

In beiden Fillen kann man also in &, etwa von g aus,
einfache Wege 1, und v, ziehen, die in @, (bzw. @) und 4,
(bzw. @) den Punkt @ erreichen und auker ¢ und ¢ keinen
Punkt gemeinsam haben. Das Polygon (mit eventuell unend-
lich vielen Seiten) v = (v, 4 r,) zerlegt die Ebene in zwet Teil-
gebiete N, und R,. Da nun auf dem Rande von & A (bzw. ')
durch a, und a, (bzw. ai und aj) von A; getrennt wird, also
A (bzw. 4') und A, sich in & mit verschiedenen Seiten von t
verbinden lassen, so liegen s und g, in verschiedenen Gebieten R,
und R,. HEs ist daher nicht méglich, s mit ¢, zu verbinden,
ohne v zu iiberschreiten, d. h. (bet Vermeidung von a), ohne
in O einzudringen, was im Widerspruch mit der obigen Aus-
sage iiber j steht. Demnach ist die Existenz von £ mit der
Voraussetzung tiber C nicht vertriglich. w. z. b. w.
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Aus Satz 4 folgt nun:

Satz 5: Sei U eine lickenlos rzusammenhingende Menge,
die in & gelegen ist und genaw die beiden Randpunkte a und b
approximiert, und gehire die Begrenzung B von & einem ein-
zigen Komplemenidrgebiet von C an; dann werden in & durch
O genaw zwei Tellgebiete bestimmt, an deren Begrenzung
(abgeschen von a und b) die Ableitung C von C und B ge-
meinsam teilnehmen. (Eventuell sind noch andere von C allein
begrenzte Teilgebiete von & wvorkanden.)

Zusatz: Bestimmt ¢ in der Ebene m Komplementirge-
biete, so wird & durch ¢/ insgesamt in (1 -~ 1) Teilgebiete zerlegt.

Beweis: Wenn C nur ein einziges Komplementiirgebiet
in der Ebene bestimmt, dann haben wir den Fall des Satzes 4.
Andernfalls bestimmt € aufzer dem Komplementirgebiet €;, in
welchem B liegt, noch andere Komplementiirgebiete €, (n =1,
2...). Diese G, liegen, wie €, ganz innerhalb &; denn man
kann jeden Punkt eines €, mit C verbinden, ohne B zu iiber-
schreiten. Vereinigh man also diese G, mit € unter Weg-
lassung von @ und b, so erhilt man wieder eine liickenlos
zusammenhiingende Menge C*, die nun die Voraussetzungen
des Satzes 4 erfiillt.

Aus Satz 5 und Zusatz ergibt sich unmittelbar:

Satz 6: Es seien in der Fbene zwei beschrinkte, liickenlos
zusammenhingende Mengen O und C, vorgelegt, die beide ge-
naw zwel Punkte a und b gleichzeitig approximieren und wvon
denen jedes in einem einzigen Komplementirgebiet des andern
liegt, dann bestimmt die Vereinigungsmenge (C, + C,) der Ab-
leitungen von C, und C, in der Lbene genau zwei Kom-
plementirgebiete, die (abgesehen von a wund b) zugleich von
Punkten von C, und C, begrenat werden.

Bestimmen C; baw. C, in der Ebene m, bzw. my Kom-
plementiiryebicte, so teilt (C, + C,) die Ebenc insgesamt in
(m, + m,) Teilgebiete).

1) In Satz 6 ist als Spezialfall die folgende Verallgemeinerung des
Jordanschen Kurvensatzes enthalten: DBestimmen die beiden eclementen-
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Bemerkung: Gemif Satz 5 geniigt es fiir Satz 6, wenn
eine der beiden Mengen C, und C, beschriinkt ist. Dagegen
gilt Satz 6 nicht mehr, wenn C; und O, beide nicht be-
schrinkt sind, wie das Beispiel in § 4 zeigt.

§ 4. Uber irreduzible Kontinua.

Satz 7: Ist C, ein Kontinuwum, das die Punkte a und b
enthdlt, ist ferner G, ein zwischen a und b irreduzibles Kon-
tinuum, das mit C; nur die beiden Punkte a und b gemeinsam
hat, dann kann G, nur in einem einzigen Komplementirgebiet
von O, liegen,

Beweis: Angenommen, daf @, in mindestens zwei Kom-
plementédrgebiete $,, H, . . . von O, eindringe. Wird dann
mit 7, das zu §, komplementire Kontinuum der Ebene be-
zeichnet, wird ferner unter (€,9,) bzw. (€, 7)) der Durch-
schnitt von €, mit &, bzw. 7, verstanden, dann kann wegen
der Irreduzibilitit von €, keine der beiden abgeschlossenen,
a und b umfassenden Mengen ((€,9,) + a 4 b) und (G, 7))
ein Kontinuum sein. Also zerfallen ((€, $,) + a 4 b) in die
beiden nicht leeren, abgeschlossenen, elementenfremden Teil-
mengen G} und €3, (€, 7)) in die beiden nicht leeren, abge-
schlossenen, elementenfremden Teilmengen €}, und €},. Jede
dieser vier Teilmengen muli einen der Punkte @, b enthalten;
denn andernfalls wiirde die betr. Menge und der Rest von @,
eine Zerlegung von €, in zwei abgeschlossene, elementenfremde
Teilmengen darstellen. H¥s enthalten also etwa €} und €I,
den Punkt a, € und G}, den Punkt b. Dann miiite €, in
die beiden nicht leeren, abgeschlossenen, elementenfremden Teil-
mengen (€} 4 €,,) und (€} 4 €},) zerfallen. Also ist unsere
Annahme unmdglich: €, liegt deshalb in einem einzigen Kom-
plementiirgebiet von C,.
fremden, beschrinkten, lickenlos zusammenhingenden Mengen Cy und Cy
je ein einziges Komplementirgebiet in der Kbene und approximieren beide
zugleich genaw die zwei Punlite a und b, dann wird die Kbene durch
(Cy -+ Cy) in genaw zwei Teilgebicte zerlegt.
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Aus Satz 7 folgt unmittelbar:

Sat: 8: Sind die beiden Kontinua S und S, zwischen «
und b irredugibel und haben sie aufer a wund b keinen Punkt
gememsam, dunn licgl G, in einem einzigen Komplementir-
gebiet von €, wnd €, in cinem ecinzigen Komplementirgebict
von €.

Bs sel bemerkt, dat das in Satz 8 ausgezeichnete Kom-
plementiirgebiet von €, (bzw. €) von dem ganzen Konti-
nuum @, (bzw. €,) begrenzt wird [wegen der Irreduzibilitit
von €, (bzw. €)) und weil ¢ und b der Begrenzung des be-
treffenden Gebietes angehdren].

Ahnlich wie Satz 7 ergibt sich noch der folgende

Hilfsatz f: Ist € ein zwischen den Punkten a und b irre-
duzibles Kontinwaem, so ist die nach Weglassung von a wund b
entstehende Menge GF eine liickenlos zusammenl.dngende Menget).

Beweis: Angenommen, &* wiire nicht lickenlos zusammen-
hiingend, dann wire eine Zerlegung von &* in zwei nicht leere,
in G* abgeschlossene, elementenfremde Teilmengen €% und G
moglich. Wegen der Irreduzibilitit ven € kdnnte dann keine
der beiden abgeschlossenen Mengen (€% 4-a +b) und (€] +
a 4+ b) ein Kontinuum sein. Es zerfiele also (€% 4+ a 4 b) in
die beiden nicht leeren, abgeschlossenen, elementenfremden Teil-
mengen G} und €1, (€ + a + b) in die beiden nicht leeren,

Y Hilfsatz f wire nicht mehr richtig, wenn man darin den Be-
griff ,liickenlos zusammenhingende Menge* durch den engeren Begriff
,nicht abgeschlossenes Kontinuum®* ersetzen wiirde. Beispiel: Das fiir

1

——zr= —{—% durch y = f(v) dargestellte, zwischen « und b irreduzible

Kontinuum, wobei unter ¢ der Punkt # = — }[, y = 0, unter b der
1
Punkt z =+ L= 0 verstanden werde:
o l = 1
sin J“_l fur—ﬂ<;u<+;

y = fle)= ki
l ~1l<y<-41 fir v==k

ERE
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abgeschlossenen, elementenfremden Teilmengen €; und €.
Jede dieser vier Teillmengen miifite einen der Punkte a, b ent-
halten; denn andernfalls wiirde die betreffende Menge und der
Rest von € eine Zerlegung von € in zwel abgeschlossene,
elementenfremde Teilmengen darstellen. Also enthielten etwa
6! und 6! den Punkt @, ebenso @} und @) den Punkt b.
Dann zerfiele € in die beiden abgeschlossenen, elementen-
fremden Mengen (6} 4 €}) und (G + €3). Die gemachte An-
nahme ist daher unméglich; ©€* muB demnach liickenlos zu-
sammenhiéngend sein.

Aus Satz 8, Hilfsatz f und Satz 6 folgt nun:

Satz 9: Ist € die Vereinigungsmenge von zwei beschrdinkten,
zwischen den Punkten o und b irreduziblen Kontinuen €, und
©,, dic aufer a und b keinen Punkt gemecinsam haben, dann
gibt es in der Ebene genaw zwei Komplementirgebiete ®,
und &, von €, an deren Begrenzung (von « und b abgeschen)
eugleich G und @, beteiligt sind.

Die dibrigen von G cventuell bestimmien Komplementir-
gebiete werden (von a und b abgesehen) wvon Punkten von @
oder von G, allein begrenzt.

Wir zeigen nun, daf. diese beiden ausgezeichneten Gebiete
®, und ®, von dem ganzen Kontinuum € begrenzt werden:

An der Begrenzung von &, (analog fiir ®,) nimmt, gemif
dem Anfang des Beweises von Satz 4, ein Intervall A, von
ganz aus Punkten von €, bestehenden Randelementen teil, das
in &, von zwei Randelementen « und f abgeschlossen wird,
in denen @ bzw. b erreichbare Punkte sind. Figt man zu 4,
seine in a und £ enthaltenen Hiufungspunkte hinzu, so erhiilt
man ein @ und b umfassendes Kontinuum 4, (denn A, ist die
abgeschlossene, zusammenhingende Menge, die entsteht, wenn
man zu den in ®, erreichbaren Punkten von A, alle Hiufungs-
punkte hinzunimmt). A, besteht durchweg aus Punkten von
€, und ist deshalb wegen der Irreduzibilitit von €, mit @,
identisch. Ebenso ergibt sich, dali ganz €, an der Begrenzung
von &, (bzw. ®,) teilnimmt.
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Wir sind so zu dem folgenden Ergebnis gelangt:

Hauptsatz: Ist & die Vereinigungsmenge von zwei be-
schriinkten, zwischen den Punkten a wund O irreduziblen Kon-
tinuen €, und G,, die aufer a und b keinen Punkt gemeinsam
haben, dann bestimmt € in der Ebene stets genau zwei Kom-
plementirgebicte &, und &,, die von dem ganzen Kontinuum €
begrenzt werden.

Die dibrigen von € eventuell bestimmien Komplementir-
gebiete werden (von a wund b abgesehen) von Punkten von
oder von ©, allein begrenzt.

Ist C irgend ein Kontinuum in der Ebene, so wollen wir
jedes Komplementirgebiet von C, dessen Begrenzung mit dem
ganzen Kontinuum € identisch ist, als (von € bestimmtes)
sHauptgebiet® bezeichnen, jedes andere (also nur von einem
Teil von C begrenzte) Komplementirgebiet von C als ,Neben-
gebiet‘. Dann erhalten wir die folgende andere Fuassung
des Hauplsatzes:

€ bestimmt in der Ebene stets genaw zwei Haupigebicte.
Die etwa vorhandenen Nebengebiete werden von €, oder von G,
allein begrenzt.

Wir fiigen noch einige Bemerkungen an:

€ kann beliebig viele, sogar abzihlbar unendlich viele
Nebengebiete bestimmen. Denn dies gilt schon fiir das einzelne
irreduzible Kontinuum ¢, und €,; einfaches Beispiel: man
fiige » solche irreduzible Kontinua, wie €, in Fufinote 3 auf
Seite 92, aneinander bzw. abzihlbar unendlich viele solche
Kontinua mit einem einzigen Hiufungspunkt.

Ferner sei hervorgehoben, dak ein einzelnes beschrinktes,
zwischen @ und & irreduzibles Kontinuum €, in der Ebene
mehr als ein Hauptgebiet bestimmen kann, wie merkwiirdige
Beispiele von L. E. J. Brouwer?!) zeigen. Andererseits gibt
es zwischen @ und & irreduzible Kontinua @, die iiberhaupt
kein Hauptgebiet bestimmen; es kann niimlich sein, daB kein

) L. E. J. Brouwer, Math. Ann. 68 (1909/10), p. 423/6 und Proc.
Amsterdam. Alkad. 1911, p. 139/145.
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Komplementiirgebiet von €, gleichzeitig @ und b auf seiner
Begrenzung enthiilt; einfaches Beispiel: Sei K, eine Kreislinie;
von einem #Huferen Punkt @ aus lege man eine asymptotisch
um K, sich windende Spirals S,, von einem innern Punkt b
eine andere K, von innen approximierende Spirale S;; die Ver-
einigung €, von S;, S, K, ist zwischen a und b irreduzibel.
Natiirlich kann ein derartiges irreduzibles Kontinuum €, nie-
mals die Rolle von €, oder €, in unserm Hauptsatz spielen. —
Also fiir ein irreduzibles Kontinuum gilt keineswegs immer die
Verallgemeinerung des Satzes, daB ein einfacher (Jordanscher)
Kurvenbogen ein einziges Hauptgebiet bestimmt.

Im Satz 9 und im Hauptsatz kann man mit einer etwas
geringeren Voraussetzung tber €, und €, auskommen: man
braucht (vgl. SchluBbemerkung zu Satz 6) nur von einem der
beiden Kontinua €, und G, die Beschrinktheit vorauszusetzen.

Wiirde aber fiir beide Kontinua €, und €, die Bedin-
gung der Beschrinktheit weggelassen, so wiren Satz 9
und der Hauptsatz, ebenso Satz 6 in der Euklidischen Ebene
nicht mehr richtig, wie folgendes Beispiel zeigt:

Es sel

o 1 1
Punkt a: 2 = — =, y = 0; Punkt b: z = + e 0;

7T

€, werde dargestellt durch

1 LN 1 1
y=1z sm(;) fiix —;<x§+n-,
wobei y fiir z = 0 alle Werte >0 annehme; €, werde dar-
gestellt durch

|1 . (1 S 1
[ lx-51n<~x->‘—1 fu1—2-—;<x_<;—}—2—n

y = . .
l?.:r:zc —2 fir . -<lz| <>,

27[:: 7T

wobel y flir z = 0 alle Werte < —1 annehme.

Aus diesem Beispiel geht zugleich hervor, daf die Sitze 4
und 5 nicht allgemein giltig wiren, wenn von dem Gebiet &



108 A. Rosenthal

nicht vorausgesetzt worden wiire, daf seine Begrenzung B
beschriinkt sein soll.

Zum SchluB wollen wir noch eine Verallgemeinerung des
Hauptsatzes angeben, die dadurch entsteht, daB mehr als zwel
irreduzible Kontinua zusammengefiigt werden. Wir schicken
die beiden folgenden Hilfsiitze voraus:

Hilfsatz g: Sei €, cin zwischen a wnd b drreduzibles Kon-
tinwum und €, ein zwischen b und ¢ rredusgibles Kontinuwm ;
aufer dem Punkt b sollen &, und S, keinen Punkt gemeinsam
haben; dann ist die Vercinigungsmenge & von € und €, ein
ewischen « und ¢ irreduzibles Kontinuum.

Beweis: € ist ein Kontinuum. Angenommen, es wire
nicht zwischen a und ¢ irreduzibel; dann giibe es in € jeden-
falls ein zwischen a und ¢ irreduzibles Teilkontinuum ©,.
Dann miifite €, den Punkt & enthalten, da andernfalls €, in die
beiden nicht leeren, abgeschlossenen, elementenfremden Durch-
schnitte (€,€,) und (§,€,) zerfallen wiirde. Ferner konnten
nicht beide Durchschnitte (€,€,) und (€,€,) ein Kontinuum
sein, da sonst wegen der Irreduzibilitit von €, und €, das
Teilkontinuum €, mit € identisch wire. Sei also etwa (€,C))
kein Kontinuum; dann zerfillt diese Menge in zwei nicht leere,
abgeschlossene, elementenfremde Teilmengen €L und GIL  Jede
von diesen muf einen der Punkte @, b enthalten, da andern-
falls die betreffende Menge und der Rest von G, eine Zer-
legung von €, in zwei abgeschlossene, elementenfremde Mengen
darstellen wiirde. Enthalte also @! den Punkt a und @]
den Punkt b. Dann wire €L und (€ + (€,C,)) eine Zer-
legung von €, in zwei abgeschlossene, elementenfremde Teil-
mengen. Also kann die Annahme, daf @ nicht zwischen «
und ¢ irreduzibel ist, nicht richtig sein.

Aus Hilfsatz g folgt sofort durch Schlu von # auf » -+ 1:

Hilfsatz h: Es seien a,, ¢y . . . ay endlich viele, ver-
schiedene Punkte in der Ibene. Ferner sei € ein irreduzibles
Kontinwwm zwischen «, und weyy (fiir k=1, 2 ..., m—1)

und diese Sy sollen, abgesehen von dem gemeinsamen Endpunkt
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zweier aufeinander folgender Kontinua, paarweise keine Punkie
gemeinsam haben.  Dann ist die Vereinigung & aller € ein
zwischen a, und aw irreduzibles Kontinuune.

Nimmt man die Hilfsitze g und h mit dem Hauptsatz
zusammen, so erhilt man schlieflich als Verallgemeinerung
des Hauptsatzes:

Sate 10: Is seien ay, @y . . ., an endlich viele, verschiedene
Lunkte in der Ebene. Ferner sei Gy ein irredusibles Konti-
nuwm gwischen ax und axqy (fiir k=1, 2..., m—1) und
auflerdem sei €, cin irreduzibles Konttnuum zwischen a,, und
a, und alle diese €, €, ..., €, sollen, abgeschen wvon dem
gemeinsamen  Indpunkt zweier (in zyklischer Ordnung) auf-
einander folgender Kontinua, paarweise keine Punkte gemein-
sam haben.  Dann bestimmt die Vereinigungsmenge € aller €,
G, ..., 6, genau zwei Hauptgebiete und die eventuell vor-
handenen Nebengebiete werden nur von Punkten je cines
einzigen G, (k= 1, 2...m) begrenzt.
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