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Zur Theorie der reziproken Radien.
Von A. Voss.

Vorgelegt in der Sitzung am 8. Mai 1920.

Die folgenden Betrachtungen beabsichtigen, die allge-
meinsten Beziehungen zwischen zwei Flichen, die vermige der
Transformation B durch reziproke Radien auseinander
entspringen, zu entwickeln. Dabei hat sich eine grobie Zahl
interessanter invarianter Gleichungen ergeben, die bisher keine
Beachtung gefunden zu haben scheinen, von denen einige der
wichtigsten hier angefiihrt werden sollen.

§ L

<

Invarianten bei den Transformationen A.

Wird die auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem hezogene
Fliche f(z, 9, #) = 0 durch die Gleichungen der Reziprozitit!)

z y 2 x ¢ £
1 x="2 y="0 i="1; x = oy Ay ==
) 7.? LI r'i 3 r? 3 1 72 ! yl ‘1 ’ 1 7.2

r¥ =z 4 y? + ¥ 71=x1+j1+21, zz, +7/./1+"/“1

i Bezug auf den Koordinatenanfang O transformiert, so ent-
spricht jedem Punkte P von f mit den Koordinaten z, y,
ein Punkt P’ mit den Koordinaten z,, y,, #, der Fliiche £,
(z,y,2) = 0, und es ist

1) Von imaginéren Beziehungen wird nur, so lange nicht dies be-
sonders bemerkt wird, abgesehen. Der Kiirze wegen ist r»; =1, nicht
rry=a? gewiihlt; die letztere Annahme wiirde allerdings der Homo-
genitiit der Formeln mehr entsprechen.
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2) fileyy, ) =f(ys) =10
die Gleichung der letzteren. Die beiden Flichen / und f,
werden im folgenden als Fliche I und Fliche P, bezeichnet.

Die aus 2) folgende Gleichung

ofy __ °f sz | 3f ay_+ of oz
dx, ow ex, ' dydx = 3z dm

nebst den analogen fiir die Differentialquotienten nach y,,
liefert mit Hilfe der Gleichungen 1) sofort

of, af_,)x,< of | af Faf)

3, r ot 8,1‘-1_ /‘37/ 13
also fiir
of 3f L9 o of; af, 3/
3 S= 9L+J z,b‘—r,al + 1 /‘BJ,+ 74

die Grundgleichungen der Transformation R

3 _ e _og.
3z, op’ 205z,
3 2
i) /‘ = / — 328y,
oy, 3J '
2h_3f 0 _9gq,
32, dz o
also auch, da nach 1) S, = — & ist,
3/l= »a‘fl s2 e S
dx oz, Lt
af: 2, in—28y
3y 3y s
af a/ y | \
& arz; rn—28, ¢,

. LHATNE WIS .

Setzt man 2 Ay a4 = /i = /I, wobel die Sum-
ox 3z,

mation sich auf @, y, 2 ete. erstreckt, so folgt auns 1)

A7 = d¥».
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Fiihrt man fiir die Flichennormalen in den Punkten I, P,
die Bezeichnungen X, Y, Z; X, Y,, Z, ein, und setzt

A, = Ary
so hat man auch aus I)
N, = X 28,7,
e F. I/
Ta) }.,=}~——25’27"2.
‘ Z1=Z—2827:1,

fir S,=2X+yY+ /= 2(X).

In Ta) ist damit eine bestimmte Richtung der Normalen
des Punktes I’, festgesetzt, die nicht immer zweckmiliig ist.
Wiihlt man nimlich fiir die Koordinaten von P und P, die
Parameter u, v ihrer Ausdriicke auf den Flichen P und I,
und bezeichnet ihre Differentialquotienten nach den u resp. v,
ww, wv ete. durch angehiingte Indizes, so daB

B
so sind die Richtungscosinus der Normale in I’ den Unter-
determinanten der Matrix

Ly Yu Zu

Ly Yo

’e

proportional, und die X, Y,, Z, proportional den Faktoren
von ¢, ¢,, ¢, in der Determinante

Tiuw Y1u & 1u
2= ] Ziy Ytv #iy 1
' cl c? 03
Fiir X erhiilt man durch Rinderung mit der vierten Kolonne

Pu Py
PEANREL

0, 1

16*
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und geeignete Addition der Elemente derselben zu den drei

- : Xy oz
ersten Kolonnen, wenn man darauf die mit ol J“ , mul-
2 a0y

tiplizierten drei ersten Kolonnen von der letzten abzieht,
Ly Yu Sy 0 |

z, Yo 2 0 '

B <clx +cy+ ca.:i)
3 S ,.;2

|2x 2y 22z —1

v 1
"l oe e

1 2

oder, wenn & = i, 2y, — 242y : Vegq —f“ ete. gesetzt wird
X, = X]/cq — f? + __u\ Veg—

und es tritt an die Stelle von [a)

R WP
- . Lz X
Ih) Yy=—Y+ 222 oy
= zX
Al= +2xa *73

In Bezug auf die Formeln I) ist vielleicht noch folgende
Bemerkung am Platze, die sich auf die partiellen Differential-
quotienten p, q; pl, ql der Flichen P, I, bezieht, wobel

F a N V2 3z, etc ist.

Man erhiilt dann durch Division der beiden ersten Glei-
chungen I) durch die dritte

pr* + 2z (pz + qy — 2)
P 2z (pr+ gy —2)
qr* + 2y(pz +qy — 2)
P+ 2s(pr+qy—2)
Fiigt man unter der Bezeichnung w = pz + qy — 2z die
Identitiit

_pl—_-_

__(11=_
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1 — -2z
Tt 20w

hinzu, so erhiilt man

4 p— 1 ; ~ — .l ) agy

—w, = —(p2,+qy—z&) =wirt4 2w,

also durch weitere Umrechnung
Pt 22w

—p = — =

2 <
it 2y
i+ 22w, i 2200,

Die Einfilhrung der p, q jedoch wiirde fiir die Unter-
suchungen der folgenden Paragraphen sehr weitliufige Rech-
nuangen mit sich ‘bringen.

Von den verschiedenen Beweisen fiir die Invarianz der
Kriimmungslinien bei der Transformation R ist wohl
der aus dem Dupinschen Satze folgende, auf das dreifache
Orthogonalsystem, gebildet aus f, seinen Parallelflichen und
den aus den Flichennormalen lings der Kriimmungslinien be-
stehenden beiden Developpablen bezogene folgende besonders
anschaulich. Darboux gibt (Théorie géndrale des surfaces,
I, 8. 208, vgl. auch Bianchi, Vorlesungen iiber Differential-
geometrie, 2. Auflage, 1910, S. 110) einen anderen auf den
Grundgleichungen der Flichentheorie beruhenden Beweis. End-
lich kann man sich auch des Satzes (vgl. Salmon-Fiedler,
Anal. Geometrie des Raumes 1863, 3. Auflage, 1880, S. 40)
bedienen, daB die Richtungen der Kriimmungslinien diejenigen
sind, nach denen eine Kugel die Fliiche stationdir beriihrt,
d. h. in einer Kurve mit Spitze durchschneidet. Hier soll der
Beweis durch den direkten Nachweis der Invarianz der
Gleichung der Kriimmungslinien erbracht werden.

Setzt man

’ 3/

ox,

D, = | d(ar}) b,
3,

| dx,

1) Von der Determinante /), und der analogen auf f bezogenen D
ist nur die erste Kolonne hingeschrichen,
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so dall 1), = 0 die Gleichung der Kriimmungslinien von f; =0
darstellt, so hat man nach 1)

4) d (3/‘) = (§f> + '_’.rtlr;/ —28de —2xdS

2w, x x
2 . a3 . 3f
IS=df+zd = 2zd .
5= dr+ 2ed((f) = 2ea ()
Rindert man nun D; mit den Elementen der vierten Kolonne
, Lodr
S, dn, a0 1

und fiigt dieselben mit 22, 2y, 22 multipliziert den drel
ersten Kolonnen hinzu, so wird

d (?/) +2rdr3/—~2d£b’ — — dS
3z 3z
G '
D= e i
dr dr
2 - 3
2y 2y 2z 1

.Zieht man jetzt die mit den multiplizierten

Yy
).'),’ ,.-4’ 2
drei ersten Kolonnen von der letzten ab, so erhalten die EKle-

mente der letzteren, wie unmittelbar zu sehen, die Werte 0,
0, 0, — 1, so daBs

ID) Dy=—r*D oder r,D, + rD =0
ist. Man findet iibrigens fiir

o | o,

dx BREES

=ldz 1= dz, |’
x| ‘ x,
1
J, = 2 7,

so daB auch
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D J,=—dJD
cine bis aufs ‘Vorzeichen absolute Invariante ist, zu der man

noch D D

hinzufiigen kann.

Die Invariante [) hat iibrigens noch eine allgemeinere
Bedeutung. Aus der bekannten Formel fiir den kiirzesten
Abstand 6 zweier Strahlen mit den Richtungscosinus o, £, ¥,;
ay, fiz, 7, und dem Neigungswinkel 8, welche von den Punk-
ten x, y,, 2,5 Z,, ¥y, @, ausgehen,

[ Zy— % Yy — Y F— 5 1
! by & V1—cos*6
Ay B 72 |

folgt fiir den Fall, daB «,, §,, y, durch X, Y, Z; a,, f#;, 7,
dureh X+ dX, Y+ dY, Z 4 dZ ersetzt werden

dx

b= X :0, wo Q=VdX*+dY*+ dz~
dX

O = «

Multipliziert man diese Gleichung mit der Determinante
XX, X, =VEG—F?,

wobei fiir die Koordinaten z, y, = der Ausgangsfliche und die
Richtungscosinus die Parameter w, v gewiihlt sind, und

apes > . s oy \ o -
S, Xyu=¢e, Zx,X,=f, 2, Xu=f 2, X, =y
o ; = —
2X,=FE, 22X, X,=F, 2X, =@
gesetzt 1st, so erhilt man

pm Clut fdvfdud gdvl oy ma
‘ Edu+ Fdv I'du - Gdv |
Diese Formel, die sich in E. Kummers Abhandlung iiber
geradlinige Strahlensysteme (J. v. Crelle, Bd. 57) nicht findet,
ist natiirlich Lingst bekannt, aber ihre weitliufige Ableitung
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in Bianchis Vorlesungen iiber Differentialgeometrie lafit sich,
wie gezeigt, durch die Multiplikation mit der Determinante
sehr vereinfachen?).

Setzt man voraus, dat die Ausgangsfliche z, y, = zu den
Strahlen normal steht, so hat man mit der Determinante X, 2,
zu multiplizieren und erhiilt dann sofort bet Benutzung der
gebriuchlichen Bezeichnungen fiir die Fundamentalgriien erster
und zweiter Ordnung ¢, f, g; L5, I, G?) die Gleichung

_cdu—+ fdo, fdu+gdv
( T Edu-Fdv, Fdu+ Gdv

Andererseits hat man aber auch

Veq—fVdX P+ dY Hd LA

D= ¢{\X = ‘»’2 — E‘;“ + Fldv, 1‘f¢llu + ’Gldv ‘,
du Veq—t* cdu~ fdv, [fdu+qdv |
also
O = ij)z l/d;\’a——*——(l-l;z :{— dz* o, = ]j: '[/d;\";‘ S+ dYP 4 d7,
so daB auch
O 'l/dX‘i +dY: A2

0, AX*+dY '+ dz*
oder, wenn man die Bogenelemente der sphirischen Abbildung
der Normalensysteme der beiden durch die Transformation [

zugeordneten Flichen durch @, £, bezeichnet,
) )
-0 L =
Lot e =0,

womit das Verhiiltnis der kiirzesten Abstinde je zweier unend-
lich benachbarter korrespondierender Normalenpaare der Flichen
P und P, ausgedriickt ist.

1) Vgl. Bianchi, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, Leipzig,
Teubner, 2. Aufl,, 1910, S. 131 und 263, 264.

2) Diese von R. Hoppe eingefithrte Bezeichnung scheint mir immer
noch zweckmiiBiger als die gegenwiirtie meist benutzte I2, F, G 1. M, N
fhei Bianchi 44, I, 75 D Dy Dyy).
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§ IL

Das charakteristische Dreieck der Transformation A.

Aus den Gleichungen I) oder Ia) folgt sofort, was iibrigens
auch sehr leicht geometrisch zu ersehen ist, daB die Nor-
malen N, N, der Punkte P, P, sich in einem Punkte ¢
mit den Koordinaten & 7, { schuneiden, der gleich
weit von P und P, entfernt ist'). Dies zeigt sich sofort
auch analytisch. Setzt man nidmlich

t=z4oX=u+0 X

n=y+o¥=y +oY

{=zs+4+0Z =12+ 0,72
so lolgt nach § I, Ia)

x+ax=z+ol<4\—2‘5:l/)

und diese Gleichung wird zur Identitit fiir ¢ = ¢,, wenn man

zugleich ¢ = L setzt
AN = 2;5’2 YA
Es sind daher die Koordinaten des Punltes ¢
T e 11— 3/
f=u+ 23 X=ux-+ ‘)S BxJ
re 7" 3f
1 )/ = ./ _*— 1 -
) ‘)5 =Y + SJ
—7rt, 1—r? 3f

f—s ] 0, f=i g Lo

der mit den Punkten I’ und '1’1 das charakteristische
Dreieck bildet. Daraus folgt:
. ’ 1 - p2)2
:‘+712+C2=1+( _Sz)
. Gy (F (L -
C—alf+ =+ C— =" o™
1) Diese einfache Bemerkung scheint bis jetat iibersehen zu sein.
Nur in I Paseals Repertorium, Leipzig 1902, 11. S. 514 finde ich die
Angabe  Bemerkenswert ist das Theorem, die Normale zu einer Kurve
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oder
2) (0 =1+ (@D

Die um ¢ mit dem Radius @ 7 beschriebene Kurve schneidet
also die Einheitskugel um den Mittelpunkt O orthogonal, so
da3 in jedem der allerdings nicht notwendig reellen Schnitt-
punkte 7' das Dreieck O1'¢) bei 7' rechtwinklig ist.!) Fiir
den Winkel 7@ I, = 6 erhilt man

L0 S
sin, =

Ist daher S:rA cine Konstante, was fiir die bekannte
Klasse von Flichen I’.(PY), bei denen die Normale einen
konstanten Winkel mit dem Radiusvektor » bildet, stattfindet,
so ist auch 6 konstant.?)

Im allgemeinen mag iibrigens S als von Null verschieden
vorausgesetzt werden. Ist S bestindig gleich Null, so redu-
zieren sich die Flichen P, P| auf Kegelfliichen mit der Spitze 0.
Ist S an einer bestimmten Stelle gleich Null, so sind die
Normalen in P, P, parallel, d. h. der Punkt ¢ unendlich ferne
und fiir #* = 1 fillt Q mit 2 und P, zusammen. Die Gleichung
der Ebene I’Q I, ist in den laufenden Koordinaten =, /1, Z

£ HZ|
3) z y 2z =0.
XY Z|

in einem Punkte P und die Normale zu ihrer inversen Kurve in dem
entsprechenden Punkte Py schneiden sich in einem Punkte des im Mittel-
punkt von P P, auf P P; errichteten Lotes®.

1) Aus der Betrachtung des Dreiecks O @ P folgt noch im reellen
(rebiet 0Q—PO<r=<0@+4P0Q,
also fir den speziellen weiter unten betrachteten Fall

OQ=V1i+4 PQ=1I V1 -1 <r<V|l-4k4+Fk
auf S. 239, ‘

2) Diese von Monge zuerst untersuchten Fliichen, die tbrigens

auch in neuester Zeit noch weiter untersueht sind, sollen hier als Monge-
sche Fliichen bezeichnet werden.
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In sehr einfacher Weise liBit sich auch die partielle
Differentialgleichung
{ (1 —r?)? & 41* I = konst
0 5 = 48, k= bonst,
oder (1 —)(14p*+ag) =4 0px+qy — 2)*
losen. Unter dieser Voraussetzung ist ndmlich
) V=141, (PQr=F

Die Punkte ) liegen daher auf einer Kugel (@), die um
O mit dem Radius V1 — /* beschrieben ist, und die Ent-
fernung jeden Punktes P (resp. P) von ¢ ist gleich . Nun
sind drei Fille moglich. Entweder gibt es auf (¢) zwei-
fach unendlich viele Punkte ¢ dieser Art. Dann ist die
Kugel () Parallelfliiche der Fliche P (F)); letztere also
selbst eine mit (@) konzentrische Kugel vom Radius
k4 V1 4k resp. V1 + 1 —FE Oder es fallen alle Punkte ¢
mit einem einzigen Punkte von (¢) zusammen. Dann liegen
die Punkte I’ und P, auf einer um diesen Punkt mit dem
Radius & beschriebenen Kugel. Oder endlich die Punkte ¢
bilden eine Kurve C auf (). Die Fliche P (F') ist dann
eine Rohrenfliche, die durch die Enveloppe der Kugeln
vom Radius k, deren Mittelpunkte auf C' liegen, entsteht.

Setzt man in der Tat

f= = =)+ = — 1 =0
gt =1+ R

so ist die Differentialgleichung 5) erfiillt, da der Ausdruck S

gleich 1--7* wird. Im zweiten Falle hat man daher die

vollstindige Losung mit den drei Konstanten ¢, ¢,, ¢,
zwischen denen die Gleichung

GGt d—14R
stattfindet, f= (x —¢)*+ (v —¢))* + (¢ —¢)* — k% Der

erste Fall stellt die singuliire Losung vor; der dritte endlich
gibt als allgemeine Lisung durch den gewdhnlichen Prozels

6)
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der Enveloppenbildung die Réhrenflichen vom lkonstanten
Radius %.

Die Gleichung 2) gestattet eine von Interesse erscheinende
Umkehrung. Die Enveloppe der von den Punkten &, 4,
der willkitrlichen Fliche ¢ mit dem Radius I* = §*
+ y* 4 {* — 1 beschriebenen Kugeln erzeugt die beiden
durch das Prinzip der reziproken Radien verbundenen
Punkte P, P, von 2 Flichen I, P,.

Es ist ndmlich fiir die Koordinaten x, ¥, ¢ eines Punktes
der Enveloppe des Systems 2) oder

E— P+ G —pP+C - =1
immer 7
7) B4yt —20¢x 4+ gy )+ 1 =0.
Setzt man jetzt & 9, { als abhiingig von den Para-
metern w«, v voraus, so hat man
Eux + Ny + Cuf =0
S& Ay 4 Lz =0,
Demunach ist 2o ==, iy =H, iz =7, wo =, I, 7
die Richtungscosinus der Normale der Fliche ¢ sind, also

1

o

32

7a)

—
Setzt man dies endlich in 7) ein, so erhilt man die
Gleichung
8) B2l EE4+ g4+ 1 =0
deren Wurzeln 4, 4, durch die Gleichung 2, 4, = 1 miteinander
verbunden sind. Bezeichnet man die zugehdrigen Werte der
x y z durch z, ¥, 25 &, Y, 2, so ist

—_ — "

/ xr
r = S — Voo 32 2 et
‘”1“~':7’2_~_x1;—a’1/*1*x2+.’/1+“1
g 1

wie gezeigt werden sollte. Dann und nur dann, wenn
EE4 g+ 7)) — 1 cin Quadrat ist, zerfiillt die linveloppe
in zwei vollig getrennte Miintel; dies ist in den bisher he-
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trachteten Untersuchungen der Fall. Im allgemeinen aber ist
diese Enveloppe eine anallagmatische Fliiche.?)

Es ist iibrigens leicht zu zeigen, dali diese Betrachtung
wieder auf die Gleichung 1) zurtickfiihrt.

Differenziiert man nimlich die Gleichung 7) unter Be-
achtung von 7a) vollstéindig nach » und v, so erhilt man

qu + N Yu + :314 = ¥¥u
Ex, +ny, + Sy =11,

-3 1
Ex+ny+:z=’+; rt= 2 4y +27

24
Setzt man zur Berechnung der & 1,  jetzt
s -0 {1
e, +ney - Leg =0,
so dafi die &, 7, [ die partiellen Differentialquotienten von €
nach den ¢ sind, und multipliziert die Determinantengleichung
Lo Yu Zu PPy |
Ty Yo 2 TPy
‘ 241 =0
Yy 2z - ’2*
¢, cacy C

mit der Determinante Xz, x, = Veq— 12, so entsteht, wenn
man die ersten drei Kolonnen, mit den z, y, # multipliziert,
von der letzten abzieht

1 Ly Yu Ty 0
(o Yo Fy 0
i 11— =0
|z ¥y &—5— ’

| ¢, ¢ ¢, C—(c,z + ¢,y + ¢g2) |

1) Diese Bestimmung der anallagmatischen Fliichen mit Hilfe von
8) scheint einfacher, als die von Darboux, Sur une classe remarquable
de Courbes et de surfaces algébriques, Paris, 2. Aufl.,, 1896, S. 120—124.
Fiir die Fliiche- 22 2
I i =1
a2 ' op2 c?
erhiilt man so unmittelhar

(14?4 y2 4 22)? = 4 (xZal 4 y2b2 -+ 22¢?),
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welche Gleichung durch nochmalige Multiplikation mit der

eben genannten Determinante }eg — f2 sofort iibergeht in
, o on 1:—9° & =
(C— (e,x + ¢y + cy2) 2 (e X) — .)7-304\

aus der durch Vergleichung der Koeffizienten

42
(f—2) N(@N) = ! e

also die Gleichungen 1) entstehen.

§ 1L
invariante Beziehungen zwischen den Fundamentalgrossen erster

und zweiter Ordnung der Flichen £ und P,.

Fiiv die Beziehung zwischen den Fundamentalgrofien erster
Ordnung e f, ¢; ¢, [, g, der Flichen P, I’} erhiilt man
unmittelbar

— . a2 T e 32 —_ e 201
ep=rcir [i= [ g =gl

Aus den Gleichungen

> L o LT " Z, 9 T
= — i =, Ly = — —a -
it 22 )3 Y y2 3
erhiilt man
i x" v < z" 1‘1‘ xl’ 9‘" x71( v ‘”7 ‘“ ; U
Ly = )2 — 2 23 —2 “1‘5{ —Jf_ 6

Multipliziert man diese Gleichung mit der entsprechenden

Ih) des § I und summiert itber die Koordinaten x, ¥, 2, so
erhiilt man fiir die Fundamentalgrofien /" und I7| die Beziehung
I’ S
2 (e . g '
]A:vl = 72 — 2 e (7 Faw + Yulty — 2 ~Cxuv\)q
wobel S,=zX+yV+s/=22X

gesetzt ist.
1) Eine Verwechselung der Iundamentalgrofien f, fy mif der Be-
ziehung fitr die Flichen [, f; des § I ist wohl ansgeschlossen.



] a4
Yur Theorie der reziproken Radien. 243

Aus der Gleichung
22y 4 =0
A‘xxur + f = T¥ryv + Puly,

I = — (;l; 42 b}i’) wird.

Die Fundamentalgrofien zweiter Ordnung von /°; sind
also durch die in sich reziproken Formeln (wie leicht zu sehen,

folgt aber
so dafy

I

wird S-; e ‘Sz> gegeben:
7 r
: I S,
Jyl = - (7.2 + 2 ).f; C)

1 F .
) f,=_<r2+2

aus denen sich manche weitere Folgerungen herleiten lassen.
Zuniichst erhiilt man die wichtige Gleichung

7] 9 T A N _'! 2
B dut 4 2 F, dudv + G, do® = { Ldusr o "i””i + Gdv
11 edu? -+ 2 fdudv dv?
) e gan)

oder, wenn man durch
2.1 0f 03
e, du 4 2f dudv + g, dv* = Lot Lf:b ol A
dividiert, und mit Bianchi, a. a. O. 8. 101, den Kriimmungs-
halbmesser It des den du, dv entsprechenden Normalschnittes
von f durch die Gleichung

1 Edd® +2FPdudv+ Gdo?
. n edu? + 2 fdudv + gdv?
definiert,
1 7.9 o q
I1I) — =" 25,

die man auch in der Form



schreiben kann.
Fiir die bereits erwiihnten Mongeschen Flichen, bei denen

S 1 .o C .
ﬂ'?“" = X2 X eine Konstante & ist, ist daher insbesondere
5 B

A1 .

Tl g

R "R

Allgemein besteht aber fiir irgend zwel Kriim-
mungshalbmesser R, und 7, von Normalschnitten,
denen durch die Transformation R und ) entsprechen,
nach IHI) die invariante Beziehung:

11 11
"(]{{_ i;>+)(]fl_]32>_0’

und den Haupttangentenrichtungen auf P entsprechen immer
nach III) gleiche Kriimmungen der entsprechenden Normal-
schnitte auf P, (und umgekehrt).

Wendet man Formel 1II) auf die Hauptkriimmungshalb-
messer o, 0,5 01, 02 fir P> und P, an, so folgt

1 r? 1 »?
, = — +2,S’2’ - = — +:')"\»)
21 % Q2 0, i
oder , X
r , 1 1 .
= 12,02 + + 457,
0,02 0102 2 9y

also wenn man das Kriimmungsmaf fir I und P, mit K
und K, bezeichnet,

V) K, = Kr* — 28,7 Hf 45

fiir M als mittlere Kriimmung ! + 2 :
451 Qg
Fir eine Minimalfliche (allgemeiner fiir jeden Punkt P,
dessen mittlere Kriimmung gleich Null ist) ist also immer

I > Kyt

1) Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir die besonderen Stellen, wo
S, = 0 ist.
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Aus der Gleichung III) erhilt man ferner

V) — I, =+ Hrt — 45,
oder Hor 4+ Hr =4 'ig,

was wieder eine besondere Kigenschaft der Mongeschen
Flichen ist.

Multipliziert man die Gleichung IV) mit Ve, g, — % dudv

Veg—1* i - - :
= dudv, so erhiilt man, falls die Gaufische Kur-

7.4

vatura integra durch %, %, bezeichnet wird

vI) 7_L—2fSHdz+4f~dw,

wobeit duw das Flichenelement bezeichnet. Fiir die Minimal-
flichen ist daher insbesondere (abgesehen vom trivialen Falle

5y =0) Iy > k.
Endlich ist auch, wenn man die Gleichung V) mit den

. d C
korrespondierenden Fldchenelementen dw, = __i‘f multipliziert

¥
VID) ‘dw +f dw _4J : L)

In dieser Glelchung, die fiir eine Minimalfliche P wieder
besonders einfach wird, hat das Integral rechter Hand eine aus
der Potentialtheorie wohl bekannte Bedeutung. Denn es ist

Sy

1
) = 53 cos (N, ),

so daB es sich um die Kegeloffnung des Flichenstiickes
auf P fiir den Punkt O handelt.

Fiir eine developpable Fliche P folgt aus IV)
K, =—28,Hr 448,
insbesondere also fiir die der Kugel vom Radius ¢ umschriebenen
Developpabelen S, = konst. = &
K = —2cHr 4 4 ¢

Sitzungsb. d. math.-phys. K. Jahrg, 1920. 17
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Hiernach kann X, sowohl positiv als negativ fiir die
verschiedenen Punkte ausfallen. In der Tat liefert ja auch
schon ein Kreiszylinder eine Kanalfliche, die sowohl Stellen
von positiver Kriimmung als auch von negativer enthilt. Zur
Untersuchung des Zeichens von K| kann man sich der folgenden
Betrachtung bedienen.

Die beiden fiir jede Wahl der «, v absoluten Invarianten

_EG—F* 1 2fI—gE—c(z 1
B e I aF

zeigen, daB

H* —4 K> 0 ist.

Fir einen Flichenpunkt negativer Kriimmung ist dies
selbstverstiindlich. Setzt man aber K = — x, so ist nach 1V)

e (V 74+1115)‘+ (Hz+ 1)

Ist dagegen K an einer Stelle positiv, so ist | H| =2V + 9,

wo & positiv ist, und dann folgt
K= rVKFT25PF25;0m

und von dem Werte der rechten Seiten in diesen beiden For-
meln wird das Vorzeichen von K| abhiingen, womit zugleich
auch die Lage der parabolischen Kurve der transfor-
mierten Fliche gegeben ist.

Es sei endlich noch eine Bemerkung ither die geodii-

tischen Torsionsradien 7, T, entsprechender Kurven hin-
zugefiigt. In der Gleichung

1 _ (fE—eF)dur+ (gE—eG)dudv+ (g F - [G)dv?

Vi (edu? 4 2fdudv 4 g dv¥) Veg — f*
setze man nach I)
fE—cF=—r(fE —cF),
gE—eG=—1%(g9, E —e (),

yF-—/G: _“rs(gl Iﬂl —_/; (-”1)1
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woraus sofort die invariante Beziehung

o,
=
entsteht.

Fir die geoditischen Linien resp. Haupttangentenkurven
auf den Flichen P ergeben sich keine einfachen Beziehungen
bei der Transformation. Dies beruht darauf, da die Schmie-
gungsebene einer Kurve auf P bei der Transformation nicht
so iibersichtlich umgeformt wird. Die Transformation des Aus-
druckes vy

x” | bl

| Zuu |

bei dem 22 4 y? 4 22 = ¢ gesetzt ist, liefert nimlich den Aus-

druck E—a, | E—a {—x'
o Xy = —1 @, | —2e| @ |
|l Tuw | x
1+ A2 z
+2(£x+77y+€z— 2-7—) T

uu

Hiernach besteht die Gleichung der Schmiegungsebene der
transformierten Kurve C, von C aus drei Gliedern. Von diesen
bezieht sich das erste auf die Schmiegungsebene von C, das
dritte auf eine Ebene FE, die senkrecht zum Radiusvektor O P
durch den Mittelpunkt von PP, geht. Das mittlere Glied ge-
hort zu einer Ebene, die den Radiusvektor O P und die Tan-
gente von C enthilt. Eine Vereinfachung findet nur statt fiir
die Minimalkurven e = 0 statt; hier ist die Schmiegungs-
ebene von C, immer die durch den Punkt P, gehende Ebene
des Biischels, das aus F und der Schmiegungsebene in P
besteht. Der Faktor « &, 2..| verschwindet nur dann, wenn
der Radiusvektor in der Schmiegungsebene von P liegt. Soll
das tiberall stattfinden, so hat man nur den trivialen Fall, daf
die Kurve C eben ist und ihre Ebene durch den Pol O geht.

17*



248 A. Voss

Das ergibt sich auch aus den Formeln von Frenet. Denn
man hat jetzt, wenn etwa u die Bogenlinge von C bedeutet,

woraus durch Differentiation iZ(a/S) = 0 entsteht. Ist die

Kurve C eine Raumkurve, so folgt
@& =0

und eine weitere Differentiation liefert dann

Z@d)—2zx (% + i) = 0 oder 2'(uz) = 0.
Daraus folgt aber # = y = 2z = 0, d. h. Raumkurven dieser

Art gibt es iiberhaupt nicht. Einer geradlinigen Minimalkurve
entspricht aber immer wieder eine geradlinige Minimalkurve.

Es besteht iibrigens die allgemeine Gleichung

2y | | &
.6' "
Pl Zyw =| Ly |

Zluu Zuu

Fihrt man hier noch die Richtungen b, b, der Binor-
malen ein, so hat man
" cos (0P, b) = "1 cos (0P, b,)
e 0,
als invariante Beziehung zwischen den Kriimmungshalbmessern
und der Richtung der Binormalen.
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§ IV.
Uber die zu der Transformation R gehdrigen Strahlensysteme.

Die Tangentenebenen der Flichen f und f; in den Punk-
ten P, P, haben nach § I, I) die Gleichungen

ot af
2¢—2) L =,

EG— )(; —@&0=0

L. of
: hS o
oder & S S,
2
1) Ztx = L—;Ar

Die Schnittlinien derselben bilden ein Strahlensystem 2|
dessen Brennfliche in einfacher Beziehung zu den Flichen
P, P, steht. Aus 1) folgt durch Differentiation, unter Vor-
aussetzung, daf &, 7, { ungeiindert bleiben, fiir die Koordi-
naten & #, { eines Punktes der Brennfliche

vsd(af)==ds,
ox

2)
2Edx=rdr.
Durch Elimination der &, u, { folgt hieraus die Gleichung
o _ g
ox |
af '
dx — — rdr
14 r“
£ T e

also durch Subtraktion der drei ersten mit z, y, 2 multipli-
zierten Kolonnen, wie in § 1
1—r

o D=0
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Das heifit: Die Brennfliche von 2 ist stets reell
und die Developpabelen des Systems 3 entsprechen den
sich schneidenden Normalen lings der Kriimmungs-
linien von f oder f;.

Ist insbesondere 7* = 1, so ist nach 1)

2‘(§—x)a—f—0, 2 —x)x=0

d. h. jeder Strahl, der zu einem benachbarten Punkte von
P gehort, geht durch diesen Punkt P. Ein solcher Strahl
ist singuldr.

Der zu P, P, gehorende Strahl trifft die Kbene P ¢ P,
in einem Punkte C seiner Ausgangsfliche, dessen Koordi-
naten sind nach § II, 3

§=pr+4qX,
3) n=py+qY,
€1=p3+QZ,
woraus
4) S t+a=25,
1 r?
1"‘2-*-432———;‘—
oder
r2 —1 _,
o — . ‘2)_2
p—1 5 : S —r?,
)
=T 58—

folgt. Der Punkt C ist wieder gleichweit von I und P, ent-
fernt, liegt daher auf der Halbierungslinie des Winkels P @ P,.

Wir untersuchen nun zunichst die Lage der Brenn-
punkte selbst. Mit Hilfe der Koordinaten von € kann man
sie durch die Gleichungen

§= 51 +4u(yZ_'ZY)1
5) p=n+uGX—o2),
f= Cl —{-/,L(.’EY—JX),
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wobel u Vit—8t=yo (r* — S% ist als Summe von Quadraten
mmmer positiv) die Entfernung des Brennpunktes vom Punkte C
bezeichnet, darstellen. Setzt man in den Gleichungen 1) fiir
die &, 5, ¢, welche auch die Form

TEX = 8,

2EdX = dS,,

2&dx = rdr
annehmen, die Werte 5) ein, so ergibt sich, da die beiden
ersten schon von selbst erfiillt sind,

dX |
25dXtpu| x | =dS,,
I X
| dz :
2idr+ul oz | =rdr.
X
Da nach 3)
25HdX =pd2(x X) = pdS,,
2¢&dx =prdr

1st, so erhilt man

adX| dx
wl ¢ =dS,(1—p), n =z |=rdr(l—Dp).
X | X

Multipliziert man diese Gleichungen mit der Determinante

Xz, 2, = Veg—1r2
so hat man

¥y rry

S@.dX), 2, _—
& (ud X), Z(x dX)l — 48,(1—p) Veg— 1,
Ty rr,
| 2@, dx), 2(@.dz)| -
! (. dx) (x d‘b)lzrdr(l—p)ch—]m-
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In diesen Gleichungen ist noch ¢S, durch seinen Wert
zu ersetzen. Man findet ihn durch die folgende Betrachtung.
Aus den Gleichungen

2z dX = dS,,

2x,d X = — (Edu-+ I'dv),
2, d N =— I"du 4 G dv),
2XdX =0

ergibt sich durch Multiplikation mit der eben genannten Deter-
minante mit dem aus den vorstehenden Gleichungen folgenden
Eliminationsresultat

lz — — dS, ‘
Ty — — — (Kdu—+ I'dv) —0
2z, — — — (Fdu+ Gdv)
X — — 0
die noch mehrfach zu benutzende Gleichung
7) (eg — 15 dS*

= —{(ldu+ Fdv)(rug —ruf) — (I'du+ Gdv) (rof —rye)}r,

Setzt man diesen Wert von ¢S, in die Gleichungen 6)
ein, so hat man zwel Gleichungen zwischen den Differentialen.
Eliminiert man u, so entsteht eine quadratische Gleichung
mm du, dv, welche nur die der Krimmungslinien von P sein
kann, so daB es unnétig erscheint, dies zu verifizieren, was
durch wirkliche Ausrechnung geschehen kann. Eliminiert man
dagegen die du, dv, so entsteht eine quadratische Glei-
chung fiir u, welche die beiden Brennpunkte auf dem
Strahle bestimmt. Zur Vereinfachung der Formeln wird
man voraussetzen, daf die Parameter #, v schon den Kriim-
mungslinien von P entsprechen, also f = 0, ¥ =0 ist. Man
hat dann nach 7)

Al =r (r,, i + 7, dv) L)

9, 99

1) Aus den auf die Krimmungslinien von P bezogenen Gleichungen
382 o 7.,." Z‘)sz . r r,

du 9, v 09
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falls wieder mit o, und g, die beiden Hauptkriimmungsradien
in P bezeichnet werden. Die Gleichungen 6) werden nun fiir

moo_
1—p !

— v Erydu— Gro.dv) = Veg (,,“ du | “,d_v)
1 Q¢

v(erydu —gr,dv) = V& (radu + r,dv).

Eliminiert man jetzt die », so bleibt
1 1 2 2
— — rre—rug)dudv =0,
(92 91) ( 9

womit zugleich gezeigt ist, daB, wie schon bemerkt wurde,
die Kriimmungslinien du = 0, dv = 0 entstehen. Eliminiert
man dagegen die du, dv, so folgt

1 1 7'2 — 67'2
(w- — ) |:1’2 Yuty —V (Lq—_ 1!) — 7y rv] = 0.
0 O ]/eg

laBt sich noch eine Beziehung von allgemeinerem Interesse herleiten.
Man hat sofort

1 1
T S U R S
o, Ov 0g du % dy ¥ du

Aus der Gleichung x? 4 y2 - 22 = r2 folgt aber
aerry)  Arr)
=Y =Za.x
dv du At
Nun ist nach den Gleichungen der Flichentheorie
Zxwx,,= Brr,+4 Byrr,, wo 2¢eB=c¢e, 29B,=y,,

so daB nach Beseitigung des Faktors r (r 3= 0)

1 1
I 1 1) & a?] [ 1 1) 9% a?}
Sl o i (s

wird. In dieser fiir jede Fliche giiltigen Gleichung wird das Verhiilinis
7, : 7, nur von den Fundamentalgrofen abhiingig; » ist dabei ganz her-
ausgefallen. Das gleiche findet itbrigens, wovon man sich durch direkte
Ausrechnung iiberzeugen kann, fiir jedes System von Parametern statt.
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Diese Gleichung hat die Wurzeln
=] 07, , 1"
1 e 9',.,’ 72 ]/g 7.“y
so daB », vy = —1 ist. Die Stellen, wo die Brennpunkte
symmetrisch zu C liegen, sind durch die Gleichung
7‘;",y —_ 1‘?, e =10

gegeben. Bei dieser Betrachtung ist o, = 0, vorausgesetat.
Fiir einen Nabelpunkt der Fliche I’ ist die Lage der Brenn-
punkte unbestimmt; den Nabelpunkten entsprechen sin-
gulire Strahlen, die von allen benachbarten getroffen
werden.

Man kann das an dem Beispiel der Kugel
@—a+G—0+(—P— =0

2 — 27— Ad— =

oder

fiir

T=ax+by+cz, 4= 0?40+ ¢

unmittelbar sehen. Denn das Strahlensystem ist hier durch
die Gleichungen

14 72
e — 42 S
.;¢(:c——a)_r—T,Hg_,x_»v72-—
definiert, aus denen
N
Cstg= A1
ﬂsa_ ‘)
d

folgt. Alle Strahlen sind jetzt singuldr, weil sie in einer
Ebene liegen. Diese steht senkrecht zu der Verbindungslinie
von O mit dem Mittelpunkt der Kugel; sie geht insbesondere
durch O, wenn die Kugel die Einheitskugel orthogonal schneidet.

Ein zweites Strahlensystem entsteht, wenn man durch
die Punkte () als Ausgangsfliiche die Parallelen zu den Radien-
vektoren O P zieht. Da die Koordinaten &, 7, { des Punktes ¢
sich in der Form
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bt=24+1X
n=y+iY
= 7 + AZ

fiir 2 =1 —7%:28, schreiben lassen, hat man

rdr d

di¢=de+ idX — —S—X ;5'2 as,
also unter Beachtung der schon oft benutzten Gleichung
dS, =2z2dX
2(déx) = 0.

Die Tangentenebene der Fliche ¢ steht demnach
senkrecht zum Radiusvektor; sie geht zugleich, wie man
leicht sieht, durch den Mittelpunkt der Strecke I’ P,. Das
Strahlensystem ¢ hat also die Fliche der Zentra der
Fliche @ zur stets reellen Brennfliche.

Man erhiilt die negativen FundamentalgroBen zweiter
Ordnung der Ausgangsfliche ¢, wenn man die partiellen
Differentialquotienten der &, %, { nach % und v mit den Dif-

ferentialen der Richtungscosinus fg;, %, %multipliziert, d. h. wenn

man die Summen der Produkte

5u=x"+/'~X,,—TSi(< +}3_S’4)

9 ou

Bt A AR X( e )_
S2
mit den Werten
Ty XV Ty XV,

)

r 2 g r?

bildet. So ergibt sich unter Beachtung der Gleichung dS,
= 2z dX aus der Gleichung

- 7;? L f F _7'117'[1 )~ N - r Ag
R R0 S (e



" [

r r

a_ I AF

10) e
_g=9_%¢

r r

Die Gleichung der Haupttangenten von ¢ ist daher
0 =-cdu®+2fdudv+ gdv® — A (Edu®*+ 2 F'dudv + Gdv?);

sie entsprechen also den Richtungen, fiir die der Kriimmungs-
halbmesser F des Normalschnittes bei P gleich — 4 ist. Setzt
man wieder u«, v als Parameter der Kriimmungslinien voraus,
so hat man aus 10)

ety
11) —G—v(l-i— )
F=0.

Den Kritmmungslinien von P entspricht also ein konju-
giertes System auf ¢. Aus 11) folgt

EG_“’ (1 + Hi+ K2

oder EG=§Z((1+ 27.)2—Z(H2—4K)),

woraus hervorgeht, daB die Haupttangenten von @ nicht not-
wendig reell sind, da der Faktor von 1% negativ ist.

Zur Bestimmung des KriimmungsmafBes selbst muff
man das Quadrat des Lingenelementes bei ¢ entwickeln. Man
erhiilt sofort

e=e—21E + 22 3(X2) + S (M,, + 2 i)
19) f=f—21F 4+ B 3(X, X) + .,(m EE ) (r + /?fi)

g=g—216+ 2 3(X) + 4 (u+;)2
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oder wenn fiir die Kriimmungsparameter #, v nach 8)

28, _rur 35 _
ou o, v 0,

gesetzt wird, fiir die drei letzten Glieder in den Formeln 12)
die Werte

serie (1 ) g (1 3) (4 ) gy (14)

Es ist ferner

3(X3) = —(eK + HE)= _(2@_(@@) E) _ L

eg ey e
(X Xy)=0
G2
:
Z(X) = P
also
— 2 2 7.27.2
()
( 04 T S;
Y3 y) Pt
= {1 R 1 i y2 LR
1= (1) (0+5) (%)
) ”"“*)
g=\{14+ — -1,
Y (+Q2 9+ 5
so daB

wird, wenn man

=1 + 8§ den—="11 -}— —
Q2
setzt. Dieser Ausdruck lift sich noch vereinfachen, denn es ist

S, =2X)= le_(]'x:c,, Zy!,

also

1
S: = ej (rreg — r*rig — 1*rie)

oder eq (S; 4 22 (rig + rie) = 12 ey.
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Es ist daher
cy

J——f*——/?/ﬁ ZSZ'

Hiernach ergiebt sich fiir das Kriimmungsmafi im Punkte ¢
S
A A

‘172

K =
Da auch
L - A, 9" o
B =gl e S gl O s +79J+S

so hat man zur Bestimmung der Hauptkriimmungsradien o im

Punkte @ die Gleichung
vl )

¢ ¢, ;
(r) chliz—Tfi.lA (h/(
0.

i Lt ‘i9’=
K

LiBt man den Faktor 4,1, fort, so wird fiir einen Nabel-
punkt in P o, = 9,, also auch 4, = 4, und die Gleichung 14) oder

(-4 v

zerfillt in die Faktoren

(a5) () -

Einem Nabelpunkte in P wird daher nicht notwendig
wieder ein Nabelpunkt bei ¢ entsprechen.

Die Gleichung der Fliche @ ist im allgemeinen nicht
. einfach. Ist P die Kugel (z — a)* 4+ (y —b)*+ (¢ — o) — R*=0,
so hat man fir § —a =¢&, n—b=1y,, { —c =,

£ — (x—a)N o (y—bhN (¢—e)N
YT R — I - RNy T
falls N =14 B*— 4 gesetzt wird. Fiir N =0, wo die
Kugel die Einheitskugel orthogonal schneidet, reduziert sich

4 G

7
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die Fliche auf den Mittelpunkt der ersteren. Im allgemeinen
Falle ist aber -

(r*—A—RYN

2(*+ B*— 4)°

Setzt man nun N = 2#n, so ist

28R 4 I*nt
by — P s . A 2P e S
= (E] (L) ="n (1 g% y ik A_) ) 2 El (1.2 ! R 4‘).) t

S(6a) =

. 4 R*n® R
= L — AP BRhe

Das ist die Gleichung einer Fliche zweiten Grades, bel

der die Koeffizienten der quadratischen Glieder
R—a* R*—0* R*—c¢* —2ab, —2ac, —2bc sind.

Die Wurzeln der charakteristischen Determinantengleichung

dritten Grades in 4 sind gegeben durch
(R*— P (RP— 21— A4)=0.

Bs entsteht also eine Rotationsfliiche zweiten Grades, deren

Axenrichtung die Richtungscosinus

also (2 (& a) — n)?

a b ¢

VA’ VA V4
hat, also der Verbindungslinie des Pols mit dem Mittelpunkt
der Kugel parallel lduft. Die Koordinaten des Mittelpunktes

der Fliche sind (abgesehen von dem Falle, wo er ins Unend-
liche fillt)
na nb

1 . U - (N TG,
S=—pm_g " oy R A

und die Gleichung der Fliche ¢ in Bezug auf ihre Hauptaxen
und den Mittelpunkt
n* R

Bl H) B+ Z3 (B — A) = 57—,

deren Zentrafliiche dann die Brennfliche des Strahlensystems ) ist.



Berichtigung.

Auf 8. 242, § 1II muf es heifien ¢, = e r? ete.



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der mathematisch-
physikalischen Klasse der Bayerischen Akademie der

Wissenschaften Minchen

Jahr/Year: 1920
Band/Volume: 1920

Autor(en)/Author(s): Voss Aurel Edmund

Artikel/Article: Zur Theorie der reziproken Radien 229-259


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=20955
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=51069
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=372461

