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Uber den Druck einer stromenden Fliissigkeit auf
eine geschlossene Fléiche.

Von M, Lagally in Dresden.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 7. Mai 1921

1. Die Kriifte, welche eine stationiire Fliissigkeitsstromung
auf einen eingetauchten Kérper ausiibt, sind in den letzten
Jahren mit Riicksicht auf ein besonderes Anwendungsgebiet,
niimlich die Berechnung des Auftriebs und Widerstands von
Tragflichen in zahlreichen Arbeiten untersucht worden. Die
Annahmen iber die Art der Stromung sind durch den Zweck
dieser Untersuchungen bedingt; in der éilteren, auf Kutta und
Joukowsky zuriickgehenden Theorie wird eine ebene Poten-
tialstromung vorausgesetzt, welche aufierhalb der eingetauchten
Kontur singularititenfrei ist, im Unendlichen eine endliche Ge-
schwindigkeit, und eine Zirkulation um die Kontur besitzt;
die neuere von Prandtl begriindete Theorie erweitert diese
Annahmen, indem sie das Problem riumlich stellt, den ein-
getauchten Korper durch einen tragenden Raum von festen
Wirbeln ersetzt und in der Stromung ein System von freien
Wirbellinien zuliBt, welche von dem tragenden Raum aus-
gehen und gleichzeitig Stromlinien sind?!).

1) Einen Uberblick iiber die iiltere Theorie bis 1917 gibt: R.Grammel,
die hydrodynamischen Grundlagen des Fluges. Braunschweig, Sammlung
Vieweg (1917). — Hieher gehort auch: v. Mises, zur Theorie des Trag-
flichen- Auftriebs. Zeitschrift fir Flugtechnik und Motorluftschiffahrt,
VIIL Heft, 21, 22 (1917). — Begriindung der neueren Theorie: L. Prandtl,
Tragfligeltheorie, 1. u. II. Mitteilung, Gottinger Nuchr. (1918) u. (1919),
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Im folgenden ist die Riicksicht auf die unmittelbare An-
wendbarkeit bei Seite gelassen; die Fliissigkeit soll entweder
den Innenraum einer geschlossenen Fliche I” von beliebigem
Zusammenhang oder den AuBlenraum einer oder mehrerer
Fliichen I" bis ins Unendliche erfiillen. Es soll in der Fliissig-
keit ein eindeutiges oder zyklisches Geschwindigkeitspotential
bestehen mit diskreten singuliren Stellen, ein- oder mehrfachen
Quellen oder Wirbellinien; die singuldren Stellen sollen auch
dicht liegen kdnnen, wodurch die Strémung vollstindig oder
in einem Teilbereich den Charakter einer Potentialstromung
verlieren kann; jedoch soll das Heranriicken der singuliren
Stellen an die Begrenzungsfliche I7 entweder ausgeschlossen
oder doch nur in so weit gestattet sein, als hiedurch die Giltig-
keit der Bernoullischen Gleichung

1) f - g = const (p Druck, v Geschwindigkeit, o Dichte)
fiir einen bestimmten Wert der Konstanten an der Begren-
zungsfliche selbst und im Unendlichen nicht gestort wird!).
Im Unendlichen soll die Geschwindigkeit Null oder endlich sein.

Dann ist nach (1) der von der Fliissigkeit auf die Gesamt-
begrenzung O, die fiir das ,innere Problem*, d. h. den Fall,
daB die Flussigkeit den Innenraum von I erfiillt, mit 1" zu-
sammenfillt, fiir das ,duliere Problem® jedoch aufer I’ eine
noch genauer zu definierende Begrenzung der ganzen Fliissig-
keit im Unendlichen mit einschlieBt, ausgeiibte Druck:

2) $/,=—fpdo=§,[v‘-’do—l—cj‘do.
0 < 0
Hier bedeutet do das derart als PlangriBe aufgefaite Ober-
flichenelement, dafi ihm als KErgiinzung ein Vektor®) in Rich-

1} Diese Einschrinkung geht weniger weit als bei Prandtl, wo die
(iiiltigkeit der Bernoullischen Gleichung fiir die ganze Flissigkeit ge-
fordert ist.
%) Gibbs'sche Bezeichnung: U« B skalares Produkt; %A >< B Vektor-
, 0 , 2 d .
produkt; UB Dyade; V = Py + ] 8y+ f a3, YV vor einem Skalar:

Gradient; ¥/ - vor einem Vektor: Divergenz.
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tung der inneren, d. h. in die Flissigkeit hinein gerichteten
Normalen zugeordnet ist. ¢ ist eine Konstante. Das letzte
Integral verschwindet identisch. Das erste Integral der Summe
lifit sich durch eine dem Gaufischen Integralsatz verwandte
Umformung?) in ein Raumintegral iiberfithren, so daf

0 i
Py = — ‘; szr’dt
]

wird (dv Raumelement des von Fliissigkeit erfiillten Raumes R).
Zur weiteren Umformung dieser Gleichung dienen 2 bekannte
[dentititen :
Vel =2p-Vb+ 2 <curlp
Vb =9-V0 40V b,
aus denen sich die folgende ergibt:
IV =V-pp—1V-b 4 v><curly.
Damit wird
Po = —QJ‘(V-DD—DdivD + b ><curly) dr.
It

Von den 3 Summanden des Integrals lifit sich der erste
durch eine aus dem Gaulischen Integralsatz folgende Umfor-
mung?) in ein Oberflichenintegral zurtickverwandeln; somit wird

3) SBO=bev-(lo+gfndivbdr—gfbxcurlbdr.
0 b/ I

Erfiilllt die Flissigkeit das Innere von I, so wird
O=I"; fiir die ganze Begrenzung steht die Geschwindigkeit
auf der Normalen senkrecht; also ist b.do = 0. Mithin ist
das ,innere Problem® durch die folgende Gleichung
gelst: '

4) in=gfDdivbdr——gfbxcurlbdt.
b

R

Y Vede=— f@do (¢ ein Skalar).
i 0

] j‘\7 chdr = — f dp-® (P eine vollstindige Dyade).
i 0

Sitzungsh, domatle-phys. KL Jahrg, 1921, 15
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Der Druck hingt also nicht unmittelbar von der
Gestalt der Begrenzung, sondern lediglich von den
in threm Innern vorhandenen singuliiren Stellen und
der dort herrschenden Geschwindigkeit ab. Ist die
Stromung quellenfrei, so verschwindet das erste Integral und
die rechte Seite geht in den von Prandtl fiir die gesamte
Luftkraft in einem tragenden Raum aufgestellten Ausdruck
iiber?).

Wichtiger ist das ,iuliere Problem®, also der Fall, in
dem die Fliissigkeit den Aufienraum einer Fliche I erfiillt.
Man kann dann zuniichst den Punkt oo ausschlieien und einen
endlichen Teil der Fliissigkeit von innen durch [, von aufien
durch eine Kugel K begrenzen, deren Radius zuniichst so grofi
gewiihlt werden soll, dafy alle singuliiren Stellen in ihrem
Innern liegen, um nachher ins Unendliche zu wachsen. Durch
diese Begrenzung sind einzelne ins Unendliche gehende Wirbel-
linien (Stabwirbel) im allgemeinen ausgeschlossen. Nicht aus-
geschlossen ist der fiir den Tragflichenwiderstand wichtige Fall,
daf ein Wirbelfaden umbiegt und mit beiden Enden gleich-
sinnig ins Unendliche liuft. Man kann dann zuniichst inner-
halb der Kugel A die Wirbellinie schliefien und dann das
Schlubstiick ins Unendliche riicken lassen, wenn der Kugel-
radius iiber alle Grenzen wiichst. — Tiir den so abgegrenzten
Raum gilt die Gleichung (3). Dabei ist zu beriicksichtigen,
dafy jetzt ’j)‘nn +do In 2 Teile zerfiillt, die sich tiber /' und K

erstrecken; da K die Stromung nicht einschlieBt, sondern

von ihr durchflossen wird, wird § bo - do im allgemeinen nicht
K

verschwinden, wihrend [vv-do Null ist. Ebenso wird PR
P,
in 2 Komponenten 3, und LBy zerfallen.
Also folgt aus (3)
5) Pp= —asKJernn do + o fu dive dr—o fwcm-lndr.
I i

1

K

1) 1. Mitteilung, Gleichung (8).
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Berechnet man By mit Hilfe der Bernoullischen Gleichung:

Pr = — fpdo = gjvi’do,
% ¥

so ergibt sich

6) Pr=o f(nn-do —1etdo) —{—QJD divy dr—QfD s< curlv de.
n 1 i

In diesem Ausdruck soll zunichst das erste Integral be-

rechnet werden. Da die Kugel alle Singularititen umschliefst,

hat die Stromung an der Stelle oo den Charakter einer Poten-

tialstromung; das Potential ¢ kann in eine nach fallenden

Potenzen von r fortschreitende Reihe entwickelt werden, deren
Konvergenz auf I jedenfalls noch gesichert ist.

A A
7) W:U.lfmx+7?_l+r2+."
2

ITier ist der Einfachheit halber die xz Achse in die Rich-
tung von v == iv,, gelegt; die GroBen Ay sind Kugelflichen-
funktionen, voun denen die erste A, eine Konstante ist und nur
von der Krgiebigkeit der im Innern der Kugel gelegenen ein-

% das Geschwin-
4ar
diglkeitspotential der von einer einfachen Quelle erzeugten Stri-
mung, so hat der Fluf durch eine die Quelle als Mittelpunkt
umschlieende Kugelfliche A, vom Radius ¢ und dem Fliichen-
element dw den Wert

2
[vdw:[-—(ﬂdw:v.
. J or
)3 iy

0

fachen Quellen abhingt. Ist ndmlich ¢ ==

Also hedeutet ¢ die Ergiebigkeit der Quelle. Besitzt die

Stromung eine Anzahl von Quellen ¢; = 4— = an den Stellen ¢,

aTY;

wobei r; die Entfernung des Aufpunkts von ¢; bedeutet, und
entwickelb man ¢; in eine nach Potenzen der Entfernung »
des Aufpunkts vom Anfangspunkt fortschreitende Reihe von
Kugelfunktionen :

15*
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¥y

e [1 ¢ ci ;
ey 1 FE o A S S
so erkennt man, daB ¢; zu dem Koeffizienten 4, den Beitrag

T % Liefert. Fiir Quellen hoherer Ordnung beginnt die Reihe
47

erst mit hoheren Gliedern; dasselbe gilt fiir geschlossene Wirbel-
linien, die durch eine Verteilung von Doppelquellen iiber eine
durch die Wirbellinie begrenzte I'liche ersetzt werden konnen.
Einzelne ins Unendliche gehende Stabwirbel, die einen Beitrag
zu 4, liefern konnten, sind aber aus-andern Griinden ausge-
schlossen worden. Folglich ist

8) A, = 4; Zei.

Der Ubergang zu einem stetigen Quellenfeld wiirde keinerlei
Schwierigkeiten bieten. — Von Wichtigkeit ist folgende Be-
merkung: Die Stromung im Aulenraum hiingt nicht allein von
den im AuBenraum vorhandenen Singularititen ab, sondern
auch von denen der durch die Randwertbedingung v -do = 0
auf I definierten analytischen Fortsetzung der Stromung im
Innern von I Da jedoch die Summe der Ergicbigkeiten der
im Innern von I gelegenen Quellen notwendig Null ist, liefern
sie keinen Beitrag zu 4,, und es ist infolgedessen gleichgiltig,
ob ¢ tiber alle Quellen des ganzen Raumes oder nur iiber
die allein bekannten Quellen des AuBenraumes R von It ge-
bildet wird.

Aus (7) ergibt sich jetzt die Geschwindigkeit

, 1 1
D=V ¢ =10n + Alv?‘ +'Aﬂv7.2 +
1

r

1
VAt VAt

Zur Ausfihrung der Differentiationen auf der rechten
Seite ist zu bemerken:

Vrk=kr¥—V7r = krt—2r = — Lrk-Tn
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fiir beliebiges k; dabei ist n = — ; ein Einheitsvektor in Rich-

tung des Radius auf den Mittelpunkt zu; ferner.ist
1
VA= - DBy b,

wo D) ebenso wie Ay vom nullten Grad in z, y, # ist, wihrend
t einen Einheitsvektor bedeutet, der auf v senkrecht steht und
dessen genauere Kenntnis fiir das folgende ebensowenig not-
wendig ist wie die von D selbst. Zu beachten ist nur B, = 0
wegen A, = const. Somit wird

1

. A
V= 10,4 'ﬁ‘n + o ().

Bezeichnet man mit do den Absolutwert des Flichen-
elements do und mit de sein sphiirisches Bild auf der Ein-
heitskugel, so ist

do = udw = urtde;
also

pedo =1 -11v.,de¢

by -do =it-mrtvi.de +({F+ni-n)d,vende + : ¢

2 5 o . 1
yvido = Inrfvide +ni-nd v, de + B (-9
Jetzt wird
[‘(nu-do—éu'-‘do) — o2, r(ii-n—{,n)da
i ky

F Ayrad [ de 71f .
1

Von den Integralen der rechten Seite, die iiber die Win-
heitskugel zu nehmen sind, verschwindet das erste; denn

fii-mu:i fcosu de
i P

ist die Projektion der Einheitskugel auf die Y Z Ebene; diese
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besteht aus einer doppelten Uberdeckung des Rinheitskreises

mit verschiedenem Vorzeichen. fn de ist die vektorielle Ober-
Ky
fliiche der Einheitskugel, also Null. Dagegen ist

[‘d8=4n
Ky

die skalare Oberfliche der Einheitskugel. Fiihrt man jetzt den
Grenziibergang » — o aus, so eriibrigt sich die Untersuchung
der weiteren Integrale; es folgt

f(nb-do — tv*do)=4x 4,9 .
Ko
Somit wird der Druck, den die den unendlichen Raum
auBierhalb 7 erfilllende Fliissigkeit auf I7 ausiibt:

9 Pr=4aodv, 0o | vdivy (Zr——gfv > curlvdr.,

Ry fe

Damit ist auch das ,iufiere Problem® geltst. Die
Gleichung (9) libit zuniichst den oft angefiithrten Satz ersehen,
daf ein in eine singularititenfreie translatorische
Stromung eingetauchter Koérper von beliebiger Ge-
stalt keinen Widerstand bietet. Dagegen geniigt das
Vorhandensein von Quellen oder Wirbeln in der Fliis-
sigkeit auch ohne Translation zur Hervorbringung
eines Druckes auf den Kérper.

2. Genauere Berechnung von P, fiir eine Stromung
mit diskreten Singularititen. Wenn in der Stromung nur
einzelne Quellpunkte und Wirbellinien vorhanden sind, so ist
A, durch die Gleichung (8) bereits bestimmt. Sodann ist zu
bemerken, dafi divy und curl v aulier an einzelnen Punkten
oder Linien im ganzen AuBenraum [¢  verschwinden; ebenso
ist b nur an einzelnen Stellen unendlich. Um also die Inte-

urale Sodivedr und fv><curlvdr zu finden, kann man

5
Loy R,

den Integrationsbereich auf beliebig kleine und in der Grenze
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gegen Null abnehmende Riiume beschriinken, welche die singu-
liiren Stellen umschliefen.

Zur Brmittlung von f v divy dv denkt man sich die ganze
rgicbigkeit ¢, einer Quelle gleichmiifiig im Innern einer kleinen
Kugel K, vom Radius « verteilt, deren Mittelpunkt die Quelle
ist; dann ist nach einem bekannten Satz das Potential aulier-
halb der Kugel dasselbe wie bei Konzentration der ganzen
Ergiebigkeit im Mittelpunkt. Ferner ist nach dem Gaubschen

Integralsatz
fdnndz—— [D ds = ¢,
Hy
. 3@
also divh = Py
Um nun
J‘Ddivb dr = - 3‘0 fbdz
4a°n
A Ry

zu berechnen, kann man
v = v, 4 v*

setzen, wo v, die von den in der Kugel selbst vorhandenen
Quellen hervorgebrachte Geschwindigkeit ist, wiithrend v* von
den iibrigen Singularitiiten herrithrt. Die Verteilung von v,
ist symmetrisch zum Mittelpunkt, infolgedessen verschwindet
fl)odr und es bleibt

Ho
fDdi\’D(ZT:*e“ fl) dr.
. 4a’n
Iy

Entwickelt man b* im Mittelpunkt in eine nach Potenzen
von 7 fortschreitende Reihe

b¥ = -1 Uy + - _DL+7'D;’
so ergibt sich auch fiir {v*dr eine nach Potenzen von a
iy

fortschreitende Reihe

[D*dr =t atavi 4-a* (- ).

.
I
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Wenn jetzt @ gegen Null konvergiert, wird

tim (b divodr = evy,.
a=0
ko
Daraus folgt die bemerkenswerte Gleichung beim
Auftreten einzelner Quellen

10) fn divodr = Jeyor,

T
die sich auch ohne weiteres auf kontinuierliche Quellenfelder
anwenden liBt.

Auch mehrfache Quellen liefern einen Beitrag zu dem
Raumintegral. Lifit man eine Doppelquelle durch Zusammen-
riicken zweier einfacher Quellen @4 und @Q_ entstehen, und
umschlieit, so lange sie noch endlichen Abstand haben, beide
zusammen durch eine kleine Iliche K, so ist

fbdivndr = e(v} — D).
Ro
Die Beitriige, welche die beiden Quellen, jede am Ort der

andern, zur Geschwindigkeit v* liefern, sind gleich grof und
gleich gerichtet, fallen also aus der Differenz hinaus. Folg-
lich. ist 9* in der Umgebung der Doppelquelle analytisch.
Bezeichnet man den von ¢)_ nach ()4 fithrenden Vektor mit b,
seinen absoluten Betrag mit o, seine Richtung mit £, so ist

* * * * ,db*, 2
b =0}, —d- Vol 4 - =0] —9 71 4 0% (- ).

Wenn jetzt beide Quellen zusammenriicken, und wiihrend
0 gegen Null abnimmt, gleichzeitig ¢ in dem MaB wiichst,
daB lim e¢d = m endlich bleibt, so ist

. dv*
11) fbdlvbdr=m — .
P di

Das Geschwindigkeitspotential der Doppelquelle und damit
die Bedeutung von m ergibt sich in bekannter Weise durch
den niimlichen Prozel3:
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1
_b ——8_ ﬁ’L’_T.
P=0 Vi T T ix dt’

wo die Richtungsdifferentiation am Ort der Quelle (nicht im
Aufpunkt) auszufithren ist.
Endlich ist noch fir das Auftreten von Wirbeln

S o><curlvdr zu bestimmen. Ersetzt man die Wirbellinie
oo

durch einen diinnen Wirbelfaden R, um den die Zirkulation
denselben Wert hat, so ist die Potentialstrémung aufBerhalb
des Fadens ungeiindert. Nach dem Stokesschen Satz ist die
Zirkulation

szb-d[z fcurlb-df.
4
Hier ist df das Flichenelement des Querschnitts ¢, d[ das
Linienelement seines Randes, um den integriert wird. Nimmt
man an einer Stelle als Querschnitt einen Kreis vom Radius @,
dessen Ebene auf der Wirbellinie senkrecht steht, und verteilt
die Wirbelstiirke gleichmiifiig iiber seine Fliche, so wird
a

9

(420 4

o t;

I
curlp = -, ; curlp =
at

t ist ein Einheitsvektor in Richtung der Tangente der Wirbel-
linie, d8 == tds ihr Linienelement; dann liBt sich, da dr
= dfds, und die Integration iiber ¢ ausfithrbar ist, das Raum-
integral iiber den Wirbelfaden It auf ein Linienintegral iber
die Wirbellinie L zuriickfiihren.

12) J.bxcurlbdr—_—]'fbxdtj.
® %

Zerlegt man wie bei den Quellpunkten v in eine Summe
b, + v*, wo v, die von dem betrachteten Element des Wirbel-
fadens selbst erzeugte Geschwindigkeit ist, so lift sich wie
dort zeigen, daf b, wegen seiner rotationssymmetrischen Ver-
teilung bei der Integration iiber jeden Querschnitt ohne Ein-
flufl bleibt, und dab von v* nur der Mittelwert auf der Wirbel-
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linie selbst beim Grenziibergang in Betracht kommt. Der Bei-

trag, den die Wirbellinie zu dem Druck P35 liefert, ist
also —p ['.f 0¥ >< d 3, ein Ausdruck, dessen Verallgemeinerung

)/
fiir ein kontinuierliches Wirbelgebiet keine Schwierigkeit hietet.
Dieser Ausdruck ist derselbe, den Prandtl?) fiiv die Verall-
gemeinerung der Kuttaschen Kraft fiir den ,tragenden Faden®
gefunden hat; er gilt indessen nicht nur fiir eine derartige
fingierte Wirbellinie im Innern des eingetauchten Korpers,
sondern gibt auch die Druckkraft, den ein in der Fliissigkeit
selbst befindlicher Wirbelfaden auf den eingetauchten Korper
zur Folge hat.

Die gesamte Druckkraft auf I7 ist also fiir den Fall,
daB eine Anzahl von diskreten Quellen ¢); und Wirbellinien Ly
in der Stromung vorhanden ist, nach (8), (9), (10) and (12)

. - * = (R N
18)  Pr=—oeb_ + o3 — o031 j vy > d3.
.I‘I:

Wenn die Geschwindigkeit im Unendlichen verschwindet
oder die Flissigkeit das Innere von I7 erfiillt, verschwindet
das erste Glied, so duls also (13) die genauere Losung des
inneren wie des dufieren Problems umfalit.

Einen besonders einfuchen Ausdruck erhilt man fiir 1y,

wenn die Stromung wirbelfrei ist.  Bezeichnet r,’ = D: —0D,
die am Quellpunkt @, durch die iibrigen Bedingungen der
Stromung ausschlieflich der Translationsgeschwindigkeit her-
vorgebrachte Geschwindigkeit, so ist

EE

14) ‘,BI = _\:6’,'1);

<

Dieser Ausdruck ist formal derselbe, wie wenn keine Ge-
schwindigkeit im Unendlichen vorhanden ist. Man darf daraus
jedoch nicht schliefien, dafz b, iiberhaupt ohne Einfluff auf
Ly ist, da sich durch das Auftreten von v, der Wert von v*

1) 1. Mitteilune, Gleichuna (12); dort ist auch auf die beim Grenz-
iibercany auftretenden Schwierigkeiten awufmerksam gemacht.
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selbst iindert. Denn die Randbedingung v-do = 0 auf I’
verlangt das Hinzufiigen einer Zusatzstromung mit singuliiren
Stellen im Innern von I. Uberhaupt ist zur Bestimmung von
p* die Losung der Randwertaufgabe nn allgemeinen nicht zu
vermeiden; nur die Auswertung des Oberflichenintegrals (2)
fiir den Druck wird durch die fir 3, gefundenen Ausdriicke
4), (9), (13), (14) erspart.

3. Ebene Aufgabe. Der Druck einer ebenen Stro-
mung auf eine Kontur € Lifit sich in derselben Weise he-
rechnen wie bei der riiumlichen Aufgabe. An Stelle von (6) tritt

15) Pe=0p f(bb-n—- .}v:’n)ds—{—gfb divndw——@fbxcurlb do.
y by 3]

"

Hier ist das (vektoriclle) Flichenelement do durch nds
ersetzt, wo 1 ein Kinheitsvektor in Richtung der inneren Nor-
malen, ds das Linienclement von € ist. Das erste Integral
ist tiber emen Kreis A zu erstrecken, der zuniichst alle singu-
liren Stellen einschliefit und dessen Radius dann ins Unend-
liche wiichst. An Stelle des Raumelements dr tritt das Fliichen-
element dw des inneren oder dulieren Gebietes von €. Beim
inneren Problem filllt das erste Integral weg. Beim iufieren
Problem mufi die Geschwindigkeit im Unendlichen Null oder
endlich sein. Isolierte Wirbelpunkte konnen zugelassen wer-
den (wiihrend bei der viumlichen Aufgabe Stabwirbel ausge-
schlossen waren).

Setzt man

b = iu, + ju,,

so wird
. Ju du,
div) = —1 1 —=2
duw 3y
carl b — ¢ (3 PR U ! du, 2w,
ou oy dx dy

al
b><curly = (—ju, + in,) (:u._, o au,) .
2 \ER Ay
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Ferner ist
nds = —idy 4 jdx

i (_ u;;{— U dy 4 u,u, da:)

by -n—le'n)ds =1
_ =2 2
+ ( ulzj——u"'- dx — u,u, dy) .

Jetzt empfiehlt sich die Einfithrung komplexer Veriinder-
licher

g=ux -+ iy
Q = ¢ + iy komplexes Potential

- . d $2
D= — iUy =

Q- komplexe Geschwindigkeit;

endlich soll statt des Druckvektors P = i P, 4 j P, der kom-
plexe Druck P = P, —iP, eingefithrt werden. Dann tritt
in (15) unter dem ersten Integral der folgende Ausdruck auf:

< u1‘+“ dy + u, %LZCZ.QT)——Z( “')+u“d:c—u 2{211_/)

= %i(u, — i) (dz + idy).

Folglich geht (15) iiber in?)

16) P = é)i J‘TJ'-'dZ + 0 [%(livb(l(u — gif?‘) curlv do.
¥ J g

Zur Berechnung des ersten Integrals entwickelt man v in
eine nach fallenden Potenzen von # fortschreitende Reibe, die
aukierhalb der singuliren Punkte konvergiert:

e,

R

1) Den ersten Summand findet Blasius fiir den Druck einer auBler-
halb der Kontur singularititenfreien Stromung (Funktionentheoretische
Methoden in der Hydrodynamik, Zeitschrift fir Math. und Physik 58
(1910), S. 90—96).
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Dann wird

f Wde = 4niCv,, folglich
17) I’=~2n90151—|—9f'vdivbdm—gi f?;'curlb dw.

J J

Das komplexe Potential einer einfachen Quelle von der
Frgiebigkeit ¢ und die von ihr erzeugte komplexe Geschwin-
digkeit ist

e e i
0O —= e (z —2,): v = S
27 8 s 27 82—z,

Verteilt man die ganze Ergiebigkeit auf eine kleine Kreis-

fliche oJ,, so findet man in derselhen Weise wie im Raum
0

fﬁdiv vdm = ev*.
J

Ahnlich erhilt man fiir eine Doppelquelle die folgen-
den Werte:

.Q:—m 1 : I'=m _..,1 ‘
2 & — &, 27 (2 — z,)°

dv¥

fvdivbdm = m TR

.

Fiir einen Wirbelpunkt mit der Zirkulation I ist

: : I 1
Q= —1i r(z2 — z.): = — _
0 zznl;)( o)V z2n£,_~0.
Verteilt man wieder die ganze Wirbelstirke gleichmiifiig
auf eine kleine Kreisfliche, so findet man

fﬁ curlp dw = I'v*.

Yo

Ist also die Verteilung der Quellpunkte (e) und Wirbel-
punkte (/3) in dem von Fliissigkeit erfiillten Gebiet ./ bekannt,
so sind die beiden Integrale in (17) bestimmt und damit zu-
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niichst die Losung des inneren Problems durch folgende
Gleichung gegeben:

N ~ % R R
18) P=Q.:4(?/;U/¢——QL.21117¢.

Dann ergibt sich aber auch 1m IMall des fuleren Problems
der Wert der Konstanten C;. Glieder von der Ordnung — 1
kommen mnur in den Reihenentwicklungen fiir die Geschwin-
digkeiten vor, die von einfachen Quellen oder Wirbelpunkten
erzeugt werden. Und zwar ist fiir eine einfache Quelle

- Cy ] 2
he o (en)
ait \ % &

und fiir einen Wirbelpunkt

folglich ist

Y . LN Ty
(/1 =3 (._\. er — i [/) i
7T

Die Summation erstreckt sich iiber die ganze Libene mit
Ausschiug des Punktes ooy d. h. iiber AuBen- und Innen-
gebiet, also auch tber dic Quellen und Wirbel, die bei der
analytischen Fortsetzung der Stromung im Inuern der Kontur €
auftreten. Hier ist e Unterschied im Verhalten der Quellen
und Wirbel nicht zu iibersehen, der ber der riiumlichen Auf-
gabe nicht in Erscheinung trat. Die Summe der Ergiebig-
keiten der im Innengebiet gelegenen Quellen ist niimlich not-
wendig Null; infolgedessen geniigt es, ¢, fiir das Aufien-
gebiet statt fiir die ganze 1ibene zu bilden. Das entsprechende
gilt fir die Wirbel im ailgemeinen nicht; die Summe der Zir-
kulationen I"; der Wirbel des Innengebietes kann von Null
verschieden sein und erscheint dann als Zirkulation I = X117
um die Kontur. Die Summe der Zirkulationen, erstreckt tiber
die ganze Ebene, setzt sich also zusammen auns der Summe
iiber das Aufiengebict und der Zirkulation wm die Kontur.
Somit wird
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Ux
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I . . e

(/1] — 9 (2,0/;— lfA\I[—Z[(;),
—

wobei jetzt beide Summen iiber das Auliengebiet erstreckt

sind; also

19) P=- oo~ X —ilpv, foXev —io2 1y .

<

Setzt man wicder v, — o, == v;, , so ergibt sich die Lisung
des fiulleren Problems in der einfachen Form

20) P=

. Ly kX . o
—ioXy, Fiolyv,;

in diesem Ausdruck ist der letzte Summand die Kuttasche Kraft.

Anwendungen: Sehr einfuch gestaltet sich die Berech-
nung von ¢¥, wenn die Kontur ein Kreis ist, weil dann die
Stromung samt threr analytischen Fortsetzung durch das Prinzip
der Thomsonschen Bilder gefunden wird.

a) ks sel im Aufiengebiet eine Quelle von der Ergiebigkeit ¢

an der Stelle 2 == « vorhanden; aulierdem sei v, = v, ; so ist

S P 2 (=) (-~ o)

.(..) — o f
z a7 A
% 1" C 44 |
v 1) e ?}_‘. - 1 —_ 3 + —
¥ a* 2ala? — 1 a
[ a 1 CUpq
1) et ’J p— — 0 ‘-’“L
2ala® —1 « T af

h) s sei im Auliengebiet eine Doppelquelle vom reellen
Moment m an der Stelle z = a¢ vorhanden; aufierdem sei

V, = U0} SO Ist

o LRE < LBy o 1 1 1
- 'z 2n |z —a a? 1
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dv* 2V am
(([,ef)w) o &§<+n(a'-’—l)"'
200 am
. ;
) —Q’{L{ a’ +n(a'-’—l)3}'

¢) Es sei im Aufzengebiet ein Wirbel von der Zirkulation /°
an der Stelle # = a vorhanden, ferner eine Zirkulation I; um
die Kontur; auBerdem sel v, = v.5; so ist

) o, 1 I z—a i+ 1)
Q =0, (;—}—Z)—?‘nlg . o 5 lg 2
:C_a
»* 1 ol 1 ide+1) 1
l) == Ta —— — —_—
& e (1 a'—’) +2n 1 2a «
a—
a
I a rde+1y . (I .
D — — - - J— - 2 S ), ]
: T %17 oaq T (z.'f_*—lc)l”'

Das letzte von /" und « frete Glied ist wieder die Kutta-
sche Kraft.
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