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Nachtrag zu der Abhandlung:

Elementare Funktionentheorie und komplexe Integration,
(Jahrgang 1920, S. 145 ft.)

Von Alfred Pringsheim.

Vorgetragen in der Sitzung am 4. Juni 1921,

Im Anschlug an den in der oben genannten Arbeit mit-
geteilten elementaren Beweis des Cauchyschen Integralsatzes
habe ich eben daselbst (a. a. O. 5. 178) eine unmittelbar auf
der Summendefinition des bestimmten Integrals beruhende Aus-

dx .
wertung des Integrals f — iiher einen geschlossenen Weg um
' z
.

den Nullpunkt angegeben. Inzwischen habe ich bemerkt, daf3
diese Auswertung sehr viel kiirzer, ich darf vielleicht sagen,
itberraschend einfach sich bewerkstelligen lift.

Wiihit man als Integrationsweg den Einheitskreis um den
Nullpunkt und fiir die in der Definitionsgleichung:

J‘dga—: = lim )_,a (., — x,-,) —— == lim L (»17, - ———1)

4 N —1 n=pecc 1
+)
auftretenden Werte «, die Teilpunkte:
2vai

Xy ==e " (r=1,2...%),
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so wird:
o 204 2z
Ly—1 ! 1 :

und daher:
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KEs verdient iibrigens bemerkt zu werden, dat der frag-
liche Grenzwert auch ohne Beniitzung der transzendenten
Kinheitswurzelform und somit das betreffende Integral ohne
jedes transzeudente Hilfsmittel berechnet werden kann.

Setzt man niimlich speziell: 7 = 2™ und bezeichnet mit
Uy = P -+ i die 2"te, durch iterierte positive Quadratwurzeln
darstellbare Haupteinheitswurzel (d. h. diejenige mit maxi-
malem f, und positivem y,), so hat man analog wie oben:

XLy = (1, (r=1,2,...2m,
und daher:
“dox . .
(1) J = lim 2" (e, — 1).
&€ m—+ x
=+ (1

Nun libt sich zuniichst die Existenz von lim 2% «a,, — 1

me—+ 0

in folgender Weise arithmetisch feststellen. Man hat:
U1 = l/‘;lm. = ]//;Ill '1" m ’ .
also (wegen Bt ve = 1):

(2) [“;m-{-l = ]-i) (1 + [‘))n{), Imp1 = l é(l i ﬁm)-
Hiernach wird:

am—1 =V (fu— 1) 4y =1V2(1 —p)

= 2 Va1

und daher:
(8) 2m Uy, — 1 = 2))1—{-1 VmA-1.

Des weiteren lilst sich zeigen, dafy die Zahlen 27y, eine
mit wachsendem » monoton zunehmende und beschriinkte.
also schliefilich konvergente Folge bilden. Man findet niimlich
wegen fl,41 <1 und mit Beriicksichtignng von Gl (2):
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2 Fm41 > 2 I)m+1 Ym41 = ,/ ] e ﬁm = Um
und daher:
9m+1 Vin 1 > gm Vi

Andererseits ergibt sich mit Beniitzung  derselben Be-
zishungen:

< /m+1 Hﬁm+l/"l+1 Vm p"' P
Tl = S = R e
! (l,,,.*_l "p,m-k-l l + /;’m + /-}m ﬂm
1 a
im
<5 ",
- /’m

folghich:

om1 oot 1 < 2m+l ;,""‘I_{':! < om im <2 93 lv‘% S
ﬁm+] pm s
Damit ist die ausgesprochene Behauptung bewiesen, und
es stellt somit fim 2m+1y, o also nach Gl. (2) schlieBlich

me=+r

lim 2" a,, — 1 eine bestimmte (positive) Zahl vor. Da anderer-

L e
seits «, — 1 die Seitenlinge und somit 2" a, — 1 den Um-
fang des regelmiiligen 2"-Ecks darstellt, so findet man:

() lim2™ " —1 = 2a,

wenn man, wie iiblich, mit 2z die Lingenzahl fir den Um-
fang des Einheitskreises bezeichnet.

Da aber:

Uy — = (f’m - 1) + /m = 2(1 - /jm)’

so ergibt sich durch Quadrierung von Gl. (4):

hm 22+ (1 —B,) = 4 a2

Hi=+ 0

und daher:

£5) lim 2" (1 — 3,

= o

I

Andererseits ist:

S ] . & . T 0
lim 2m ((l,,, — 1) = Iim 2» (/)’m — ]) - i Iim 92m Yo
m=— Pl K m=— o
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also, mit Beriicksichtigung von Gl. (2) und (3), positiv ima-
giniir, niimlich = 27, so daff sich schliefilich wieder ergibt:

dz :
= 27,
L2 ‘7‘
«+D
Da iibrigens bel der frither von mir angewendeten Methode
der Wert des niimlichen Integrals in Gestalt der mit 8¢ mul-

tiplizierten Lieibnizschen Reihe erschien, so findet man durch
Kombination der beiden Methoden die Beziehung:

7 z, -
s Ty

ohne jede Beniitzung trigonometrischer oder cyklometrischer
Funktionen.
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