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Uber Flichen mit gemeinsamem sphirischen Bilde
der Kriimmungslinien.

Von F. Lindemann.

Vorgetragen in der Sitzung am 2. Juli 1921.

Das Problem der Bestimmung aller Flichen, deren Kriim-
mungslinien dasselbe sphiirische Bild ergeben wie die Kriim-
mungslinien einer gegebenen Fliche, ist von Darboux in Bd. 4
seiner Lecons de géométrie eingehend behandelt und auf die
Integration einer Liaplaceschen partiellen Differentialgleichung
mit gleichen Invarianten zurlickgefiithrt. Zu einer andersartigen
Losung des Problems kommt man durch Anwendung der Me-
thoden, welche ich kiirzlich in einer Abhandlung iber die
Biegungsfliichen einer gegebenen Fliche?) entwickelt habe und
die im wesentlichen auf einer Darstellung der Koordinaten der
Flichenpunkte durch die Parameter der Minimalkurven beruhen.
Nach Integration der gewdhnlichen Differentialgleichung, durch
welche die Minimalkurven bestimmt werden, ist zur Lisung
noch die Integration einer partiellen Differentialgleichung erster
Ordnung nétig, die von einer willkiirlichen Funktion abhiingt.
Damit ist auch die Losung einer jeden Laplaceschen Glei-
chung mit gleichen Invarianten auf eine solche partielle Glei-
chung erster Ordnung reduziert, sobald drei partikulire Lo-
sungen der Laplaceschen Gleichung bekannt sind.

1) Vgl. Abhandlungen der Bayer. Akademie der Wissenschaften,
Mathematisch-physikalische Klasse, Bd. 29, 3. Abhandlung, Miinchen 1921.
Diese Arbeit wird im folgenden kurz als ,Abhandlung® zitiert.

Sitzungsb. d. math.-phys, K1, Jahrg. 1921, 18



260 F. Lindemann

Dieselbe Methode lifit sich anwenden, um alle Fliichen zu
finden, deren Kriimmungslinien dasselbe sphiirische Bild geben,
wie ein auf einer gegebenen Fliiche vorgegebenes Kurvensystem
(z. B. das System der Haupttangentenkurven).

1. Sind auf einer gegebenen Fliche a, /i die Parameter
der Minimalkurven, so lassen die Koordinaten x, y, & eines
Punktes der Fliche (vgl. die Gleichungen (17) meiner Abhand-
lung) sich in folgender Form darstellen:

z=if [W.sinida— Wycosp df],
(1) y =il [W.sinida — Wysinudf],
c= [[W.da+ Wydp| =1,
Die Gleichungen 2 == Const. und g« = Const. stellen auf
der Fliche diejenigen Kurven dar, welche bei der sphiirischen

Abbildung in die Minimalgeraden der Kugel iibergehen. Ks
ist, wenn o = 1 — u gesetzt wird:

w 3le W, m 3lg Wy
2 l o — N L= o Iy P . - 3
@ =gy T = ot P

also auch, wenn W, ; nicht verschwindet:
(3) ig - Wy = — 1, W,.

Nach Gleichung (26) der Abhandlung werden die Kriim-
mungslinien der Fliche (1) durch die Gleichung

(3a) Wengdp® + W, i, da> =0
gegeben, oder wegen (3):
(4) bpupgdfpr — hppoda” = 0.,

Wir stellen eine zweite Fliiche dar durch die Gleichungen
@, =i [ [Q,cosin @ da— Q-cos V- dp],
(5) yy =i [Qu-sin® -da— . sin'l-dp],
o= f[Q.da+ 2dp],
wo @ und ¥ Funktionen von a und p bedeuten, und wo:

: O ; )
w 3lgll. Vo eote dlg &
2 a8p " 72 Ju

(6) Pp = cotg w=ab -

L]
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Das sphiirische Bild der Fliche (1) ist gegeben durch:

(1) X =Comlibn y Gy ey,

cosin § (4 — )’ cosin (A — w)’
und dasjenige der Fliche (5) durch:

. _cosiny(D+YW) sinn((D AN c1(d i
®) l\‘—(‘:osm;((l)‘—']’)' Yi= cosin 1 (& - ¥y’ Z=itgd(0-¥)

2. Es soll nun das sphirische Bild der Kritmmungslinien
der Fliche (1) identisch sein mit dem sphiirischen Bilde der
Krimmungslinien der Fliche (5). Das erstere Bild wird durch
die Gleichungen (7) gegeben, wenn zwischen a und f diejenige |
telation besteht, welche sich aus dem Integrale der Glei-
chung (4) ergibt. Fihrt man statt «, § die Groken 2, p als
neue Variable ein, so geht diese Relation in eine solche zwi-
schen 72 und g tiber, fiir welche dann das sphiirische Bild direkt
durch (7) geliefert ist. Diese Relation gewinnt man auch,
wenn man die Differentialgleichung (4) in Variabeln 4, u schreibt,
und sodann integriert. Die transformierte Differentialgleichung
(4) wird von der Form:

(9) di— [ 1) dp =0,

Fir die Krimmungslinien der zweiten Fliche ergibt sich
dasselbe sphitrische Bild, wenn die Differentialgleichung von
der Form
(10) AP —f(D, Yd¥V =0
wird, wiihrend letztere Gleichung urspriinglich in der zu (4)
analogen Form

DpWed P — b, V, da®> = 0
erscheint. Sollen die beiden sphiirischen Bilder identisch sein,
so ergibt sich:

DoV =m VOV, Dy—f - Vy=mV ¥,
und hieraus:

(D[ T D Wy — (D [+ Wp) DY = O
18*



262 F. Lindemann

oder, da die Funktionaldeterminante @,%s — @3 ¥, nur bei
abwickelbaren Flichen verschwinden:

(11) ([)a(])/)‘—fg'l[/;;g/ﬂ=0.

Dies ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung,
die eine der beiden Funktionen @, ¥ als Funktion von «, f
bestimmt, wenn die andere gegeben ist. llat man sie gelist,
so findet man £ aus den Gleichungen (6), und damit 1st
nach (5) dieallgemeinste Fliiche gefunden, deren Kriim-
mungslinien dasselbe sphiirische Bild haben wie die
Kriimmungslinien der gegebenen Fliche (1).

Es ist noch zu erirtern, ob die Gleichungen (6) eine ge-
meinsame Losung 2 zulassen. Nach Gleichung (16) meiner
Abbhandlung folgt aus ihnen die weitere Gleichung

3_ (COt(T 2 alog .Q,‘) + 3 <C0f” o 2 l()g Qﬁ) _ 32w '
da S 2 3p ap ° 2 dut dudp

Da a und g konjugiert imaginiir sind, o rein nmaginiiv ist,
hat diese Gleichung sicher reelle Losungen £, und somit gilt
das gleiche auch fiir die Gleichungen (6), wo @ und Y kon-
jugiert imaginiir werden, wenn £ reell ist.  Dementsprechend
sind die Losungen der Gleichung (11) zu withlen. Man kann
letztere in der Form

(12) (R4i8) Py — (B —iS) W, Wy =0

schreiben, wo I und S reelle Funktionen von @ und ¥ be-
zeichnen. Sel nun

O=U—+iV, Y=U—iV, p=ua+p, iq=a-—,
wo U, V, p, q reell sind, so geht (12) iiber in:
(13) 2R(U,V, + U, V) +S(U2+ U2 — 12— ¥ = 0.

Hierdurch ist dann J bestimmt, wenn U als willkiirliche
Funktion von p und g gegeben wird.

3. In gleicher Weise kann man eine Fliche (5) so be-
stimmen, dab das sphirische Bild ihrer Haupttangenten-Kurven



L} - . I 3 5
Uber Flichen mit gemeinsamem sphir. Bilde ete. 263

mit dem sphirischen Bilde der Haupttangenten-Kurven von
(1) zusammenfiillt. Man hat nur die Differentialgleichung

W.dida — Wpdudp =0 oder podida + lgdpdp =0
der Haupttangenten-Kurven durch Einfithrung der Variabeln 2, x
auf die Form (9), d. 1.

di—fi(lbp)ydpu =0
zu transformieren. Es mufi dann die Differentialgleichung
dd — (D, V)d¥V =0
mit der Gleichung
V. dPda 4 PgdWdfi =0
identisch sein; und die Elimination von da:df ergibt
DBy [, V) — 2By Va( By — L 23) (B — , )
+ PV (D — V)R =0
oder entwickelt:
(P WV — OV [ PP+ [TV, W] = 0.

Hieraus sind @ und ¥ als Funktionen von a und /j zu
bestimmen, und dann findet man £ wieder aus (6).

Firsetzt man in (11) die mittels (9) definierte Funktion f(, ¥)
durch die jetzige Funktion f,, so ist das sphirische Bild
der Kritmmungslinien der Fliche (§) zugleich das sphi-
rische Bild der Haupttangenten-Kurven der Fliche (1).
Wihrend die bekannte Liesche Transformation jeder Fliche
eine andere so zuordnet, daB die Kriimmungslinien der einen
m die Haupttangenten-Kurven der andern iibergehen, ergibt
sich hier eine Transformation, die nur einer ganz bestimmten
Fliche unendlich viele andere Flichen in solcher Weise zu-
ordnet. Es ist zu beachten, daf man nach einem Satze von
Dini das sphirische Bild der Haupttangenten-Kurven nicht
beliebig wiihlen darf.

[n dhnlicher Weise kann man die Aufgabe behandeln, alle
Fliichen zu bestimmen, f{iir welche das sphiirische Bild der Kriim-
mungslinien identisch ist mit dem sphiirischen Bilde eines auf
einer gegebenen Fliiche definierten Kurvensystems und umgekehrt.
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4. Die Bestimmung aller Flichen, welche mit einer ge-
gebenen Fliche das sphiirische Bild der Kriimmungslinien ge-
mein haben, wird soust auf eine Laplacesche Gleichung mit
gleichen Invarianten zuriickgefiihrt, d. . auf eine Gleichung
von der Form
(14) A Y

dudv
wo k eine gegebene Iunktion von u und v bedeutet; die
Variabeln u, v sind hier die Parameter der Kriimmungslinien.
Umgekehrt ist durch obige Entwicklung die Ldosung der
Gleichung (14) auf die partielle Gleichung erster Ordnung (11)
zuriickgefithrt. Um dies nither zu verfolgen, miissen wir die
betreftenden Untersuchungen von Darboux?) kurz mitteilen.

Die Gleichung der Tangentialebene der Kugel an einem
Punkte des sphiirischen Bildes ist nach (7):

L A

./ ( . 7 L. A . A
cosin —, " ~xtsin Sy +#sin 5 c&teosin 0 =0,
2 2 2

-

also die Gleichung der parallelen Tangentialebene der gegebenen
Fliche, wenn

(15) o = cotg } 2, T = cotg 1 1

gesetzt und z durch 2, y durch 2, 2 durch y ersetzt wird,
wie bei Darboux:

(16) (c+7x+i(t—o)y+ (61 —1)z4+ &= 0,

wo ¢ eine Funktion von o und 7 bezeichnet. Sind dann p, ¢
die partiellen Differentialquotienten von & nach o und 7, also

t={(pdo+qdv),
so ist die Differentialgleichung der Kriimmungslinien:
(17) dpdo—dq-dr = 0.

Hat man diese integriert und bedeuten w, v die Para-
meter der Kriimmungslinien, so bestehen Gleichungen der Form:

) Vglowow. Ot 1V, po 21/ und 170 I,
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2] ,90 3 , 0
LAY , O QRN v—qr-,
ou 3 ou ou
(18)
ot ) L0 ap m“aq
= — W == — m" -
3v av’ ED) v’

wo m eine gewisse Losung der Gleichung (14) bezeichnet;
und letziere wird auch durch die Ausdriicke

meG, T, mep, m-q
befriedigt; sie kann also in der Form

1 826 1 @*m
O 3udv m dudv

geschrieben werden. Ist die Fliche (1) gegeben, so sind o, 7
bekannt und m ist durch (18) bestimmt, also auch % bekannt.
Ist aber & gegeben, d. h. soll eine Gleichung (14) mit ge-
gebener Funktion L integriert werden, so hat man
hiernach in folgender Weise zu verfahren.

Man suche drei partikuliire Lisungen
(19) 6, = m, 9y, = mo, Oy=mp

der vorgelegten Gleichung (14), bestimme ferner Funktionen g
und 7 mittels der Gleichungen (18). Damit sind ¢ und 7 als
Funktionen von u, » bekannt, also auch umgekehrt die Para-
meter u, v als Funktionen von ¢ und v gegeben. Es handelt
sich darum, die letzteren noch als Funktionen unserer Varia-
beln «, # darzustellen. Die von den Ebenen (16) umbhiillte
Fliche findet man durch Differenzieren nach o, 7; es ergibt
sich nach Darboux (a. a. O., Bd. 2, S. 246)

. &t—po—az

(20) 1406t ’

1(§—po—qr)
4ot

und das Quadrat ihres Linienelementes wird

ds* = (¢do4-dq)y(ed1 -+ dp) =2Fdadf.

—p, X—iY =— ”(-“““_!’f,-‘f') =

1401 'L

LAy = —
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Setzt man dp = rdo + sdr, dg = sdo + tdr, so hat
man also die beiden Gleichungen

[§—po—qr+s(I4or)]do+t(1l +or)dr==0,

[§—po—qr+s(I+or)]dr+s(l+o1)do=10
zu integrieren und die Multiplikatoren zu bestimmen, welche
die linken Seiten zu vollstiindigen Differentialen machen; dann
wird @ und f als Funktion von o, t bekannt, also auch um-
gekebrt o, 7 als Funktion von «, . Damit ist nach (15) und
(7) das sphirische Bild der Fliiche (20) vollstindig bekannt,
und die Koordinaten ihrer Punkte konnen in der Form der
Gleichungen (1) als Funktionen von a, f dargestellt werden,
wobei statt o, v durch die Gleichungen (15) wieder 2, u ein-
zufithren sind, und TV durch die Gritie # der Gleichungen (20)
zu ersetzen ist. Man hat jetzt die Differentialgleichung (4)
der Kriimmungslinien in der Form (9) darzustellen und die
daraus hervorgehende partielle Gleichung (11) zwischen @ und
¥ zu integrieren. Die allgemeinste Fliche, fiir welche das
sphiirische Bild der Kriimmungslinien durch das Bild der Kriim-
mungslinien der Fliche (1) gegeben ist, wird dann durch die
Gleichungen (5) dargestellt, nachdem £ durch (6) bestimmt ist.
Setzt man noch o, = cotg } @, 7, = cotg ) ¥, so erscheint
diese Fliche, analog zu (16), als Enveloppe der Ebene

(o, +71)x+i(‘[1"—01):’/+ (“111“1)3’f‘51=07
wodurch auch & bekannt ist. '

Die Integration der Gleichung (14) geschieht

schlieflich in folgender Weise: Man definiere eine
Funktion m, durch die Gleichungen:

dann ist

=V GG =V-G) G

das allgemeinste Integral der Differentialgleichung
(14); derselben Gleichung geniigen auch die Ausdriicke
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My oy, My T, MPy, My,
wenn p, und ¢, die partiellen Differentialquotienten von £
nach ¢, und 7, bezeichnen. Die Fliche (5) muf sich auch in
der Form (20) darstellen lassen, wenn man alle vorkommenden
GroBen mit dem Index 1 versieht.

5. Bei den Untersuchungen von Darboux ist £ eine kom-
plexe Funktion der reellen Variabeln u, v; und reelle Flichen
ergeben sich nur, wenn die Gleichung (14) eine Losung von
absolutem Betrage Eins zulift. Bei Darboux handelt es sich
dann darum, alle Gleichungen der Form (14) zu bestimmen,
die diesen Forderungen geniigen. Bei unserer Untersuchung
dagegen dachten wir & ganz beliebig gegeben; die ausge-
fithrten Rechnungen sind unabhingig von irgend einer Be-
schriinkung der Funktion Z: sie geben immer die Losung der
partiellen Laplaceschen Gleichung (14), deren allgemeine
Integration also geleistet werden kann, wenn man drei parti-
kuliire Losungen (19) derselben kennt.

Auf eine partielle Gleichung der Form (14) fiihrt auch
das Problem der unendlich kleinen Verbiegungen; vgl. § 14
der Abhandlung. Indem man von einer gegebenen Fliche aus-
geht, setzt man auch bei diesem Problem partikuliire Losungen
als bekannt voraus, auf welche die allgemeine Liosung zuriick-
gefithrt wird.

6. Im Beispiel der Minimalflichen ist zu setzen (vgl. § 13
der Abhandlung):

(21) W=4+B, 721=2a, u=2¢,

wenn A eine Funktion von «, B eine solche von /i bedeutet.

Die Kriimmungslinien sind nach (8a) bestimmt durch:
Ddpr+ A'da® =0,

und hierin wiiren mittels (21) die Variabeln 2, n statt a,
einzufiihren. Handelt es sich um die Rotationsfliiche der Ketten-
linie, so ist 4 = —iaa, B=iaf, wo a eine Konstante
bezeichnet, und man erhiilt

da* —dp* = 0, also auch d2* — dp? = 0.
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In Gleichung (9) ist also f=1 und in (13) R==1, §=
zu nehmen, so daf die Gleichung
aU a3V  sU aV”_O
ap Ip 2q 2q
zu integrieren wiire, wenn U eine willkiirlich gegebene reelle
Funktion von 2a:=p-4iq und 24 =p —ig bezeichnet.

Die Gleichung der Charakteristiken wird
dg dV

dp
L U, 0

U,

Ist z. B. /== 4 (p -+ ¢) nar von p 4 ¢
V=1, (p —q), wo v und y, willliirliche Funktionen be-

abhingig, so wird

zeichnen, und
P=yp(p++in@p—@=yt+p—ila—pH

dip (a4 A ila—p),
woraus 7 durch Vertauschung von ¢ mit — ¢ entsteht. Zur

Bestimmung von 2 hat man aus (6):

'{-)ll . 3 . . i
o — tang fi vy, (o« B i e — pOE [(L+ i)y
+ il — il

pE

woraus sich 2 durch zweimalige Quadratur ergibt.
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