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Neue Bemerkungen zur Kirchhoffschen Analogie
zwischen Kreisel und elastischer Linie.

Von Ludwig Fippl in Dresden.

Vorgelegt von A, Foppl in der Sitzung am 4. Februar 1922.

Kirchhoft?) hat eine bemerkenswerte Analogie zwischen
der Bewegung eines Kreisels, d. h. eines nur in einem Punkte
festgehaltenen starren Korpers, und der Gleichgewichtsfigur
eines sehr diinnen, nur an den Enden durch Kriifte oder Kriifte-
paare beanspruchten elastischen Stabes gefunden. Sie driickt
sich mathematisch durch die Ubereinstimmung der Differential-
gleichungen fiir beide Probleme aus. Im Anschluf an Kirch-
hoff hat vor allen Dingen W. Hef3?) die Analogie vom mathe-
matischen Standpunkt aus eingehend behandelt. Die Resultate
der vorliegenden Arbeit sind zum Teil in den Hefischen Ab-
handlungen schon enthalten, werden aber durchweg auf viel
cinfacherem und anschaulicherem Weg gewonnen. Die vektor-
analytische Darstellung sowohl der Kreiselbewegung wie der
Gleichgewichtslage des elastischen Stabes, die hier gewiihlt
worden ist, lifit die Analogie beider Probleme in durchsichtiger
Weise hervortreten und zugleich ihre Ausdehnung auf ela-
stische Stibe von urspriinglicher Kriimmung erkennen. Da
in den letzten Jahrzehnten die Kreiselbewegung durch EKin-
fithrung des Impulsvektors oder Dralles eine so wertvolle Dar-

1) (i, Kirchhoft, J. f. Math. 56 (1858), S.285 oder ,Mechanik®, S. 418,

2) W, Hels, Sitzungsberichte d. bayer. Akademie d. Wissenschaften
1883, 5. 82-—110 und Math, Annalen 23 (1881), S. 181—212 und 25 (1885),
S.1--38.
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stellung gefunden hat, die sich auch in Kreisen der Ingenieure
eingebiirgert hat?), so durfte eine neue Beschiiftigung mit der
Kirchhoftfschen Analogie lohnend erscheinen, umsomehlir, als
auch auf der anderen Seite unsere Kenntnisse iiber Knick- und
Kipperscheinungen des elastisches Stabes in den vergangenen
Jahrzehnten eine lebhafte Weiterentwicklung erfahren haben.
Die Analogieschliisse, die aus der Dauer der Priizessionsbewegung
mithelos die kritische Knick- oder Kippbelastung zu berechnen
gestattet, dirfte der wertvollste Teil der vorliegenden Arbeit
sein, da diese Fragestellung in den iilteren Arbeiten nicht
herausgearbeitet worden ist.

§ I. Die Analogie zwischen Kreisel und elastischer Linie in
vektorieller Darstellung.

Fir die Kreiselbewegung ist der Impulsvektor oder Drall,
den wir mit B bezeichnen wollen, von ausschlaggebender Be-
deutung. Denken wir uns sowohl den Drall wie die Winkel-
geschwindigkeit 1 auf die drei Hauptachsen des Korpers fiir
den festgehaltenen Punkt projiziert, so gilt bekanntlich?)

Dy=u, 0 bL,=u,0,; D,-=u,0,, (1

wenn mit @, @,, 6, die Trigheitsmomente fiir die drei Haupt-
achsen bezeichnet werden. Wir nehmen an, dali der Schwer-
punkt des Kreisels im Abstand 1 vom Unterstiitzungspunkt auf
der Hauptachse mit dem Trigheitsmoment 6, gelegen ist. Be-
zeichnen wir mit 8 den Einheitsvektor vom festen Punkt zum
Schwerpunkt und mit P das im Schwerpunkt angreifende Ge-
wicht, so ist das statische Moment von L' in Bezug auf den
festgehaltenen Punkt als Momentenpunkt durch den Vektor [} 8]
gegeben und es gilt die Beziehung

= xS

dt '

Y Vor allen Dingen dnrch Klein-Sommerfeld, [Theorie des Kreisels®
= L) 1

sowle durch A. Foppl, ,Vorlesungen iiber technische Mechanik®, Bd. 1V,
%) s. AL Foppl, ,Vorlesungen iiber techn. Mechanik®, Bd. 1V, § 25,
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Diese Gleichung gilt aber nur fiir ein im Raum ruhendes
Koordinatensystem. DBeziehen wir dagegen den Drall auf das
im Korper feste Hauptachsensystem, so ist zu beachten, dak
sich fiir einen relativ zum Korper ruhenden Beobachter der
umgebende Raum mit der Winkelgeschwindigkeit — u dreht
und demnach der Endpunkt des Dralles infolge dieser Drehung
des Koordinatensystems sich mit der Geschwindigkeit [uB] fort-
bewegt!). Auf das im Korper feste llauptachsensystem be-
rogen, geht folglich die letzte Gleichung iiber in

dB

1 — B+ (3], @

Schreiben wir diese Vektorgleichung in drei Koordinaten-
gleichungen fiir die drei Hauptachsen des Kreisels um, so ist
zu beachten, dafi dic dufere Kraft 8 im Abstand 1 auf der
dritfen lHauptachse angreift und folglich

& P 0
[(Pe]=\j P, 0|= iy —jI,
t P 1
ist.  Die Gleichung fiir die erste Hauptachse lautet demnach:
LD
‘dt’ = u, B, — u, B, + P,,
3 du, : .
oder: e, gp = Y uy (0 — 6,) + P,.

Entsprechend findet man die beiden anderen Gleichungen
fiir die zweite und dritte Hauptachse, so dali wir statt (Gl. 1)
in Koordinatendarstellung schreihen kénnen:

{ o i
& ((lutl = tytt3 (0; — 0,) + 1y,
du, . 3
B, qr = st (6, —06,)—r, 3
du, '
e “‘ = u, 1, (0, — 6,).
dt “

1) Wegen Vorzeichen s. A, Foppl, ,Vorlesungen®, Bd. 1, § 20.
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Mit P, = P, - - 0 folgen hieraus die Eulerschen Gleichungen
fiir den kriiftefreien Kreisel.

Wir wollen nun eine ganz entsprechende Ableitung fiir
die Differentialgleichung der elastischen Linie eines urspriing-
lich geraden, sehr schlanken zylindrischen Stabes geben, der
nur an den Enden durch Einzellasten §8 und Momente O,
beansprucht wird. Die urspriinghich gerade Linte, die die Stah-
achse darstellt, wird nach der Belastung des Stabes im allge-
meinen in eine riiumliche Kurve iibergehen. Die mafigebenden
Kriimmungen und die Verwindung der elastischen Linie wird
zweckmilBig mit Hilfe eines rechtwinkligen Koordinatensystems
gemessen, dessen Anfangspunkt mit einem Punkt der elastischen
Linie zusammentfillt und dessen Achsen 1 und 2 in die beiden
Hauptrichtungen des Querschnitts fallen, wiihrend die dritte
Achse mit der Tangente an die elastische Linie iibereinstimmt.
LiBt man den Anfangspunkt dieses Koordinatensystems die
ganze elastische Linte mit gleich bleibender Geschwindigkeit
durchlaufen, so dal in gleichen Zeitelementen dt gleiche Weg-
elemente ds auf der elastischen Linie zuriickgelegt werden, so
geben die Winkelgeschwindigkeiten w,, wu,, u,, mit denen sich
die Hauptachsen drehen, ein MaB fiir die Kriimmungen hzw.
Verwindung des Stabes. Bezeichnen wir mit %, und i, die
Kriimmungen der elastischen Linie, die man bei ihrer Projek-
tion auf die durch die Hauptachsen 2 und 3 bezw. 1 und 3
bestimmten Ebenen erhiilt, und wird mit 7 die Verwindung des
Stabes bezeichnet, so kann man setzen:

Uy == 7y Uy == #y5 U

T (4)
worin der Dimensionsfaktor, der eigentlich noch nétig wiire,
der Hinfachheit halber weggelassen ist. Dem Koordinaten-
system, das sich lings der elastischen Tinie in der oben an-
gegebenen Weise bewegt, entspricht beim Kreisel das im Kreisel
feste Koordinatensystem, so dafs sich die Hauptachsen in beiden
Fillen entsprechen und die Winkelgeschwindigkeiten und Kriim-

g

mungen ineinander ihergehen, wie es durch die letzten Glei-
chungen zum Ausdruck gebracht ist. Wie beim Kreisel der
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Drall von maBgebender Bedeutung ist, so gilt dies in gleicher
Weise beim Stab fiir das in jedem Querschnitt iibertragene
Moment. Projiziert man den Momentenvektor 0t nach den
drei Hauptachsen und bezeichnet die Projektionen mit M, I,
M, so sind die beiden ersteren Komponenten die Biegungs-
momente um die beiden Hauptachsen, withrend M, das Tor-
sionsmoment filr den Querschnitt angibt. Bei sehr diinnen
Stiiben bestehen zwischen den Momenten und den dadurch her-
vorgerufenen Kritmmungen des urspriinglich geraden Stabes die
erweiterten Hookeschen Gleichungen:

M, =C,x; M,=Cyx,; M,=0Cr, (5)

die uumittelbar den Gl (1) entsprechen, wenn man die GI. (4)
beachtet und die Trigheitsmomente der Kreiselachsen &, und
6, den Biegungssteifigkeiten €| -~ IJJJ, und C, — F.J, des
Stabes entsprechen lit, withrend das Triigheitsmoment 6,
der Torsionssteifigkeit , == (+J/ entspricht. Dabei sind der
Elastizitiitsmodul 14 und der Schubelastizititsmodul G als ge-
webene konstante Griien anzuselhien, ebenso wie die Haupt-
triiggheitsmomente des Querschuitts JJ; und .J, und der Drillungs-
widerstand o/ des Querschnitts gegebene konstante Grilien sein
sollen,

Wirkt an dem Stabende auBer einem Moment 2, auch
noch eine Kraft, die wir mit — 1! bezeichnen wollen, so wird
in jedem Querschnitt aufier dem Moment W die Kraft 1 tber-
tragen werden miissen. Das Moment iindert sich infolgedessen
beim Fortschreiten lings der Stabmittellinie um

d M

e = Ii"?’.l’

wenn § einen Einheitsvektor in Richtung der Tangente an die
elastische Linie bedeutet. Bezieht man diese Gleichung auf
das oben angegebene, lings der elastischen Linie mit kon-
stanter Geschwindigkeit wandernde Koordinatensystem, das sich
jeweils mit der Winkelgeschwindigkeit u gegen den Raum dreht,
so nimmtb die letzte Gleichung die Form an:
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dM
{

(

< (M) + [P 8]. (6)

Man sieht unmittelbar die Ubercinstimmung mit GL (2)
fir die Kreiselbewegung. In dieser Ubereinstimmung hesteht
die Analogie zwischen der Kreiselbewegung und der Gleich-
gewichtsfigur des elastischen Stabes, der an den KEnden bean-
sprucht wird. Greift an den Stabenden keine Kinzelkraft, son-
dern nur je ein Kriiftepaar an, so fehlt in Gl (6) das zweite
Vektorprodukt, so daz einem derart beanspruchten Stab als
kinetische Analogie der kriiftefreie bzw. 1m Schwerpunkt unter-
stiitzte Kreisel entspricht.

Der Ubergang von der Vektorgleichung (6) zu den Koor-
dinatengleichungen erfolgt ebenso, wie wir beim Kreiselproblem
aus Gl. (2) die Koordinatengleichungen (3) erhalten haben. Das
Resultat ist in Ubereinstimmung mit den Gl (3) folgendes:

f (lz T ] )
C,- (Zsl gt (Cy— U+ 1y,
' dx, T ' ) -
(Jz' (1.: 721(61—(/3) - 111 (‘)
. dr . .
Oy Qs T % 2, (U — U)).

Die Analogie zwischen dem Kreisel und dem urspriisglich
geraden, nur an den Enden beanspruchten Stab lilit sich dem-
nach folgendermafien zusammenfassen: Dem im Kreisel festen
Hauptachsen-Koordinatensystem fiir den festgehaltenen Punkt
entspricht das dazu stets parallele, nach Tangente und Quer-
schnittshauptachsen orientierte Koordinatensystem beim Stal,
das mit gleich bleibender Geschwindigkeit der elastischen Linie
entlang gleitet. Der Trigheitshauptachse, in der im Abstand 1
vom festen Punkt der Schwerpunkt des Kreisels gelegen ist,
entspricht die Tangente an die elastische Linie beim Stab;
ferner dem Gewicht des Kreisels die Last am Stabende. Jeder
Kreiselbewegung lifit sich eme entsprechende Gleichgewichts-
lage eines elastischen Stabes zuordnen.
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Mit Hilfe der angestellten Uberlegungen kann man auch
leicht die Frage entscheiden, ob die Analogie auch auf den
Fall iibertragen werden kann, daf der Stab urspriinglich nicht
cerade war, wie oben stets angenommen worden ist, sondern
im natiirlichen Zustand schon eine Kriimmung besessen hat.
GL (6) mufi auch in diesem Fall noch Giltigkeit behalten;
dagegen i#ndern sich die Gl (5), da die Komponenten des
Momentenvektors Ut proportional den Kriimmungsinderungen
zu setzen sind. Bezeichnen wir die Krimmungen und die Ver-
windung des unbelasteten Stabes mit »i, » und 7/, so miissen
die Gl. (5) hier folgendermaben lauten:

My == C, (2, — x1); My==C,(yg—23); My=—=0C,(x—1). (8)

Es ist zweckmiiiig, das Moment ¢, entsprechend der Zer-
legung seiner drei Komponenten, in zwei Kinzelmomente zu
spalten : M= M — MW,

deren Bedeutung ohne weiteres aus den Gl (8) ersichtlich ist.
Lassen wir die Gl (4) zwischen den Kriimmungen und Winkel-
geschwindigkeiten bestehen, so entspricht dem Moment M der
Drall 8B des Kreisels, und man sieht ferner, dak bei verschwin-
dendem Moment, d. h. D" == W' der Drall ebenso wie "
nicht verschwindet, sondern einen Wert B, besitzt, der durch
die anfiingliche Kriimmung des elastischen Stabes bestimmt ist
und dem fingierten Moment 2N’ entspricht. Gl. (6), die wir
folgendermalbien schreiben:

{ , , :
g5 UMY (WM [B],
entspricht demnach eine Kreiselgleichung von folgender Form:
d R - €N
g0 B Bo) = [-(B—=Fy)| + [} -38].

Da wir aber gesehen haben, dal B schon allein den zeit-
M
a3,
di
B, == const und, damit die Analogie miglich ist,

lich veriinderlichen Drall bedeutet, so muf - == (0 sein oder

M’ = const; d. h. »; — const; x5+~ const; 7° = const.
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Wir sehen demnach, dak eine Analogie zwischen einem
Kreisel und einem urspriinglich krummen, elastischen Stab nur
besteht, wenn die Antangskrimmung iiber die ganze
Linge des Stabes hin konstant war; also z. B. bel einem
Stab von urspriinglich  kreisformiger oder schraubenformiger
Gestalt. Die letzte Kreiselgleichung zeigt ferner, dall B der
Drall des eigentlichen Kreisels ist, auf dem ein Schwungrad
so angebracht zu denken ist, dai sein Schwerpunkt mit dem
festgehaltenen Punkt des eigentlichen Kreisels zusammentillt
und das sich relativ zum Kreisel mit konstanter Geschwindig-
keit dreht, so dali sein Drall, vom kreiselfesten Koordinaten-
system aus geschen, den konstanten Wert B, besitzt. Dem
Anfangszustand des elastischen Stabes entspricht demmach das
¢leichformig rotierende Schwungrad mit dem Drall B, der
seinerseits an Stelle des fingierten Momentes M beim  ela-
stischen Stab tritt.

§ 2. Die Analogie zum kriftefreien Kreisel.

Die Gleichungen, die fiir die Bewegung eines im Schwer-
punkt unterstiitzten Kreisels gelten, werden aus den GL (2)
hzw. (3) erhalten, indem man ¥ -0 bzw. [, - P, 0 setzt.
Ihnen entsprechen die Gl (6) bzw. (7) mit ' 0 hzaw. P -
I, — 0 beim elastischen Stab; d. h. ein nur durch Momente ¢,
haw. — M, an den beiden Stabenden beanspruchter elastischer
Stab, der urspriinglich gerade und von zylindrischer Gestalt war.

Die emfachsten Bewegungen eines lriiftefreien Kreisels
sind die Drehbewegungen um eine der drei lHauptachsen mit
konstanter Geschwindigkeit. Dabei bleiben jedesmal die beiden
anderen Hauptachsen in der gleichen Ebene. Das Analogon
beim Stab ist die Biegung durch Endmomente um die eine
oder andere llauptachse bzw. die Beanspruchung auf Torsion,
entsprechend der Rotation des Kreisels um die dritte Haupt-
achse. Besitzt der Kreisel inshesondere Rotationssymmetrie um
die dritte Hauptachse, so dafy @, == 6, ist, so besitzt der zu-
wehorige Stab einen kreis- oder kreisringformigen Querschnitt,
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so daly die Biegungssteifigkeiten fiir alle Richtungen einander
gleich sind, d. h. O, = C,.

Da die Differentialgleichungen fiir die Kreiselbewegung
und den elastischen Stab formal vollkommen iibereinstimmen,
so miissen sich auch die Stabilitiitsbedingungen fiir eine Gleich-
gewichtslage des elastischen Stabes formal durch dieselbe Be-
ziehung beim Kreisel ausdriicken lassen. Wir wollen mit dem
symmetrischen kriiftefreien Kreisel beginnen, der um die dritte
Hauptachse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotiert. Ihm
entspricht cin auf Torsion beanspruchter zylindrischer Stab von
kreissymmetrischem Querschnitt ¢, = ;. Bekanntlich?) ist
ein solcher sehr diinner langer Stab nicht mehr im stabilen
Gleichgewicht, wenn das Torsionsmoment der Bedingung gentigt:

/
M- 27 {‘ , (9)
worin (!, -~ C, — [1J die Biecunossteifickeit des Stabes und
1 2 1 =) o D

[ seine Liinge bedeuten. Die Mittellinie des Stabes nimmt die
Gestalt einer Schraubenlinie an, und zwar ist / die Liinge der
Schraubenlinie fiir einen Schraubengang.

Um das kinetische Analogon zu der neuen Gleichgewichts-
lage, in die der urspriinglich zylindrische Stab bei dem durch
Gl (9) bestimmten Torstonsmoment M iibergeht, zu finden, er-
innern wir uns an die in Nr. 1 angegebenen Beziehungen zwi-
schen den beiden Hauptkoordinaten-Systemen beim Kreisel und
heim elastischen Stab, die einander stets parallel sind. Daraus
ergibt sich sofort, dal der kriftefreie symmetrische Kreisel
eine Priizessionsbewegung ausfithrt, und zwar entspricht der
Liinge [ des Stabes, die zu einem vollen Schraubengang ge-
hort, die Dauer 7' einer vollen Priizession. Man kann dem-
nach auf die verhiiltnismifig umstiindliche Ableitung von Gl. (9)
verzichten, wenn man sie aus der altbekannten Beziehung?)
fiir die Priizessionsdauer des symmetrischen kriiftefreien Kreisels:

1) A. Toppl, ,Vorlesungen®, Bd. V, § 34.
2) s. Klein-Sommerfeld, ,Theorie d. Kreisels®, 8. 152, oder R. Grammel,
»Der Kreisel, S. 42,
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I'=2x % (10)
ableitet, indem man die entsprechenden Grifien fiir den ela-
stischen Stab einsetzt, woraus sofort Gl. (9) folgt.

Es lassen sich aber auch noch weitere Resultate aus der
Ubereinstimmung  der GL. (9) und (10) ableiten. Die Dauer
der Priizession ist mach Gl. (10) nicht von der Neigung der
Figurenachse gegen die Richtung des Dralles, um die die Prii-
zessionsbewegung verliuft, abhiingig. Auf den elastischen Stab
tibertragen, bedeutet dies, dali Gl. (9) auch noch Giiltigkeit
behilt, wenn die beiden Enden des einen vollen Schrauben-
gang bildenden Stabes einander geniihert werden, so daly die
Ganghshe der Schraubenlinie mehr und mehr abnimmt und
schlieflich die Stabmittellinie in einen vollen Kreis itbergeht.
Bei diesem Ubergang bleibt das Endmoment M nach GrisGe
und Richtung konstant, ebenso wie der Drall B bei der Kreisel-
bewegung; dabei geht 2 von einem urspriinglich reinen Tor-
sionsmoment schliefilich zu einem reinen Biegungsmoment iiber,
das dem zu einem vollen Kreis durch Endmomente verbogenen
Stab entspricht. Dak die GroBe dieses Biegungsmomentes sich
auch noch nach Gl. (9) berechnet, sieht man ohne weiteres, da
1 2a

o
M -~ C,» sofort GL. (9) folgt. Wir kiinnen daraus entnehmen,
da ein Stab von kreissymmetrischem Querschnitt durch die-
selben Endmomente zu einem vollen Kreis verbogen wird, die
als Torsionsmomente das Auskippen des Stabes bewirken. Ferner
zeigen die obigen Uberlegungen, dafi der Ubergang von dem
ausgekippten Stab zum vollen Kreis durch lauter Gleichge-
wichtslagen mit indifferentem Gleichgewicht fithrt. Denn die
Schraubenlinien, die zwischen den heiden Endlagen des geraden
Stabes und des Vollkreises liegen, kinnen ohne Arbeit der
duBeren Kriifte ineinander iibergehen, da die Momente an den
beiden Knden des Schraubenganges stets gleich grofi bleiben
und ihre unveriinderliche Richtung der Schraubenachse parallel

die Kriimmung des Kreises » - ist, woraus wegen
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verliiuft, so daB sie beim Nihern oder Entfernen der beiden
Stabenden keine Arbeit leisten.

In welcher Weise der Steigungswinkel 90° — @ einer dieser
Schranbenlinien mit der Verwindung t zusammenhingt, geht
aus folgender bekannten Beziehung der Kreiseltheorie hervor,
durch die sich der Neigungswinkel # der Figurenachse gegen
die Drallrichtung berechnet:

e
cos i) == 31;‘“
Umgeschrieben lautet diese Gleichung fiir den elastischen
Stab:
N S
cos ) = W =C o (11)

1
in der die Grenzfille der reinen Torsion (# == 0) und der reinen
Biegung (J - 90°) mit enthalten sind.

Wir wollen nun versuchen, die fiir den Stab mit kreis-
symmetrischem Querschnitt gewonnenen Resultate auf einen
Stab von beliebigem Querschuitt, der auf Torsion beansprucht
wird, zu iihertragen. Zu dem Zweck gehen wir von dem ent-
sprechenden Kreiselproblem aus. Dem geraden, auf Torsion
beanspruchten Stab entspricht ein kriiftefreier Kreisel, der um
die Hauptachse mit dem Triigheitsmoment @, gleichmiiliig rotiert.
Wie oben, wird aus der Priizessionshewegung dieses Kreisels,
die durch das Abrollen des Poinsotellipsoids auf der unver-
inderlichen Ebene veranschaulicht wird, die Grofie des kriti-
schen Torsionsmomentes sich berechnen lassen. Nennen wir
doy
dt
die im Raum unveriinderliche Drallrichtung, so ist?)

6,1 + O,
D — @

die Winkelgeschwindigkeit der Priizessionshewegung um

dayp :
—— =D

dt
woraus die Priizessionsdauer 7' sich aus der folgenden Gleichung
bestimmt:

b Klein-Sommerfeld, S, 150, oder B. Girammel, ,Der Kreisel*, 8. 49,
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,

. - G ui 4+ O, u;

PP - D (0 B B P P 12
B | S 4 42)

Y]

Die entsprechende Gleichung fiir den Stab lautet:

!
O, i 4+ O,
5] . 171 L IS :
el oL f Me— (e 45 )

oder, indem man nach Gl (5)

M2 == O+ Cins + Chi?

einsetzt:

5 G/,—}-(J/z. ,
24— I f e (14)

Zuniichst sieht man dieser allgemeinen Formel an, dafi
sie fiir den Fall der Kreissymmetrie des Querschnittes (¢ = ()
in GL (9) tibergeht.

Wir wollen Gl. (14) fiir den Fall eines elliptischen oder
rechteckigen Querschnittes anwenden, fiir den die Torsions-
steifickeit Cy ihrer Grofe nach zwischen den beiden Bxegungs-
steifigkeiten ;, und €, liegt, so da die Ungleichung

=i, (15)

gilt, wofiir wir beim elliptischen Querschnitt mit den beiden
Hauptachsen 25 und 2 @ auch schreiben kinnen:

2 3
T,izab > yaab(a’ + 0%) ],:rbu ’
4 4
der: b - G a
M a* -+ P >a3—i—b'~"

Diese Ungleichung besteht bei allen schlanken Ellipsen und,
. . b
wie man sofort sieht, auch schon fiir das Verhiiltnis (: = 2 der

beiden Ellipsenachsen. Dieselbe Ungleichung (15) gilt fiir alle
rechteckigen Querschnitte, die nicht zu nahe einem Quadrat sind.
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Wir schreiben die entsprechende Beziehung fiir die Triig-
heitsmomente des kriiftefreien Kreisels an:

0,>6,>0,. (16)

Der Torsion des Stabes entspricht die Rotation des Kreisels
um die Hauptachse des mittleren Trigheitsmomentes ;. Diese
Rotation ist bekanntlich labil. Sie geht iiher in die in der
Kreiseltheorie unter dem Namen der trennenden Polhodie he-
kannte Bewegung. Fiir sie lidBt sich Gl (12) vereinfachen,
da in diesem Fall?)

D =26,T bzw. M* =2C, 4 (17)
gilt, wobei an Stelle der kinetischen Energie
T=1(60,u + O,u; -} O, u)
die spezifische Forminderungsarbeit
A= 1 (0, =} 4 Cyi + Cyr?)
beim Stab getreten ist. Unter Beniitzung von Gl (17) lifit

. . l L
sich das Integral in Gl. (13) zu , auswerten, so daB sich in

(/3
diesem Fall das kritische Torsionsmoment berechnet zu:
1
M=22%, (19)

also entsprechend wie im Fall eines kreissymmetrischen Quer-
schnittes nach Gl. (9), nur mit dem Unterschied, daf hier die
Torsionssteifigkeit Cy, dort aber die Biegungssteifigkeit O, auf-
tritt. Setzt man in Gl (18) M — C,7 ein, so ergibt sich
1l =2, d. h. das kritische Torsionsmoment M ist gerade so
grofs, dak sich die beiden Endquerschnitte unter dem Winkel 2z
gegeneinander verdrehen,

1) R. Grammel, ,Der Kreisel*, S. 51 ff.

Sitzungsh. d. math.-phys. K1 Jahrg. 1922, 6
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§ 3. Die Analogie zum schweren symmetrischen Kreisel.

Die Analogie zwischen der Bewegung des schweren Kreisels
und der Gleichgewichtsfigur eines nur an den Enden durch
Momente und Einzelkriitte beanspruchten elastischen Drahtes
ist schon in § 1 auf Grund der Ubereinstimmung der Gl. (2)
bzw. (3) mit den Gl (6) bzw. (7) ausgesprochen worden. Beim
schweren symmetrischen Kreisel sind die Triigheitsmomente @,
und ©, einander gleich und der Schwerpunkt liegt auf der
Figurenachse mit dem Trigheitsmoment @; im Abstand 1 vom
Unterstiitzungspunkt. Ihm entspricht ein elastischer Draht von
kreissymmetrischem Querschnitt, dessen beide Enden entsprechend
dem Gewicht des Kreisels durch gleich groBie, entgegengesetzt
gerichtete Kriifte beansprucht werden, wozu noch Momente hin-
zutreten kionnen. Das wesentlich Neue gegeniiber den Unter-
suchungen von § 2 sind die Endkriifte, deren Richtung, wie
die Analogie lehrt, mit der des Kreiselgewichtes iibereinstimmt.

Der einfachste Fall einer Kreiselbewegung ist die eines
Pendels. Betrachten wir zuniichst eine ebene Pendelschwingung
um eine Achse mit dem Triigheitsmoment @, — @,. Wird
der Ausschlag der Figurenachse gegen die Vertikale mit
bezeichnet, so lautet die Differentialgleichung der Pendel-
schwingung: 329 L

O, gE = L sin . (19)

Betrachtet man andererseits einen urspriinglich geraden
Stab von der Biegungssteifigkeit C;, der infolge eines achsialen
Druckes I ausgeknickt ist und dessen Tangente mit der Last-
richtung jeweils den Winkel ¢ einschlieBt, so Jautet die Dif-
ferentialgleichung der elastischen Linie:

dd
s Y 7
(’1 ds I Y,
wenn mit y der senkrechte Abstand eines Punktes der ela-
stischen Linie von der Lastrichtung bezeichnet wird. Wegen

dg == sin 4} geht aus der letzten Gleichung durch Differentiation
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dz 9

y g
¢, ds?

— P sin & (20)
hervor. Diese Gleichung stimmt aber mit der Schwingungs-
gleichung (19) formal vollkommen iiberein. Daraus folgt, dak
die verschiedenen Formen der ebenen Elastica den ebenen
Pendelschwingungen mit verschiedenen Ausschliigen entsprechen.
Da die Richtung der Figurenachse des Pendels mit der Rich-
tung der Tangente an die elastische Linie iibereinstimmt, so
entspricht der Dauer einer Halbschwingung des Pendels die
Liinge der elastischen Linie. Fiir sehr kleine Ausschlige ¢
kann man in GL (19) und (20) sin ¢ dureh ¢ angeniihert er-
setzen und dann ergibt sich durch einfache Rechnung der
Wert der halben Schwingungsdauer zu
T—w 2

woraus durch Ubertragung auf den elastischen Stah die Euler-
sche Kuicklast

folgt. Diese Uberlegungen sind schon in ihnlicher Form von
Kirchhoff angestellt worden. Es ist klar, daB sie nicht auf
den Fall eines symmetrischen Pendels beschriinkt sind, sondern
ebenso gelten, wenn der Korper um eine seiner beiden Haupt-
achsen mit den Trigheitsmomenten ©, und ©,, die voneinander
verschieden sein konnen, Schwingungen ausfithrt. Den beiden
verschiedenen Schwingungen um diese beiden Hauptachsen ent-
spricht beim elastischen Analogon der Stab mit den Biegungs-
steifigkeiten €| und C, in den Hauptrichtungen, der einmal
in der einen Hauptebene, das andere Mal in der dazu senk-
rechten ausgeknickt ist. Von den beiden Moglichkeiten des
Ausknickens ist -jedoch nur die zur kleineren Biegungssteifig-
keit gehorige stabil. Es liegt nahe, diese Uberlegung auf das
nur in einem Punkt gelagerte Pendel, das um eine der beiden
Hauptachsen schwingt, zu {ibertragen. Diese Andeutungen
6*
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mogen hier jedoch geniigen, da uns ein weiteres Eingehen auf
diese spezielle Frage zu weit abfiihren wiirde.

Die nach der ebenen Pendelbewegung niichst einfache
Kreiselbewegung ist die eines Raumpendels. Hier tritt die
vorausgesetzte Symmetrie des Kreisels sehr wesentlich in die
Erscheinung. Eine mogliche Bewegungsform des symmetrischen
Raumpendels ist die gleichférmige Bewegung irgend eines seiner
Punkte auf einem Kreis um die Vertikale durch den Aufhiinge-
punkt, so daB die Verbindungslinie vom Aufhiingepunkt mit
dem Schwerpunkt einen Kreiskegel von vertikaler Achse bei
gleich bleibender Geschwindigkeit durchléuft. Dieser Bewegung
mufi ein urspriinglich gerader elastischer Draht entsprechen,
dessen Mittellinie die Gestalt einer Schraubenlinie angenommen
hat, wobel einem Umlauf des Pendels um die Vertikale durch
den Aufhiingepunkt ein voller Schraubengang entspricht. Der
Drehvektor dieser Pendelbewegung liegt dauernd in der Ver-
tikalen durch den festgehaltenen Punkt des Kreisels. Seine
zeitlich konstante Grife, die sogenannte Priizessionsgeschwin-
digkeit, sei mit s bezeichnet; dann berechnet sich u zu?)

2m ] / e
il e (0, — 06, cos i)’

worin P das Kreiselgewicht, das im Abstand 1 vom Auf-
hiingepunkt auf der Figurenachse angreift und ¢ den halben
Offnungswinkel des von der Figurenachse beschriebenen Kegels
bedeutet. Die entsprechende Formel fiir den zu einem vollen
Schraubengang verbogenen Draht von kreissymmetrischem Quer-
schnitt (C; == C,) lautet:

27 l/ =

l (C,— C)) cos

-3

Darin bedeutet ! die Liinge der Schraubenlinie, 9 den
Winkel der Tangente an die Schraubenlinie mit der Schrauben-
achse und P die Kraft an den Enden des Drahtes. Statt der
letzten Gleichung kann man auch unter Kinfithren des Radius

1 R. Grammel, Der Kreisel“, S. 91.
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r o= 2ln sin ¥ des Kreiszylinders, auf dem die Schraubenlinie

liegt, schreiben:
p .. sin "i;coﬂ (¢, — ). @1)
Aufier dieser Kraft, die an den Drahtenden parallel zur
Schraubenachse wirkt, greifen Endmomente an. Man erkennt
dies sofort aus dem entsprechenden Kreiselproblem: denn der
Drall B entspricht dem Moment. Da B in der jeweiligen
Vertikalebene durch die Figurenachse liegt, so bedeutet dies
fiir das Moment beim Draht, daf der Vekftor It in der Tan-
gentialebene an den zur Schraubenlinie gehirenden Kreiszylinder
gelegen ist. Da der Drall B die Komponenten D, = G u,
~ O pcosd in der Figurenachse und D,,, —— ©,usind in
der dazu senkrechten Richtung besitzt, so sind die entsprechen-

sin i) - cos 9

den Momente M, — C,7 = C, das Torsionsmoment
: : 7.
MY I 8
. sin®4 .
und M, , = ¢ -~ das Biegungsmoment. Berechnet man

hieraus die Komponenten von M parallel und senkrecht zur
Schranbenachse, so ergibt sich fiir die I{omponente des Mo-
mentes parallel zur Schraubenachse:

sin ¥

My—= M, cosd) 4 DM, ,sin = p (Cysin? 9 4 Cyeos? @) (22)

und fiir die Komponente senkrecht zur Schraubenachse wegen
6L CGL jpy—= 3,sind — M, cosd — P-r, (23)

so dafi die an den Drahtenden wirkenden Kriifte und Momente
auf je eine Kraftschraube zuriickgefithrt sind, deren Achse mit
der Achse der Schraubenlinie, in die der Stab verbogen wird,
ithereinstimmt.

Fiir J = 90° geht die Schraubenlinie in einen Kreis vom
Radius » — 2131 itber, der nur durch das Endmoment /7 — ?_"

verbogen 1st, withrend P und 1My verschwinden.
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In dem Full, dat die Endkraft P verschwindet und nur
Endmomente wirken, kommen wir auf die Untersuchungen von
§ 2 zuriick. Dort ergab sich, daB der urspriinglich gerade
Stab von seiner geraden Gestalt in eine beliebige Schrauben-
linie und schlieGlich in den Kreis bei konstantem Momenten-
vektor iibergefithrt werden konnte. Hier, wo auch noch End-
kriifte P angenommen sind, entsprechen den verschiedenen
Schraubenlinien, in die der urspriinglich gerade Stab iiber-
gehen kann, verschiedene Endkrifte P und Endmomente M,
die gemiifs den Gl. (21) bis (23) von der Neigung der Schrauben-
linie abhiingen.

Um die Werte von P und M zu bestimmen, die fiir den
geraden Stab kritisch sind und ihn labil machen, setzen wir
in die obigen Formeln (21) bis (23) ¢ -~ 0 ein. Ks ergibt
sich dann Mj; = 0 und

2m\?
1‘0:-'( l ) -(C, — (), (24)
: 27 ., 3
M; = M, ::-l—-(,s, (25)
P, = (Jr‘
e - f 926
woraus JIE : (26)

folgt. Was die GroBenverhiiltnisse von C, und Cy betrifft, so
ist bei dem hier vorausgesetzten kreissymmetrischen Querschnitt
U, < C,; denn

g G, G2 G m

C, =" EJ EJ CE " m41°

Darin bedeuten G+ und I Schub- bzw. Zugelastizitiits-
modul, J, und J polares bzw. achsiales Triigheitsmoment des
kreissymmetrischen Querschnitts, fiir den J, = 2J gilt, und
m ist die Poissonsche Konstante.

Der Wert des kritischen Drehmomentes M, ist nach Gl. (25)
kleiner als der nach Gl. (9) von § 2 berechnete Wert und
zwar ist er so bemessen, daB sich die Endquerschnitte des ge-
raden Stabes um eine volle Umdrehung 27 gegeneinander ver-

1.
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drehen. Zu diesem Torsionsmoment tritt aber hier noch eine
achsiale Kraft, die das Auskippen unterstiitzt, also eine Druck-
last, die sich nach Gl (24) der Grofe und dem Vorzeichen
nach berechnen lifit.

Vergleicht man die Endkriifte und Endmomente, die den
Schraubenlinien bei verschiedenen Neigungswinkeln ¢ entspre-
chen, nach den Gl (21) bis (23) mit den Werten P, und M,
so ergibt sich wegen ‘Sljﬂ = 2;!, daB mit zunehmender Zu-
sammendriickung der Schraubenlinie die entlang der Schrauben-
achse wirkende Druckkraft P proportional mit cos ¢ abnimmt,
wiihrend das Achsenmoment im Verhiltnis

C, sin? ¥ + O, cos® d

b T
zunimmt.  Der oben besprochene Fall war als Analogon zur
ritumlichen Pendelbewegung des symmetrischen schweren Kreisels
gewonnen worden. Wie diese letztere nur einen speziellen Fall
der Priizessionsbewegung des schweren symmetrischen Kreisels
darstellt, so gilt etwas Entsprechendes, von den obigen Schrauben-
linien, in die der urspriinglich gerade Stab bei passend ge-
withlten Endkriiften und Endmomenten iibergeht. In der Tat
liist sich fiir jede Schraubenlinie, die durch den Winkel
charakterisiert ist, nach den GI. (21) bis (23) ein ganz be-
stimmter Wert der Endkraft und des Endmomentes angeben;
dagegen ist bei gegebener Endkraft die Frage nach der Groge
des Endmomentes, um eine bestimmte Schraubenlinie zu er-
halten, noch nicht gelst. Die Antwort auf diese Frage gibt
uns das Analogon zur allgemeinen Priizessionsbewegung des
schweren symmetrischen Kreisels.

3

2
. 2 . . O T
Nennen wir u = =~ die Priizessionsgeschwindigkeit mit

VA
der Periode 7" und » die Drehgeschwindigkeit des Kreisels um
seine Figurenachse, so gilt die Beziehung?):

P = 0O,u(r+ pcost?) — O, pi* cos . 27

1) R, Grammel, ,Der Kreisel®, S. 89.
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Bei der Bedeutung des Winkels # als Neigung der Figuren-
achse gegen die Vertikale durch den festen Kreiselpunkt hingt
die Winkelgeschwindigkeit u#, um die Figurenachse mit p und »
folgendermaken zusammen:

v =4 1 cosd = uy.
Die Gl (27) entsprechende Gleichung fiir den elastischen
Draht lautet daher: :

7 2\ ?
P =, 2; r—C, ( l”) cos i, (28)

S ' I . T
in die auch der Radius » = 9, S0 ¢ des Kreiszylinders, aut
TT

dem die Schraubenlinie liegt, eingesetzt werden kann. Dazu
treten Endmomente, wie man sofort aus der Kreiselaufgabe
entnimmt, wo der Drall den Momenten entspricht, und zwar
liegt der Momentenvektor ebenso wie frither in der Tangential-
ebene an den Kreiszylinder. Den Drallkomponenten B, = 6, u,
parallel der Figurenachse und B,, =@, 1 sin ¥ in der dazu
senkrechten Richtung entsprechen das Torsionsmoment M, =1
‘ oy
Zl:z =1, smr l).
Hieraus berechnet sich die Komponente des Momentes parallel
zur Schraubenachse:

und das Biegungsmoment JMM,,, = C,

My = Mcos? + M,,,sin® = Cyrcost) 4 (| -2;[ sin® 1,
oder wegen Gl. (28):

<

M= r zln costit € Zl". (29)
Die Komponente des Momentes senkrecht zur Schrauben-
achse ist:
My = Mysind — M, ,, cos?d = Cy1sind — C, Zln sin ¢ cos ¢
oder wegen Gl. (28):

My=1 2l sin# = Pr. (30)
JT
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Die Endkriifte sind demnach ebenso wie im vorigen Fall
zuriickgefiihrt auf je eine Kraftschraube, deren Achse mit der
Schraubenachse zusammenfillt. Die Grofie der Kraft P in
Richtung der Schraubenachse ist durch Gl. (28) und die Grofie
des Momentes um die Achse durch Gl (29) in Abhingigkeit
von der Neigung der Schraubenlinie bestimmt. Der vorher
untersuchte Fall, der das Analogon zum Raumpendel darstellte,
ist in diesem allgemeineren Fall enthalten und geht daraus

sind cosd 2

Jt . .
hervor, wenn man 7 = =7 cos? in die Gl (28)
r

und (29) einsetzt, womit man die Gl (21) und (22) erhilt.
Wir wollen noch die Grenzfiille untersuchen und setzten

zuniichst ¢ = 90°, wodurch die Schraubenlinie in einen vollen

Kreis ausartet. Die Gl. (28) bis (30) zeigen, daB diese Gestalt

des Drahtes moglich ist, wobei an den Enden ein Biegungs-

!

1

moment von der Grofe , eine Kraft senkrecht zur Kreis-
p

‘ T . .
ebene von der GroBe C;  und ein Torsionsmoment von der
r

Grofe Cy v angreifen, wobei die Grie des Verdrehungswinkels 7
ganz beliebig ist. Mit 7 == 0 erhilt man den frither bespro-
chenen Fall der einfachen Biegung.

Von besonderer Bedeutung ist der andere Grenzfall 4 = 0,
da er die kritischen Werte der achsialen Kraft P, und des
achsialen Verdrehungsmomentes B/, die den urspriinglich ge-
raden Stab labil machen, in Beziehung setzt. Aus den Gl. (28)
und (29) ergibt sich:

-\ 2
Py =C, zl“ r—C, <21,1> (31)

{ 2n
und M= DM =1, 5 + ¢, , (32)

withrend M = 0 wird. Mit 7 = = wird hieraus der frithere

l
Spezialfall erhalten, so daff damit aus den Gl. (31) und (32)
die GL (24) und (25) hervorgehen.



90 L. Fsppl, Neue Bemerkungen ete.

Vor allen Dingen ist Gl (32) bedeutungsvoll, dic uns die
Beziehung zwischen der kritischen Last und dem kritischen
Verdrehungsmoment angibt. Wir wollen sie folgendermalien
schreiben: 9 7\ 2 9

¢, (l) =T ] y - (33)

Fiir Py = 0 ergibt sich als Spezialfall das kritische Moment
von Gl (9). Da bei positivem P, der kritische Wert von M,
wiichst, so siecht man, daB P, eine Zugkraft an den Stabenden
bedeutet. Fiir M, = 0 mifite P, in den Wert der Eulerschen
Knicklast iibergehen. In Wirklichkeit gibt Gl. (33) den vier-
fachen Wert, d. h. den Wert der Knicklast, wenn der Stab
nach einer vollen Welle, also zwei Halbwellen, ausknicken
wiirde. Dieses Ergebnis war zu erwarten, wenn wir uns daran
erinnern, daf der unter einer Achsiallast ausgeknickte Stab
einer halben Schwingung eines Pendels entspricht, so daf die

volle Schwingung die Analogie eines geknickten Stabes mit

1)
zwei Halbwellen darstellt. Setzen wir daher I, = — »4‘—’, S0

ergibt sich die folgende wichtige Beziehung:
. (7?2 R
c, (l) = M, 91 = Ry

die mit M, = 0 den Grenzfall der Hulerschen Knicklast und
mit R, = 0 den anderen Grenzfall des kritischen Torsions-
momentes in sich schlieBt.
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