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Zur Trigonometrie im nicht-euklidischen Raume. 
Von F. Lindeiuaiin. 

Vorgetragen in der Sitzung am 4. März 1922. 

1. Die trigonometrischen Formeln der nicht-euklidischen 
Geometrie (und damit auch diejenigen der sphärischen Trigo- 
nometrie) beruhen auf zwei algebraischen Identitäten. Ist 

Ürx = 0 oder ax = bl = cl = ■ • • = 0 

die Gleichung 
naten, so ist 

des Fundamentalkegelschnittes 

o- 
—xy 

Qxx ().. 

in Punktkoordi- 

die Bedingung dafür, daß die Linie x-y Tangente an Qxx = 0 
sei, die linke Seite also mit (abtif wesentlich identisch. In 
der Tat sei M, = (x «/),■, so wird 

(1) 
(ahn)- = (axby — bx ay)2 = 2 al b2„ — 2 a£ au bx bu 

2(0 p  o2 l 

Geht man umgekehrt von der Gleichung in Linienkoordi- 
naten aus und setzt 

'l'u „ = ul = Up = (ahn)-, 

so ist, wenn Xi = (uv) die Koordinaten des Schnittpunktes von 
u und v sind: 

(2) 2 ( l'nu I'vv — yrlv) = («„ Vp — v„ Up)- = (u ß x)2 

= 2 a}bi — 2 aßbpaxbx = 2 A■ bl — 2(ac(!) (bed)nxbf = A • al, 

') Vgl. Identität (3) auf S. 280 in I3d. t von Clebsch, Vorlesungen 
über Geometrie, 1. Au fl. 
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wenn A — (abc)'- die Invariante der Kurve bezeichnet. Ist 
nun u die Verbindungslinie der Punkte x und y, v diejenige 
der Punkte x und z, also: w, = (%y)i, vi — (%s)\, so wird 

^ 2 ( A„ „ Îl\ „ - l'l „) = [(« x y) (ß xz)~ (a x z) (ß xz)\~ 

— (x y z)* (a ß x)- — j A • (x y z)~ ■ ax ■ 

Bezeichnen wir mit x, y, z die Ecken eines Dreiecks, mit 
u, v, w die gegenüber liegenden Seiten, mit rpx, cpy, <pz die 
Winkel, mit rx, ry, r, die entsprechenden Seiten, so ist be- 
kanntlich : 

r O •»* O r ( ) 
• • X — Il Z • • U — ZX • 'Z SU cosiii -7— = 7 , cosm = . — —-, cosin 7 = . ' . 

Je I/o o Jc i/o (J Je I/o o 
' —UV—zz r '—ze V -SX X w- lj 7 

Cpx J ! U • 9 IWU • <Pl J UV cosin = , . cosin ■ , cosin ,, = , , 
lc 1/w <// Je 1/ w ai Jc‘ \ ut il' 

r x V V 1 IC IC ) x IC IC x t» 11 ) x HU 1 V V 

also : 

Y'l'uu 

V2 

rpx _ V'J’v, 7V7- WU, = (xyz) 1/2 A ■ Üxx 

V'J'vvKw " ~ lAv/',1/'„ 

und folglich: 

>• 1/ O O _ O 2 
sin ; = 

Jc 1/D,,ß 

”n ft' “ 

sin 
* 1/3 sm j 

sin 

Sill 
TL I/o d O o ~~ o 

Jc 

■ Tn ■ T-~ sin sin k, 

womit der Sinus-Satz gewonnen ist. Für den Cosinus-Satz 
benutzen wir die weitere Identität: 

'Au v = u„va = (ahn) (abv) — (axb,, — bxay) (axbz — bxaz) 
=-2(c> . Ü„   O O 1 

r, rt ' H • O , • T* ■ 
rn cosm - • cosin cosin -sin -sin , = 

/b /b /b IC /b 

o o 
— sz — XV 

o V o , o --‘xx r 1
—H u — z z 

i/o r; r; o y I * ^ 1—un —ic ir --.rx --1/ z -'s 

* , * ■—ZTT — = , - - = cosin . , 
1/ i'vv Au,v 2 Vu,,,, L>" üxx Vü,n/ O" Je 
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und entsprechend für den andern Winkel. Auf demselben 
Wege erhält man die sphärische Trigonometrie der euklidi- 
schen Kugel, indem man die Punkte der Ebene durch das 
Strahlenbündel der Kugeldurchmesser, den Kegelschnitt Qxx = 0 
durch den Asymptotenkegel der Kugel nach dem Prinzipe der 
Dualität ersetzt. 

2. Die Trigonometrie auf einer nicht-euklidischen 
Kugel ergibt sich in folgender Weise. Ist Qxx — 0 jetzt die 
Fundamentalfläche des Raumes und y der Mittelpunkt der Kugel 
mit Radius r, so ist die Gleichung derselben: 

(4) Qxx QylJ ■ cosin2 

IC 
m,, = o. 

Zwei in der Diametralebene u liegende Gerade, die außer- 
dem bzw. in der Ebene v und v‘ liegen, bilden einen Winkel 90, 

bestimmt durch 

(5) cosin ,, = 
(abuv) (abuv') 

V(a b u vf ■ (a b u v'f ’ 

wenn Q = ax = bi • • ■. Wird die Kugel von den Linien 
bzw. in den Punkten 3 und t geschnitten und bezeichnet r 
einen beliebigen Punkt der Schnittlinie von v und v\ so kann 
man setzen : 

». = (y t)i, Vi = {yz T), , Vi = (y 11),-, 

und dann wird, da uy = 0, ue — 0: 

ft,, a, aT 

{a b u v) = by be b, — ut ■ (ay bt — b„ a~) = (y zt r) (ay bz — by az), 

also : 

(6) 

Uy M, H, 

(ftb uv) (abuv') = (ysti) ■ 2 (Quy Qct — Q„t Qyt), 
(abu vf = 2 (ystr)- (Qyy Qze — Q;JZ), 

(« 6 » vj = 2 tyztry (Üyy Qtt - Q-t), 

Ql/yQzt-Ql/zQyt  

>!n,Qzz- Q:li)(Q„yQu-Qyt) 

mel 

cosin . - — — 
k V(Q, 

l r\ - O O . 

- (cota"g ft) 

o o , “-.vf 
O , U ‘ —nt 
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(7) cosin ,, - 

wenn SB** = 0V!I0XX— Olv die linke Seite der Gleichung des 
Asymptotenkegels bezeichnet. Der Winkel y> zweier Diametral- 
ebenen v, io ist bestimmt durch 

Wvn, (abcv) (abcw) 

V'I'vv 'l'ww V{abcvf ■ {dcfwf 

Andererseits berühren die beiden zur Bestimmung des den 
Winkel definierenden Doppelverhältnisses dienenden Ebenen, 
die durch den Schnitt von v und io gehen, auch den Kegel 
3Bij: = 0 und den Kegelschnitt, in dem dieser Kegel die Fläche 
Qxx= 0 berührt. Die Gleichung des letzteren in Ebenen- 
koordinaten u ist 

P„ u = 2 (u;t vj, — u„ Uß vn Vp) = (w„ Vfl — Ufi v„y- — 0, 

wenn vt = c,c;/ = (/,dy gesetzt wird; es ist: 

(lia V,)   Uß Va)- = («„ Cfl — Up Ca) («« dß — Uß (/„) c„ d,, 

- -- 2 {u'a • Cß dß Cu dy Ua Uß C„. dß Cy dy). 

Hierin ist 

CßdpCydy — \ {cabe)dy\{dabc)cy—{dabc)e,j—{dacc)by -(dcbc)ut/\ 
= I (cube)- dy = ! A ■ Oy y , 

Uß un Ca dp Cy dy = (abc u) {f <j h u) {a bec) {f y h d) cu d,, 
= J {a b eu) (a b e c) c:/ { f<j h df u,, 

= iV {abec)- {fgh df uÿ = r
]
6 A- ■ uf 

also 
v = 1 A • n u   o 
V — 

1
 A • 

-L H V   2 '*X 

Oy y -{abc uf — I A- Uy, —vu 

Uyy- 

Da nun v„ = 0 und wy 

cosin - = 

■ {a b e u) {a bcv) — l A- u,, vu. 

0 ist, so folgt : 

P„  {abcv) {abcw) 

VPvv P,cw V{a b c vf -{abc ivf ’ 

wie in (7), wodurch das geometrisch evidente Resultat auch 
rechnerisch bestätigt wird. Zwischen den Kanten- und Flächen- 
winkeln einer dreiseitigen Ecke gelten also in der nicht-eukli- 
dischen Geometrie dieselben Formeln wie zwischen den Seiten 
und Winkeln des ebenen Dreiecks (oder des euklidischen 
sphärischen Dreiecks). 
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3. Um den Winkel <p durch einen Bogen auf der nicht- 
euklidischen Kugel zu ersetzen, müssen wir allgemein den 
Bogen einer Kurve durch den zugehörigen Zentriwinkel aus- 
drücken. Das Quadrat des Bogenelementes ist allgemein 

ds
2 Qx,odxdx — mdx 

(b) ¥ ü-x 

und das Quadrat des unendlich kleinen Winkels der Linien u 

und u -1- du 

d<p2 _ Wnu Wdudn — W,'tdu 
L' 1 /.. !■ 1/7= > 

iv J- n u 

wo Q = 0 und W = 0 die Gleichungen des Fundamentalkegel- 
schnittes in Punkt- bzw. Linienkoordinaten seien. Die Glei- 
chung des Kreises mit dem Zentrum y und dem Radius r ist: 

(10) 7? . Q o Vïy = 0, R = cosin2 
y y —xy y. 1 

und die Differentiale genügen der Bedingung: 

(11) R • £?,«/* — Qxy Üydx = 0 

Nach fl), (10) und (11) haben wir, wenn zur Abkürzung 
dXi = z,, di<i = iv, gesetzt wird: 

1/7 —2(0 <>   Q2 ) = 2 fl  R) O O 1 uu — " v — xx “-//// *—xy) — ^ v1 -* v *-xx —y 

2 Q„ 
-.'/// 1 

»// = 2 TQ Q   O- ^ = -UL (Q o   7? OM J ivw   " V““.V.V — 2 e x- -~sz _/1 __j-£^ , 
--X X 

1/7 — Ofo O   Q O l = 2f]   ID o Q 
7 HU’ — -J \--xi — yy —xy^-yc) — ^ “-yy—xz i 

folglich : 
(7 <p2 

oder: 

O 77 

QlAi — Ii) 

ds- 1 
¥ l — R ’ 

ds2 _ d<p2 _ (7<r 
F ~ 7c'2 1 ~ 7c'2 7c 

womit die bekannte Formel zwischen Bogenelement eines Kreises 
und zugehörigem Zentriwinkel erhalten ist: 
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und der in (5) berechnete Winkel zwischen den Strahlen y - s 

und y-t kann durch einen Bogen auf der Ivugel (4) ersetzt 
werden, so daß auf der nicht-euklidischen Kugel die- 
selben trigonometrischen Formeln gelten wie auf der 
euklidischen Kugel. 

4. Die angewandte Methode ist besonders geeignet, die 
Sätze über die llöhenlothe und die Mittellinien eines Dreiecks 
abzuleiten; es ist das schon von Co olid ge geschehen1), wes- 
halb wir darauf nicht mehr eingehen. 

b The Elements of non-euclidean geometry, Oxford 1902. 
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