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Zur Trigonometrie im nicht-euklidischen Raume,

Von F. Lindemann.
Vorgetragen in der Sitzung am 4. Mirz 1922,
1. Die trigonometrischen Formeln der nicht-euklidischen

Geometrie (und damit auch diejenigen der sphirischen Trigo-
nometrie) beruben auf zwel algebraischen Identititen. Ist

0., = 0 oder a,—b —cL—-n = (
die Gleichung des Fundamentalkegelschnittes in Punktkoordi-
naten, so ist 9
Oy~ 02,,8,,=0

die Bedingung dafiir, daf die Linie z-y Tangente an 2,, =0
sel, die linke Seite also mit (e¢bu)? wesentlich identisch. In
der Tat sel u; = (zy);, so wird
M (abw)? = (a.b, — by @) = 2a5b, — 2a,a,b,b,
o
=2(0,,0,,—2.).
Geht man umgekehrt von der Gleichung in Linienkoordi-

naten aus und sefzt

2 2
s J— f— —_
Ju y = U, = Up

so ist, wenn x; = (uv) die Koordinaten des Schnittpunktes von
1w und v sind:
2 9 9
(:')’) & ( 7, nu 1. v y,uv) == (ua Vg — Uy f(ﬁ’)"’ = ((l ﬂx)“
2 - 9
= 2y} 2apbsah, =240, —2(acd)(bed)a,b, =} A-a;Y),

) Vgl Identitiit (8) auf S. 286 in Bd. 1 von Clebsch, Vorlesungen
iiber Geometrie, 1. Aufl.
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wenn A = (ab¢)* die Invariante der Kurve bezeichnet. Ist
nun # die Verbindungslinie der Punkte x und y, v diejenige
der Punkte = und 2, also: w; = (zy), vi = (x2);, so wird

9 . 2 9
2V a Voo — Way) = [(azy) (Pzz) — (wxz) (fas)]

4 ; “ o 2

= (wy2)f (apa) =4 A-(wye) a:.

Bezeichnen wir mit z, y, # die Ecken eines Dreiecks, mit
u, v, w die gegeniiber liegenden Seiten, mit ¢., ¢,, ¢. die
Winkel, mit »,, r,, 7, die entsprechenden Seiten, so ist be-
kanntlich:

(3)

e Q yE LTy Q.. - 2, 7
cosin % Te cosin [y , COsIn [ —
B ] -~l/ ye<rz v 1 -(-)zz ~(-),n K v -(-),w‘ -Q_l/y
o Qe 11,1 w Py illrru s ']/u v
COSlIl‘IJ = / y COSIH / o/ , COSIn 7.1 = / y
v -l ,l/l. v lllll 1 v ] ?Illl w '1/" " v ] !1/“ u 'I,U v
also:
Sill 7. . 1/-(-)1/ ¥ -'-"z _ -(-);z — ]/ luu
B Vo, 0 /9 O '
S2yy ~tee 1 2yy L2,
Sil] P . ]/ lI,u v y/n'l!' o ‘]Ix.r"u' . (‘T./ r) ]/‘) -/
N 7 ) -
]V V 'Ilv v '1/11‘ w 1/15 l‘[/l v I' w
und folglich:
gin T .7y .7
11 - = 2 s Sin
]l: . ‘l/% "II‘H k3 ![/l v 'Illl w ]l; ]“
. @ /9 Q. I
sim ]‘f- ] 240, {2y, L2 sin /7',’ sin //.,
v v v

womit der Sinus-Satz gewonnen ist. Fiir den Cosinus-Satz
henutzen wir die weitere Identitiit:

Vo = e, = (abu) (wbv) = (., — bya,) (0, b, — b, a,)

- (--r: --yz—!-)ry~-fz)7
. . r /P N .. 0,
cosin -/ - cosin * |- cosin 7 +sin ¥ .sin * = i
I k I )7 ki 0,V 0
=<z “lyy ~fez
s '
n Pow V8w 2.8, cosin
oo ’ _ - ;!
]/ 1 vv ]l"ll ")’ "’"J' ]/""'I/ Vi "’("ZE ““').l'..l !“)l/l/ "')ll ]l/
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und entsprechend fiir den andern Winkel. Auf demselben
Wege erhiilt man die sphiirische Trigonometrie der euklidi-
schen Kugel, indem man die Punkte der Ebene durch das
Strahlenbiindel der Kugeldurchmesser, den Kegelschnitt 2., =0
durch den Asymptotenkegel der Ixugel nach dem Prinzipe der
Dualitiit ersetzt.

2. Die Trigonometrie auf einer nicht-euklidischen
Kugel ergibt sich in folgender Weise. Ist Q.. = 0 jetzt die
Fundamentalfliiche des Raumes und y der Mittelpunkt der Kugel
mit Radius 7, so ist die Gleichung derselben:

L, .
1)) 0,.8,, cosin’ I —02:,=0.

Zwel in der Diametralebene « liegende Gerade, die aufier-
dem bzw. in der Ebene » und v liegen, bilden einen Winkel ¢,
bestimmt durch

. . (abuv) (abuv’)
(5) cosin ,, == ==

k V(abzw) ~(abuv)'
wenn 2 =a; =b;-.-. Wird die Kugel von den Linien
bzw. in den Punkten =z und ¢ geschnitten und bezeichnet
einen beliebigen Punkt der Schnittlinic von » und ¢, so kann
man setzen:

= (.l/':‘t)l'y Vi = (.7/57):" Vi = (']/lfl),',
und dann wird, da u, = 0, u, = 0:

a, a, «,
(@buvy= b, b, b, =u, (1,0, —bya.) = (yzt1)(a,b.—,a),
Uy U U,
also:
(@buv) (abuv)y = (yetr)- Q(Q”U Qo — 2,.2,),
(abuvy = 2(yetr) (2, . — 25,
(abuv') = 2(yztn)? (2,, _--ut),
cosin ](/’ = .“(')-’/-” 2, — *7)112 -Q!/_‘_
((')) v ( - “(“)I/i _f_?”!/ !2“ —_— S),/t)
S ‘Q'/z -(-)1/[ %,g

}
= | cotang — =
( 7.> ! o V®,, W,
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wenn ., = 2, Q.. — 23, die linke Seite der Gleichung des
Asymptotenkegels bezeichnet. Der Winkel v zweier Diametral-
ebenen v, w ist bestimmt durch
v Y o (abev) (abew)
F VW, W V(abev) - (defw)
Andererseits beriihren die beiden zur Bestimmung des den
Winkel definierenden Doppelverhiiltnisses dienenden Kbenen,
die durch den Schnitt von v und w gehen, auch den Kegel
9%, =0 und den Kegelschnitt, in dem dieser Kegel die Fliche
0,,.=0 berithrt. Die Gleichung des letzteren in Kbenen-
koordinaten u ist

(7 cosin

Pow=2iv] — wotp0,vp) = (U g — w30 == 0,

wenn v; = ¢;¢, = d;d, gesetzt wird; es ist:

wpvl)® = (o cp — uge,) (adg —updye, d,
= 2(u; -epdgeydy — uguge.dge,dy).

(“a v/)‘

Hierin ist
cpdgeyd, = Y (cabe)d,|(dabe)e,—(dabe)e,—(dace)b, -(dcbe)a,|
= l(cabe)?dy =} A-8y,,
ugtt, codge,dy, = (abew) (fghuw) (abec) (fyhd)e,d,
= '(abeu)(abecye,(fyhd)yu,
S (abee) (fghdy uy = 'y A*-uy,

also
Pou=14-2,,-(abcu)y* — L A*u;,
Poy=1344-2,, - (abcu)(abecv) — L A% u,v,.
Da nun v, = 0 und w, = 0 ist, so folgt:
Lo Py abev)(abecw
cosin . v ) ( )

k' VP, P.. Viabev): - (abew) '

wie in (7), wodurch das geometrisch evidente Resultat auch
rechnerisch bestitigt wird. Zwischen den Kanten- und Flichen-
winkeln einer dreiseitigen Kcke gelten also in der nicht-eukli-
dischen Geometrie dieselben Formeln wie zwischen den Seiten
und Winkeln des ebenen Dreiecks (oder des euklidischen
sphiirischen Dreiecks).
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3. Um den Winkel ¢ durch einen Bogen auf der nicht-
euklidischen Kugel zu ersetzen, miissen wir allgemein den
Bogen einer Kurve durch den zugehdrigen Zentriwinkel aus-
driicken. Das Quadrat des Bogenelementes ist allgemein

d32 -Q:cm dedx— Q.?,(la;
®) BT 0L

und das Quadrat des unendlich kleinen Winkels der Linien u
und u + du

dr/’ Ilu " ![Irludu - lI/J(lu
(9) j2E 2 - Ell,‘l " T
wo Q=0 und ¥ =0 die Gleichungen des Fundamentalkegel-

schnittes in Punkt- bzw. Linienkoordinaten seien. Die Glei-
chung des Kreises mit dem Zentrum y und dem Radius » ist:

(10) R-0,,0,,—0:, =0, wo R = cosin’ ;
und die Differentiale geniigen der Bedingung:
(i1) R0y 2y — 802,y 2,0., =0
Nach (1), (10) und (11) haben wir, wenn zur Abkiirzung
dx; = z;, du; = w, gesetzt wird:

! e 2 )
Vi == 2(£2,, 82, — £22,)) =201 — R) 2, 2,

W = 2(02,, 2,y — 22) = »2,;(')”” (£2:2 92, — RO,
=exi
Wi = 22,0 2y — 2.y 2y,) = 2(1 — R) 2y, O,
folglich:
dog? 0O, 0,, — Q2 ds® 1
BT QL (0—R) Tk 1—R’
oder:

ds*  dg® . At A\?
G = e (R —1)% == Joe (sm 7&) ,

womit die bekannte Formel zwischen Bogenelement eines Kreises
und zugehdrigem Zentriwinkel erhalten ist:
s g
—=sin | -/

ko EOk
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und der in (5) berechnete Winkel zwischen den Strahlen y-:
und y-¢ kann durch einen Bogen auf der Kugel (4) ersetzt
werden, so dafi auf der nicht-euklidischen Kugel die-
selben trigonometrischen Formeln gelten wie auf der
euklidischen Kugel.

4. Die angewandte Methode ist besonders geeignet, die
Siitze iiber die Uohenlothe und die Mittellinien eines Dreiecks
abzuleiten; es Ist das schon von Coolidge geschehen?), wes-
halb wir darauf nicht mehr eingehen.

1) The Elements of non-euclidean geometry, Oxford 1902.
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