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135 

Über den Konvergenzexponenten der Fourierschen 
Reihen gewisser Funktionenklassen. 

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 6. Mai 1922. 

Bezüglich der absoluten Konvergenz einer trigonometri- 
schen Reihe 

(1) («j cos x bx sin x) -j- (a2 cos 2 x -j- b2 sin 2 x) ■ • 

kann man nach Sätzen von Denjoy (C. R. 155, 1912, II, S. 135 
his 130), Lusin (C. R. 155, S. 580—582) und Fatou1) zwei 
Fälle unterscheiden: die Reihe (1) ist entweder überall absolut 
konvergent, oder sie ist es höchstens in einer Punktmenge vom 
Malle Null, je nachdem die unendliche Reihe 

konvergiert oder divergiert. 
Wenn also die Reihe (1) in einer Punktmenge von posi- 

tivem Maß absolut konvergieren soll, so muß die Reihe (2) 
konvergieren, und (1) ist dann offenbar die Fouriersche Reihe 
einer durchweg stetigen Funktion2). Es ist daher von Interesse, 

*) Man vgl. insbesondere P. Fatou, Sur la convergence absolue 
des séries trigonométriques, Bulletin de la société mathématique de 
France 41, 1913, S. 47-53. œ 

2) Es ist dann sogar die Potenzreihe 2 c,, 2r für M = 1 absolut 

und gleichmäßig konvergent, und die Reihe (1) stimmt offenbar überein 

Von Otto Szäsz in Frankfurt a. M. 

Einleitung. 

U j n,. — ib,.\ = XJ Cy 
r 

mit dem Realteil dieser Potenzreihe für z = c 
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Bedingungen für die stetige, nach 2 n periodische Funktion f\x) 

anzugeben, unter denen die zur Fourierschen Entwicklung 

Cl co 

f (x) ^ ~ -p X! («>■ cos vx + l>,. sin vx) 

gehörige Reihe (2) konvergiert. Den allgemeinsten hierher 
gehörigen Satz hat Herr S. Bernstein1) aufgestellt: 

Satz I. Wenn die Funktion f(x) einer Lipschitzschen 
Bedingung vom Grade a > l genügt, so ist ihre Fouriersche 
Reihe absolut konvergent (sc. überall); dagegen gibt es zu 
jeder Zahl ß <ß 4 Funktionen, die einer Lipschitzschen Be- 
dingung vom Grade ß genügen und deren Fouriersche Reihe 
nicht absolut konvergiert2). 

S. Bernstein gibt hierfür keinen Beweis an, sondern be- 
merkt nur, daß sich derselbe auf folgende Tatsache stützt, die 
er dann herleitet : 

Das Maximum von 

Pj -f- o2 -j- ■••-)- Qn, r — 1, 2, ... n, n = Primzahl 

für die Gesamtheit aller trigonometrischen Polynome nt,:r Ordnung 

M 

Tn (X) = Qr C0S (vX   «>•) ! Qy > 0 ! 

die der Bedingung 

Tn (x) [ <C 1 für 0 < x < 2 Tr. 

genügen, hat die Größenordnung Vn. 

Von den Untersuchungen S. Bernsteins ausgehend ge- 
lange ich im folgenden zu einem einfachen Beweis und einer 
Verschärfung des Satzes I, indem ich eine allgemeinere Frage- 
stellung behandle. Ich sage: eine Klasse (K) stetiger Funk- 
tionen besitzt den Konvergenzexponenten y, wenn einer- 
seits für die Fouriersche Reihe irgend einer Funktion aus (K) 

und für jedes y.~> y die Reihe 

') Man vgl. S. Bernstein, Sur la convergence absolue des séries 
trigonométriques. Comptes rendus 158 (I, 1914), S. 1GG1—G!!. 

“) Gemeint ist offenbar: nicht für jedes x. 
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CO 00 

y I (tty “l- l>ÿ)~ = ! Cy Y, (Cy = tty 1^,') 
V — \ v=l 

konvergiert, während es andererseits zu jedem x < y eine Funk- 
tion in der Klasse (AT) gibt, so daß die zugehörige Reihe I c>' * 
divergiert. Herr T. Carle mann hat gezeigt, daß die Klasse 
aller stetigen Funktionen den Konvergenzexponenten y — 2 
besitzt, wobei natürlich y 2 längst bekannt ist. Etwas schär- 
fere Resultate erhielt ich in meiner Arbeit: Über Potenzreihen, 
die im Einheitskreise beschränkte Funktionen darstellen '). Wird 
die Klasse (K) aus den stetigen Funktionen f(x) gebildet, die 
einer Lipschitzschen Bedingung vom Grade a genügen, d. h. gibt 
es zu jedem f(x) eine von x unabhängige Größe 7., so daß 

(3) [ f(x) — f(u) I < X \ x — u !“ 

für alle x und u, so ist y eine Funktion von et, die offenbar 
mit wachsendem a monoton abnimmt, und der Satz I ist gleich- 
bedeutend mit den Ungleichungen: 

7 (a) < 1 für a > I und y (a) > 1 für a < |. 

Im folgenden wird für 0 < a < 1 7(a) genau bestimmt; 
es ergibt sich : 

}’ ^ = 2 a +"T ’ ° < “ < 1 ’ 

mit der Verschärfung, daß eine nur von a abhängige Potenz- 
00 

reihe angegeben wird, die im abgeschlossenen Einheits- 
0 

kreise eine der Lipschitzschen Bedingung vom Grade a ge- 
nügende Funktion G(z) darstellt, wobei | yr |* für jedes 

2 
« < j divergiert. 

Schließlich ersetze ich die Bedingung (3) durch eine weit 
allgemeinere, während der Konvergenzexponent derselbe bleibt 
(vgl. Satz III). 

*) Math. Zeitschr. 8, 1920, S. 222—236. Daselbst Literaturnachweis. 

Siizungsl». tl. mai h.-jihy.s. Kl Julirg. 1922. 10 
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§ I. Beweis der Relation y (a) < p-j • 

Hilfssatz 1. Es sei 0<a<l; die stetige Funktion 

(F) f{x) ~ ~ -f- cos x + bt sin x -|- u2 cos 2 x -f- b2 sin 2 x -J- 

genüge der Bedingung 

(3') \f(x) —f(u)\ <l\x — u\a 

für alle x und u; ferner sei 

(4) 

s0 = s„ = + ŸJ («>■ cos vx-\- by sin vx), n = 1,2, 3, 
2 2 ,. = 1 

,„(*) = S” + S'+ „=1,2,3,... 
n 

Dann ist 

(5) o„(x) — f{x) I < ~, ü < x < 2 .7, M = 1,2,3,.. .. 
Tfb 

wobei C nur von n abliängt (nicht von f, l und x). 
Aus der bekannten Formel 

m on(x)-f(x) = 1 f (Sin-/))-f(x -I- 21) + fix - 20-2/M] dt 
rin J \ sin t ) 

o 

und aus (3') folgt nämlich sofort 
rr 

UTI J \ sin r / 

und hieraus wegen 

weiter 

2 71 

sin ty —t für 0 < t < - 

s . 2“+IA 7i- f sin -nt ,, 
,r„,ix)-tix) < • 4 J <a_„ 
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Setzt man hier 
1 r “ fL 

nt - T, also dt = — dr, t
2 " = ——, 

n n~~
a 

so wird 

an (x) — f(x) i < 
1 n 2 p sin2 T 2

a
nA j* 

J W“-"1!2-“ w“ J 
o o 

womit der Hilfssatz 1 bewiesen ist1). 

Hilfssatz 2. Für nicht negative d,., öv und für ^>>1 
gilt die Ungleichung: 

n
2 / 

n
2 \ 1 / «2 

(6) 

2"TI). (*sin2T 
dr, 

”2 / "2 \ 1 / "2 \ ] 

S drör < ^ s s d»J 
I2) 
p 

)'=»! \r=Mi / \r = tli 

Insbesondere für dr = 1 (v = n, -)- 1, . . . M2) wird 

"2 , _ 1 / »2 \ 1 

(7) S <3,. < w I S <5,p ) /', « = n2 — Wj + 1 • 
>■ = «i v=«i / 

2 
Die Ungleichung y («) < ——— ^ ergibt sich nun folgender- 

maßen : es ist offenbar nach (F) und (4) 

J W 1 CD 

f (x) — fj„ (æ) ~ — U I' (a,. cos 7’ x 4- bv sin v x) -f- S («>■ cos 7' a; 
W v = l r = n 

-}- sin 71 ä), 

und hiernach 

1 f [°" 0*0 — f 0)P dx = 1
> S 7'2 (»; -f- &,?) -j- £] («," + b;). 

71 tJ fl“ v= 1 r = n 

Hieraus und aus (5) folgt nun sofort 

(8) s (o; + W) = £ |c,. 2 < ‘", » = 1, 2, 3, ... 
r = n r = u — « 

') Man vgl. S. Bernstein, Sur l’ordre de la meilleure approxima- 
tion des fonctions continues. Acad. Roy. de Belgique, Classe des sciences. 
Mémoires, II. Série, t. IV. Bruxelles 1912, S. 1—104; insb. S. 88—89. 

2) Man vgl. z. B. Jensen, Sur les fonctions convexes et les inéga- 
lités entre les valeurs 7iioyennes, Acta math. 30, S. 175 —193; insb. S. 181. 

10* 
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Aber die Anwendung der Ungleichung (7) für p = —, 
0 < x < 2 liefert 

s ! |* < 2,,'‘ -M U I c,. /t = 1,2,3,..., 
.•=l+2/‘ V = 1-1-2/' / 

und mit Rücksicht auf (8) ergibt sich nun 

2,« -f- 1 

V c,. | * < 2 ’ v *' ",  < 
(t -1)2* l*C" 2

x
l'C

x 

2"
nX ^ 9 /«('** + ä «— 1) ‘ 

.■=1+2/' 

Hieraus ergibt sich unmittelbar die Konvergenz der Reihe CO 
U I c,. * für 

(a -f- I) y- — 1 > o, d. h. * > 
« -j- 1 

Damit ist die Ungleichung y (a) < y ^ ^ bewiesen. 

§ 2. Beweis der Relation y(«)> 
1 

Hilfssatz 3. Es sei g eine Primzahl =1 mod. 4, und 

—J das Legendresche Symbol ( ) = -j- 1 oder — 1, je 

nachdem v für den Modul q quadratischer Rest ist oder nicht ; 
0<i’<g]. Ferner sei 

2 , n 
(fi — >0 v = 1,2,.. -2 — 1 und 

l(a^, + <#Lsg + ■ • • + + a(,5V + <4V+1 + 

+ *2(*-n) =Vc?v = 
>■ = 0 

Dann ist 

//f/(^)j<l für j^j<l, und 

2 q—'i t 
1 7—1 

V‘1 

2 t] — 2 

■ =0 
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Für den Beweis verweise ich auf die S. 136 und S. 137 
zitierten Arbeiten. 

Hilfssatz 4. Es sei P(z) ein Polynom n
lou Grades, das 

der Ungleichung 

(9) \P(z)\ < 1 für \e\< 1 

genügt: e sei eine positive Zahl <1. Dann ist 

|P(*)-P(0|^_2»‘|*-£|« für \£ <r 1, \C <1. 

Zum Beweise bemerke ich zunächst, daß aus (9) 

(10) I P' (z) I < n für z < l 

folgt1). Ferner ist nach einem auf Darboux2) zurückgehenden 
Mittelwertsatz 

P(«)-P(0 = e(*-f)P'(f + 0(z-O), 0<»£1, g\< 1. 

Hieraus und aus (10) folgt 

j P(z) — P(C) j < n z — 'Ç für J z I <j 1, I f I < 1, 

also auch 

(11) : F(z) — P (0 ,r <L_n
r
 Z—'C Is, £ > 0. 

Nun ist mit Rücksicht auf (9) für 0 < e < 1 

|p(*)-p(0 =\m-m 'Im-m ,-K_2i-'|p^)-p(c)Sh 

und aus (11) folgt weiter 

P (z)— P(C) <: 2 n' 10—'Q |£, 0<e<l. Qu. e. d. 

Es sei jetzt 

1 < <Zi < <h < <z3 < ■ ■ ■ 

eine wachsende Folge von Primzahlen, die den Bedineuntren 
o 7 Do 

genügen : 

(12) q,—\ = 1 (mod. 4), qy > (2] -f q2 -\ f<Zv_i), v = 2,3,4, ••• 

(12') S , konvergiere. 
v = i logg,. ° 

M Man vgl. etwa meine Arbeit: Ungleichungen für die Koeffizienten 
einer Potenzreihe, Math. Zeitschr. 1, 1918, S. 1G3—183; insb. S. 181. 

2) Man vgl. z. 13. Enzykl. d. math. Wiss., Bd. II, Teil I, S. 68. 
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Ich setze zur Abkürzung 

n0 = 0, n, = 2, + 2a H f- 2-, (-) = G,.(s), v = 1,2,3, 

dann ist die unendliche Reihe 

(13) 

g
.w I I 

rjx <i
a
J2 2s ft, 

= ij ^2,,v—1 - >'+i 

<nß*' 
wobei ßx^ß-z^ß3 • positive Zahlen sind, für |.r|<l 
gleichmäßig konvergent. Es ist nämlich 

. , Gr (z) „ , , Ui,, (ß) rr , . »V> = £.2» =Uy{z) 

rrßy <Hßy 

ein Polynom vom Grade 2 n,,_ i — v -J- 1 -f- 2 q,. — 2 = 2 H,, — — 1, 
und nach Hilfssatz 3 ist 

U,.(z) < 

1 
2“ ft.’ 

<1, v = 1,2,3,..., 

wobei wegen (12') für jedes u > 0 konvergiert. 

Die Reihe (13) ist, wenn man die Ur{z) ausführlich an- 
schreibt und nicht voneinander trennt, eine Potenzreihe, die 
für |#|<1 konvei'giert und für js|<l eine stetige Funk- 
tion G {z) darstellt : 

/'r(?0 °2„-2 

2)‘ft 
S-Î1- 

co 

G(^) = 1) + 1
-z -f b 

v = o 2, [>i 2) P1 

/nr(?2' 
+ *’«-' + ••• 

2Sft» 
Nun ist 

(ÏW —ff({) = £[t/,(*)—tT„(Ö], * <1, IC! < 1, 

und aus Hilfssatz 4 folgt mit Rücksicht auf Ungl. (12) 

(U) Uy(z) — Uy(C)\ < 2\Z — Ç'I 

... (2 n,y 8 Z—C|,; 

C r-    ! 1» —— 
(f ß ±y l y ""-'/H ’ 

,. == l 2 3 • • • ß ± , o, 
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<5, ] 
Da nun für «>e die Reihe S _ ■ -5- konvergiert, so 

v = i 2™ 
e
Pv 

genügt die Funktion G (z) für jedes e < a einer Lipschitzschen 
Bedingung vom Grade e im Kreise |#|<1. Ist außerdem 
y 1 
S n eine konvergente Reihe, so genügt G{£) sogar einer 

>■ = 1 ßv 

Lipschitzschen Bedingung vom Grade a. Hier darf auch a = 1 
sein. Andererseits ist für v. > 0 nach Hilfssatz 3 

1 ’s \r.~ = (K’ + + 
/t = 2»v_1-v + i 1” 2V Pr 

= £*+1^ [1 + 2- + 3- H f Öv - 1)"] = Sv 

und 

1 

Ir- 1 

+ 2* + • • • + (5,. — \y > JA *>0. 

* + 1 

Also ist 

(q _ iy + i 1 g,-*<«+i/2) + i 
gH(« + 3.y^ 2«+i ßx ’ ’ ’ 

setzt man nun 

/?v = log qv, v = 1, 2, 3, . . ., 

so genügt mit Rücksicht auf die Bedingung (12') die Funk- 
tion G einer Lipschitzschen Bedingung vom Grade a im 
Kreise j z < 1, während andererseits für 

1 — * (a + -3-) > 0, d. h. * < 
2 CE -j- 1 

lim Sr = -j- co 

drd, also die Reihe j yr |* für jedes * < ( 
!a + 1 

divergiert. 

Es ist also 

7 («) > y 
2 

a-\- 1 ’ 
0 < « < 1. Qu. e. d. 
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so 
Da aber im § 1 gezeigt wurde, daß y («) < . 

hat man das Resultat 
a -j- 1 

ist, 

(
14

) y(«) = 2^q_ 1 ’ 
co  2 

Offen bleibt dabei die Frage, wie sich die Reihe £ |c,.| - " +1 

r=i 
verhält. Ich zeige, daß im Falle n > -l diese Reihe auch noch 

2 
divergieren kann. Jetzt wird nämlich für * = - —. , < 1 

° 2 « J- 1 

r 
Sr > I -« +1 r = 1, 2, 3 . . . 

Nun setze ich 

ßr = Db(2"+1), v = 1,2,3,..., 

“1 
offenbar ist jetzt £ — konvergent, also genügt G(.e) einer 

v = l l>v 

Lipschitzschen Bedingung vom Grade a; dagegen ist 

4 r 
o 

CO    

also £ !2« +1 divergiert. Hierbei ist 0<«<1. 
V = 1 

Zusammenfassend gilt der Satz II: 

Wenn die Funktion 

a 
a 

f(x) ~ -\- £ (a,. cos v x -\- bv sin v x) 

einer Lipschitzschen Bedingung vom Grade « genügt: 

(3") j f{x)—f(ti) j <i l x — U j“, wobei 0<a<l, 
CO CO O 

so ist die Reihe £ I av — ib,, |* = £] cv |* für jedes x > - 
i = i 1 >■= 1 J « -h 1 

konvergent; dagegen gibt es eine Funktion f(x), so daß 
CO 

sogar die zugehörige Potenzreihe £ («,. — ib,) z
r
 — Gr (.?) 

v = 0 

der Lipschitzschen Bedingung 
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- G(01 < i ! 0 — t, I“, !*;<i, o < « < 1 

genügt und die Reihe .Zjc),|
K für jedes * < 

2 
2a + 1 

CO “ 

divergiert. Ist a >1-, so kann schon die Reihe T | cr|
2“ + ‘ 

divergieren. 
00 

Ob z. B. für a = -J- die Reihe S |cv| divergieren kann, 
ist eine offene Frage. ’—1 

also 

§ 3. Zusätze. 

1. Die Formel (14) gilt auch für a — 1, denn es ist offenbar 

y (1) < y (a) für 0 < a < 1, 

>'(!)<#■ 

Andererseits folgt aus Satz II 

7(i)>f; 
also ist 

7(1) = f- 

2. Satz II läht sich verschärfen durch Untersuchung der 
Konvergenz bzw. Divergenz der Reihe 

Yjr
T]
Cy\

K
 = T V

r
 (aï + bty*, 0 < * < 2, T > 0. 

V = 1 V = 1 

Man setze in Ungleichung (6) 

2 T 

d„ = V
2
- '- , öv : 

dann erhält man 

c,\
H
 2 

v = -> i; 
.9 x 

< 
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Nun ist für Q > 0 

V ( ! »1+1 

U y
,J < S f x" dx = f x- dx = —j | (n + 1)-+1 — 11, 

v = 1 r = l J J Q H“ A 
V 1 

also 
n 

£ V'-' < (n + 1)"+' ; 
V=l 

hieraus und aus der Formel (8) folgt für 

», = 2“, n2 = 2“ + 1 — 1, n = 1, 2, 3, . . . 

die Ungleichung 

S/' + '-l u 

S r
T I C„ * < - 

.• = 2." 

also schließlich : 

D.-C
2
)- 

O/iuy. 

. 2'." + l)l-' + 3- *'1/2 < ■ *.(> , H-1-;). 
2“ 

2/‘+ 
1 *
 - 

s rT C„ h < 
/" c *_ 

,/' (««+ 2 
= 1, 

Hieraus folgt unmittelbar die Konvergenz der Reihe 

£ »"■ I c,.rr(a* -f- 
»=I v=1 

falls 

T>0, ^ ^ N 
7
 "I“ 1 

ist. Dies heißt 

2 a 4- 1 
0 < T < y. ^ 1, 0 < * < 2 ; 

offenbar muß dabei 

2 
y
> 2 cT+~l ’ d‘ h' sein- 

3. Eine weitere Verschärfung des Satzes II besteht darin, 
daß die Bedingung (3") durch die erheblich allgemeinere 
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(
1
5) J f I'fix + 2t) + f(x—2t)- 2 f{x)\2 dx < 8 i? t

2“ für t > 0 l n J 
0 

ersetzt wird. 
Es kommt ersichtlich nur darauf an, zu zeigen, daß auch 

unter dieser Voraussetzung die Beziehung (8) gilt, die ihrer- 
seits aus der Ungleichung 

2 71 

(16) I f [o„ (x) - f (z)]2 dx < 
2
^f

2
, » = 1, 2, 3, . . . 

TL TI 

o 

(G eine Konstante, die nur von a abhängt) folgt. 
Um nun diese Ungleichung zu beweisen, setze ich nach 

Formel (L) 

(x) - m _.! r (üEI»“Y- ? (SEÎ?), + : m + 31) nnj \ sin t J \ sin zl J 

+ f(x — 2 t) — 2 f (a;)j dt, 

und wende hierauf die bekannte Ungleichung O O 
b h h 

( J* «T> (x') V’ (#) dxj < j* <p {x)~ dx ■ f y (x)- dx, b > a 

a a a 

an. Dann wird 
71 TT 

M*) -Z'*))2 < -J-.7 f (~y-“dt• f (™)2+“[y(z+21) n~ Ti- J \ sin t J J \ sin tj 

+ fix — 2 t) — 2 f(x)fdt; 

nun ist 

7i
2
 Ç(sinx)

2
~

a
-n

2
~

a 

4 J nx
2
~

a dx 

o 

4 
n'~" 

1 — a 
, 0 < a < 1, n= 1, 2, 3,... 
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Also wird 

sin nt\
2

+" 

sin t 
o o 

+ f(x — 2 t) — 2 f (#)]-’ cZa;| dt, 

und mit Rücksicht auf die Bedingung (15) wird 

ZT 

l 1 fc« - m? *• < / (££)*** 
o o 

Ferner ist 

< 

0 « 
1 Ç (sin T)

2
+'

1
 • M

2
~" ( 

  Z—  (ZT<8)J
1
-" 1 

J nx-~" 

(sin w<)2 + ' 
fl-a 

dt 

< 16 
1 —« ' 

Daher wird schließlich 

1 I 2o / “ 
* j K lx)-m~\*dx< £_-ajni-, n = 1, 2, 3, . . 

0 

womit die Ungleichung (16) bewiesen ist gesetzt^ . 

Es ist bemerkenswert, daß die Bedingung (15) sich durch 

die Fouriersche Reihe von f(x) leicht ausdrücken läßt. Es 

ist nämlich 
CO 

f(x + 21) + f (x — 21) — 2 f(x) ~ — 2 £ (1 — cos 2 vt) (av cos v x 
V — 1 

. -j- l)v sin vx), 1 — cos 2 v t = 2 sin2 vt, 
also 

2 zi 

~ I U (
x + 2£) + f{x — 21) — 2 f(x)]

2
dx = 16 £ (ciy -j- &;)sin4i'£. 71

 ” »■ = 1 
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Wir haben somit den, auch direkt beweisbaren, Satz ge- 
wonnen: Satz III. 

Ist für ein positives a < 1 

£ {a;. + bl) sin4 vt < Pt
2
'* für / > 0, 

)' = i 
l eine Konstante, 

GC y
- 2 

so ist die Reihe X! (ul + bl)
2 für y.> - konvergent. 

) =i ia \ 

Ich beweise, daß es andererseits Funktionen f(x) gibt, 
für die sogar 

CO 

£ («,■ -f- bl) sin2 v t < P t
2
", t > 0 

gilt, während £ (fll + bl)~
a
+

x divergiert; dabei ist a eine 
V — 1 

Zahl des Intervalles 0 < a < 1. 
Setzt man nämlich für die in § 2 definierte Funktion G(z) 

wiederum ^ = „« + *!,, r=l,2, 3, ..., 

X J 
so ist, wie schon gezeigt wurde, £ (a'l -p bl)

2a
+

l divergent. 
i'= 1 

Andererseits ist G(z) eine für |^|<1 stetige Funktion und 
da in den Polynomen Ur (z) keine gemeinsame Potenz von z 

vorkommt, wird 

^ J G(c"'+
21

') — G(e
u

)\- äx 

= * £ f I/,.(ei(2: + 2')) —- U,.(e
ix

) -dx. 
O zi Y = I u 

Nun ist 

1 c “ 

rJp, — = S jvj2 1 — c- 
r = 1 

co 

— I £ y Y |a sin2 v t, 
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und aus der Ungleichung (U) folgt für s = a 

Uy(e‘(-x+~t)) —- U,,(eix) 2 < 
82 1 — e lit 12 r. 

,2u+l ’ 

also 
2 JT 

-— £ f I ü, (e«*+2'i) — f/,, (e'-Q ,2 rf» < 82 4" sin 2“ü £ —=-+,. 
^ TT r = 1 «J r = 1 ^ 

Somit wird 

£ I |2 sin2 v t < 82 £2“ • £ 1. Qu. e. d. 
v = 1 r = 1 ^ 

Schlußbemerkung. 

Aus unserem Resultat folgt insbesondere: 

Genügt die Funktion f(x) für ein a > l der Bedingung (15), 
so ist sie durchweg stetig. 

Es wäre von Interesse, hierfür einen direkten Beweis 
zu geben. 
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