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Uber den Konvergenzexponenten der Fourierschen
Reihen gewisser Funktionenklassen.

Von Olto Szisz in Frankfurt a. M.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 6. Mai 1922.

Einleitung.

Beziiglich der absoluten Konvergenz einer trigonometri-
schen Reihe
(1) (o,cosx 4+ b, sinz) 4 (a,cos 2 + b, sin 2x) + - - -
kann man nach Siitzen von Denjoy (C. . 155, 1912, T, S. 135
bis 136), Lusin (C. R. 155, 8. 580—582) und Iatou?!) zwel
Iille unterscheiden: die Reihe (1) ist entweder iiberall absolut
konvergent, oder sie ist es hochstens in einer Punktmenge vom
MaBe Null, je nachdem die unendliche Reihe

3 Va: dbi=73 a,—ib, =2 ¢,

1 r=1 r=1

@

Coi=ie— b0 = 2 3 b
konvergiert oder divergiert.

Wenn also die Reihe (1) in einer Punktmenge von posi-
tivem Mak absolut konvergieren soll, so mufi die Reihe (2)
konvergieren, und (1) ist dann offenbar die Fouriersche Reihe
einer durchweg stetigen Funktion?). Es ist dalier von Interesse,

1) Man vgl. insbesondere . Fatou, Sur la convergence absolue
des séries trigonométriques, Bulletin de la société mathematique de
France 41, 1913, S. 47 —53. o

%) Es ist dann sogar die Potenzreihe D ¢, z" fiir |z <1 absolut

r»=1
und gleichmiifiig konvergent, und die Reihe (1) stimmt offenbar iiberein

mit dem Realteil dieser Potenzreihe fiir z — ¢'".
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Bedingungen fiir die stetige, nach 2z periodische Funktion /()
anzugeben, unter denen die zur Ilourierschen Entwicklung

a @ .
f@~ 243 (a,cosva -+ b, sinvz)
~ r=1

gehdrige Reihe (2) konvergiert. Den allgemeinsten hierher
gehorigen Satz hat Herr S. Bernstein?) aufgestellt:

Satz I. Wenn die Funktion f(x) einer Lipschitzschen
Bedingung vom Grade «> 1 geniigt, so ist ihre Fouriersche
Reihe absolut konvergent (sc. tiberall); dagegen gibt es zu
jeder Zahl <} Funktionen, die einer Lipschitzschen Be-
dingung vom Grade f# geniigen und deren Fouriersche Reihe
nicht absolut konvergiert?).

S. Bernstein gibt hierfiir keinen Beweis an, sondern be-
merkt nur, daf sich derselbe auf folgende Tatsache stiitat, die
er dann herleitet:

Das Maximum von

o, + o, 4o, v=1,2,.. .0, n="Prmzahl

fiir die Gesamtheit aller trigonometrischen Polynome #'" Ordnung
13
Ty(@) =Y o,cos(rvx —uw), o0.>0,
r=1

die der Bedingung
Ta(z) <1 fir 0<a<2a
geniigen, hat die Grifienordnung Van.

Von den Untersuchungen S. Bernsteins ausgehend ge-
lange ich im folgenden zu einem einfachen Beweis und einer
Verschiirfung des Satzes I, indem ich eine allgemeinere Frage-
stellung behandle. Ich sage: eine Klasse (A) stetiger Funk-
tionen besitzt den Konvergenzexponenten y, wenn einer-
seits flir die Fouriersche Reihe irgend einer Funktion aus (/X))
und filr jedes 2>y die Reihe

) Man vgl. S. Bernstein, Sur la eonvergence absolue des séries

triconomdétriques.  Comptes rendus 158 (1, 1914), 8. 1661--63.
%) Gemeint ist offenbur: nieht fiir jedes .
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Sar +0)2 =3 lel" (6 = a,—ib,)

r=1 v=1
konvergiert, withrend es andererseits zu jedem x <y eine Funk-
tion in der Klasse (/) gibt, so dafi die zugehdrige Reihe 3] ¢, *
divergiert. Herr T. Carlemann hat gezeigt, daB die Klasse
aller stetigen Funktionen den Konvergenzexponenten y = 2
besitzt, wobei natiirlich 7 <2 lingst bekannt ist. Etwas schir-
fere Resultate erhielt ich in meiner Arbeit: Uber Potenzreihen,
die im Einheitskreise beschriinlte Funktionen darstellen'). Wird
die Klasse (K) aus den stetigen Funktionen f(z) gebildet, die
einer Lipschitzschen Bedingung vom Grade « geniigen, d. h. gibt
es zu jedem f(x) eine von z unabhingige Grofe 2, so daf

®) f@)—f@) <iz—ur

fir alle 2 und «, so ist y eine Funktion von «, die offenbar
mit wachsendem @ monoton abnimmt, und der Satz I ist gleich-
bedeutend mit den Ungleichungen:

y() <1 fir a> ) und y () > 1 fiir « <}.

Im folgenden wird fiir 0 <a<T1 y(a) genau bestimmt;
es ergibt sich:
9

<

;'(a):z(l—f—l-, 0<(1<1,

mit der Verschérfung, dai eine nur von « abhingige Potenz-

«0
rethe Yy, 2" angegeben wird, die im abgeschlossenen Einheits-
0

kreise eine der Lipschitzschen Bedingung vom Grade a ge-

niigende Funktion G (¢) darstellt, wobel 3|7.17 fiir jedes

) 2

“ < 2 a'—i}— 1
Schlieilich ersetze ich die Bedingung (3) durch eine weit

allgemeinere, withrend der Konvergenzexponent derselbe bleibt

(vgl. Satz III).

divergiert.

1) Math. Zeitschr. 8, 1920, S. 222--236. Daselbst Literaturnachweis.

Sitzangsh,domath-phys, K1 Jahrg, 1922, 10
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§ I. Beweis der Relation y (a)<

+ 1
Hilfssatz 1. Es sel 0 <a<1; die stetige Funlktion

) f@)~ ﬂ +a, cosx -+ b sinx + aycos2x 4 bysin2x + -+

geniige der Bedingung
39 @) — )| <2z —up
fiir alle z und u; ferner sei

a a & .
lsoz ZQ’ sn= 4 + 2 (a cosvx + b, sinrz), n=1,2,3,...

= v=1

Sot+ 8+t Su

IG,, (Z) — : —= ’

n

(4)

Dann ist

!
(5)  on(x) — f@)! -/z(:’ 0<z<2a, n=1,2,3....

wobei € nur von a abhingt (nicht von f, 2 und z).
Aus der bekannten Formel

T
]

: 1 sinnt\? o -
Do —1@=, | (‘;‘;;’;-) [F(e- 204 o =20 2f ()] !

und aus (3) folgt nimlich sofort

+1] sin n £\ ?
o (@) — [ () <“"”7 f( 2 )l(lt,

sint
0

und hieraus wegen

smt> tfm O<1‘<

welter

T

9

Qat1y n‘-’ sin“nt

;,,(L)——/()< T di.

na 4 e
0
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Setzt man hier

1 d 2—a -[2—”

nt =7, also dt:;@- 7, =
so wird .
n")

i @
L 2e=1g] sin? 227l (" sin®t
Gn(x) —f(x) < " - ~.J’n“_17:2"“ dz < oy g d-r,
0 0

womit der Hilfssatz 1 bewiesen ist').

Hilfssatz 2. Fiir nicht negative d,, J, und fir p>1
gilt die Ungleichung:

g ng 1 n—z‘ 1— 1 2)
() Y 4,0, < ( Y 4, af)»( ) d,,) v
¥y y=mnq y=my
Inshesondere fiir d, = 1(» =n,,n, + 1,...n,) wird
1

1y 1 ny !
(7) Eé,.<n] 1’(2 (S,’,’)l’, n=mn,—n, + 1.

r=mny » =1

. . 2
Die Ungleichung 3 («) < Tu a1

mafien: es ist offenbar nach (F) und (4)

ergibt sich nun folgender-

n—1

(@) —o,(z) ~ 11z 2 v (a, cosvx 4 b, sinrx) + 2 (a, cosvz
y=1 r=n
+ b, sinvzx),

und hiernach
1 . K N
@ —r@rde = B @+ B @,

0 — r=m"n

Hieraus und aus (5) folgt nun sofort
= il , 22202

B X@+tH)y=2 < P n=1,2,3,...

') Man vgl. S. Bernstein, Sur l'ordre de la meilleure approxima-
tion des fonctions continues. Acad. Roy. de Belgique, Classe des sciences.
Mémoires, I1. Série, t. IV, Bruxelles 1912, S. 1—104; insb. S. 88—89.

%) Man vgl. z. B. Jensen, Sur les fonctions convexes et les inédga-
lités entre les valeurs moyennes, Acta math. 80, S.175—193; insh. S, 181,

10*
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. . 2
Aber die Anwendung der Ungleichung (7) filr p = L

0 <2 liefert
on+1 , “(1—_3) au1 %
Yoot d ( X e ) p=1,2,3,...,

r=14-24 r=1--2#
und mit Riicksicht auf (8) ergibt sich nun
#
a1 1(1 _")02;7,0:« -')Z/‘zOz
Y oolr<y o) 284 _ 2+ .
r=1--2/ 2"”‘?' 2‘”(’”"+ px—=D
Hieraus ergibt sich unmittelbar die Konvergenz der Reihe
“w0
>ile, * fiir
v=1 2
(«+Dx—1>0, d. h. x>, .
- 2a 41
.- . . 2
Damit ist die Ungleichung 5 («) < bewiesen.
=] =] 2 o + 1
15}

=

Q . —
§ 2. Beweis der Relation y («) > Su 11"

Hilfssatz 3. Xs sei ¢ eine Primzahl =1 mod. 4, und

(li> das Legendresche Symbol [(;) =+ 1 oder —1, je

q
nachdem » fiir den Modul g quadratischer Rest ist oder nicht;

0 <»<yq]. Ferner sei
2 g (;) = v=1,2,...q—1 und
7

@Dogt a7+ al? 4 AT

a4+ a s

2q—2
a0 = ;_]0 O = g,(2).
Dann ist
g9,(2) <1 fir 2 <1, und

2q—2 1

oo =1
r=0 ' ]/Ij
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Fiir den Beweis verweise ich auf die 8. 136 und 8. 137
zitierten Arbeiten.

Hilfssatz 4. Hs sei P(2) ein Polynom »'" Grades, das
der Ungleichung
9) |P(2)| <1 fir |2|<1
geniigt: & sel eine positive Zahl <1. Dann ist

|P(z) — PO <2we— () fir 2 <1, | <1.

7Zum Beweise bemerke ich zunichst, da& aus (9)
(10) (Pl(x) <m fir 2 <1

folgt®). Ferner ist nach einem auf Darboux?) zuriickgehenden
Mittelwertsatz

Ple) —P(O)=o0@—0P'(C+9—0), 0<9<1, o <I.

Hieraus und aus (10) folgt

P —P@) <ns—C furle <1, [7]<1,

also auch
(11) P@E) — PQ) <w e—C]y e>0.

Nun ist mit Riicksicht auf (9) fiir 0 <e<1
L@ =P() = P)—=P() | Ple)=P() '+ <2 | L(z) ~P(),
und aus (11) folgt weiter

| P(5) —P() <2nlz—CF 0<e<1. Qu e d.

Es sel jetzt

1< <<y < -

eine wachsende Folge von Primzahlen, die den Bedingungen
geniigen :

(12) gi=1(mod. 1), . > (g, + ¢+ -+ qo—1), v=2,3,4,-++

. - 1 .
(12%) 12:1 log g, konvergiere.

) Man vgl. etwa meine Arbeit: Ungleichungen fiir die Koeffizienten
einer Potensreihe, Math. Zeitschr. 1, 1918, S. 163—183; insb. S. 181.
%) Man vgl. z. B. Enzykl. d. math, Wiss., Bd. I, Teil I, S. 68.
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Ich setze zur Abkiirzung
=0, m,=¢q,+ ¢+ + @, Ya, (&) =G (2), r=12,3,...,
dann ist die unendliche Reihe

G, (2) Gy (2) (5 (2)

’ + S2ng—1 ] : + ~2ny—1 2 + .
qllﬁl q‘ﬂg q:l P:!
(13) . '
—_ Zz’?"v—l_”'*'l G"(Z)"
r=1 g:ﬁ,,

wobei f, <pf,<py<--- positive Zahlen sind, fir |z <1
gleichmiBig konvergent. Ks ist niimlich

Go@) _ oy U@ _
qa: b, 9 f,

ein Polynom vom Grade 25, — v 414+ 2¢, — 2 =2n, —r—1,
und nach Hilfssatz 3 ist

2n, _1—r+1

1 .
U.(2) < , <1, »r=1,23,...,
© 4,8,
wobei L "T wegen (12') fiir jedes « >0 konvergiert.
v=l1

Die Reihe (13) ist, wenn man die U, (2) ausfiihrlich an-
schreibt und nicht voneinander trennt, eine Potenzreihe, die
fir ¢ <1 konvergiert und fir 2 <1 eine stetige Funk-
tion G (2) darstellt:

=, Cé’lﬂ Cl('m J_()'m N
G(Z)=L v, & = :+.+ "'“'—"'517,—2
v=0'" ah 4 b, 7 by

0392‘
+ z?ﬂ—l + P
7 B,

Nun ist
GE— 60 =B[0.60—0.0), & <1, <1,

und aus Hilfssatz 4 folgt mit Riicksicht auf Ungl. (12)
., @2n) < 8 z—C

S, r=1,2,3,--.
q/p a__,/))v? Y T

(U) Uiz)—U,() <2z
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" . . 1 .

Da nun fiir @ > ¢ die Reihe 22 i konvergiert, so
v=1Y, v

ceniigt die Funktion (f (2) fiir jedes ¢ < « einer Lipschitzschen
. Ist aufBierdem

D D
Bedingung vom Grade ¢ im Kreise |2/ <1

o
eine konvergente Reihe, so geniigt G (2) sogar einer
Hier darf auch « =1

&1
vzle ﬂv
Lipschitzschen Bedingung vom Grade «

Andererseits ist fiir » > 0 nach Hilfssatz 3
1

(2,) |5 | 1(g,) " _
(Ot 103 )q‘:"ﬁ:

sein.

n o—y—
21vvl

py lyy =
nw=2n, 1—v+1
[+2’+3’+ i — 1] =5,

= qu/+32/

und
g, —1
)_l 241
1+ 2%+ +(q,—1)’>fx’dx (QA?)—IV———,;:>O.
Also 1st
. PRRY ] (’—z(lx+1/2)+l
Sw\/(q_ 1) . ) '1, B R 7’::132a 37""
gy T o B
setzt man nun
r=1,2,3,...,

p, = log q,,
so geniigt mit Riicksicht auf die Bedingung (12°) die Funk-
tion (f (#) einer Lipschitzschen Bedingung vom Grade a im

. 5
Kreise |¢ <1, wihrend andererseits fiir

l1—x(a434)>0, d h /<2 +1 vlirr;Sv=+m
. o
. 1‘ d. . 3 ) . ” . 5 = . o
wird, also die Reihe r}:l[y 7 fiir jedes <2a_|_1 divergiert.

Es 1st also
2
)
,(()> L 0<a<l, Qu. e. d.
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Da aber im § 1 gezeigt wurde, dak y (a)< i}-l
so hat man das Resultat
2
14 (o) = — = )
(14) v («) S 1 0<a<l
. 2

Offen bleibt dabei die Frage, wie sich die Reile X3 ¢, [2«+!
r=1

verhiilt. Ich zeige, daB im Falle « > } diese Reihe auch noch
. : 2
divergieren kann. Jetzt wird nimlich flir » = (1 <1

o

s,.>»1<;):”"‘—ﬁ’ y=1,2,8 ...
0

Nun setze ich
B, = skt y = 1,2,3, ..,

o 1
offenbar ist jetzt 22 F konvergent, also geniigt (¢ (2) einer
. r=1{’»

Lipschitzschen Bedingung vom Grade a; dagegen ist

1
5> 41

2

also 23 ¢, 2**! divergiert. Hierbei ist 0 <a <1.

r=1
Zusammenfassend gilt der Satz II:

Wenn die Funktion
flz)~ + L (a, cosve + b, sinrx)

einer Lipschitzschen Bedingung vom Grade a geniigt:

(3 fl@)y—f) <2 z—u" wobel 0 <a<l,
] bl 2
so ist die Reihe 2 ay'—lbr‘=2;l v/ furJedeS%>'2“+1

konvergent; dagegen, gibt es eine Funktion f(x), so daf

r=1 =

o
. 5 . . Y . "
sogar die zugehirige Potenzreihe 20(a, —ib) 2 = G (2)

v=0

der Lipschitzschen Bedingung
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G — G0 <ie—(l4 2 <1, 0<a<]
. . e 2
genligt und die Reihe ¢, |# fiir jedes z<m1
© 2
divergiert. Ist@>1,sokannschon die Reihe 33]¢,[?*+!
divergieren. v=1

o]
Ob z B. fir « = L die Reithe 2J |¢,| divergieren kann,
. . =1
ist eine offene Frage. ’

§ 3. Zusitze.
1. Die Formel (14) gilt auch fiir « = 1, denn es ist offenbar
y(1)<y(a) fiir 0<<a<,

also
y(H<3.
Andererseits folgt aus Satz II
7 (1) > 43
also ist

y(1) = 3.

2. Satz 11 LiBt sich verschiirfen durch Untersuchung der
Konvergenz bzw. Divergenz der Reihe

Yoot = Mar(ad - b2, 0<% <2, 1>0.
r=1 y=1

Man setze in Ungleichung (6)

dann erhilt man

) ny = my - SFNETH
> FaE<l ¥ |6 2)2 b3 1'2*”) 2
V g

ry=mnq
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Nun ist fir ¢ >0
vl n--1
u“ ” 1 _
X< X fw~flw~q e 4 e 1],
r=1 =1 -

also
"

ve < (n 4 1)et;

r=

hieraus und aus der Formel (8) folgt fiir
nyo=2¢ p,=20t1—1, n=123,..,
die Ungleichung

on41_1 = »

Y 212 (%) 0 (1)
3 vl ( (D E 42— 21 s DX 2/.
Hu G i ?/tu/ -2 . 2<2/uu¢ = V
=2

also schlieflich:

2tF Ty Y (,'z

O 1. g ¢

2 et ——— w= 12,3 . ..
y—=0it 2”(«;:-}-{2—1 —1)

Hieraus folgt unmittelbar die Konvergenz der Reihe

% vrle b= 5 a4 0%,

v v=1

falls
120, 02, ax+;>1+1
ist. Dies heifit
2a 41
2

0<r<n™ — 1, 0<x<2s

offenbar muf dabel

> Sa 41’ d. h. x>y (n) sein,
3. Eine weitere Verschirfung des Satzes II besteht darin,
daB die Bedingung (3") durch die erheblich allgemeinere
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(15) f[f(x+2t)+f(x 2t)—2f (2]t du < 82424 fiir £> 0

ersetzt Wnd.

Es kommt ersichtlich nur darauf an, zu zeigen, daBi auch
unter dieser Voraussetzung die Beziehung (8) gilt, die ihrer-
seits aus der Ungleichung

2

(16) »j;f[o,,(x)—f(x)jgd <EE U128,
0
(C eine Konstante, die nur von a abhingt) folgt.

Um nun diese Ungleichung zu beweisen, setze ich nach
Formel (L)
2

sinnd : sinnd\1y
ou (&) — () = f Cas ) () e+ 20
e — 20— 2 @) dt,
und wende hierauf die bekannte Ungleichung
b b b

(\‘J‘(P(‘E) I/V(x)(lx>2<.[(/>(x)3 dx'fw(x)"’dz, b>a

an. Dann wird

T
2

(on(@) — f D)< f(.sf‘ﬁt) “Cat. f(“””)“"[f(xjuzt)

n*n? sin ¢
0

b =20 — 2@ d;

nun ist
. >

sinnt\ 2" - sinnt)> (smr)2 *pPe
f(sinf) dt<2" "f( t ) at<’] 4 Comrde Bk
0 0 0

2 i i 2 Ty
<Z'n1_“[1 »+—f:jjuJ<n g ,0<(1<1, n=11273a---

2 1—a
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Also wird

T
2
2

f[o,. @)—1@)] dw <5 i 1a)n1+« («)f {(S:i}n’;t)”“![ (e +20)
+f@—28)—2f(@)] da;} dt,

und mit Riicksicht auf die Bedingung (15) wird

b

2
8 2* sinmf\2+e
J[Uyz(x) f(@)] dx< ()n,+“f( ) t2edt.
0

sint
Ferner ist
7 N . 3
t « 24« ." 24
J‘ sinn f2adt < (sin ?)z t) Y
sint {2—a
4] 0

« 24a,42—a - = - 1-
<(:> j(_smT_)Tun : dr<8n“"[1+f fZT J<1(»n
2 nt? 72 _—
0 1
Daher wird schlieflich

128 42

— ap i’

@ —rEraa<
0

womit die Ungleichung (16) bewiesen ist (C’ = g . gesctzt) .
—

Es ist bemerkenswert, daf die Bedingung (15) sich durch
die Fouriersche Reihe von f(x) leicht ausdriicken lifit. Es
ist ndmlich
flz+20)+flx—28)—2f@)~—22 (1 —cos2rit)(a,cosrz

v=1
1 ’ — A ’ == £ 1 2 r U
also 4 b, sinrvz), 1—cos2vt = 2sin®rf,

1 5
};Jv[f(x 428+ fz —2t)— 2f(x)Fdx = 16 El(aﬁ + b)) sint ot
0 y=
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Wir haben somit den, auch direkt beweisbaren, Satz ge-
wonnen: Satz III,

Ist fiir ein positives a <1

sl

o (a4 b)) sint v < 222« fiir £>0,
r=1 :

/. eine Konstante,

so ist die Reihergl(a,’, + 02)* fiir = > -27“—2_%«—1 konvergent.
Ich beweise, dah es andererseits Funktionen f(x) gibt,
fiir die sogar

Z (Cla? + b,g.) sin2rt < 2 t2a’ ¢ > 0

r=1

1
@ . —
gilt, withrend 2 (a; 4 02)*«t! divergiert; dabei ist « eine

r=1

7Zahl des Intervalles 0 <a <1,
Setzt man nimlich fiir die in § 2 definierte Funktion G (2)

wiede
UL fy=retie, »=1,23,...,
el 1 .
M B . Al q 2\ & -
so ist, wie schon gezeigt wurde, 33 (a; 4+ b3)*«t! divergent.
r=1
[ <1 stetige Funktion und

~
“

Andererseits ist G (z) eine fiir
da in den Polynomen U, (¢) keine gemeinsame Potenz von z
vorkommt, wird

1o |
z;f (]’.(/?I(I-I-?“) I (]” (ct.r) f.’dx

0

27
1 7
=N r 5 . . .
=, X U (e'e 20y — ], (e'=) *da.
ST =
0
Nun ist
2
1 & e
! (s Py s \ : .
S f )—I (;’,,(‘“(‘r'{ REII ;',./?“f)'“'(lx=z; e 2, 1 _(,?nl.!
4 TT o r=1 r=1
O @

=42y, [2sin?rt,
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und aus der Ungleichung (U) folgt fiir ¢ = «
i a P S2 l_e‘.’.x’ll?u
U (erean) — 17, (o) 2 < S LB

also

i 1
—1 plat1’

»

Q7 =

2o
L ¥ JIUV (5 ¢+20y — U, (¢*) * da < 8% 4« sin 2e¢
=1
0

Somit wird
© » 1
ol i .9 .
2y, Pein? i <8242 CYadl” Qu. e. d.
r=1 %

i vy
r=1

Schlufbemerkung.

Aus unserem Resultat folgt insbesondere:

Geniigt die Funktion f(2) fiir ein @ > } der Bedingung (15),
so ist sie durchweg stetig.

Es wiire von Interesse, hierfiir einen direkten Beweis

zu geben.
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