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Beweis, dass unter allen homogenen Membranen von
gleicher Fliche und gleicher Spannung die kreisformige
den tiefsten Grundton gibt.?)

Von Georg Faber.

Vorgelegt in der Sitzung am 7. Juli 1923.

(r sei ein einfach zusammenhingender abgeschlossener Be-
reich mit der Randkurve ¢ und dem Flichenelement dw. U sel
unter den in G stetig differenzierbaren und den zwei Neben-
bedingungen:

1) U =0 auf C,

2) S Uzdw =1
a
geniigenden Funktionen diejenige, fiir die der Integralwert

3) §{(grad U)*dw moglichst klein wird.

Der Maximalwert von U in & sei ¢ (> 0). Ferner sei, falls
0<y<e G sei das Teilgebiet von G, fiir das U <y gilt; &
ist also mit . identisch. F. sei der Flicheninhalt von G, C.
bilde zusammen mit € den Rand von G,, C, und G, bedeuten
das niimliche wie C, s. sei (im Falle y <¢) die Bogenlinge von C,.

) Es ist das meines Wissens der erste Beweis fiir diesen vermutungs-
weise hiiufig ausgesprochenen Satz (vgl. Lord Rayleigh, The Theory of
Sound, London 1894, Bd. 1, S. 339—340). FEin iihnlich lautender, von Herrn
Courant (Math. Zeitschrift, Bd. I (1918), S. 821) bewiesener Satz, bei dem
die Membrane vom niimlichen Umfang statt, wie oben, die vom niimlichen
Flicheninhalt in Vergleich gezogen werden, folgt leicht aus dem obigen,
withrend das Umgekehrte nicht gilt.
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Endlich sei
1) J, = [ (grad U)*duw,
0}'

sodaf also das Integral (3) soviel ist wie J,.

Ich betrachte weiter fiir 0 < y < ¢ ein System konzentrischer
Kreisringfliichen X, mit den inneren Radien #, und dem gemein-
samen iduBleren Radius r;. Diese Radien werden bestimmt durch
die Bedingung:

5) Flicheninhalt (7; —#7) 2 von K, == Flicheninhalt F, von (,,
6) Flicheninhalt 757 des HuBeren Kreises K, (vom Radius »r)
= Flicheninhalt F, von G.

Die Kreislinie vom Radius », heifie k,; K ist soviel wie k.
ks ist der gemeinsame Mittelpunkt aller Kreise. In K, werde
eine Funktion V' definiert durch die Gleichung:

7) V=yautk (0<y<eg).

Dann wird
8) ffveaw= fUzdw=1.
A‘& GC
Ich setze noch

9) i',‘=ff (gl’ad V)2dw (0<;r<c; l0=0)
K.,

Der mathematische Nachweis des in der Uberschrift be-
haupteten Satzes besteht nun darin, daf gezeigt wird: es ist

10) Je > e,

und das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn G- mit K, kongruent ist.
Den Beitrag 4J, des zwischen C, und C, 1, gelegenen Gebietes
Gy4 4, — &, zu dem Integrale J, vergleiche ich mit dem Beitrage
A, des zwischen &, und %, ., gelegenen gleich grofien Kreis-
ringgebiets K,y 4, — K, zu dem Integrale i, (0 <y <y + Ay <e).

Zu diesem Zweck teile ich den Umfang s, von €, durch
n Punkte: P, P,, ... P, in n Teile, die entweder alle einander
gleich sind oder doch wenigstens die Bedingung erfiillen, daf der
Quotient irgend zweier Teilbogen fiir n — o gegen 1 strebt.
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In den Teilpunkten errichte ich die Normalen auf ), und nenne
deren zwischen C, und C, 1 s, gelegenen Stiicke: A» , dv,, ... Av,.
Ay sei gleich s, : n (was zur Voraussetzung hat, daB » auf Werte
>s.:(¢c— y) beschrinkt wird), e, sei eine Zahl, die flir n —
gegen Null konvergiert, nicht jedesmal die nimliche, und A7
werde zur Abkiirzung fir », — »,4 4, geschrieben.

Dann ist _
" = S (F1) 4 ),
T \4dv./ n
12) di, = (A 7’)22m., 1r (14 ea),
! Ar ‘ ’
1. s, Ar(l+e) 2 1
13) - n2(~cj’— )%“Ar,f

Nun gilt bekanntlich folgender Satz (den man noch ein-
facher als mittels Differentialrechnung durch den Schluf von »
auf » + 1 beweist): Falls die Summe s der positiven Verdnder-
lichen z,, »,, ... 2, gegeben ist, nimmt fiir 2, =z, =---
=z, = s:n die Summe

1 1 1 . .. 3
14) ry + % + -4 x thren Minimalwert s an.

n
Da aber nach Voraussetzung
8, &
15) Ay =2ar, dr (1 4 &)
n

ist, folgt aus (14):

! ns,
3 o > o ‘w).
16) 214 Ay 2ar, dr (L 2)

Setzt man diesen Wert in (13) ein, so findet man:
A, B, AR
1 7 i ) -
D _li,><2m,> (1 + &)
Nun umschliefit aber die Kurve €, ein ebenso grofies Gebiet
wie die Kreislinie %.; es ist daher s,> 2ar,, also nach (17).
wenn man n iiher alle Grenzen wachsen lifit:
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dJ, _ di,
18) ’dy' Z d)’ ’
und daher, weil ja
19) = f(ilJ dy und i, —J ZL !
20) fjc 2 i}

hier aber kann das Gleichheitszeichen nur dann gelten, wenn stets
$, = 2zr, ist, d. h. wenn alle Kurven C, Kreise sind.

Zusatz bei der Korrektur: Das im Vorstehenden benutzte
Verfahren lifit sich auch bei anderen Aufgaben verwerten, z. B.
beim Beweise des Satzes, daB von allen Kérpern gleichen Volu-
mens die Kugel die kleinste elektrostatische Kapazitit besitat.
Auch hier handelt es sich mathematisch darum, eine Funktion U
so zu bestimmen, daf ein Integral wie (3) mdglichst klein aus-
fallt. Doch ist es jetzt ein dreifaches Integral, das iiber den
. Raum aufierhalb des Korpers zu erstrecken ist; statt (1) und (2)
hat man folgende Nebenbedingungen zu beachten: Auf der Ober-
fliche des Korpers soll U iiberall den némlichen Wert annehmen,
HHEES SOl lim U (2, 9, 2) = 1

r— o

sein, wo r= Va4 + 22



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical
Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der mathematisch-

physikalischen Klasse der Bayerischen Akademie der
Wissenschaften Miinchen

Jahr/Year: 1923
Band/Volume: 1923

Autor(en)/Author(s): Faber Georg

Artikel/Article: Beweis, dal3 unter allen homogenen Membranen
von gleicher Flache und gleicher Spannung die kreisférmige den
tiefsten Grundton gibt 169-172


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=20955
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=51072
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=372525

